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El6szé

A kettes szamrendszernek az elmult 70 évben kiilonleges jelentdsége lett. Az elektronikus
szamitogép megjelenése forradalmasitotta az informatikat, elinditva azon az iton, mely ma az
informacios tarsadalom kibontakozasdhoz és a lehetd legteljesebb informacidaramlashoz
vezetett.

Nem is talalhatunk jobb leirast a kettes szamrendszer jelent6ségérél, mint Neumann Janos
First Draft munkéjat, melyben lefektette azon alapelveket, amelyekbdl megsziiletett a
szamitogep.

Részlet a First Draft-bol:

,»A consistent use of the binary system is also likely to simplify the operations of
multiplication and division considerably. Specifically it does away with the decimal
multiplication table, or with the alternative double procedure of building up the multiples of
each multiplier or quotient digit by additions first, and then combining these (according to
positional value) by a second sequence of additions or subtractions. In other words: Binary
arithmetics has a simpler and more one-piece logical structure than any other, particularly

than the decimal one.” (John von Neumann [1])

A kettes szamrendszer kovetkezetes hasznalata jelent6sen megkonnyiti a szorzas €s 0sztas
miiveletét. Konkrétan, nem lenne feltétleniil sziikség tizes alapli szorzotablara vagy olyan
eljarasok megalkotasara, melyekben 0jabb szamjegyekkel kell kiegésziteni a tényezdket, majd
(helyiértékek alapjan) részszorzatokat kell 0sszeadni vagy kivonni. Mas szavakkal: A kettes
szamrendszer aritmetikdja egységesebb és egyszeribb logikai szerkezet, mint barmely mas

szamrendszeré, akar a tizesé.

Szamos dolgozat [2], publikacio [3], disszertacid [4] sziiletett a t¢émaban. Dolgozatomban arra
vallalkoztam, hogy elsOsorban a véges abrazolasbol eredd érdekes vagy meglepd
kovetkeztetésekre felhiviam a figyelmet, tovdbba a téméhoz kapcsolodo, gyakorlati
jelentdséggel bird jelenségeket bemutassam.

Az integralt tanari dolgozat részét képezi az utols6 fejezetben targyalt,

,»A kettes szamrendszer tanitasa szakkozépiskola 9. évfolyaman™ rész is.



Szamok fix- és lebegOpontos véges abrazoldsa nem csak kizardlag a kettes szdmrendszer
sajatossaga. Mdas szabvanyok véges szamabrazolasra kidolgozott aritmetikaval példaul:

1. BCD (Binary-Coded Decimal, bindrisan kodolt szamok) [5]

2. EBCDIC (Extended Binary Coded Decimal Interchange Code) [6]
A tovéabbiakban szamok véges dbrazolasaval a kettes szamrendszer keretein beliil
foglalkozunk, ahogy azt Neumann Jénos is javasolta [1] 1945-ben a First Draft-ban

kidolgozott elveiben, melyeket ma Neumann-elvekként ismertink.

1. Természetes szamok

A természetes szamok kettes szamrendszerbeli abrazoldsa kozépiskolabol ismert. Ezuttal
véges sok szamjegyen vizsgaljuk a szamok abrazolasat.

Definicio6 (bitmélység): n € N a szamjegyek (maximalis) szama.

Ismert: barmely s € N felirhaté s = Y1 s;2'alakban, ahol s; jeldli az s szdm i-edik kettes
szamrendszerbeli szamjegyét.

Jelolés: s,,_15,_» +S0g)-

Ha masképp nincs jelolve, a szamok a példakban kettes szamrendszerben vannak
megadva.

A tizes szamrendszer jele az als6 indexbe tett (.

Definicid (bit, Blnary Digit): kettes szamrendszerbeli szamjegy.

Minden bit vagy 0, vagy 1 értékii, mas nincs.

Szokas még magat a helyiértéket is bitnek nevezni.

A példak egyszeriliség kedvéért n = 8 bites abrazolasuak.

Példa:

A 00100101 szamban 5 db 0-bit és 3 db 1-bit van, és a 0. bitje 1, az 5. bitje is 1.

Az i. bit tehat a fenti képletben a 2¢ egyiitthatéja, 0 vagy 1 értékkel.

Megjegyzés: Szilard Le6 masféleképp definialta a bitet;

Egy S hirforras valamely p valdszintiséggel (relativ gyakorisaggal) kibocsatott / hirének az informaciotartalma
I(h)=-log,p bit.

Shannon 2. tétele (tétel az informdcid Osszenyomhatatlansagarol) szerint egy bit informacid tovabbitdsdhoz
legalabb egy binaris szamjegy sziikséges.

Definicid (6sszes természetes szamok halmaza): M:=[00...00; 11...11]NN.

Definici6 (LSB, less significant bit): legkisebb helyiértéki szamjegy.

Definici6 (MSB, most significant bit): legnagyobb helyiértékii szamjegy.

~T7 ~



Itt LSB a 0. bit, MSB az (n-1). bit.

Vizsgaljuk meg, hany darab természetes szam van!

Konnyen lathaté: n biten 2™ kiilonb6z6 szam abrazolhatd, a legnagyobb szam a 2™ — 1.
Példa:

Legkisebb szam: 0 = 00000000

Legnagyobb szam: 28 — 1 = 255 = 11111111

Kozépiskolabol ismert, hogyan Ilehet felirni a szamokat kettes szamrendszerben,

szamrendszerek kozotti atvaltassal.

1.1 Oszthatosag

Definicio6 (pdros szam): LSB=0.

A legkisebb szam, a 00000000 is paros szam.

Definicio (pdaratlan szam): LSB=1.

Erdekesség, hogy a legnagyobb szam mindig pératlan.

Megjegyzés: a 2¥-nal oszthatd szamok utolsé (legkisebb) k db bitje 0.
Itt tehat a 2-hatvanyok a kerek szamok.

Kovetkezmény (2-hatvdny): 2k =100 ... 0(3), ahol k db 0-bit szerepel.

Definicio6 (paritds): 1-es bitek szamanak paros/paratlan volta.

Paros paritasu a szam, ha 1-es bitjei szdma paros.

Paratlan paritasu a szam, ha 1-es bitjei szama pdaratlan.

Ezek szerint egy szam vagy paros paritdsu, vagy pdaratlan paritdsu, egyszerre nem lehet
mindketto.

n=8 esetén minden paros paritdsu szdm 0-bitjeinek szama is paros, valamint minden paratlan

paritasu szam 0-bitjeinek szama is paratlan.

1.2 Szamrendszerek kozti atvaltas

Példa: (drvaltas 2-esbol 10-esbe):

01100100=?
bit sorszam | 7. 6. 5. 4. 3. 2. 1. 0.
helyiértck |27 =128 |26 =64 |25=32|2*=16|23=8[22=4[21=2[20=1

0 1 1 0 0 1 0 0
01100100=0-27+1-26+1-25+0-24+0-23+1-22+0-21+0-2°=100.




Példa: (dtvaltas 10-esbol 2-esbe egyszeriien):

Algoritmus: Ha a szdm maga a 0, akkor 0=00000000, kész.

Ha nem nulla: kihasznaljuk, hogy 2-vel vald osztaskor csak 0 vagy 1 maradék keletkezhet. A
szamot addig osztjuk maradékosan 2-vel, amig 1-et nem kapunk. Ez biztosan bekodvetkezik.
Végiil az 1-et is elosztjuk 2-vel, utols6 maradék az 1.

(Trivialis kdvetkezmény: minden nem-nulla szam elsé értékes jegye 1.)

A keletkez6 maradékokat irjuk fel forditott sorrendben, és kész.

Mivel véges az dbrazolas, a megfeleld 0-biteket balrol potolni kell.

100
50
25
12
6

3 1
1 1
0
10069=1100100=01100100

S o = O O

1.2.1 Atvdltds kiilonb6z6 alapii szdmrendszerek kézétt

Kozépiskoldban A alapi szamrendszerbeli szdmot ugy valtottunk at B alapura, hogy
el6szor a fenti modszerrel attértiink decimadlis rendszerbe, majd a részeredményt kellett
valtani B alapura.

Létezik algoritmus, amely hatékonyan atvalt kozvetleniil A alapuroél B alapura, példaul a
kovetkezd algoritmus helyes.

Bemenet:

AeN a kezdeti szamrendszer alapszama;

BeN a cél-szamrendszer alapszama;

SeZ az atvaltando, A alapu szam

Kimenet: UeZ az atvaltott, B alapd szam.

Elofeltétel: 1éteznek A, B alapt szamrendszerek és S A alapu

Utéfeltétel: U B alapu és U=S



Eljaras SzamrendszerAtvaltasAB(A, B, S, U)
Ha eléjeles(S) akkor st:=1 kildnben st:=0
hossz:=JegyeiSzéama (S)

Ciklus i:=st-td8l hossz-ig
Ha S[i]e€[0; 9] akkor Jegyl[i-st]:=S[i]-"0"
kiilénben Jegy[i-st]:=S[i]-"A"+10
Eladgazas vége
hossz:=hossz-(1l+st)
i:=0
Ciklus amig 2*i<hossz
Csere(Jegyli], Jegylhossz-i])
Ciklus vége
Ujhossz:=0
Ciklus
maradék:=0
Ciklus i:=hossz-t6l 0-ig (-1)-esével
maradék:=maradék*A+Jegy[i]
Jegy[i] :=maradék/B
maradék:=maradék mod B
Ciklus vége
U[Gjhossz] :=maradék
Ujhossz:=Gjhossz+1
Ciklus amig hossz20 és Jegyl[hossz]=0
hossz:=hossz-1
Ciklus vége
Ciklus vége amig hossz=20
Ciklus vége
Ha sgn(S)=-1 akkor U:=U*(-1)

Eljaréas vége.
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1.3 Természetes szamokkal végzett alapmiiveletek

1.3.1 Osszeadds

A kozépiskolabol ismert mdodon torténik az 6sszeadas: 6sszeaddtabla alapjan, atvitellel.
Osszeadotabla:

0 1

000 | (0)1

1] 1] ()0

A zérojelbe tett érték az atvitel eggyel magasabb bitre.
Tovabba: 1+1+1=(1)1.
Példa:
01001101 77
+00101101 +45
01111010 122

Mi torténik, ha nem elég a jegyek szama?
Példa (n=8):
11111111 255
+00000001 + 1
100000000 0
Magyarazat: 100000000=00000000=0 (nincs 8. bit!)

Vegyiik észre, hogy amikor a 7. bit folotti Osszes bitet ,levagjuk™, akkor tulajdonképpen
vettiik a szam 28 = 256-tal vett osztasi maradékat!
Ebben nincs semmi meglepd, hiszen az eddig targyalt természetes szamok halmaza megfelel a
szamelméletbdl ismert ,,mod 256 maradékosztalynak.
Vagyis, az eredmény helyes, hiszen 0=256(mod 256).
Példa:
11111111 255
+00000010 + 2
100000001 1
1=257(mod 256).
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Példa:

11111110 254
+00000010 + 2
100000000 0
0=256(mod 256).

Ezen egyszeri példakbol is latszik, hogy a tulcsordult 0sszegek elvesznek, de ami még

érdekesebb, Gtletet adhat a negativ szamok tarolasara, hiszen ha 254+2=0, akkor a 254 lehetne

a 2 ellentettje ...
1.3.2 Kivonas

A kivonas sem kiilonbozik érdemben a kozépiskolabdl ismert miivelettol. A kérdés ismét a
szamhalmazbol valo kilépés problémaja.
Ennyit kell tudni a kivonashoz:
0-0=0
1-0=1
1-1=0
10-1=01

Példa:
01001011 75
-00100001 -33
00101010 42

Vizsgaljuk meg, mi torténik, ha egy szambol kivonunk egy néla nagyobbat!
Példa:
00000000 0
-00000001 - 1
111111111 255

Vegyiik €észre, hogy az itt kapott eredmény végtelen sok 1-bitet kellene tartalmazzon! Mivel
n=8, igy az értékes 11111111=255 eredményt kapjuk, ami jo, mert megfelel az 6sszeadasnal
leirtaknak, hiszen 255+1=0 volt. Ez otletet adhat a 2. fejezetben targyalt negativ szdmok

tarolasahoz ...

~ 12 ~



1.3.3 Szorzas

Szorozhatunk ismételt Osszeadassal, de nem érdemes, hiszen vegyiikk észre, hogy kettes
szamrendszerben szorozni nagyon konnyu: egy szam 1-szerese onmaga, 0-szorosa pedig 0.
igy a rész-szorzatok nagyon konnyen felirhatok.
Példa:

1101-101

1101

0000

+ 1101
1000001
Ugyanakkor figyelni kell arra, hogy nagy szdmok szorzasakor nem feltétleniil kapjuk meg a
helyes eredményt!
Példa:
20-:30=600 kellene legyen. Ehelyett:

10100-11110

10100

10100
10100
10100

+ 00000
1001011000

Itt az eredmény 01011000=88, vagyis 20-30=88.

Ez meglepd lehet elsé ranézésre, pedig nem az: a 88 valoban a 600-nak 256-tal vett osztasi
maradéka, hiszen a 7. bit folottiek levagasaval keletkezett. 88=600(mod 256).

Tizes szamrendszerben megszokhattuk, hogy ha kerek szammal szorzunk, akkor csak a
szamhoz kell megfeleld szdmu 0 jegyet irni, hogy megkapjuk a megfeleld nagysagrendet.

Ez kettes szamrendszerben is igy van: 2-hatvannyal szorozva csak a helyiértékeket kell
mozgatni, a megfelelé darabszamu 0-bit beirasaval.

Példa:

111-10000=1110000

Kovetkezmény: egy szorzat értéke lehet tigy nulla, hogy egyik szorzétényezd sem volt nulla.
Példa:

00000010-10000000=100000000=00000000, vagyis: 2-128=256=0(mod 256).

~13 ~



A szorzas algoritmusanak hatékonysagan lehet javitani.

Karatsuba-Ofman algoritmus nagy szamok szorzasdara (1962)

Az otlet Charles Babbage-t6l [7] szarmazott, Karatsuba [8] dolgozta ki az algoritmust. Az
eredményt Bernstein [9] publikalta.

Legyen adott x és y nagy (n-jegyll) B szdmrendszerben felirt szamok, melyeknek szorzatat
kell kiszamitani. (Ha az egyik szdm nem n-jegyii, nullds szamjegyekkel potoljuk a jegyeket.)
Béarmely m<n —re (gyakran specialisan ha n=2k akkor m=k) felirhat6

x=aB"+b

y=cB™+d

ahol b, d < B™.
xy=(aB™+b)(cB™+d)=(ac)B*™+(ad)B™+(bc)B™+(bd)=(ac)B*™+(ad-+bc)B™+(bd).

Vegylik észre, hogy ad+bc=(a+b)(c+d)-ac-bd

Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy

xy=(ac)B*™+[(a+b)(c+d)-ac-bd]B™+bd.

Ez viszont mar csak 3 szorzast tartalmaz (4 helyett!): ac, bd, (a+b)(c+d).

A moédszer rekurzidval tovabb ismételhetd ezen hirom szorzatra is, amig csak 1-jegyii
szamokat kell szorozni, ami a szorzotabla ismeretében trivialis.

Nem hasznaltuk ki a szdmrendszer alapszamat. Egy kis tovabbgondolassal lathatd, hogy a

Karatsuba-Ofman algoritmus hasznalhaté polinomok szorzéséra is! (x:=B)

1.3.4 Osztas

Osztani lehet sorozatos kivonassal, vagy az altalanos iskoldban tanult modszerrel, kettes
szamrendszerbe atiiltetve.
Példa:
01110111:101=00010111
0111
1001
1001
1001
100

119:5=23, maradék a 4.
Kovetkezmény: szamokat ugyanugy osztunk maradékosan, mint polinomokat, ahol az
egyiitthatok jatszak a bitek szerepét: mind 0 vagy 1. Erdemes arra odafigyelni, hogy a 0
egylitthat6ja tagokat is kiirjuk, nehogy osztas kozben eltévessziik a helyiértéket!
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Erdekesség: a (maradékos) osztas az egyetlen az alapmiiveletek koziil, amellyel nem tudunk
kilépni a halmazbol: nem kell a szdmokat a tobbi miiveletnél ismertetett modon ,,vagni”.
2-hatvannyal konnyl osztani, csak a kettedesvesszdt kell ,,balra” mozditani a megfeleld
jegyek szamaval.

Példa:

10110100:00000100=00101101

10110100:00001000=00010110, és maradék az 1.

Hatvanyozas: torténjen ismételt szorzassal! A gydkvonast vagy formalisan taroljuk, vagy

hasznaljunk egy sorozat szerinti kozelitést a kello pontossaggal.

7

1.3.4 Gyirii-tulajdonsdgok

Vegylik észre, hogy a fenti értelemben vett dbrazoldsban a szdmok halmaza kommutativ
gyliriit alkot a ,,mod 2" Osszeaddsra és szorzasra. Lattuk azonban, hogy ez a gyfirli nem

nullosztomentes!
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2. Negativ szamok

2.1 Komplemens abrazolas

A példak tovabbra is n=8 biten vannak értelmezve.
Definicio6 (egyes komplemens kod): minden bit megforditasaval kapott szam.
Minden 0-bit 1-bitté valik, és minden 1-bit 0-va valik.
Jelolés (egyes komplemens kod): ~
Ha tehat x=575655545352581502), akkor ~x=(1-87)(1-56)(1-55)(1-s4)(1-s3)(1-52)(1-81)(1-50)@-
Példa: ~01001101=10110010
~01001101
10110010
Megjegyzés: egy szam ¢és egyes komplemens kodjanak Osszege a csupa 1-es szam; n=8
esetén 11111111.
Definicio6 (kettes komplemens kod): egy x szam kettes komplemens kodja az a szam, amelyet
ugy kapunk, hogy x egyes komplemens koédjahoz 1-et hozzaadunk.
Jelolés (kettes komplemens kod): -
Példa:
-01001101=10110011, mert:
~01001101
10110010
+00000001
10110011
Mi koze lehet egy szamnak a kettes komplemenséhez? Adjuk dssze Oket!
01001101 77
+10110011 +179
100000000 0

Vagyis, a kettes komplemens kod mindig pont azt a szdmot allitja eld, amivel az eredeti
szamot Osszeadva 00000000-t kapunk.

Persze, negativ szamok tarolasahoz csak akkor haszndlhatjuk a kettes komplemens kodot, ha
tudjuk, hogy egy x szdm kettes komplemens kodjanak kettes komplemens kodja maga az x
szdm, azaz: barmely x szdm bitjeit megforditjuk, hozzdadunk 1-et, az eredmény bitjeit

megforditjuk, végiil hozzaadunk 1-et, a végeredmény x.
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Definicio6 (ellentetf): egy x szam ellentettje legyen az x kettes komplemens kodja. (Neumann
Janos javaslata)

Kovetkezmény: minden szdmnak van ellentettje.

Egy szam ellentettjének ellentettje maga a szam.

Megjegyzés: ezzel még nincs definidlva, melyek a pozitiv €s melyek a negativ szamok.
Vegyiik észre, hogy nincs minusz nulla: -0=-00000000=100000000=00000000=0.

A nulla szamtol eltekintve, észrevehetd, hogy kettes komplemens kod szamitisakor MSB
mindig megvaltozik.

Definicié (S, Sign, eldjelbit): MSB.

Definicio (pozitiv szam): S=0.

Definici6 (negativ szdam): S=1.

Kovetkezmény: a 00000000 pozitiv.

Mivel S csak 0 vagy 1 lehet, az egész szdmok halmaza a pozitiv szamok halmazéanak és a
Vizsgaljuk meg, hany pozitiv és hany negativ szam van, n=8 esetén!

Adott a 0=00000000 legkisebb pozitiv szam. A legnagyobb: 01111111=127.

11111111 most nem a legnagyobb szam, hiszen negativ, egészen pontosan -1, igy 6 a
legnagyobb negativ szam.

Koénnyen lathato, hogy 00000000 kettes komplemense dnmaga: 00000000. Ez azonban igaz
az 10000000 szamra is! ~10000000=01111111, igy -10000000=10000000! Emiatt szokas ezt
a szamot nem nullanak tekinteni, hanem a legkisebb negativ szdmnak. n=8 esetén tehat
10000000=-128. Ezért szokas kikotni, hogy 10000000 kettes komplemens kodjat ne tekintsiik
az ¢ ellentettjének, hogy ne 1épjen fel az a probléma, hogy -(-128)=-128 lenne, mivel +128
nincs. Nulldra szimmetrikus szamhalmaznal nem kellene ilyen kikotéseket tenni.

Itt tehat a negativ szamok: -128 ... -1: 128 db, a pozitiv szdmok: 0 ... 127: 128 db.

Altalaban is: 2" db negativ és 2™ db pozitiv szam van, de mint lattuk, a szamhalmaz nullara

nem szimmetrikus!

2.2 Egész szamok halmaza

Fentiek alapjan fel lehet sorolni az egész szamokat; néhany egész szam kovetkezik. (n=8)

~17 ~



10000000 | -128

11111101 -3

11111110 -2

11111111 -
00000000
00000001

00000010

w| N | O

00000011

01111111 127

2.3 Miveletek egész szamokkal

Lattuk, hogy egy szam és ellentettje 6sszege 00000000, ahogy megszoktuk. Azonban a kettes
komplemens kodu abrazolas tartogat néhany meglepetést, ha az alapmiiveleteket a mar ismert

modon alkalmazzuk.

2.3.1 Tulcsordulas eléjelrél

Az Osszeadds miivelete nincs tekintettel arra, hogy eldjelként definidltuk MSB-t. Az
el¢jelbitek dsszeadasa tiilcsordulast vonhat maga utan.
Ha 6sszeadunk két n-bites szamot, akkor két eset lehetséges.
1. eset: az eredmény is elfér n biten.
2. eset: (nt+1)-bites eredményt kapunk, mert legalabb egy 1-bit atvitel keletkezett MSB-rdl.
Ekkor az (n+1). bit 1-es.
1. példa:
00100001 33
+00001000 + 8
00101001 41

Két , kis abszolutértékli” szamot adtunk 0ssze, pozitiv szamok 0sszege pozitiv.
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2. példa:
11001011 -53

+10101101 +-83
101111000 120

Itt az els6 meglepd eredmény: két negativ szam O0sszege pozitiv lett! Mivel S-rdl tortént az 1-
bit talcsordulésa, ezt el6jelrdl torténd tilcsordulds-nak nevezziik.
3. példa:
11001011 -53
+11101110 +-18
110111001 =71

Az eredmény helyes (n=8), de mivel mindkét szdm negativ volt, keletkezett egy eldjelrdl
torténd tulcsordulas.
Mivel vannak példak helyes €s helytelen eredményekre is eldjelrdl torténd tilcsorduléds utan,
szliikség lesz a két esetet szétvalasztani, hiszen abbol, hogy eldjelrdl torténd talcsordulds
tortént, még nem kovetkezik, hogy az eredmény hibés lenne.
4. példa:

00110101 53
+11101110 +-18
100100011 35

Mint lathatjuk, az eredmény eldjelhelyes, de az dsszeadas ismét eldjelrdl torténd talcsordulast

eredményezett.

5. példa:

Tekintsiink egy olyan esetet, mikor egy szamot éppen az ellentettjével adjuk dssze!
10101010 -86

+01010110 + 86

100000000 0

Az eredmény valdban 0, de ismét eldjelrdl torténd tulcsordulas keletkezett.

2.3.2 Tulcsordulds eldjelre

Nem csak a legmagasabb helyiértékekrdl lehet talcsordulast eldallitani. Gyakran eléfordul,

hogy kis szdmok Osszege valt rosszul eldjelet.
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6. példa:
01111111 127

+00000001 + 1
10000000 -128

Eléjelezés nélkiil helyes lenne, de a korabbiak alapjan ez nem jé eredmény!
ElGjelre torténo tdalcsorduldas-nak nevezziik azt a jelenséget, amikor az eredmény az
Osszeadas folytan eldjelhibas lesz.
7. példa:
01101000 104
+01101001 +105
11010001 -47

Két pozitiv szam 0sszege ismét negativ lett.

8. példa:

Egy negativ és egy kis pozitiv szdm 0sszege pozitiv lehet:
11001001 =55

+00111010 + 58

100000011 3

9. példa:
11010001 -47

+01001001 + 73
100011010 26

Itt az eredmény helyes és eldjelhelyes, és MSB-rdl csordult tul, ezért megfelel a 4. és 5.
példaknak.
10. példa:
11010001 -47
+11001001 +-55
110011010 -102

Az eredmény szintén helyes €s eldjelhelyes; MSB-rdl csordult tal, hasonldan a 3. példadhoz.
Lathattuk tehat, miképp csordulhatnak tul az értékek kettes komplemens kodu abrazolasnal.

Vizsgéaljuk meg, mik kdvetkeznek mindezekbdl!
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2.3.3 Asszociativitas

Konnyen lathato, hogy az 0sszeadds asszociativ (akdrhany biten), hiszen nem csindlunk mast,
mint kettes szamrendszerben adjuk Ossze a szamokat. Az egyetlen pont, ahol elvileg
elromolhatna, a tulcsordulas.

Vizsgaljuk meg az Gsszes esetet, vajon mi torténik, ha az eldjelbit koriil talcsordulas torténik a
kiilonboz6 sorrendben vett 9sszeadasok soran!

Kérdés tehat, hogy ha adott @, b, ¢ n-bites egész szam, akkor mindig igaz-e, hogy
(a+b)+c=a+(b+c).

Mivel mashol nem lehet baj, elegendd és sziikséges az eldjelbit alatti bittdl vizsgalni az
értékeket. Ez 2°+4=64+4=68 lchet6ség, hiszen ha egymas ala irjuk a hirom dsszeadandot, 2°-
féle bit allhat az eldjelbit alatti helyiértéken, téliik fliggetleniil 2°-féle eléjelbit fordulhat eld,
¢s még érkezhet egy +1 atvitel az eleve 1+1 Osszeghez, amihez vagy 0-t, vagy 1-et kell
adnunk, mindkét sorrendben.

Az Osszes szamitds n=8 bitre megtaldlhaté e dokumentum DVD mellékletén, a kiszamitod
programmal, melynek tetszéleges n>3 bitmélységet megadhatunk.

A szorzds asszociativitasa elsdre nehezebbnek tlinhet, hiszen nagyon érdekes szorzatok
allhatnak el6 ebben a szdmabrazoldsban, ugyanakkor a fentiekhez hasonléan be lehet latni,
hogy barmely a, b, ¢ n-bites egészekre (ab)c=a(bc). Ne lepddjiink meg, ha a legtobb
kiszamolhato szorzat talcsordul!

A szorzat asszociativitdsanak n=8 esete valamint a program megtalalhatéo a DVD mellékleten.
Példa:

(-81-83) -126=6
-81-(83-126)=6
Példa:
(-56-44) - (-80)
-56-(44-(-80))

0
0

2.3.4 Disztributivitas

Meglepd eredmény, de a disztributivitds is teljesiil! Legaldbb annyira meglepd példakkal,
mint az eddigiek.

Példa:

(26-62) -14=8

2614+ (-62) -14=8
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Példa:

(-64-68) -64=0
-64-64-68-64=0

Tovabbi példak a DVD mellékleten.
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3. Bitmliveletek

Tekintslik az L={0; 1} halmaz 6nmagaba val6 leképezéseit. A bitek halmazabodl sajat magaba
képezo fliggvényeket bitmiiveleteknek nevezziik.

A bitmuveletek hasonldsagot mutatnak a matematikai logikaban tanult logikai miiveletekhez.

3.1 Egy és kétvaltozds bitmiiveletek

3.1.1 Tagadads

Definicio (tagadas, NEM): Legyen 4 : L—L.

1 (0)=1;

7 (1)=0.

Ezt a 4 jellel jelolt bitmiiveletet tagadasnak nevezziik.

Az elnevezés onnan ered, hogy az argumentumként kapott bitet megforditja.

A Dbitmiiveleteket, mint sok fiiggvényt, megadhatunk tablazattal, a megfeleld
hozzéarendeléseket jelolve. Ennek a neve igazsagtabla. Hasonld a szorzotabldhoz, csak
szorzas helyett a megadott bitmiiveletet kell alkalmazni.

A tagadas igazsagtablaja:

A [qA
0 |1
1|0

A tagadas tehat egyvaltozos miivelet.

A két ,,nullavaltozés” konstans bitmiivelet:

Definici6 (azonosan igaz bitmiivelet): I: L—L; [(0)=1; I(1)=1.

Definici6 (azonosan hamis bitmuvelet): H: L—L; H(0)=0; H(1)=0.

Mint késébb latni fogjuk, ezek a miveletek egyébként mind kifejezhetdk a kovetkezo
bitmiiveletekkel: A(€s), V(vagy), 7 (nem).

A tovabbiakban kétvaltozos bitmiiveleteket vizsgalunk. Ezek az f: LxL—L fliggvények.

Ebbdl pontosan 16 kiilonbozd 1étezik, koziiliik néhanynak kiilonds jelentdsége van.

3.1.2 Konjunkcié (ES)

Definicié (konjunkcio, ES): bitmiivelet, amely csak akkor ad 1-et, ha minden argumentuma 1.

Jelolés: A, infix alakban szokas irni.
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Igazsagtablaja:

A B ANB
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

3.1.3 Diszjunkcio (megengedd VAGY)

Definicié (diszjunkcio, megengedd VAGY): bitmiivelet, amely csak akkor ad 0-at, ha minden
argumentuma 0.

Jelolés: Vv, infix alakban szokas irni.

Igazsagtablaja:

A B AVB

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1
3.1.4 Implikacio

Definicio (implikacio): kétvaltozos bitmiivelet az alabbi igazsagtablaval:

A B A—B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Jelolés: —, infix alakban szokas irni.

3.1.5 Ekvivalencia

Definicio (ekvivalencia): kétvaltozos bitmiivelet, amely csak akkor ad 1-et, ha mindkét
argumentuma megegyezik.

Jelolés: <, infix alakban szokas irni.
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Igazsagtablaja:

A B A-B
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Az el6bbi tagadasa:

3.1.6 Antivalencia (kizdré VAGY)

Definicié (antivalencia, kizar6 VAGY, eXclusive OR, XOR): kétvaltozés bitmiivelet, amely
csak akkor ad 1-et, ha a két argumentum kiilonb6z0.

Jelolés: @, infix alakban szokas irni.

Igazsagtablaja:

A B A®B
0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Vegylik észre, hogy a XOR miivelet hasonlit az n=1 bites szdmok 0sszeadasara!

3.1.7 NOR (Not OR)

Definicio (NOR): a NOR bitmiivelet a VAGY miivelet eredményének tagadasa.

Igazsagtablaja:

A B ANORB
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1 1 0

3.1.8 Sheffer-miivelet, NAND (Not AND)

Definici6 (NAND): A Henry M. Shefferrol elnevezett kétvaltozos bitmiivelet az ES miivelet
eredményének tagadasa.

Jelolés: |, infix alakban szokas irni.
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Igazsagtablaja:

A [B [AB

0 o 1

RE 1

1|0 1

TR 0

3.2 A teljes igazsag

Mind a 16 kiilonb6z6 bitmiivelet igazsagtablaja kovetkezik egyben:

A

B

M,

M,

M,

M;

M,

Ms

Ms | My

Mg

My

M,

Mll

0

1

1

1

1

1

1

1 1

0

0

0

0

1

1

1

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0
0

0

1

1

o o ©

S| O o ©

Ahol:

M():I

M1:A|B

M2:A—>B

M3:—| A

M4:B —A

M5:'| B

Mg=A<~B
M;=A NOR B
Mg=AVB
My=A®B
M,;=B

M11:'| (B—)A)

M12:A

M13:—| (A—)B)

M;,=AAB
M] 5:H
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3.3 Bitmiiveletek tételei

Legyenek A, B, C bitek, azaz L={0; 1} halmazbeliek. A tételek bizonyitasa egyszeriien

elvégezhetd példaul az igazsagtablak alapjan.

3.3.1 Tételek tagaddsra, konjunkcidra, diszjunkciora

Tétel (tagadas tagadasa): 4 (7 A)=A.

Tétel (a konjunkcié kommutativ): AAB=BAA.

Tétel (a diszjunkcié kommutativ): AVB=BVA.

Tétel (a konjunkcio asszociativ): AA(BAC)=(AAB)AC.

Tétel (a diszjunkcid asszociativ): AV(BVC)=(AVB)VC.

Tétel (a konjunkcid disztributiv a diszjunkciéra): AA(BVC)=(AAB)V(AAC).
Tétel (a diszjunkci6 disztributiv a konjunkciéra): AV(BAC)=(AVB)A(AVC).
Elnyelési tételek: a konjunkciéra ¢és a diszjunkciora teljesiilnek az aldbbi elnyelési
tulajdonsagok.

Tétel: AV(ANB)=A.

Tétel: AN(AVB)=A.

De Morgan azonossagok:

Tétel: 4 (ANB)=(7 A)V(q B).

Tétel: 1 (AVB)=(7 A)A(7 B).

Kovetkezmény: AAB= ((7 A)V(q B)).

Kovetkezmény: AVB=- ((7 A)A(q B)).

Tétel (komplementer képzés): AV(q A)=1.

Tétel (komplementer képzés): AA(q A)=0.

Tovabba nyilvan 4 0=1 és 4 1=0.

Tovébbi kovetkezmények:

Idempotencia:

Tétel: AVA=A.

Tétel: ANA=A.

Korlatossag:

Tétel: AVO=A.

Tétel: AV1=1.

Tétel: AN1=A.

Tétel: ANO=0.
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3.3.2 A Sheffer-féle NAND teljessége

Lemma: minden kétvaltozos bitmiivelet kifejezheté a4, A, V miiveletekkel.
Bizonyitas: elég megmutatni, hogy a kdvetkezd kétvaltozos miiveletek kifejezhetok:
e azonosan igaz: |
e azonosan hamis: H
e implikécio: —
e ckvivalencia: <
e kizard vagy: XOR
e NOR
Legyenek A, B bitek. Ekkor:
[=AV(q A).
H=AA(q A).
A—B=q (AN B)).
A<—B=7 (A®B), ¢s:
A®B=(AN( B))V(BA(q A)) (szimmetrikus differencia), tehat
AB=1 (A B)V(BA( A))).
A NOR B= (AVB).
Tétel: minden kétvaltozos bitmiivelet kifejezhetd a Sheffer-féle NAND (|) miivelettel.
Bizonyitas: elég megmutatni, hogy 4, A, V kétvaltozos bitmiveletek kifejezhetok, mivel a
Lemma alapjan minden més miiveletet mar ezekkel ki tudtunk fejezni.
Legyenek A, B bitek. Ekkor:
71A=A|A.
AAB= (AIB)=(AIB)|(A[B).
AVB kifejezéséhez felhaszndlhatjuk azt a 3.3.1 alatti kovetkezményt, hogy
AVB= (( A)A\(7 B)).
igy:
AVB=1 (1 M)A B)= (1 A)lq BYI( A)lq BY)=7 (AIA)BIB)I((AA)|(BIB))=
(AIA)IBB)I(AIA)(BIB))I(((AJA)BB)I(AIA)|(BIB))).
Definicio (halé): Az (M, A, V) mint algebrai struktirat halonak nevezziik, ha tetszdéleges a, b,
ceM szamokra teljestilnek a kovetkezok:
1. aVb=bVa, aAb=bAa (kommutativitas),
2. (avb)vc=aV(bVc), (aAb)Ac=aA(bAc) (asszociativitas),
3. aA(aVvb)=a, aV(aAb)=a (elnyelési azonossagok).
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Tétel: Ha M={egész szamok halmaza}\{100...00}, V a megengedd logikai VAGY miivelet,
valamint A az ES miivelet, akkor az (M, A, V) struktira egységelemes halo, amely rdadasul
disztributiv.

Az igy alkotott logikai rendszer neve: Boole-algebra.

Sot:

Tétel: Az igy megadott M halmaz minden a elemére teljesiil, hogy 1étezik olyan a elem, hogy
aVa =1ésala = 0.

Definicié (komplementer bif): a-t az a komplementerének nevezzik.

Konnyti belatni, hogy:

Tétel: a = b pontosan akkor, ha a = 7 b. Hasonloképpen @ = b pontosan akkor, haqja = b.

3.3.3 Bitenkénti logikai miiveletek

Vezessiik be az 0sszes, el6zdekben targyalt miiveletet bitenként végrehajtva két tetszéleges
egesz szamra!
Példa az A mint bitenkénti miveletre:
01001101 77
A00101101 A45
00001101 13

3.3.4 Megoldas az egész szamok tilcsordulasi hibdira

A fentiekben mar bevezetett S (Sign) eldjelbit mell¢ vezessiink be még néhany fontos
jelzobitet. [10]

Definicio (Z, Zero, nulldt jelz6 bir): értéke legyen 1, ha a miivelet eredménye =0(mod 2").
Definicioé (C, Carry, dtvitelbit):

Osszeadas esetén: Ertéke legyen 1, ha a miivelet elvégzése soran atvitel keletkezik MSB-n.

Kivonas esetén: A Carry bit torlddjon (azaz legyen 0), ha egy miivelet elvégzése soran

athozatal torténik MSB-n (eldjel nélkiili alulcsordulés, az eredmény <0, azaz nagyobb szdmot
vonunk ki kisebb szdmbol). A Carry bit értéke 1 legyen, ha nem tortént athozatal.
Kovetkezmény: Egyszerre Z=1 ¢s C=0 allapot nem kovetkezhet be, mivel nullat csak akkor
kaphatunk eredményiil, ha két egyenlé szamot vonunk ki egymasbol, ilyenkor viszont nem
keletkezik atvitel.

Definicio (O, Overflow, tizlcsorduldst jelzo bit): Ha két pozitiv szdm Gsszege negativ, legyen
O=1; illetve ha két negativ szam Osszege pozitiv, legyen O=1. Minden mas esetben legyen

0=0.
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Kovetkezmény: Vegyiikk észre, hogy kiilonb6zo eldjelli szamok 0Osszeadasa esetén az
eredmény helyes lesz, igy az Overflow bit nulla marad.

A megadott definici6 szerint tehat O=1 esete jelzi, ha hiba tortént és az eredmény korrekciora
var.

Tétel: O=S@C. (trivialis)

A kizaré vagy (XOR) miivelet pontosan azt adja, amit a tilcsorduldst jelzé bit definicigja
kivan.

Vigyazat! A tétel csak kettes szamrendszerben teljesiil minden O, S, C harmasra! Magasabb
alapii szamrendszerben az imént bevezetett atvitelbit nem keletkeztet eldjelvaltast az
(MSB-1). szamjegyrol!

Tulcsorduldas megoldasa tehat: O=1 esetén vegyiik az eredmény ellentettjét!

Masképpen: a helyes eldjelbit talcsordulés esetén S@O.
3.3.5 Relaciok

Az egyenldség, nem-egyenldség relaciok a mar megszokott értelemben hasznalhatok.

Két szam egyenld, ha minden bit ugyanazon sorrendben felsorolva egyenld és az eldjelbitek is
megegyeznek. Ha barmelyik feltétel nem teljesiil, a két szam nem lehet egyenld.

Rendezési relaciok

A kisebb (<), nagyobb (>), kisebb (megengedd-)vagy egyenld (<), nagyobb (megengedd-
)vagy egyenld (>) relaciokat kivondssal vizsgaljuk.

Legyen adott a k és j szam. Tekintsiik két esetnek a k-j, majd a j-k kiilonbségek elvégzésekor

kapott jelzébitek allasat. [11]
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Az dbrakon értelemszeriien kiolvashatok az egyes esetek.
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4. A valds szamok

Valos szamok véges dabrazoldsanak lehetOségeit szamba véve alapvetd akadalyokba
iitkozhetiink. Példaul, bizonyos axiomak nem teljesiilnek!
A tovéabbiakban feltételezziik, hogy a hasznalt szamrendszer alapszdma a B=2. (Neumann-

elv)

4.1 A gépi szamok numerikus modellje

A szamitogépek lebegdpontos szamabrazoldssal abrazoljak leggyakrabban a valds szamok
véges halmazat. Ennek egy lehetséges modellje a numerikus analizis targyaldsaban (Krebsz
[12]):
Definici6 (normalizdlt lebegépontos szim): Legyen t €N, k € Z, m = ¥f_, m; - 27%, ahol
m;=1, me{0; 1} (i=1, 2, ..., t). Ekkor az a = +(T{_; m; - 27) - 2% = +m - 2k alakti szémot
normalizalt lebegépontos szamnak nevezziik.
A t szdm az m-mel jel6lt mantissza hossza, mig k a szam karakterisztikaja.
Jelolés: a = +[m; ... m; | k]
A gépi szamok halmazat M=M(t, k', k") jelli, ahol
M={ala=4+m-2%k™ <k <k*}u{0}.
Fontos kovetkezmények:

1. Létezik legnagyobb valds szam! maxM = M, = [11..1]k]= (1 -27Y)- 2k*

2. Létezik legkisebb pozitiv szam! g = - 2" = 21
Mindezen axioma-sértések ellenére megkiséreljiik megfeleltetni a valés szamoknak
lebegdpontos szdmokat.
Definicio (input-fiiggvény): Az fl: R —» M fliggvény input-fiiggvény, ha
f1(x)

My,hax > M.,
= —My,hax < —M,,
az x — hez legkozelebbi gépi szam a kerekités ismert szabalya szerint, ha |x| < M,
Sajnos ez a megfeleltetés is hibat general.
Tétel (input hiba): Minden |x| < M,, valos szam esetén
g0 ha |x| < g
lx — fl(x)| <41

Elxl 217 ha |x| = &
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|x| = &, esetén az abrazolt szam relativ hib4ja 27¢, azaz csak a mantissza hosszatol fiigg.
Példa

Vizsgaljuk meg az M=M(8, -4, +4) lebegdpontos szamok halmazat!

m;=1; mp, ms, ... , mge{0; 1}, tehat 27=128 féle mantissza lehetséges és -4, -3, ..., 3, 4
lehetnek a karakterisztikak (9-féle). igy negativ szamokkal egyiitt 2:128-9+1=2305 kiilonb6z6
eleme lehet az M halmaznak a nullat is beleszamitva.

Ebben a rendszerben a legnagyobb valds szam és a legkisebb pozitiv szam:

255 255
= = —278)y.24 — ___. = —=
My, = [11111111]4] = (1 —-27°) -2 256 16 16 15,9375

1 1
& = [10000000| — 4] = > 274 = 32" 0,03125

Egyaltalan nem mindegy, a mantisszara €s a karakterisztikara hany bit van felosztva.
Egy mésik példa:
M=M(3, -2, 2) gépi szamok halmazaban hatarozzuk meg, a m szdmhoz mely lebegépontos

szam tartozik az input-fliggvény szerint?

[1102]—(1+1) 22 =3 <
21={3+7 —osT

[1112]—(1+1+1) 22=35>
2l=\z+273 — oo

Mivel m — 3 < 3,5 — m, ezért fl(m) = 3.
Input-hiba: | — 3| = 0,14, jelentdsnek mondhato.
De ami még sokkal nagyobb probléma az abrazolasban:

Tétel: A gépi szamok korében az 6sszeadas nem asszociativ miivelet.
Példaul az elébbi M=M(3, -2, 2) halmazban [110|2] = 3,[100| — 1] = %.
1 , 1 1
fl (3 + Z) = [110]2] = 3, tehat f1 ((3 + Z) + Z) = 3.
1 1 1, 1 1
f1(5+3) = [100[0] =3, igy f1 (3 +(5+ Z)) = [111]2] = 3,5.
4.2 Szabvanyos lebegdpontos szamabrazolas

Els6ésorban az informatika nyomasara és a hibdk minimalizéséért a valds szamok véges

abrazolésat az Institute of Electronics Engineers szabvanyositotta, neve IEEE 754. [13]
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A szabvany haromféle pontossagot definial:
1. egyszeres (32 bites)
2. dupla (64 bites)
3. Kkiterjesztett (80 bites)

A bitek kiosztasa a kovetkezo tablazat szerint mukodik:

eldjel karakterisztika | mantissza
single real 1 bit (Sign) 8 bit 23 bit
double float 1 bit (Sign) 11 bit 52 bit
extended comp. 1 bit (Sign) 15 bit 64 bit

Példa (single real):

Egyszeres pontossag esetén a 32 bit a szabvany szerint tehat a kovetkezOképp van kiosztva:

S KKKKKKKK MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Példaul az 1 szam igy néz ki:

0 01111111 00000000000000000000000

Sign=0 (pozitiv szam); a karakterisztika 127, ha ebbdl kivonjuk a nagysagrend szerinti
eltolast (127), éppen nullat kapunk. A mantissza nulla.

A szabvanybedllitdsok is tartalmaznak hibat. Példaul az 1,3 végtelen kettedestort alakban
1010011001100110011001100110011001100110011001100 ... , azonban a mantissza csak
véges hossz. Kerekitéssel 01001100110011001100110 adodik, ami decimalisan
1,2999999523162842. 6 tizedesjegy pontossaggal 1,3-at kapunk, de példaul 8 tizedesjegyre
1,29999995. Megforditva, a 8. tizedesjegytdl mar nem kaphatunk pontos értékeket a
sziikséges kerekités miatt. Masszoval az egyszeres pontossag — értéktdl fliggéen — 6-7
tizedesjegyig pontos. Dupla pontossag esetén ez 15-16 tizedesjegy.

A kerekitések tovabbi anomadlidkat okozhatnak, példaul jegyenként nem lehet
Osszehasonlitassal megallapitani, hogy két valds szdm egyenl6-e? 0,1-10#1?

Gyakori modszer ehelyett, hogy a két szam kiilonbségének és/vagy hanyadosanak
abszolutértékét hasonlitjuk egy kellen alacsony kiiszobértékkel.

Specialis lebegépontos szaimok és nem-szamok

Jelolés (nem-szam): NaN (Not a Number)

Egyszeres pontossag esetén a kovetkezd szamok kiilonleges jelentdséggel birnak:

n o wmkEF o

11111111 00000000000000000000000 = 4= (pozitiv végtelen)
11111111 00000000000000000000000 = -« (negativ végtelen)
11111111 MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM - NaN (ha a mantissza nem 0)

00000000
00000000
00000000

00000000000000000000000
00000000000000000000000
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

- +0 (pozitiv nulla)
- -0 (negativ nulla)
— denormdlt NaN (ha a mantissza nem 0)
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4.2.1 Miiveletek lebegépontos szamokkal

A koOzonséges (nem-specialis) lebegOpontos szamokkal ugyanazon miveletek végezhetok,
mint a gépi szamok numerikus modelljében targyaltak.
A szokasos muveleti tulajdonsdgok megtartasa érdekében a kdvetkezoket mondjuk ki:

e NaN=x=NaN

e NaN-x=NaN
e NaN/x=NaN
e x/NaN=NaN

e 00too=00

e o0-o0=NaN

e oo/(+0)=NaN
® 00:00=00

e oo (-0)=NaN
o (-0)(-0)=n

e Xx/(+0)=NaN
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5. Véges abrazolas alkalmazasai

5.1 Excel szorzas bug (2007)

2007-ben, a Microsoft friss kiadasu irodai programcsomagjaban egy rendkiviil érdekes

hibajelenségre figyeltek fel a felhasznalok. A tablazatkezeld celldjaba a kovetkezd képletet

irva:

=850*77.1

a helyes 65535 helyett a kapott eredmény 100000.

Nem csak ez az egyetlen szorzés adott fals eredményt.

l';fjg.::“t. - ™ *-f’_.,_ ' 5 Bookl - Microsoft Excel I.E'El-a_hJ

; ;",,j_/’F Home| Insertl F‘agell FnrmLI Data ! Rexriml*...riew I De-u-ﬂ.ll@ = O
=8 A =l o A R &
el 3 &
F'ajte j Fn'nt #.Iign'ment NuTber St{rﬂ ci”s :

Clipboard ™= St

il il * =5.1¥12850 ¥

! A B e | D E =

1 5':5.1*128513 I IDEH)DD.I

2 '=10.2%6425 100000

3 '=20.4%3212.5 100000

4 '=40.8*1606.25 100000 2

5 '=77.1*350 100000

6 '=154.2%425 100000

7 '=212.5%308.4 100000

8 '=308.4%212.5 100000

9 '=425%154.2 100000

10 |

11|

12 |

W 4 » | Sheetl -~ Sheet?  Sheet3 (Il

i [ EIEE TS

Hogyan is lehet ez?

A probléma leirasa és a megoldas az Office hivatalos blogjdban olvashato [15]:

[14]

,»Yesterday evening we were alerted to an issue in Excel 2007 (and Excel Services 2007)

involving calculation of numbers around 65,535. The first example that we heard about was

=77.1*850, but it became clear from our testing as well as additional reports that this was just

one instance where Excel 2007 would return a value of 100,000 instead of 65,535.”
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,»30 what, specifically, are the values that cause this display problem? Of the 9.214*10"18
different floating point numbers [...] that Excel 2007 can store, there are 6 floating point
numbers (using binary representation) between 65534.99999999995 and 65535, and 6
between 65535.99999999995 and 65536 that cause this problem.”

Azaz: a lebegOpontos szamabrazolas pontatlansdga miatt a fejlesztok nem vették figyelembe a
11. tizedesjegytdl a pontos értékeket!

Természetesen a megoldas azota megsziiletett, az Office 2007 SP1 javitja a hibat.

5.2 Lebegopontos abrazolas matematikai szoftverekben

A matematikai célu szoftverek esetén kiilonosen fontos, hogy a megszokott valds szamokat

milyen forméaban, milyen pontossaggal taroljuk.

5.2.1 Matlab, Octave

Matlab-ban és a vele kompatibilitast vallalo Octave rendszerben a kovetkezd egész és valos

tipusok, konstansok, konverziok 1éteznek:

Azonosito Leiras

double szabvanyos duplapontossagl lebegdpontos szam
single szabvanyos szimpla pontossagu lebegdpontos szdm
nt8 8 bites egész szam

int16 16 bites egész szam

int32 32 bites egész szam

int64 64 bites egész szam

uint8 8 bites természetes szam

uint16 16 bites természetes szam

uint32 32 bites természetes szam

uint64 64 bites természetes szam

Inf végtelen (eldjeles)

NaN nem-szam (eldjel nélkiili)

realmax legnagyobb lebegdépontos szam

realmin legkisebb pozitiv lebegépontos szam
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5.2.2 Maple

A Maple haromféle szadmtipust kiilonboztet meg:
1. integer: 158 jegyl egész szam (példaul a 100! szaz faktorilis pont kifér)
2. float/real: 15 tizedesjegy pontossagu lebegOpontos szam (duplapontossagunak tiinik)

3. complex: real és imaginary részek komplex szadmok abrazolasdhoz

5.2.3 R (statisztika)

Az R kiilon kezel 10-es és kiilon 2-es szamrendszerbeli szamokat!
Decimalisan jegyenként tarolt szamok tipusa: numeric (BCD).
Binaris szamok: integer.

Létezik Complex tipus komplex szdmokhoz, valamint Logical bit és bitmiiveletek.
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6. A kettes szamrendszer tanitasa
szakkozépiskola 9. évfolyaman

Tekintettel arra, hogy kilencedikben még nem feltétleniil ismerik a tanulék a polinomokat,

mas megkdzelitésben kell targyalni a szamrendszereket.

6.1 1. ora: Bevezeto Ora

A bevezet6 oran a kdvetkezo tartalmaknak kell elhangoznia:

Egy tetszdleges mennyiség mérdszamat tobbféle szamrendszerben is megadhatjuk.
Napjainkban a 10-es (decimalis) szamrendszert hasznaljuk. Elterjedésében kozrejatszhatott 10
ujjunk, melyek mindig kéznél voltak €s segitséget nyujtottak alapvetd matematikai miiveletek
elvégzésében.
Ismeretes, hogy a decimalis szdmrendszer helyiértékes, mivel ugyanaz a szdmjegy mas-mas
értékll aszerint, hogy hol helyezkedik el a szamban.
Tizes szamrendszerben tiz szdmjegyet hasznalunk: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. A felsorolas
egyben a szamok alaki értéke.
az alaki érték még megszorzodik az alapszam (10-es szamrendszer esetén: 10) adott pozicidja
szerint hatvanyaval.
Példa:
125=1*100+2*10+5
Ugyanez hatvany alakban:
125=1*%10°+2*10"+5*10°
Feladatok: (ilyen jellegliekbdl sokat)

1. ird be a hianyz6 szamokat! 9876=0*1000+0*100+0*10+0%*1

2. 2134=2*p+1*o+3*0+4*0

3. 3012=0*10"+o*10™+o*10™+o0*10"

6.2 2. 0ra: Kettes és mas alapu szamrendszerek értelmezése

A kettes szdmrendszer is helyiértékes. Ugyanaz a szamjegy mas-mas értékii aszerint, hogy hol
helyezkedik el a szdmban.

A bindris (2-es) szamrendszer alapszama a 2.

~ 39 ~



A kettes szamrendszerben két szamjegyet hasznalunk: 0 és 1.

az alaki érték még megszorzdodik a alapszam (2-es szamrendszer esetén: 2) adott pozicidja
szerint hatvanyaval.

Példa:

1011 =1*8 + 0*4 + 1*2 + 1*1.

Ugyanez hatvany alakban:

1011 = 1%¥2° + 0%2% + 1*2" + 1%2°

Egy szamjegyet 1 bit-nek is hivnak. A helyiértékek kettd hatvanyaiként irhatok le.

A helyiértékek elnevezése 2-es szamrendszerben: egyesek, kettesek, négyesek, nyolcasok, ...
Atvaltas 2-esbél 10-es szamrendszerbe

Egy kettes szamrendszerbeli szdmot hatvany alakbdl egyszerlien atalakithatunk 10-e
szamrendszerbe.

Az elébbi példaban szereplé 1011 szamot példaul igy alakithatjuk at:

1 db egyes => 1*1 =1

1 db kettes => 1*2 = 2

0 db négyes => 0*4 = 0

1 db nyolcas => 1*8 = 8

Osszesen: 11 (tizesben)
Feladatok:
1. Ird be a hianyz6 szamokat! 1010111=0%2"+0*2%+0*2"+0*2"
2. Valtsd 4t a kdvetkezd binaris szamokat tizes szamrendszerbe! 100111=_
Mas (B) alapti szamrendszerek: hasonloképpen kell értelmezni a B alapu szdmokat, mint a
bindrisokat, csak itt a helyiértékek a B hatvanyai!
B>10 esetén a 9-nél nagyobb szamjegyeket jeloljiik a kovetkezd megfeleltetéssel:

A:=10,B:=11, C:=12, D:=13, E:=14, F:=15, ...

6.3 3. 6ra: Decimalis szamok atvaltasa

Probaljuk a tizes szamrendszerbeli szadmokat atvaltani mas alapt szamrendszerekbe!
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Megoldas:
1. Keressilk meg az alapszam legnagyobb hatvanyat, amely még megvan az atvaltando
szamban, maradékos osztdssal (azaz a hanyados nem nulla).
2. Vonjuk le ezt a hatvanyt az atvaltanddo szambol, és ahanyszor ezt megtehetjiik
(maradékos osztas hanyadosa!), irjuk le a megoldas egy ujabb szamjegyeként!
3. Ha a maradék nulla, kész vagyunk. Ha nem nulla, folytassuk az 1. szdmu 1épéssel tjra!
4. Az esetlegesen kihagyott helyiértékeken az alaki érték nulla!
Példa:
Viltsuk 4t az 1000 szdmot 5-6s szamrendszerbe!
Megoldas:
5°=625, de 5°=3125 (sok).
1000:625=1
375
5=125
375:125=3
0
Kimaradt még az 5-nek 3., 2., 1., 0. hatvanya, ez tehdt még
ennyi 0 jegy.
Eredmény: 1000:0=130005s
Ha megcsinadlnak a tanulok egy masik példat kifejezetten 2-es szamrendszerbe valtassal,
mutathato a kdvetkezd, egyszerlibb modszer decimalisbol binaris rendszerbe valtasra:
Az atalakitas 2-vel vald sorozatos osztassal is elvégezhetd. Az elsd osztasnal kapott maradék
(0 vagy 1) adja a legkisebb helyiértékii binaris szamjegyet (bitet). A kovetkezd osztas

maradéka a kovetkezot ... A sorozatos osztast addig kell folytatni, amig a hanyados 0 lesz.
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Példa:

5010="2
5010
25|11
1210
610
311
111
Ol

Nagyon fontos! Az eredményt lentrdl felfelé, tehat forditott sorrendben latjuk bitenként!

5010:1 1001

0,

6.4 4. o0ra: Szamrendszerek megtapasztalasa IKT eszkoézokkel

Gyakorlasként sok ilyen példat el lehet végeztetni. Szdmitdgépteremben vagy interaktiv

tablanal érdekes feladatok készithetdk, probalhatok ki a gyerekekkel.

(Egy ilyen flash alkalmazas fellelhetd az interneten példaul itt: [16])

Vigyiik be a tanulokat szamitogépterembe! Készitsiink Moodle-tesztet a témakorben!

A Sulinet Digitalis Tudasbazis [17] megfeleld anyagainak bemutatdsa utan a tanulok csinaljak

meg a tesztet, amit a rendszer kiértékel és azonnal lathatjak az eredményiiket.

Matematika

Matematika

[E Matematika -

-

[E Matematika - 2.

[

[E Matematika -
[E Matematika -

LA

[ Matematika -
[E Matematika - 6.
[E Matematika - 7.
[E Matematika - 8.

L. Matematika -

. osztaly

osztaly
osztaly
osztaly
osztaly
osztaly
osztaly
osztaly

9. osztaly

Halmazok, halmazmiiveletek

Algebra

Betils kifejezések haszndlata

Oszthatdsag

Hatvanyozds, nevezetes szorzato...

4 A hatvany definicidja, azonos...

“w Szamok no

rmal alakja

el Szamrendszerek

‘s Nevezetes szorzatok

8 Szamrendszerek
Modszertani ajanlas
Tanari informacick  Tanuléi informaciok
A szamrendszerek bevezetését érdemes konkrét tevékenységgel vegezni &5 jo, ha a megszokott tizes szdmrendszemek megfeleld

csoportositds az elsd. Ezutdn ratérhetiink a foglalkozasbeli 5-Gs csoportositasra, de a maradékos osztdst a konkrét tevékenységgel
parhuzamosan végezve konnyebbé valik az osszeflggés felismerése.

[# A szamrendszerekrol

A szamrendszerek bevezetése

Kis szamoknal elegendd volt szamlalni, felsorelni a
szamneveket. Nagyobb mennyiség esetén
csoportositas segithet abban, hogy attekintsiik a
mennyiséget, azaz a megszamolni valdkat
csoportokba soroljuk. Csoportosithatunk példaul
otasével. Ha sok ilyenhez jutunk, akkor még
azokat is Ujabb csoportokba soroljuk. Kézenfekvd,
hogy az tjabb csoportositas is ugyanilyen legyen,
azaz ha ot targy képez egy csoportot, akkor ot
csoportbdl képezzink egy nagyobbat. (Az dbra 38
targy esetén mutatja a megfeleld csoportositast.)
Ha szukséges, akkor ezt folytathatjuk tovabb. Ezt a csoportositdst nevezzik szamrendszernek.

Rendkiviil latvanyos prezentaciok és videok is késziiltek a témaban kifejezetten kilencedikes

tanulok részére, vetitésre vagy megosztasra alkalmas teremben mindenképp érdemes raszanni

5-10 percet. (Példaul [18])
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6.5 Dolgozat: Szamrendszerek

A megoldasra fordithat6 idd: 40 perc. Segédeszk6z nem hasznalhato.

1.

Valtsd at a 496, decimalis szamot binaris szamrendszerbe, és ellendrizd az
eredményt!

Mekkora a legnagyobb, 5 biten dbrazolhat6 természetes szam?

frd fel az aldbbi 16-0os szamrendszerbeli szamot decimalis alakban!
3F08=

Valtsd at az 511;¢ decimalis szamot 8-as szamrendszerbe!

Hogyan lehet megallapitani egy 5-0s szamrendszerbeli szamrol, hogy paratlan?

Valaszodat roviden indokold!

Eredményes munkat kivanok!

A kitiizott feladatok megoldasa és egy lehetséges értékelés:

1.
49610
24810
12410
6210
3111
1511
711
311
111
o
(2 pont

ha jo, 1 pont ha csak elszamolta)

496,5=111110000,. (1 pont)
EllenSrzés: 1¥2%+1%27+1%204+1%2°+1%2%=496 (1 pont)

2.
2°=32,
vezet)
3.
F=15.(

de mivel 0 € N, a keresett szam a max=31. (2 pont, ha a gondolatmenet ugyanerre

1 pont ha kideriil a megoldasbol)

3F08,6=3*16>+15*16"+0*16'+8*16"=12288+3840+0+8=16136. (1 pont)
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4.
87=64; 8°=512. (1 pont ha kideriil a megoldasbol)
511:64=7
63
63:8=7

7:1=17

0

(1 pont a szamolasért)

511,0=7775 (1 pont)

5.

Mint barmely mas szdmrendszerben; ha az utolsé (legkisebb helyiértéken 4llo) szdmjegy
értéke paratlan, akkor maga a szam paratlan. (1 pont)

Osszes pont: legfeljebb 12 pont.

Ertékelés: osztalyzassal.

11-12 pont jeles(5)
9-10 pont jo(4)
7-8 pont kozepes(3)

5-6 pont elégséges(2)

0-4 pont elégtelen(1)
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