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1. Bevezetés 

Ezen fejezet a dolgozat pedagógiai, és szaktárgy didaktikai céljait tárgyalja. 

A köz- és felsőoktatást napjainkban a legtöbb kritika a tudás használhatóságának terén éri. 

Ennek oka, hogy az oktatási rendszer alapvetően konzervatív, a változásnak és a 

rohamléptekben fejlődő technológiának, valamint az annak a társadalomra gyakorolt 

hatásának természetszerűleg ellenáll. Megmutatkozik ez abban, hogy maga a tananyag 

létjogosultsága évszázadokban, évezredekben mérhető, valamint abban, hogy a nevelés 

legfőbb kimondatlan célja, hogy a feltörekvő nemzedékek számára atyáik, őseink értékrendjét 

közvetítsük. 

Ezen cél szükségessége megkérdőjelezhetetlen, hiszen a történelem egy folytonos folyamat, és 

nem képes ugrásokban előre haladni, még ha látványos, nagyszabású változásokat is 

eredményez. Azonban minden nevelési folyamatnak célja, hogy résztvevőinek a lehető legjobb 

lehetőséget nyújtsa a mindennapi életre, sőt, a mindennapi élet jobbá tételére. 

Ezen dolgozat célja egy olyan oktatási anyag bemutatása, amely a jelenlegi iskolai keretek 

között a „legjobb”, „leghasználhatóbb” tudást nyújtja matematika és informatika terén azok 

számára, akik legalább egy kicsit elkötelezettnek érzik magukat ezen irányba. Azonban jelenlegi 

közoktatási rendszerünk utolsó pár éve, valamint a felsőoktatásunk engedélyez a diákok 

számára némi szabadságot tanulmányai megválasztására, a specializálódásra. 

 

1.1. Hangsúlyeltolódás az általános pedagógiai célokban 

1.1.1. A motivációhiány ördögi köre 

A legtöbb kritika a mai köz és felsőoktatást az ott megszerzett tudás használhatóságában éri. 

Ezen kritika jellemzően olyan felektől érkezik, akik az oktatási rendszer haszonélvezői. Olyan 

személyek, cégek, vállalkozások vagy éppen közalkalmazók, akik szeretnék a köz- és 

felsőoktatásból kikerülő diákok tudását és képességeit közös hasznukra, és ezáltal a köz 

hasznára fordítani. Ugyanezen kritika fogalmazódik meg az oktatási rendszerből kikerülők 

részéről. Másfél évtizednyi tanulás után azt tapasztalják, hogy a munka világa egyáltalán nem 
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olyan, mint amilyennek történelem vagy éppen irodalom órán tanulták, és hogy tudásuk habár 

helyes, a legtöbb esetben elavult és szegényes. 

Ennek ellenére erős az oktatási rendszer ellenállása pusztán a belső feszülő és ellenálló 

érdekek miatt, és gyakorta azzal védekezik, hogy az oktatási rendszer lehetőséget adott a 

szükséges ismeretek elsajátítására. Ez persze elfogadható, és legtöbbször jogos védekezés. A 

diákok túlnyomó többségének fogalma sincs mire van szüksége a munkaerőpiacnak és a 

társadalomnak, pusztán az alapján választanak specializációt, aminek előfeltételeiben picit 

könnyebben, és probléma mentesebben tudtak haladni. 

Mindezek mellett a diákok számára is egyértelmű, hogy a köz- és felsőoktatási rendszer nem 

azt nyújtja, amire életük azt követő negyven (és ma már nem lehetetlen, hogy ötven) éve alatt 

szükségük lesz. Ezen információ forrása számukra a mindennapi média, ismerősök és barátok. 

Mivel saját okulásukat feleslegesnek és hosszútávon reménytelennek érzik motivációjuk 

jelentősen csökken. A motiváció hiánya a diákok többségénél az elérhető színvonalhoz képesti 

jelentős romlást eredményezi. 

Ezen színvonalromlásra kényszerűen kell reagálnia az adott köziskolának, avagy egyetemi 

képzésnek is. Az elvárásokat kényszerül csökkenteni az oktatási intézmény, hogy ezzel 

valamilyen formájú motivációt biztosítson a diákok túlnyomó többsége számára, valamint 

azért, hogy saját létjogosultságát és szükségességét megtartsa. Ennek a folyamatnak 

mindennapjainkban is szemtanúi lehetünk, és olyan jelei vannak, mint a felsőoktatásba kerülők 

átlagos felvételi pontszámának romlása a felvettek csökkenő száma, és gyakorlatilag 

változatlan követelményű pontszámítási és vizsgarendszer mellett.1 

Amikor pedig az általános elvárásokat csökkentik, és a teljesítmény esése jellemző, akkor még 

az amúgy magasan, motivált, teljesítmény orientált diákok is csökkenő motivációt 

tapasztalhatnak. Így a teljes diákság csökkenő motivációt élhet át, ami az elérhető tananyag 

nem megfelelő elsajátításához vezet, aminek szükséges következménye a használható tudás 

hiánya. 

Ezen folyamat tehát egy pozitív visszacsatolású jelenség. 

Természetesen akadnak szép számmal olyanok, akik a rendszer ezen „ördögi köréből” ki 

tudnak szakadni. Ilyenek jellemzően az elitiskolák, ahol gondot fordítanak arra, hogy a diákok 

folyamatosan motiváltak, és érdekeltek maradjanak a saját fejlődésükben. Akadnak olyanok is, 

akik az iskolai rendszeren kívül találják meg azon motivációs okokat, amiért küzdenek. 

Az iskola feladata tehát, hogy gondot fordítson a diákok motiváltságára már pusztán azzal is, 

hogy a diákok számára felhívja a figyelmet arra, hogy az adott ismeretanyag hol, és hogyan 

használható fel, valamint azzal, hogy olyan ismereteket oktat, ami napjainkban is szükséges és 

fontos. 

1.1.2. A naprakész tudás, mint motivációs forrás 

Az iskolai keretek között oktatott naprakész, alkalmazott tudás jelentős, ha nem a 

legfontosabb motivációs forrásként hathat.  

                                                           
1
 [1] 
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Extrinzik motivációként hathat, hiszen a siker és kézzelfogható anyagi haszon minden résztvevő 

számára nyilvánvaló. Ugyanakkor a távoli megtérülés gondolata csökkenti az adott pillanatban 

érvényesülő más motivációkkal szembeni hatást. (Jellemzően nem azért tanul egy diák, és 

különösen nem egy tinédzser, mert az számára húsz, harminc esztendő múltán hasznot fog 

hajtani.) 

Intrinzik motivációként hathat, hiszen részletegységekre bontva mindennapi sikerélményt és 

mindennapi „hasznosság tudatot” biztosít mind a diákok, mind az azt oktató tanárok számára. 

A diákok számára további erős motivációt jelent a naprakész tudást tanító tanár pusztán azzal 

a naprakész tudás által jelképezett autoritás és szakértelem. Vitathatatlan, hogy sokan 

egyetlen tanár kiválós szaktudása, tekintélye és egyetlen tárgy iránti vitathatatlan lelkesedése 

hatására lettek maguk is egy-egy terület művelői, szakértői, tekintélyei.2 Ennek a hatásnak 

előnye, hogy nem feltétele az iskolai környezet. Egyes személyek képesek e hatást kiváltani 

például könyvek formájában (jó kortárs példák: Stephen Hawking és Carl Sagan) vagy épp 

magántanárként (történelmi példák: René Descartes és Arisztotelész). Ezen hatás ráadásul 

napjainkban felgyorsult és azonnal, mindenki számára elérhető, korlátozásoktól jobbára 

mentes médiában jócskán felerősödik. Megannyi gyermek szeretne „sztár” lenni. Többségüket 

pusztán az motiválja, hogy idoljuk képes valamit kiválóan megtenni. Mi történne, ha ezek az 

idolok tanítanák is azt, amiben annyira jó, és annyi embert motiválnak? 

Az e dolgozatban ismertetett tananyag kiválóan oktatható projekt- és csapatmunka keretében. 

1.1.3. A csapatmunka tanítása és tanulása 

Napjainkban a a társadalmi munkamegosztás belekényszeríti az embert egy-egy csoportba, 

csapatba (angol szóval team-be3), hogy közösen dolgozzanak valamely nagyobb cél elérésért, 

amelyre egyetlen ember nem képes. Lehet valaki sztár építész, aki gigantikus hidakat, 

felhőkarcolókat tervez, de még mögöttük is számtalan ember áll, akik részletről részletre, 

pillérről pillérre tervezik meg, hogy a végén az álljon össze még mindig pusztán tervben, amit 

az építész megálmodott. Pusztán a munkamegosztás tette lehetővé, hogy napjaink 

életszínvonala összesem hasonlítható a két évszázaddal ezelőttivel (hozzávetőleg 

tízgenerációnyi idővel), míg korábban évezredeken át hozzávetőleg megegyezett az 

életszínvonal a széles tömegek számára.4 

Iskolarendszerünk csoportokba kényszeríti a diákokat, a csapatmunka nem jellemző az oktatás 

folyamatára. Általában mindenkinek egyedül, és egyénileg kell teljesíteni, ahogy egyéni 

eredményekért küzdenek a diákok, önállóan írnak dolgozatot, felelnek, tanulnak és szereznek 

jegyet. Ezzel szemben a mindennapi életben egy csapat, cég, vállalkozás csak együtt tud sikeres 

lenni, és nem építhet arra, hogy néhány tagja kiváló, de a többiek lehetnek gyengébbek 

valamiben. Jellemzően a teljes csapat sikere magával vonja egyéneinek sikerét, bukása az 

egyének bukását. 

                                                           
2
 Motiváció – Szabó Mónika (in [2]:p190) 

3
 Ez kifejezés napjainkra teljesen elterjedt Magyar nyelvben is, mint a munkafolyamatban résztvevő 

legkisebb szervezeti egység. 
4
 [3]:p15-105 
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Sok tanár számára a kooperatív tanulás még koncepcionálisan sem merül fel. A csoport- és 

projektmunka fontosságát hangsúlyozza minden pedagógiával foglalkozó mű. Sok esetben ez a 

gyakorlatban a háttérbe szorul az egyéni teljesítménykényszer miatt. 

Az individuális teljesítményt túlzottan hangsúlyozó pedagógiai ellen szól az a közismert tény is, 

hogy a jó kedélyű, társas légkör pozitív hatással van a tanulási folyamatra.5  

A hétköznapi alkotó munkatevékenység gyakran építkezik olyan elemekből, amelyek szerepét 

az oktatásban elhanyagolják, így például ötletbörzéből és vitából. Az egyes problémák 

megoldására nagyon hasznos módszer az ötletbörze és vita. Képes hatékonyan és gyorsan 

feltárni a problémaforrásokat, és gyakran sokat lezárni közülük, így az egyéni 

munkatevékenység javarészt a kritikus problémák megoldására fordítható, és nem olyanokra, 

amiket más könnyebben, gyorsabban és hatékonyabban oldhat meg. 

Ezen felül a csapatmunka szükségszerűen gyakorlati, vagy legalábbis gyakorlati jellegű, ami 

további motivációs erőt jelent. Mindezek mellett a gyakorlati munka segíti az előzetes tudás 

bevésődését és elmélyülését. Biztosítja az elméleti ismeretanyag életszerűségét, ami a 

hétköznapi naprakész ismeretnél rendkívül fontos.6 

1.2. Kiemelt didaktikai célok 

Oktatási gyakorlatunkban a NAT és a Kerettanterv ellenére jellemző az ismeretanyag 

skatulyázása. Amit a diák megtanul, az lehet történelem vagy irodalom, de sohasem egyszerre 

mindkettő. Igaz ez gyakorlatilag bármelyik két másik szaktantárgy (skatulya) viszonyában is, 

még akkor is, ha ezek ugyanazon műveltségi területhez tartoznak. A skatulyák határainak 

megszüntetéséért talán a fizika – matematika páros teszi a legtöbbet: A közoktatás fizika 

tananyaga felhasználja a matematika tananyagot. A kémia, a biológia és a történelem 

esetében is segíthetné az egyik tananyag megismerése segíthetné a másik tananyag gyakorlati 

bevésődését. 

Az informatika kivételes helyzetben van. Köztudottan jelen van az élet minden területén. A 

legegyszerűbb mindennapi tevékenységektől a legkomplexebb kutatási programokig segíti és 

támogatja a munkát. Ilyenek a mindenhol telekommunikáció, a számítógéppel támogatott és 

digitálisan tárolt adminisztráció, a közlekedésirányítás, képrögzítés, kiadványkészítés. Egyes 

példák már-már közhelyesek, mint például a szövegszerkesztés és a szórakozás. 

Ugyan az informatika megjelent a közoktatásban, azonban szintén önálló, és kibonthatatlan 

skatulyát kapott. Például az irodalom tanár nem beszél össze az informatika tanárral, hogy 

hogyan tudnának mindketten, de leginkább a diákok profitálni abból, hogy az informatika 

segítségével irodalmi tevékenységet végezzenek. Igaz ez bármelyik tantárgyra, de különösen 

igaz a matematikára. 

                                                           
5
 Tanulás és emlékezés – Bernáth László (in [2]:p236-237) 

6
 [4]:p97,102-103 
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1.2.1. Az informatika a matematikaoktatás számára 

Az informatika a matematikai számára pontosan azt tudja nyújtani, amiért eredendően az 

informatika létrejött. Nagy mennyiségű számítást képes elvégezni az embernél jóval 

gyorsabban, hatékonyabban és hibától mentesebben. Sajnos ez az utóbbi feltétel jelenlegi 

módszereinkkel szinte sohasem kiküszöbölhető, ám előre megjósolható, és mértéke jól 

becsülhető, így a mindennapjainkban, de különösen az oktatásban nem okozhat gondot. 

De hogyan is válhat hasznára a matematikaoktatásnak? Az erre a kérdésre adott első válaszok 

már-már közhelyesek: függvényábrázolás, precíz geometriai ábraszerkesztés, összetett 

mintázatok bemutatása, háromdimenziós ábrák, statisztikák gyors elvégzése. Ezek alapvetően 

helytállóak, ám jobbára a tanár frontális munkamódszerét támogatják, és nem adnak 

lehetőséget arra, hogy a diákok saját kezükkel tapasztalják, használják és felfedezzék az 

informatika és különösen a programozás adta többé-kevésbé szabad kezet. Ezen felül 

legnagyobb hibája, hogy nem hagyja, hogy a diákok saját munkájukkal alkalmazzák 

matematikai tudásukat programozási célok megvalósítására. 

Az oktatási lehetőségek azonban ennél bőségesebbek. Az informatika segítségével integrálható 

lenne olyan tananyag is, amely pontosan azért nem került bele a tananyagba, mert 

hagyományos eszközökkel rendkívül körülményes, fárasztó, időigényes és nehézkes munkát 

jelentene. Ez a legtöbb diákban (még a jobb képességűekben is) frusztrációt és csalódottság 

érzését kelti. Ilyenre jó példa a numerikus sorok és közelítő számítások vagy éppen a lineáris 

algebra nem triviális alkalmazásai, továbbá a térgeometria fogalmainak kialakítása. 

A numerikus számításokhoz kiváló célgépeket épít az emberiség évtizedek óta, mindennapjaink 

oktatási rendszerében is jelen vannak számológép formájában. A lineáris algebra és a 

térgeometria szintén jelen van diákjaink mindennapjaiban. Annak ellenére, hogy ez nem 

tudatosul az emberekben, az egyre szebb és valósághű számítógépi megjelenítés pontosan 

ezeken a matematikai alapokon nyugszik. A térelemek ábrázolása és transzformálásának 

eszköz és fogalomtára bőségesen elsajátítható a középiskolában. Néhány összetettebb 

fogalom bevezetése után, az összes művelet közvetlenül visszavezethető két szám 

összeadására és szorzására. 

Teljesen természetesen merül fel az a kérdés, hogy „ezt miért tanuljuk? Sohasem lesz rá 

szükségem az életben.” A legtöbb elhivatott (matematika) tanárban ez felháborodást kelt. 

Pedig ha netán feltennék a kérdést, hogy mire lehet alkalmazni az életben például a 

logaritmusszámítást,7 a legtöbb (matematika) tanár nem tud frappáns példát, alapos választ, 

összegző áttekintést adni. Ugyanakkor valóban igaz, hogy bosszantóan kevés matematikai 

ismerettel lehet a mindennapi életben boldogulni, azonban gazdag ismeret nem csak a 

továbbtanulást segíti, hanem a mindennapi élet összefüggéseinek felismerését segíti. 

Pontosan ezért szükséges olyan tananyagok elkészítése, amely a megszerzett tudást nem csak 

feladatok formájában gyakoroltatja, hanem tágabb kontextusában, komplex problémák 

megoldására használja az élet más területeiről. Habár gyakorló feladataink segítik a egy-egy 

                                                           
7
 Erre pedig két nagyon jó példa is adott, amelyik időről időre a mindennapi életünkben, hírek 

formájában felmerül. Az egyik a hangerősség hétköznapi mértékegysége (decibel) illetve a földrengések 
erejének mérésére alkalmazott Richter skála. Mindkettő logaritmikus skálán mért egység. „Ezek nem 
ismerete jellemzően nem jelent hátrányt, nem ismerete viszont sohasem jelent előnyt.” (Krammer 
Gergely, az ELTE tudomány munkatársának bevett szava járása.) 
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módszer rutinszerű alkalmazásának megtanulását, nem segítik a komplex modell alkotó 

képesség (kompetencia) fejlődését. Ennek oka, hogy az egyes ismeretkörök (tantárgyak, így a 

matematika is) a térben messze elkülönül a többi ismeretkörtől. 

Ezzel ellentétben az informatika képes nyújtani számtalan hatékony modellalkotó eszközt. 

Gyakorlatilag minden szoftver technológiai megoldás matematikai ismeretekre vezethető 

vissza. 

1.2.2. Matematika az informatikaoktatás számára 

Az informatika koránál fogva még igencsak gyerekcipőben jár, és ez meglátszik az informatika 

oktatás jellegén és tananyagán is. Míg a matematika oktatás tananyagaiban kardinális változás 

nem történt az elmúlt fél évszázad alatt, az informatika megszületett, és egészen újszerű 

kihívásokat támasztott a teljesen új szakmák számára, olyanok számára, mint az informatikus 

illetve a programozó. 

Szükség van rá, hogy ezen szakmák igényeinek kielégítése érdekében ne csak az időközben 

megjelent informatika tantárgy tananyagát frissítsük és tegyük rendszeresen naprakésszé, 

hanem szükség van rá, hogy ezen két tantárgyat szorosabban integráljuk. A matematika 

kitüntetett helyzetben van. Mivel olyan sok közös pontjuk van, a matematika ismeretei 

kézenfekvő alapot nyújtanak rá, hogy szemléltessék az informatika, de különösen a 

szoftvertechnológia szerkezetét. 

Ebből a szempontból az úgynevezett eseményvezérelt programozás lehetne a legalkalmasabb, 

mert mindennapjaink szoftvereinek meghatározó iránnyá vált. Azonban ennek tárgyalásához 

és felépítésének bemutatásához elengedhetetlen a procedurális programozás megismerése.  

Az informatikán belül a programozás oktatása ezen túl nem is nyújt többet. Ennek legfőbb 

káros hatása, hogy ismeretanyaga és módszerei túlságosan is rögzülnek. A tapasztalatok azt 

mutatják, hogy az általános informatikai felsőoktatásban a diákok számára az első komolyabb 

buktató akadály a teljesen új szemléletet igénylő objektum orientált programozás. 8  Az 

objektum orientált programozás (OOP) alapját jelenti nem csak az eseményvezérelt 

programoknak, hanem a nagy és komplex adatstruktúrák kezelését igénylő programoknak is. 

Az OOP alkalmazza a procedurális programozás módszereit, azonban teljesen új jellegű 

struktúrája sokkal szélesebb skáláját biztosítja a hatékony problémamegoldásnak. A buktató 

ok, pedig az egész koncepciójában különböző eszközrendszer, amit az OOP felvonultat, 

szemben a procedurális programozással. 

Az OOP oktatásának azonban egyik legfontosabb eszköze lehet a matematikai ismeretkör. Az 

OOP jellegétől fogva úgy épül fel, mint a matematika axiomatikus rendszere. Minden OOP 

nyelvnek vannak alapszabályai és struktúrái, amiken túl a programozó új struktúrákat 

definiálhat, láthat el tulajdonságokkal, és bővíthet ki, éppen úgy, ahogy a matematikában egy 

tulajdonság együttállás meghatározását nevezhetjük definíciónak. Az OOP nyelvel történő 

feladatmegoldás lényegében megfelel a Pólya György által leírt feladat megoldási 

módszernek.9 

                                                           
8
 [5]:p18 
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 [6] 
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Először is az OOP lényege, hogy a feladatot analóg részfeladatokra bontjuk, és kisebb 

szerkezeti egységekkel dolgozunk tovább. Másodszor szükséges, hogy fentről lefele készítsünk 

tervet, azaz a magasabb rendű részeket definiáljuk korábban (ami megfelel a tervkészítésnek). 

Harmadszor a részfeladatokat dolgozzuk ki (és ha szükséges rekurzív módon ismét 

részfeladatokra bontjuk). Ha szükséges ez után a végeredmény tehetjük a kívánalmainknak, 

esetleg külső kívánalmaknak megfelelő formájúvá, és szükség esetén új struktúrákat 

definiálhatunk.10 

A matematikai fogalmak felépülése lényegében megfelel az OOP struktúráinak szerkezetének. 

A különbség annyi, hogy a programozó viszonylag kevés ”axióma” által korlátozott szabad 

kezet kap. Ezáltal az OOP elengedhetetlen képessége a modellalkotási képesség. 

1.3. E diplomamunka céljáról és szerkezetéről 

Az a célom, hogy egy olyan elméleti ismeretanyagot mutasson be, amelyik jól felhasználható és 

oktatható a középiskolai ismeretanyagokat kiegészítő tananyagként. 

Ez a diplomamunka nem tekinthető sem tankönyvrészletnek, sem tanári kézikönyvnek. A 

formáját tekintve azon ismeretekre fókuszál, amelyek tárgyalása kölcsönösen segíti a másik 

tantárgy ismereteinek megértését, és serkenti az alkalmazhatósággal kapcsolatos ötletek 

megszületését. 

Ebből a célból foglalkozik e diplomamunka egyfelől a geometria alapjaival, ennek egy lineáris 

algebrára épülő modelljével, és ennek egy lehetséges megvalósításával az OOP eszköztárával.  

Az imént ismertetett témakörök képezik az alapját a mindennapjainkban leggyakrabban 

használt számítógépi képmegjelenítés, és grafikai modellezés alapját. Miközben a képen 

ablakokat és ikonokat huzigálunk az egér segítségével, a számítógép processzora és/vagy 

grafikus vezérlő egysége lineáris transzformációk milliárdjait hajtja végre másodperc törtrésze 

alatt. Ez a működés az emberek túlnyomó többsége számára rejtve, ismeretlenül történik, 

azonban alapelveinek megértéséhez nem kell sokkal több, mint a középiskolában megtanult 

ismeretek. 

A lineáris algebrára épülő modell mellett szól az az érv, hogy (habár ismeretei nagyon mélyek 

és összetettek), alapszintű megértése és alkalmazása nem igényel a középiskolában oktatott 

tananyagnál többet. Elkerüljük a lineáris algebra ismereteinek mélyebb tárgyalását, és helyette 

az eszköztárának alkalmazásával foglalkozunk. A kapcsolat természetesen ennél sokkal 

komolyabb. Azonban megfontolandó, hogy érdemes-e neki differenciálatlanul kitenni a 

diákokat. Ezáltal a cél olyan ismeretanyag tanítása, amelyen egyfelől már ismerős módjára 

tájékozódhatnak (a geometria), viszont új módszerekkel és szemlélettel tekinthetnek rá 

(lineáris algebra és az OOP). 

A diplomamunka alapvetően párhuzamosan tárgyal két ismeretanyagot. Minden további 

fejezet két nagyobb fejezetből áll. Az A-val jelölt fejezetek foglalkoznak az egyértelműen 

matematikai ismeretanyaggal. A B-vel jelölt fejezetek foglalkoznak az elsősorban a modell 

megvalósításával és az ehhez kapcsolódó matematikai ismeretekkel. 
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 Ezzel a témával részletesen foglalkozunk a 2.B:Az OOP alapja: az osztály című fejezetben. 
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Ennek keretében a 2. Fejezet foglalkozik a lineáris algebra nélkülözhetetlen ismeretanyagával, 

és az OOP alapjaival. A 3. fejezet foglalkozik a geometria axiomatikus megalapozásával, és 

ennek egy modelljének megvalósításával az OOP eszközeivel, valamint azzal, hogy ez a modell 

az axiómák feltételeit kiegészíti. A 4. fejezet foglalkozik az egybevágósági transzformációk 

matematikai leírásával, valamint azzal, hogy a modellünket kibővítve az egybevágósági 

axiómáknak is eleget tesz. 

Ez a struktúra és ismeretanyag sajnos kimeríti egy szakdolgozat kereteit, azonban érdemes 

lehet az egybevágósági transzformációk kibővítése affin és projektív transzformációkkal, 

valamint ennek megvalósítása a dolgozatban definiált modellben. Ez nélkülözhetetlen, ha a 

számítógépi grafika mélyebb megértése a cél, továbbá lehetőséget biztosít egyszerű grafikai 

alkalmazások fejlesztéséhez. 

A dolgozat lényegében elméleti tananyag. A 2. Fejezetet leszámítva egyetlen számítási példát, 

és konkrét program forráskódját nem mutatja be. Ezáltal a témát követő tanár feladata, hogy 

kellő számú gyakorlati példát mutasson be. Érdemes lehet a tanárnak megvalósítani a 

kiválasztott OOP nyelvben egy kirajzoló programot, amely segítségével már a  2. és a 3. 

Fejezetben megvalósított pontokat és egyeneseket a diákok ábrázolni tudják. A téma további 

kidolgozásával és követésével ennek a programnak egyre több és több részének kidolgozását 

bízhatjuk a diákokra, mígnem lényegében egy teljes grafikai megjelenítő szoftverrel 

rendelkeznek. 

Láttuni fogjuk, hogyan kapcsolódik a geometria magához a számítógépi háromdimenziós 

grafikai megjelenítéshez. Ehhez nagymértékben támaszkodtunk a középiskolai ismeretekre, 

míg ugyanakkor annak szilárd alapot adunk. 

Ajánlom e szakdolgozatot elsősorban matematika és / vagy informatika szakos hallgatóknak és 

tanárokat. 

1.3.1. Megjegyzések 

1.: A dolgozat nagy mennyiségű pszeudokódot tartalmaz az objektumok és eljárások leírására. 

Egy konkrét informatika órán ezek helyettesítendők valamely OOP nyelv programkódjaival. 

Ennek kiválasztását sok tényező befolyásolja. Napjainkra két OOP nyelv11 vált meghatározóvá, 

és egy ilyen dolgozatban ezek közül egyik mellett érvelni a másikkal szemben értelmetlen. A 

két nyelv sok szempontból ekvivalensnek tekinthetők, és végső soron rendkívül hasonló, ha 

nem megegyező eszköztárat biztosít a programozóknak. Mivel a két nyelv nem csak 

felépítésében és logikájában rendkívül hasonló, hanem szintaktikájában is, ezért a dolgozatban 

használt pszeudokód ezekhez nagyon hasonló, azonban a napjainkban oktatási céllal még 

elterjedt Pascal programozási nyelvből is ismerős jelöléseket használ. Ilyen például a az 

értékadást jelentő := operátor. A korábban említett két nyelvben sok problémát tud okozni, 

hogy az értékvizsgálatot és értékadást jelentő operátorok rendkívül hasonlóak (== és =), ezért 

ezek használatát a dolgozat mellőzi. 

2.: A dolgozatban ismertetett axiómarendszer alapvetően DAVID HILBERT axiómarendszerére 

épül, azonban attól valamelyest eltér. Ennek oka, hogy a mindenapjainkban oktatott geometria 

                                                           
11

 A Microsoft által fejlesztett és üzemeltetett C# (ejtsd: szísarp), valamint az Oracle által fejlesztett és 
üzemeltetett Java nyelv. 
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nagymértékben épít a mérés fogalmára. Távolságok, területek, felszínek és térfogatok képezik 

a közoktatás geometria ismeretanyagának nagy részét. Ennek bevezetése HILBERT 

axiómarendszerében egy középiskolai tudással rendelkező diák számára nehézkes lehet. Ennél 

sokkal barátságosabb, ha ezt közvetlenül, már az axiómák szintjén bevezetjük. 

3.: Az axiómarendszer megválasztásával kapcsolatban további kérdéses pont lehet, hogy miért 

nem egy didaktikusabb, egyszerűbb rendszert 12  mutat be. Ennek oka, hogy egy ilyen 

axiómarendszer potenciális bővítése projektív térre nehézkesebben megvalósítható. Ez ugyan 

ezen dolgozat keretében nem történik meg, azonban a dolgozat későbbi felhasználását nem 

érdemes ezzel nehezíteni. 

4.: Az axiómarendszerrel szemben felmerülő harmadik ellenvetés lehet, hogy létezik a 

vektorterekre jobban építő axiómarendszer13 is. Azonban ennek tárgyalása és bemutatása 

sokkal mélyebb lineáris algebra ismereteket igényel, mint amit egy középiskolás diáktól 

elvárható. 

5.: Jogosan merül fel a kérdés, hogy miért foglalkozik a dolgozat a teljes Euklideszi térrel, és 

nem csak a síkkal. Ennek legfőbb oka, hogy az OOP adta lehetőségek miatt a térbeli számítások 

semmivel sem nehezebbek és bonyolultabbak, mint a síkbeliek. A legtöbb eljárás, amit a sík 

geometriájára definiálunk gond nélkül alkalmazható a tér geometriájára is. Sőt, szükség esetén 

kényelmesen bővíthető tetszőleges dimenzióra is. Ennek ismerete ugyan nem várható el a 

középiskolás diákoktól, de egy végzős gimnazista diák mindenképpen találkozik a 

négydimenziós tér-idő rendszerrel EINSTEIN relativitáselméletének bemutatásakor. Ezáltal 

alapfogalmaik kell, hogy legyenek az euklideszi téren túl létező térről, még ha csak képzeletbeli 

is. 
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 Erre egy példa található például itt: [7]:p368-369 
13

 Például az úgynevezett WEYL féle axiómarendszer. Ennek bemutatása megtalálható például itt: 
[8]:p181-200 
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2. Fejezet 

Ezen fejezet két olyan témát tárgyal, amelyek nem tartoznak szorosan össze, azonban 

nélkülözhetetlen a dolgozat lényegi tartalmának tárgyalásához. Mindkét téma támaszkodik a 

középiskolai tanulmányokra. A fejezet tartalma: 

 A mátrixokról fejezet alapvetően a mátrix fogalmát és a lineáris transzformációk 

tárgyalásához nélkülözhetetlen fogalmakat tárgyalja. Egyes témákat és fogalmakat 

érdemesebb későbbi fejezetekben kifejteni, így ezek tárgyalása a dolgozat későbbi 

részén történik. 

 Az OOP alapja: az osztály az objektum orientált programozás (OOP) alapjait tárgyalja. 

A dolgozat témája az objektum orientált programozás tárgyalása, így a fejezet 

szorítkozik a konstruktor, a destruktor illetve az osztályok közötti öröklődés 

bemutatására. 

2.A: A mátrixokról 

2.1. A mátrix fogalma példákon keresztül 

Gyakori igény egy-egy feladat adatainak összegzése táblázat formában már a középiskolában 

is. Ha egy táblázatot megfosztunk sorainak jelentésétől mátrixhoz jutunk. Habár ez a definíció 

nem fedi a valóságot, jól szemlélteti a mátrix legszembetűnőbb jellegzetességét: a sorokba és 

oszlopokba rendezettségét. Éppen ezen tulajdonság az, amelyet a későbbiekben hatékonyan 

tudunk kihasználni. 

1. Példa Távolság mátrix: A sorok és az oszlopok is tartalmazzanak repülőtereket. A táblázat 

elemei az egyes repülőterek közötti repülőjegy árakat tartalmazza. A sorok tartalmazzák a 

kiindulási repülőteret, míg az oszlopok tartalmazzák a célállomásokat. Ha két repülőtér között 

nincs járat, akkor az ottani érték legyen 0. 
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Liszt Ferenc repülőtér (Budapest) 0 32000 29000 27000 

London Heathrow 27600 0 12000 19000 

Charles de’Gaulle Paris 27000 13000 0 9900 

Frankfurt Airport 29000 24000 11000 0 

Ha ezt egyszerű mátrix formában szeretnénk írni, valahogy így nézne ki: 

(

      
      

          
          

          
          

     
      

) 

2. Példa Havonkénti értékesítési adatok 14 : Egy cég rendszeres mezőgazdasági 

termékbeszállítója (kukorica, búza) három különböző malom cégnek is (A Bt., B Kft., Z Rt.). Az 

egyes hónapokban az adott cégnek értékesített termékeket táblázatban tárolják. A sorok 

alkotják a termékeket, míg az oszlopok az egyes cégeket. A feladat: határozzuk meg az első 

negyedévi értékesítést cégenként és termékenként. 

2012. január (tonna) A Bt. B Kft. Z Rt. 

Kukorica 20 12 34 

Búza 2 20 35 

 

2012. február (tonna) A Bt. B Kft. Z Rt. 

Kukorica 18 14 30 

Búza 3 16 34 

 

2012. március (tonna) A Bt. B Kft. Z Rt. 

Kukorica 21 10 30 

Búza 2 21 38 

Ekkor az első negyedévi értékesítés: 

2012. első negyedév (tonna) A Bt. B Kft. Z Rt. 

Kukorica 59 36 94 

Búza 7 57 107 
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Ha megfosztjuk a táblázatokat különböző jelentésektől, akkor kapunk egy tisztán matematikai 

struktúrát: 

(
      
     

)  (
      
     

)  (
      
     

)  (
      
      

) 

Megjegyzés: Habár jelenleg nem rendelkezünk a mátrixok közötti összeadás fogalmával, 

érezhető egy olyan művelet szükségessége, amely az azonos méretű táblázatok közötti 

összeadást értelmezi, amely a bal felső elem értéke a bal felső elemek összege, a felső középső 

elem értéke a felső középső elemek összege, és így tovább. 

3. Példa Csomagköltség15: Az Igen Kelendő Eszközök Áruháza (IKEÁ) újféle automatikus árazási 

módszert vezetett be. Az egyes bútorokat úgy árazzák be, hogy a hozzá szükséges elemeket 

beszerzési árát megnövelik 20%-al, és az elemek árát megszorozzák az egyes elemekből 

szükséges darabszámmal. 

(darab) Csavar Lap Műanyagláb 

IKEÁ asztal elemszükséglete 18 4 4 

 

(Forint) Csavar Lap Műanyagláb 

Elemek költsége 30 2000 200 

Ekkor egy IKEÁ asztal ára: 

                                        

Azonban az IKEÁ stratégiája szerint, rengeteg különböző bútort lehet összeállítani ugyanazon 

elemek felhasználásával, és így célszerű bútorcsomagokat is árulni. Például a fenti íróasztal 

mellé érdemes szekrényt és egy polcot is vásárolni. Ekkor a teljes csomag elemszükséglete: 

(darab) Csavar Lap Műanyagláb 

asztal elemszükséglete 18 4 4 

szekrény elemszükséglete 24 6 4 

polc elemszükséglete 42 10 4 

Ekkor a két mátrixot felírhatjuk: 

(         ) (
    
    
     

) 

Érezhető, hogy ekkor az elemenkénti árat egy (               ) típusú szerkezet 

fogja leírni. Szükségesnek látszik tehát egy olyan szorzáshoz hasonló művelet, amely a vektorok 

közötti skaláris szorzásra épít. 

4. Példa Origó körüli forgatás16: Vegyünk fel a síkban egy     tengelyű derékszögű Descartes-

féle koordinátarendszert és egy tetszőleges   pontot, melynek koordinátái (     ). Forgassuk 

el a koordinátarendszert a kezdőpont körül   szöggel az óramutató járásával ellentétes 
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irányba. Az így előálló koordináta rendszer tengelyeit jelölje x   és   . Az új 

koordinátarendszerben a   pontnak megfelelő koordináták (     ). 

Kihasználhatjuk, hogy az 1. Ábra-jelzett      és a      hasonlóak, és mindketten 

derékszögűek. 

 

1. Ábra: Elforgatott koordináta rendszer 

A feladat: írjuk fel az (     ) és az (     ) koordináták közötti összefüggést az elforgatás 

szögének felhasználásával! 

Megoldás: 

     ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗                

     ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗⃗  ⃗                

Megjegyzés: Mivel a fenti a fenti formulákból kitűnik, hogy    és    lineáris függvénye   -nek 

és   -nek, ezért a hasonló koordináta transzformációkat lineáris transzformációnak fogjuk 

nevezni. A fenti formulákból az is kitűnik, hogy a kapott képlet hasonlít az 3. Példa keretében 

használt számítási módszerhez, így feltehetően ugyanaz a művelet lesz használható. 

2.2. A mátrix fogalma általánosan 

Mielőtt a fenti példákon szemléltetett műveleteket egzaktul definiálnánk, szükséges definiálni 

a mátrix fogalmát, és különösen a számtest feletti mátrix fogalmát: 

1. Definíció Szimbólumok sorokba és oszlopokba rendezett táblázatát mátrixnak nevezzük. Ha 

a szimbólumok kizárólag egy adott számtestből származnak, akkor ezt az adott számtest feletti 

mátrixnak nevezzük. Jelölés: a mátrixok jelölésére félkövér latin nagybetűket használunk, míg 

elemeit kettős indexel ellátott kisbetűket: 

  (

        

        
 

    

    

   
             

) 

Itt      az  -edik sor  -edik oszlopában található elem. Az    mátrixnak   sora és   oszlopa van, 

így ezt egy     típusú (méretű, rendű, alakú) mátrixnak nevezzük. 

Megjegyzés: A későbbiekben csak a valós számtest feletti mátrixokkal foglalkozunk, így a 

továbbiakban a mátrix kifejezés alatt kizárólag, a valós számtest feletti mátrixokat  értjük. Ezen 
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kívül jellemzően   és   az adott mátrix oszlopainak és sorainak számát jelöli, míg   és   az 

adott mátrix egy adott oszlopának és sorának sorszámát jelöli. 

2. Definíció Az                  elemek alkotják a mátrix  -edik sorát, valamint az 

                 elemek alkotják a mátrix  -edik oszlopát. 

Az (                )  illetve az (                )  sorozatot értelmezhetjük vektorként is, 

valamint a mátrixot értelmezhetjük, mint oszlopok, avagy sorok sorozataként. 

3. Definíció Két mátrixot egyenlőnek nevezünk, ha azonos típusúak (tehát soraiknak és 

oszlopaiknak száma megegyezik) és az azonos indexű elemeik egyenlők. Tehát     akkor és 

csak akkor, ha   és   alakja megegyezik, és minden   és  -re          . 

4. Definíció Azt a mátrixot, amelyiket az   mátrix oszlopainak és sorainak felcserélésével 

kapunk az   mátrix transzponáltjának nevezzük, valamint   -vel jelöljük. Tehát egy   mátrix 

az   mátrix transzponáltja, ha minden   és  -re          . 

A mátrix transzponáltjának definíciójából következik, hogy egy     alakú mátrix 

transzponáltja     alakú. 

2.2.1. Speciális mátrixok 

5. Definíció Az egyetlen oszlopból álló mátrixot oszlopmátrixnak vagy oszlopvektornak, az 

egyetlen sorból álló mátrixot sormátrixnak vagy sorvektornak nevezzük. 

Egy oszlopvektor transzponáltja sorvektor, míg egy sorvektor transzponáltja oszlopvektor. 

Jelölés: a sorvektorokat félkövér latin kisbetűkkel jelöljük, míg az oszlopvektorokat, mint a neki 

megfelelő sorvektor transzponáltját. (Ha   egy sorvektor, akkor    egy oszlopvektor.) 

Ilyen értelmezésben az egy számtest feletti mátrix egy számtest feletti vektorok feletti sor- 

vagy oszlopmátrix: 

  (       )  (

  

  

 
  

) 

Szükség lesz ezen kívül a mátrixok részekre bontásának definíciójára: 

6. Definíció Egy   mátrixból annak   számú sora (     ) és   számú oszlopa (     ) 

törlésével előállított     sorból és     oszlopból álló mátrixot   részmátrixának (minor-

mátrixának) nevezzük. 

5. Példa Az 

(
   
   
   

) 

mátrixból a középső sor és az utolsó oszlop elhagyásával keletkező részmátrix: 

(
  
  

) 

A továbbiakban kitüntetett szerep jut az olyan mátrixoknak, amely oszlopainak és sorainak 

száma megegyezik: 
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7. Definíció Az olyan mátrixot, mely sorainak és oszlopainak száma megegyezik (azaz     

méretűek) négyzetes (avagy kvadratikus) mátrixoknak nevezzük. 

8. Definíció Az   mátrix               elemei alkotják a mátrix főátlóját, ahol   a sorok és 

oszlopok száma közül a nem nagyobbik. 

9. Definíció Az olyan négyzetes mátrixot, amelyben a főátló feletti vagy a főátló alatti elemek 

mind nullával egyenlők háromszög mátrixnak nevezzük. Ha a főátló alatti elemek mind 

nullával egyenlők, akkor felső háromszög mátrixnak nevezzük, míg ha a főátló feletti elemek 

egyenlők nullával, akkor alsó háromszög mátrixnak nevezzük. 

10. Definíció Az olyan négyzetes mátrixot, amelyben a főátló kivételével minden elem nullával 

egyenlő, diagonális (átlós) mátrixnak nevezzük. 

Megjegyzés: Az 9. Definíció és az 10. Definíció értelmezhetők nem négyzetes mátrixokra is. 

6. Példa Példa alsó, felső és átlós mátrixra: 

(

  
  

  
  

  
  

  
   

)  (
   
   

)   (

  
  

 
 

  
  

 
 

) 

 

A mátrixok körében értelmezett műveleteknél kitüntetett szerep jut két speciális mátrixnak. 

11. Definíció Az olyan diagonális mátrixot, melyben a főátlóbeli elemek mindegyike egy, 

egységmátrixnak nevezzük. Jelölése:   

12. Definíció Az olyan mátrixot, amelynek minden eleme nulla nullmátrixnak nevezzük. 

Jelölése:  ̿ 

2.3. Műveletek mátrixokkal 

Az 2.1. fejezet példái érzékeltetik, hogy az összeadáshoz illetve a szorzáshoz hasonló 

műveletek definiálása szükséges, továbbá a dolgozat további részében a mátrixok közötti 

szorzásnak is kitüntetett szerep jut. 

2.3.1. Mátrixok összeadása és szorzása skalárral 

13. Definíció Két     típusú   és   mátrix összegén azt az     típusú   mátrixot értjük, 

ahol az adott elemnek megfelelő   és  -beli elemek összege. Jelölés:     a két mátrix 

összege. Azaz: 
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(

        

        
 

    

    

   
             

)  (

        

        
 

    

    

   
             

)

 (

                  

                  
 

         

         

   
                            

) 

Itt a megfelelő elemeken azokat az elemeket értjük, amelyeknek sor és oszlopindexe is 

megegyezik. 

1. Tétel A mátrixokon értelmezett összeadás asszociatív és kommutatív. 

Asszociativitás bizonyítása: Legyen  ,   és   három azonos típusú mátrix. Ekkor az összeadás 

definíciója szerint elegendő belátnunk, hogy: 

     (         )  (         )       

Ez pedig a valós számokon értelmezett összeadás asszociativitásából következik. 

Kommutativitás bizonyítása: Legyen   és   két azonos típusú mátrix. Ekkor az összeadás 

definíciója szerint elegendő belátnunk, hogy: 

                    

Ez pedig a valós számokon értelmezett összeadás kommutativitásából következik. ● 

Az összeadás és a nullmátrix definíciójából következik, hogy    ̿   . Ezáltal a nullmátrix 

olyan szerepet tölt be az összeadás számára, mint a nulla fogalma a valós számok körében. 

Innen a neve: „nulla”-mátrix. 

14. Definíció Egy   mátrix k-szorosán (   ) azt a   mátrixot értjük, amelyre: 

      (

        

        
 

    

    

   
             

)  (

          

          
 

     

     

   
                

) 

2. Tétel A mátrix skalárral való szorzása disztributív a mátrixok összeadására nézve. Azaz: 

 (   )        és (   )        

Bizonyítás: Az összeadás és a skalárral való szorzás definíciója szerint elegendő azt belátnunk, 

hogy:  (         )              , illetve hogy (   )                . Ez pedig a valós 

számok összeadásának és szorzásának disztributivitásából következik. ● 

7. Példa   

(
  
   

)   (
  
  

)  (     ) (
  
  

)   (
  
  

)   (
  
  

)   (
  
  

)  

 (
  
  

)  (
  
  

)  (
  
   

) 
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2.3.2. Mátrixok szorzása 

A mátrixok szorzásának tárgyalása nagymértékben támaszkodik a vektorok skaláris szorzatára. 

Mivel egy mátrix sorai és oszlopai is tekinthetőek vektoroknak (lásd 5. Definíciót és az azt 

követő megjegyzést), ezért két mátrix szorzatát definiálhatjuk úgy is, mint a megfelelő sor- és 

oszlopvektorok skaláris szorzatából álló mátrix. 

15. Definíció Az     típusú   mátrix és a     típusú   mátrix szorzatmátrixán azt az 

    típusú   mátrixot értjük, ahol minden       és       párra: 

                                  ∑         

 

   

 

Azaz: 

  

(

 
 
 
 
 
 
 

∑         

 

   

∑         

 

   

∑         

 

   

∑         

 

   

 

∑         

 

   

∑         

 

   

   

∑         

 

   

∑         

 

   

 ∑         

 

   )

 
 
 
 
 
 
 

 

Kihasználhatjuk a rész bevezetőjében említett tulajdonságot, azaz hogy egy mátrix sorai és 

oszlopai tekinthetőek vektoroknak: 

3. Tétel Ha   (       )  mátrix     típusú és   (       ) mátrix 

    típusú, akkor   szorzatmátrixuk kiszámítható, mint: 

          

Azaz: 

  (

        

        
 

    

    

   
             

) 

Bizonyítás: Mivel      skaláris szorzat definíció szerint ∑         
 
   , így az állítás közvetlenül 

adódik a szorzat definíciójából. ● 

Megjegyzés: A szorzás a valós számok szorzásával ellentétben nem mindig kommutatív. Lásd a 

következő példát: 

8. Példa   

(
   
  

   
) (

   
   

)  (
      
     
    

) 

Itt a második sor első eleme úgy áll elő, mint:           . Ezzel szemben: 

(
   
   

)(
   
  

   
)  (

  
    

) 
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Itt a második sor első eleme úgy áll elő, mint:           (  )   . 

A szorzás a mátrixok körében nem kommutatív, de alábbi tulajdonságok teljesülnek: 

4. Tétel  Legyenek       mátrixok olyan méretűek, hogy a következő állításokban szereplő 

műveletek elvégezhetők legyenek (azaz, hogy teljesítik az összeadás és a szorzás méretbeli 

követelményeit). Ekkor igazak az alábbi állítások: 

 Az összeadás és a szorzás disztributív:  (   )        valamint (   )  

      

 A szorzás asszociatív:  (  )  (  )  

 (  )       

  (  )  (  )   (  ), ha     

 Ha    egy     méretű, illetve    egy     méretű egységmátrix, 

akkor:       és      . 

Bizonyítás: A bizonyítás megtalálható például [10]-ben a 48-51. oldalakon. 

Megjegyzés: Az utolsó pont indokolja az egység mátrix elnevezést, hiszen szerepe hasonló a 

valós számok körében értelmezett szorzás művelet egységelemének fogalmához. 

Természetesen itt lényeges különbség van, a kommutativitás nem teljesülése miatt, a bal és 

jobb oldali egységelem között. Amennyiben azonban   mátrix négyzetes, akkor    és    

szükségképpen szintén négyzetes, és azonos méretű. 

Megjegyzés: Jelenleg léteznek sebesség-hatékonyabb mátrixszorzási algoritmusok is. ezek az 

eljárások azonban több felhalmozódó hibát okoznak az elemek számítógépes ábrázolása 

esetén. Mivel ezek az eljárások lényegesen összetettebbek, mint a definíció nyújtotta, e 

módszerek ismertetésétől eltekintek.17 

2.4. Mátrix determinánsa 

A dolgozat későbbi fejezeteiben szükség lesz egy olyan mennyiségre, kifejező tulajdonságra, 

ami számszerűen jellemzi a mátrix segítségével leírt művelet, leképezés avagy éppen függvény 

értékét, valamely állítás helyességét, vagy éppen igazságát. Ez a mennyiség a determináns, 

amely egy négyzetes mátrixhoz rendelt valós számérték. 

2.4.1. A determináns definíciója 

Legyen            és            az         egész számok egy-egy permutációja. Ekkor 

legyen   a száma minden olyan         számpárnak, amelyre     és      , illetve S a 

száma minden olyan         számpárnak, amelyre     és      . 

16. Definíció Az 

  (

        

        
 

    

    

   
             

) 

                                                           
17

 [11] 
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négyzetes mátrix  -edrendű determinánsán a 

∑(  )                   

  

 

összeget értjük. Az összegzésben szereplő                  szorzat minden sor és minden 

oszlopból pontosan egy elem kiválasztásával nyert szorzat, és így az összeg n! összeadandóból 

áll. Jelölés: 

     | |  |

        

        
 

    

    

   
             

| 

9. Példa A másodrendű   (
        

        
) mátrix determinánsa a definíció szerint: 

     |
        

        
|  (  )          (  )                            

Megjegyzés: A 9. Példa a másodrendű mátrix determinánsának gyors kézi kiszámítására ad 

módszert. 

Másképpen fogalmazva: A      determináns az      elemekből álló összes olyan előjeles   

tényezős szorzat összege, amely minden sorból és mindegyik oszlopból pontosan egy elemet 

tartalmaz tényezőnként. Az   tényezős szorzat mindegyikét a sor- és oszlopindexek 

sorrendjében fellépő inverziók páros vagy páratlan voltától függően   -gyel avagy   -gyel 

egyenlő. 18 

Megjegyzés: Csak négyzetes mátrixoknak van determinánsa, hiszen egyébként lenne olyan sor 

vagy oszlop, amelyből nem tudunk elemet választani, így sérül a definíció feltétele. 

Érezhető, hogy a definíció adta kiszámítási módszer rendkívül körülményes mind kézi, mind a 

számítógépes eszközökkel. Egyetlen  -edrendű determinánsszámolás   (   ) darab szorzás, 

valamint további    darab összeadás elvégzését teszi szükségessé, ami még nem is tartalmazza 

az inverziók számának kiszámítását. Éppen ezért mutatunk egy módszert az 2.4.3. részben, 

amely kényelmesebbé teszi a mind a kézi, mind a számítógépes módszerrel való kiszámítást. 

2.4.2. A determináns tulajdonságai 

A fejezetben olyan tulajdonságokat idézünk fel, amelyek megkönnyítik a determináns 

kiszámítását. Az itt szereplő tételek nem kerülnek bizonyításra, habár a tételek többsége egy-

két lépésben bizonyítható a 16. Definíció, vagy valamelyik ebben a szakaszban tárgyalt tétel 

felhasználásával.19 

5. Tétel A mátrix determinánsa megegyezik a transzponáltjának determinánsával:      

     . 

6. Tétel Ha az   mátrix valamely sorának, avagy valamely oszlopának minden eleme nulla, 

akkor       . 

                                                           
18

 [10]:p69 
19

 Mindegyik tétel bizonyítása megtalálható például: [10]:p81-91 
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7. Tétel Ha az   mátrix valamely sorát, vagy oszlopát megszorozzuk egy   skalárra, akkor a az 

  mátrix determinánsa  -szorosára változik. 

8. Tétel Ha az   mátrix valamely két szomszédos sorát, vagy oszlopát megcseréljük, akkor a 

mátrix determinánsa   -szeresére változik. 

9. Tétel Ha az   mátrix valamely két sora, vagy oszlopa megegyezik, akkor       . 

10. Tétel Ha az   mátrix valamelyik sora (vagy oszlopa) egy másik sor (vagy oszlop)   

skalárszorosa, akkor       . 

11. Tétel Ha az   mátrix valamelyik sorának (vagy oszlopának) elemei kéttagú összegek, akkor 

az   mátrix determinánsa két determináns összegeként állítható elő, azaz:            

     , ahol    szóban forgó sora (oszlopa) a kéttagú összeg első tagját,    a kéttagú összeg 

második tagját tartalmazza, miközben a többi sora (oszlopa) változatlan marad. 

12. Tétel Ha az   mátrix valamelyik sorához (vagy oszlopához) egy másik sor (vagy oszlop)   

skalárszorosát hozzáadjuk (ezt nevezzük elemi sor- (vagy oszlop-) transzformációnak), akkor 

az így kapott mátrix determinánsa az eredeti   mátrix determinánsával egyenlő. 

13. Tétel A háromszögmátrix determinánsa egyenlő a főátlóban lévő elemek szorzatával. 

14. Tétel Ha   és   azonos rendű négyzetes mátrixok, akkor két mátrix szorzatának 

determinánsa megegyezik a két determináns szorzatával:                . 

2.4.3. A determináns kiszámítása 

Az 2.4.2 részben szereplő tételek közül kettő közvetlenül ad kényelmes determinánsszámítási 

lehetőséget. Amennyiben egy mátrixból elő tudunk állítani elemi sor vagy 

oszloptranszformációkkal (12. Tétel) egy háromszögmátrixot, akkor az  -edrendű mátrix 

determinánsa egyszerűen előáll egy   tényezős szorzatként (13. Tétel). A determináns 

kiszámolását az úgynevezett Gauss-eliminációval végezhetjük. Ezt a következő pszeudokód 

definiálja (ai a mátrix i-edik sorát jelenti, míg ai,j a mátrix i-edik sorának j-edik elemét): 

1 Ciklus minden j-re, ahol j>0 és (n+1)>j 

2  Ha aj,j = 0, akkor 

3   keress i, amire ai,j 0, és i>j 
4   Ha nincs ilyen i, akkor DetA = 0, Kilép 

5   aj:= ai+ aj 

6   elágazás vége 

7  Ciklus minden i-re, ahol i>j és (n+1)>i, és i 0 
8   ai:=ai+(-1)(ai,j/aj,j)aj 

9   ciklus vége 

10  ciklus vége 

11 DetA = főátlóbeli elemek szorzata 
12 Kilép 

Ezen kívül az 6. Tétel és az 10. Tétel meggyorsíthatják a számolást, hiszen ha valamely 

állapotban valamely sor minden eleme egy másik sor elemeinek skalárszorosa, akkor a 

determináns automatikusan nulla. Ez a fenti algoritmusban a 4. sorban valósul meg, hiszen ha 

bármelyik oszlopban minden elem nulla, akkor a 2. sor feltétele automatikusan teljesül, és a 3. 

sor keresése nem talál olyan elemet az oszlopban, amelyik nem nullával egyenlő. 
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Ezen kívül a fenti algoritmusban egy emberi számolónak azonnal szembetűnik, ha olyan sor 

keletkezik, amelyik minden eleme nulla, és így további rövidítési lehetőséget nyújt abban az 

esetben, ha a determináns nulla. 

Megjegyzés: A Gauss-elimináció a mátrix méretének köbével arányos lépésszámban megadja a 

mátrix determinánsát, míg a definíció szerinti számolás a méretének faktoriálisával arányos 

lépésszámban. Ez azt jelenti, hogy egy    -as mátrix determinánsának kiszámolása a 

definíció szerint legfeljebb 12 szorzást és további 6 összeadást jelent, míg Gauss-eliminációval 

elegendő 6 szorzást, 6 osztást és hat összeadást elvégezni. A faktoriális sorozat növekedési 

üteme miatt azonban minden ennél nagyobb mátrixra gyorsabb megoldást nyújt a Gauss-

elimináció. 

10. Példa Keressük az |
   
   
   

| determinánst: 

|
   
   
   

|  |
   
   
    

|  |
   
   
    

|  |
   
   
    

|      (  )     

2.5. Mátrix inverze 

A mátrixokon értelmezett szorzás műveletének tárgyalásakor megemlítésre került, hogy a 

négyzetes   mátrixot megszorozva az ugyanolyan rendű egység mátrixszal, visszakapjuk az 

eredeti mátrixot: 

     és      

Ez felveti a kérdést, hogy hasonlóan a valós számokhoz, létezik-e egy   mátrixnak     inverz 

mátrixa, amire: 

       és        

Természetes, hogy létezhet ilyen elem, hiszen     , azaz az egységmátrixnak önmaga 

inverze. Az is természetes, hogy a nullmátrixnak nincsen inverze, hiszen azt bármely másik 

mátrixszal megszorozva, nullmátrixot kapunk. (Ui.: Az 7. Példa15. Definíció szereplő 

szorzatmátrix minden elemének minden tagjának legalább egyik tényezője nullával egyenlő.) 

Azonban ez természetes, hiszen a valós számokon sem várjuk el, hogy a 0-nak legyen inverze, 

azonban ott kikötjük, hogy minden más elemnek legyen inverze. 

17. Definíció Ha   és   olyan négyzetes mátrixok, amelyekre teljesül az 

        

egyenlőség, akkor a   mátrixot az   mátrix inverzének, valamint az   mátrixot   inverzének 

nevezzük. Jelölés: az   mátrix inverze    . 

Megjegyzés: a definícióból nem következik, hogy minden négyzetes mátrixnak létezik inverze, 

illetve az sem következik, hogy ha létezik neki, akkor az inverz egyértelmű. 

18. Definíció Ha az   mátrixnak létezik inverze, akkor az   mátrixot invertálhatónak nevezzük. 

15. Tétel Ha az   mátrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmű, azaz csak egyetlen inverze 

létezik. 

Bizonyítás megtalálható például [10]-ben a 113. oldalon. 
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16. Tétel Egy   mátrix akkor és csak akkor invertálható, ha       . 

Bizonyítás megtalálható például [10]-ben a 114. oldalon. 

Azaz a determináns jelentésében is olyan valami, amely „meghatározza”, hogy egy mátrixnak 

van vagy nincsen inverze. 

Minta azt a későbbiekben látni fogjuk, és mivel a mátrixszorzásnak kitüntetett szerep jut 

modellünkben. Azonban szükséges egy további speciális mátrix fajtát bevezetnünk. 

19. Definíció Egy   mátrixot ortogonálisnak nevezünk, ha      . 

A fenti definícióból közvetlenül adódik, hogy ortogonálisnak éppen azokat a mátrixokat 

nevezzük, amelyeknek inverze a transzponáltja (azaz       ). Az 5. Tétel és a 14. Tétel 

következtében: 

(    )  (     )  (    ) 

(    )  (    )    

(    )    

Tehát egy ortogonális mátrixnak a determinánsa mindig   vagy   . 

Megjegyzés: Az elnevezést indokolja, hogy éppen azt a mátrixot nevezzük ortogonálisak, 

amelyik minden sora (oszlopa) mint vektor merőleges minden másik sorára (oszlopára), és 

minden sorának (oszlopának), hossza 1. 

2.5.1. Az inverz kiszámítása 

Az inverz kiszámítására is lehetőséget ad a Gauss-elimináció egy módosított változata. Ehhez a 

következő tételt használjuk ki: 

17. Tétel Ha egy   négyzetes mátrix sor transzformációk sorozatos elvégzésével az 

egységmátrixra redukálható, akkor az     inverzmátrix előáll az egységmátrixból a megfelelő 

sor transzformációk elvégzésével.  

Bizonyítás megtalálható például [10]-ben a 115-116. oldalakon. 

Megjegyzés: Sok esetben nem érdemes külön meggyőződni arról, hogy az adott mátrix vajon 

invertálható-e, mielőtt elvégeznénk az inverz kiszámítását, hiszen az eljárás során kiderül, hogy 

nem redukálható egység mátrixra, mert van benne csupa nullából álló sor. 

A következő pszeudokód definiálja az inverzt kiszámító Gauss-eliminációt: 

13 E := n n-es egységmátrix 
14 Ciklus minden j-re, ahol j>0 és (n+1)>j 
15  Ha aj,j = 0, akkor 

16   keress i, amire ai,j 0, és i>j 
17   Ha nincs ilyen i, akkor Inverz = nincs, Kilép 

18   aj:= ai+ aj 

19   elágazás vége 

20  Ciklus minden i-re, ahol i>0 és (n+1)>i, és i 0 
21   ai:=ai+(-1)(ai,j/aj,j)aj 

22   ei:=ei+(-1)(ai,j/aj,j)ej 

23   ciklus vége 

24  ciklus vége 

25 Ciklus minden i-re, ahol i>0 és (n+1)>i 
26  ei:=ei(1/ai,i) 

27  ciklus vége 
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28 Inverz = E 
29 Kilép 

Az 13. sorban létrehozunk egy egységmátrixot, amin a Gauss-elimináció lépéseit hajtjuk végre. 

Fontos, hogy a 20. sorban kezdődő ciklus ezúttal nem csak a főátló adott eleme alatti sorokkal 

manipulál, hanem a fölötte lévőkkel is, hiszen, itt nem elegendő felső háromszögmátrixra 

redukálni, hanem teljesen diagonális mátrixig kell végezni. A cikluson belül a 22. sor végzi a sor 

transzformációt az eredménymátrixon. 

Az eljárás utolsó ciklusa változtatja a diagonális mátrixot egységmátrixra, illetve mivel további 

előnyt és értéket a módosított eredeti mátrix nem jelent, a sor transzformációt csak az 

eredménymátrixon végzi el. 

Megjegyzés: A fenti eljárás teljesen alkalmas sor transzformációk helyett oszlop 

transzformációkkal is. Ez esetben kizárólag az ai és ei jelölések értelmét kell az i-edik sorról az 

i-edik oszlopra változtatni. 

2.6. A Gauss elimináció más alkalmazásai 

A Gauss elimináció más célú felhasználása is lehetséges. Ezek közül talán a legfontosabb a 

lineáris egyenletrendszerek megoldása számítógépi úton. Ha tekintjük a következő lineáris 

egyenletrendszert: 

{

                         

                         

 
                         

 

Ahol minden     {   }     {   } egészekre      és   adott valós számok, valamint    

valós ismeretlenek. Ekkor a fenti egyenletet rövidebben írhatjuk úgy, mint: 

     

Ahol az   mátrix elemei rendre az egyenletrendszer      együtthatói, az   vektor elemei az 

ismeretlenek, és   vektor elemei az egyenletrendszer jobb oldalán található    értékek. 

Mivel tudjuk, hogy ha egyenlőkhöz egyenlőket adunk, valamint ha egy egyenlet mindkét 

oldalát ugyanazzal a számmal szorozzuk meg, az nem változtatja meg az egyenlet 

igazságtartalmát, ezáltal a mátrixok elemi sortranszformációit fel lehet használni arra a célra, 

hogy egy egyszerűsített   (   ) -es mátrix segítségével kiszámoljuk az ismeretlen 

értékeket. Ez lényegében csak írásbeli rövidítés, és annak megkötése, hogy kizárólag két 

egyenlet összeadásával és egy egyenlet valós számmal szorzásával szeretnénk dolgozni. 

Mivel a Gauss elimináció ilyen célú felhasználása gazdag irodalommal rendelkezik, és rengeteg 

szemléltető anyag érhető el alkalmazásáról, ennek további ismertetésétől eltekintek.20 Egy 

ilyen célra módosított algoritmusát a 2.10.2. részben bemutatom, és a dolgozat további 

részében felhasználom. 

                                                           
20

 Egy szemléltetése megtalálható például itt: [12] Ez adott mátrixhoz lépésről lépésre generálja a 
megoldás során keletkező mátrixokat magyarázattal. Angol nyelvű. 
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2.B: Az OOP alapja: az osztály 

2.7. Mi az objektum orientált programozás? 

Az objektum orientált programozás lényege, hogy a definiált adatstruktúrákkal és 

objektumokkal nem feltétlenül egy előre jól meghatározott utasítás és műveletszekvenciát 

végzünk, hanem minden egyes objektumhoz és struktúrához hozzácsatoljuk a rajtuk 

elvégezhető műveleteket. Az így definiált és műveletekkel, tulajdonságokkal kiegészített 

adatstruktúrákat nagyobb összetettebb struktúrákba szervezzük, amíg a legfelső szintű 

struktúra maga a program. Ezt az egyre összetettebb struktúrákba szervezést olyan elemei 

lépésekkel tesszük, hogy egy adott szinten világos és érthető az, hogy az adott struktúra szint 

mit is csinál az építő elemeivel. 

11. Példa Erre jó példa a nyelv szemantikája és szintaktikája. Legalacsonyabb szinten a betűk 

állnak. Ha egy betűkből álló karaktersorozat helyességét szeretnénk eldönteni, esetleg arról 

szeretnénk értekezni, hogy az mennyire érdekes és jelentős regény, rendkívül nehéz dolgunk 

van. Azonban ha definiálunk egy karaktersorozat struktúrát: a szavakét, akkor lényegesebben 

könnyebb dolgunk lesz. Ugyan ez igaz a szavak mondatokba szervezésére, valamint a 

mondatok gondolatokba szervezésére. A valóságban ez rendkívül nehézkesen menne ezen, és 

ennél magasabb szinteken, hiszen a nyelvünk adta lehetőségek nagyon nagy száma nehézkessé 

teszi minden lehetséges jelentés leírását. 

A nyelvi (már-már inkább irodalmi) struktúra nagyon magas szintjein azonban megint jól 

megfogható és kezelhető a struktúra. A mű (például vers, próza vagy éppen ez a szakdolgozat) 

mindig egy jól megfogható struktúrát követ. Nagyon gyakran rendelkezik bevezetéssel, 

tárgyalással és egy záró résszel. Természetes módon ezek nagyon hasonló alapelemekből 

(szavakból, mondatokból) épülnek fel, de ezen felül egészen más strukturális feltételeknek 

tesznek eleget. 

12. Példa A matematika szintén többé-kevésbé jól megfogható objektumokkal és struktúrákkal 

dolgozik. Az algebra például kizárólag a struktúrák közötti relációkat, bővítéseket és 

műveletekkel foglalkozik. Például minden X feletti test egyben X feletti gyűrű is, és minden X 

feletti gyűrű egyben X feletti csoport is. Ilyen esetben jogos az elvárás, hogy ha X feletti testet 

szeretnénk definiálni, elegendő legyen annyit mondanunk, hogy az X feletti test egy X feletti 

gyűrű, valamint   és   megszorítások, tulajdonságok is érvényesek, és így tovább. Ugyan ezt 

szeretnénk elvárni a gyűrű definíciójától a csoportok segítségével. 

13. Példa Ugyanígy szolgáltat számtalan példát a geometria. Tekintsük például a négyszögeket: 

Minden négyzet egyben rombusz is. Minden rombusz egyben parallelogramma is, és így 

tovább. Ha hatékonyan akarjuk definiálni mindezeket a geometriai struktúrákat, akkor 

kénytelenek vagyunk használni ezek egymás közötti tartalmazását. Lássuk az alábbi három 

definíciót: 

20. Definíció Négyzetnek nevezzük az olyan négyszögeket, amelyeknek minden szöge egyenlő 

nagyságú és minden oldala egyenlő hosszú. 

21. Definíció Négyzetnek nevezzük az olyan rombuszokat, amelyeknek minden szöge egyenlő 

méretű. 



Király Dániel  A geometria modellje a programozás oktatásban 

 
28 

22. Definíció Négyzetnek nevezzük az olyan téglalapokat, amelyeknek minden oldala egyenlő 

hosszú. 

Természetesen mindhárom definíció ugyan az a fogalmat írja le, azonban nem mindegy hogy 

milyen fogalmakra épít. Az elsőben szerepel a négyszög, oldal, szög, méret, egyenlő és hossz. A 

másodikban és a harmadikban már lényegesen kevesebb a közvetlenül felhasznált fogalmak 

száma, mert a rombusz és a téglalap már egy-egy speciális négyszögosztály, amelyek közvetve 

hordozzák az első definícióban közvetlenül előírt tulajdonságok egy részét. Azt, hogy végső 

soron hogyan definiáljuk a négyzet fogalmát az határozza meg, hogy milyen (már definiált) 

fogalmakra épít(het)ünk. Ha ismerjük a rombusz vagy a téglalap fogalmát, akkor az 21. 

Definíció valamint a 22. Definíció kézenfekvőbb megoldás, hiszen kevesebb feltételt kell 

közvetlenül vizsgálni. (Ettől függetlenül természetesen a rombusz és a téglalap fogalma 

használja a többi fogalmat, de ha már definiáltuk ezeket a hasonlóan összetett fogalmakat, 

akkor egyszerűbb a négyzetet definiálni, hogy minél többet kihasználunk belőlük.) 

Ugyanez igaz még lejjebb haladva a nagyon alacsony szintek felé, de egy egészen más féle 

tulajdonság öröklődést tapasztalhatunk, és csökkennek a választási lehetőségeink is. A 

négyszögeket definiálva (20. Definíció) szükségünk lesz a szakasz fogalmára. A szakasz 

fogalmához szükségünk lesz a pontok fogalmára. A matematikában a pont alapfogalom, nem 

definiáljuk, tulajdonságait az axiómák írják le. Látni fogjuk, hogy az informatikai és a 

matematikai kezelés módja eltérő. 

Melyik definíció milyen feladatot jelent informatikai oldalról megfogalmazva? Tekintsük 

példának azt, hogy az euklideszi térben (síkon) szeretnénk lerajzolni egy négyzetet. Ekkor az 

alábbi művelet sort gondoljuk végig, és bontjuk a feladatot elemi feladatokra: 

 Rajzoljuk le a négyzetet! 

o A négyzet rombusz 

 A rombusz parallelogramma 

 A parallelogramma trapéz 

o A trapéz négyszög 

 A négyszögnek négy oldala van 

 Minden oldal egy szakasz 

 Lerajzoljuk az első szakaszt 

 Lerajzoljuk a második szakaszt 

 Lerajzoljuk a harmadik szakaszt 

 Lerajzoljuk a negyedik szakaszt 

Természetesen a szakasz lerajzolását is lehet további elemi műveletekre bontani. Ugyanakkor e 

műveletsor lényegesen rövidebb, ha az 20. Definíciót választottuk. 

 Rajzoljuk le a négyzetet! 

o A négyszögnek négy oldala van 

o Minden oldal egy szakasz 

 Lerajzoljuk az első szakaszt 

 Lerajzoljuk a második szakaszt 

 Lerajzoljuk a harmadik szakaszt 

 Lerajzoljuk a negyedik szakaszt 
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Azonban ezen egyszerűségért azzal fizettünk, hogy a négyzetet szükségtelenül sok 

információval határoztuk meg (feltéve hogy szükségünk volt már korábban a téglalap, avagy 

rombusz fogalmára). 

2.7.1. Mi az objektum orientált programozás előnye? 

A legkézenfekvőbb előnye, hogy a bonyolult struktúra elsőre nagyon bonyolultnak tűnő 

műveletét több könnyen megvalósítható egymásra épülő műveletre tudtuk bontani. A négyzet 

példájánál maradva: a négyzet egy bonyolult fogalom, a lerajzolása még nehezebb, azonban 

mivel a bonyolult fogalmak közötti relációt sikerült nagyon elemi részletekre bontani: 

1. A négyzetet ugyan úgy kell lerajzolni, mint a rombuszt 

2. A rombuszt ugyanúgy kell lerajzolni, mint a parallelogrammát 

3. A parallelogrammát ugyanúgy kell lerajzolni, mint a trapézt 

4. A trapézt ugyanúgy kell lerajzolni, mint a négyszöget 

5. A négyszöget úgy kell lerajzolni, hogy lerajzoljuk a négy oldalát 

6. A szakaszt így kell lerajzolni: … 

Természetesen itt kiesik a 2. 3. 4. állítás, ha az 20. Definíció szerint jártunk el. Azonban ha 

megfigyeljük, ezek az állítások automatikusak. A legtöbb esetben nem kell hozzá tennünk 

semmit, hanem a felhasznált fogalmak meghatározásából automatikusan következik. 

Megjegyzés: A négy szakasz lerajzolása önmagában nem garantálja, hogy azok négyszöget, 

vagy éppen négyzetet alkotnak. Ennek biztosítása éppen a négyszöget, trapézt, 

paralellogrammát, rombuszt, és négyzetet leíró struktúra feladata. 

Tehát az objektum orientált programozás lényege, hogy a bonyolult struktúrákkal való 

műveletet egyre egyszerűbb és egyszerűbb struktúrák műveleteire bontjuk. 

2.7.2. Miben különbözik a procedurális programozástól? 

A procedurális programozás alapelve, hogy a műveleteket egyszerűbb műveletekre bontjuk fel. 

Végső soron az OOP lényege is ez. Azonban a kardinális különbség a kettő között, hogy 

alapvetően az egyszerűbb műveletekre bontásnál nem a struktúra szétbontásán van a 

hangsúly, hanem a helyes sorrenden. 

14. Példa Az   feladat elvégzéséhez szükségünk van a  ,   és   részfeladatok elvégzésére, 

melyeket szigorúan ilyen sorrendben kell elvégeznünk. Ezzel szemben az OOP esetében: az   

feladat elvégzéséhez az   struktúrán szükségünk van arra, hogy elvégezzük a   feladatot az 

  , a C feladatot    és D feladatot az    struktúrán, és ahol az   ,    és    struktúrák együtt 

alkotják az   struktúrát. 

Ebben a példában a procedurális programozás vonzóbbnak tűnhet, hiszen kevesebb feltételt 

szab. Mindezzel ellentétben pontosan ez a hátránya is. Mivel nem kényszeríti rá az alkalmazót, 

hogy a struktúrát szétbontsa kisebb részekre, ezért a B, C, D részfeladatoknak szükségszerűen 

figyelembe kell vennie az egész struktúrát, és nem egyszerűsödik a feladat egyszerűbb 

struktúrákon végzett műveletekre. 
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Lényegi különbség a kettő között, hogy míg a procedurális nyelvek kiválóak jól meghatározott 

számítások, feladatok elvégzésére, addig az objektum orientált nyelvek alkalmasak több 

funkciós, eseményvezérelt (így például az ablakokban futó) programok készítésére. Ilyenkor 

például az ablak maga egy objektum, annak részei is objektumok, mint például a gombok, 

feliratok, képek stb. Például az ablak objektuma tartalmazza a gombok objektumait. Az egér 

kurzor önmagában is egy objektum, amit az ablakhoz hasonlóan az operációs rendszer futó 

környezetének objektuma kezel. 

2.8. Az osztály fogalma 

Az előző fejezetben tárgyalt objektumok közös jellemzője, hogy definiálni kell őket 

programkódi szinten21. Ezt a struktúra definíciót nevezzük osztálynak: 

Az osztály egy struktúra adatrészeinek, műveleteinek és rajta értelmezett függvényeinek 

definíciója. 

Ezen meghatározás nem kötelező érvényű definíció, mert programozási nyelvenként 

eltérhetnek. Egyik-másik rész nem feltétlenül kötelező, néha tiltott eleme, továbbá a legtöbb 

nyelv ezen felül úgynevezett ’láthatósági’ definíciókat is használ, amelyek korlátozzák és bővítik 

az adott osztály részeinek elérhetőségét és láthatóságát szoftverfejlesztési, jogvédelmi és 

biztonsági jelleggel. Ezen utóbbi jellegről ebben a dolgozatban nem esik szó, azonban bármely 

konkrét programozási nyelv oktatásakor szóba kell, hogy kerüljön. 

Fontos megjegyezni, hogy a műveletek is értelmezhetők, mint rajta értelmezett függvények, 

azonban az olvashatóság kedvéért megkülönböztetjük az olyan függvényektől, amelyeknek 

csak egyféle paramétere van. (Például a szokásos valós számokon értelmezett összeadást 

nevezhetjük műveletnek.) Erre a célra a legtöbb programozási nyelv az operátor kulcsszót 

használja, így a továbbiakban az operátor kulcsszó segítségével definiálok műveleteket. A 

legjobb definíció az, hogy azt nevezem műveletnek, amit jelölhetünk infix, és nem csak prefix 

jelleggel. 

15. Példa Az  (   ) helyett írhatom, hogy    . Itt az összeadás művelet (vagy operátor), 

míg az  

30 összeadás(a;b) 

egy kétváltozós függvény, még ha ugyan azt is valósítják meg. 

A fenti meghatározást kiegészíthetjük még az úgy nevezett tulajdonságokkal, azonban ezek 

többsége függvényként értelmezhető, amely egy adott struktúra valamilyen jellemzőjét adja 

vissza, esetleg állítja be. (Ilyen például egy négyzet struktúra oldalának hossza, területe). Az 

olvashatóság kedvéért az ilyen jellegű függvényeket a tulajdonság kulcsszóval látom el. 

Lényegi jelentőségű, hogy az osztály maga egy definíciót jelent. Gyakorlatilag minden OOP 

nyelvben az osztályokat használatuk előtt úgynevezett példányosítani kell22. A példányosítás 

                                                           
21

 Létezik olyan programozási nyelv, amelyik megengedi, hogy futási időben definiáljunk struktúrát, ám 
ez jobbára látszólagos megoldás. 
22

 Ez alól is van kivétel a programozási nyelvek között. Léteznek úgynevezett statikus osztályok, melyeket 
nem lehet példányosítani, és csak a bennük tárolt függvények lényegesek, és elérhetők. Például célszerű 
a trigonometrikus függvényeket minden esetben elérhetővé tenni, anélkül, hogy a valós számok 
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azt jelenti, hogy létrehozunk neki egy program változót, lefoglaljuk a neki szánt területet a 

számítógép memóriában. A jövőben erre a célra az új kulcsszót fogom használni. Az 

értelmezés miatt gyakran használjuk rá a ’létrehozunk egy X osztályt’ avagy ’foglalunk 

memóriát X-nek’ kifejezéseket is. 

16. Példa A négyzet definíciója tartalmazza, hogy mi is az a négyzet, mik határozzák meg, 

milyen tulajdonságai vannak, stb. Azonban ekkor még nincsen egyetlen létező négyzetünk 

sem, csak tudjuk hogy milyenek a négyzetek. Ha valamilyen négyzettel műveletet szeretnénk 

végezni, akkor először létre kell hoznunk. Ez a legtöbb matematika példában úgy történik, hogy 

meghatározzuk valamilyen releváns jellemzőjét. Például: „Adott egy 3 cm él hosszúságú 

négyzet...” Ettől kezdve van egy négyzetünk, amelyiknek térbeli pozíciója irreleváns, ezért nem 

meghatározott. Ha a diák lerajzol (megszerkeszt) egy 3 cm él hosszúságú négyzetet a füzetébe, 

úgy annak már pozíciója is van és az is lényegessé változik. 

2.9. Az osztály részei 

Egy osztály leírása néhány összetevőből áll. Ezek: 

 Az osztály neve (például négyzet) (kötelező!) 

 Az osztály releváns adatainak típusa (pontok listája, valós koordináták) 

 Konstruktor és destruktor eljárások, függvények (kötelező!) 

 A rajta értelmezett függvények és eljárások (például egy négyzet ábrázolása) 

o A tulajdonságai (például egy négyzet területe vagy vektor hossza, normája) 

 Műveletei (például egy négyzet transzformációja, vagy két vektor összege) 

 Az őse (kötelező!23) 

Az első eleme nyilvánvalóan triviális, hiszen valamivel szükséges azonosítani, és valamivel kell 

rá hivatkozni, hogy létrehozhassuk. 

Ezen részek részletesebb tárgyalása következik (a név kivételével). 

2.9.1. Releváns adatok 

A legtöbb osztályt azért definiáljuk, hogy valamilyen releváns adatokat tároljunk benne. Ilyenek 

például egy négyzet csúcsai, oldalai, vagy egy valós vektor ’koordinátái’. Lehetőségünk van 

azonban ezeket kihagyni, és csak logikai célú osztályt definiálni (erről az ős fogalmának 

tárgyalásakor lesz szó részletesebben). 

Egy osztálydefiníció során fel kell sorolnunk azokat az adatszerkezeteket, amik az adott 

osztályra nézve relevánsak. Minden egyes ilyen adatszerkezet meghatározásához szükség van a 

szerkezet típusára és nevére. A név értelemszerűen azért szükséges, hogy hivatkozni tudjunk 

rá. A típus lehet valamilyen már definiált osztály is, így annak eszközeit, szerkezetét fel tudjuk 

                                                                                                                                                                          
definícióját jelentő osztályhoz lennének csatolva. Szükségtelenül megnehezítené a helyzetet, ha a valós 
számokhoz csatolnánk hozzá, mint a valós számok definícióját jelentő osztály függvénye. 
23

 Létezik olyan régebbi, elsősorban multi-paradigmális nyelv, amelyik nem támogatja a leszármazást. 
Ilyen például a Visual Basic régebbi verziói. Napjainkra azonban ez az objektum orientáltság kritikus és 
legfontosabb részévé vált.[13] 
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használni, avagy valamilyen alaptípus, amit a programozási nyelvvel együtt definiáltak. Ilyen 

alaptípusok az egész számok, karakterek, karaktersorozatok (’string’), valós számok, stb. (A 

legtöbb kimondottan OOP nyelvben minden alaptípus is osztályként van definiálva, azonban a 

hagyományok miatt, valamint a könnyebb olvashatóság miatt ezeket külön, kulcsszavakkal is 

elérhetővé teszik, ezáltal megkönnyítve a programozók dolgát, és megkönnyíti az átállást 

procedurális illetve multi-paradigmális jellegű programozási nyelvekről). 

17. Példa Definiáljuk a valós euklideszi térbeli pontot, mint osztályt: 

31 osztály Pont 
32 { 
33  valós x,y,z 

34 } 

Ezáltal létrehoztunk egy Pont nevű osztályt, amelyiknek három adattagja van: x, y és z, egy-egy 

valós szám a valós koordináták számára. Ilyenkor az osztály nincs még példányosítva, csak a 

program tudja, hogy három valós számnak elegendő méretű memória területet kell foglalni 

minden egyes pontnak, amikor azt példányosítjuk. 

2.9.2. Az osztályok függvényei 

A legtöbb osztályt azért definiáljuk, mert szerepet szánunk neki, műveleteket szeretnénk 

végezni velük, miután példányosítottuk. Valamilyen eljárást szeretnénk végezni, ami az 

osztályra jellemző. Fontos jellegzetesség, hogy nem szükséges egy osztály függvényének sem 

megváltoztatni, de még felhasználni sem szeretnénk valamelyik példányát a definiált 

osztálynak, de szeretnénk elérhetővé tenni máskor anélkül, hogy memória területet foglalnánk 

az adatrészeinek. Erre az esetre a statikus kulcsszót fogom alkalmazni a függvény definíciót 

megelőzően. 

Egy függvény definíció áll pontosan ebben a sorrendben: 

 Visszatérési érték típusából (matematikai értelemben a képhalmazból. Például az 

    {  | (   )   (   )}  ( )     függvény esetén a valós számokat jelölő 

 .) 

Fontos megjegyezni, hogy nem minden függvénynek van visszatérési értéke, hiszen a 

célja éppen az, hogy a példányosított objektum valamely értékét módosítsa. Erre a 

célra a legtöbb program nyelv használ valamilyen kulcsszót, hogy jól elkülöníthető 

legyen az a hibaeset, amikor a programozó megfeledkezik a visszatérési érték 

meghatározásáról, és amikor azt szeretné, hogy ne legyen neki. Erre a célra a void 

kulcsszót fogom használni (jó magyar kifejezés hiányában). 

 A függvény nevéből, mely az adott osztályon belül egyedi, és nem egyezik meg 

valamelyik kulcsszóval. A név egyedisége, mint látjuk, bizonyos megkötések mellett 

nem feltétlenül szükséges. 

 A paraméterek listájából, ahol minden egyes paramétert felsorolunk típusukkal együtt. 

18. Példa Példaképpen lássuk a Pont osztályunk néhány lehetséges függvényét (adatmezők 

definíciója a 33. sorban található): 

35 osztály Pont 
36 { 
37 ... 
38  valós távolság(Pont B) { 
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39   távolság := √(        )  (        )  (        )  

40  } 

41  
42  statikus valós távolság(Pont A,B) { 

43   távolság := √(       )  (       )  (       )  

44  } 

45  void OrigoraTukroz() { 

46   EZ.x := - EZ.x 

47   EZ.y := - EZ.y 

48   EZ.z := - EZ.z 

49  } 

50 } 

Az előbbi példa-kód első ránézésre: két távolság nevű függvény is szerepel, valamint szerepel 

az EZ szó, amit korábban nem tárgyaltunk. 

A kétszer szereplő távolság függvény jó példa az úgynevezett túltöltés (’overloading’) 

jelenségének, amelyet a legtöbb napjainkban gyakran alkalmazott programozási nyelv 

alkalmaz. Ez azt jelenti, hogy egy függvényt nem csak pusztán a neve azonosít egy osztályon 

belül, hanem a neve és a paramétereinek sorozata együtt. Ezáltal lehet két ugyanolyan nevű, 

ám paraméterek sorozatában eltérő függvényünk. Ezt olyankor érdemes használni, amikor a 

két vagy több függvény funkcionálisan ugyanazt a célt valósítja meg, azonban nem akarjuk 

előre meghatározni, hogy a felhasználó melyiket használja. Megfigyelhető, hogy a 42-44 

sorokban definiált függvény úgynevezett statikus függvény, így használatához nem szükséges 

már egy pont osztályú változó, hanem bármikor meghívható példányosítás nélkül is.24 

Az EZ kulcsszót arra a célra használjuk, hogy hivatkozzunk a jelenlegi osztály valamely részére. 

Ilyenkor a függvény meghívásakor azt a példány jelenti, amelyikben meghívtuk. Például: 

51 ... 
52 valós d 
53 Pont A, B 
54 ... 
55 d := A.távolság(B) 
56 ... 
57  

Ilyenkor a 55. sor meghívja a 38-40 sorban definiált függvényt úgy, hogy az EZ értéke a az A 

Pont  osztályú változó. Az EZ kulcsszónak így csak az osztály definíción belül van értelme, és 

általában minden más esetben kerülendő a használata. (Ez néhány OOP nyelvben nagyon 

szigorúan igaz.25 Mivel minden, még a program maga is osztályként van definiálva, ezért mindig 

létezik egy osztály, amiben az EZ kulcsszónak van értelme. Éppen ezért használata csak erre a 

célra engedélyezett.) 

2.9.3. Az osztályok tulajdonságai 

Egy osztály tulajdonságának olyan jellemzőt nevezünk, amit nem érdemes, fölösleges adatként 

tárolni, mert a már tárolt adatokból igény szerint levezethető (kiszámítható), illetve jellemzően 

nincs rá szükség olyan gyakran, hogy a megnövekedett számítási igény lényegesen lassítaná a 

program futását. 

                                                           
24

 Ez esetben természetes szükséges két pont osztályú példány is, hiszen azok a paraméterei. 
25

 Például a C# nyelvben. [14] 
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A tulajdonságok és adatrészek jellemzően felcserélhetők, ezért az osztály adatrészeinek 

meghatározását az határozza meg, hogy mire van szükség gyakrabban, és melyik igényelne 

összességében nagyobb számítási és memória kapacitást. 

19. Példa Példa a tulajdonság és az adatrész közötti különbségre. A kör két féle releváns 

adattal meghatározható: a középpontjának helyzetével, és sugarának mértékével. Ebben az 

esetben a kör osztály egy tulajdonsága a kör területe. Ezzel szemben egyértelműen megadható 

egy kör a középpontjával és területének mértékével. Ebből igény szerint bármikor 

meghatározható a sugár mértéke. Ebben az esetben triviálisan a sugár választandó adattagnak, 

hiszen lényegesen gyakrabban van szükség annak méretére, mint a területére (például a kör 

ábrázolásához). 

A tulajdonságokat nagyon gyakran alkalmazzák arra, hogy egyes adatrészek írási és olvasási 

jogát külön-külön szabályozzák. Amíg egyes adatrészek csak egyszerre lehetnek olvashatóak-

írhatóak és nem olvashatóak-írhatóak, addig a tulajdonsághoz rendelt kinyerő függvény 

elérhető, de az átállításához rendelt függvény nem. Ezen dolgozatban nem tárgyaljuk a 

’láthatóságot’, így ezek részletesebb ismertetésétől eltekintünk (lásd 2.8.). 

A tulajdonságok jelölésére a függvényekhez hasonlóan egy típus jelzőt (a tulajdonság jellege), 

valamint nevét használjuk. A függvényekkel ellentétben nem lehet őket statikussá tenni, és 

nincsen paraméterlistájuk sem. Annak érdekében, hogy megkülönböztessük a tulajdonság 

beállító és kinyerő eljárásokat, minden egyes tulajdonság leírásának két része van a beállítást 

jelző := karakterpárral és ?= párral. 

20. Példa A 31-33 és 38-49 sorokban eddig definiált Pont osztály kibővítése az origótól való 

távolság tulajdonsággal: 

58 osztály Pont 
59 { 
60 ... 
61  valós OrigótólTávolság 

62  ?={ 

63   OrigótólTávolság := √(    )  (    )  (    )  

64  } 

65  :={ 

66   valós c 

67   c := 
     

√(    )  (    )  (    ) 
 

68   ez.x := c * ez.x 

69   ez.y := c * ez.y 

70   ez.z := c * ez.z 

71  } 

72 } 

A példa 67. sorában szerepel az érték kulcsszó. Ez a kulcsszót használják arra a célra, hogy 

azonosítani lehessen az értékadó operátor (:=) jobb oldalán szereplő értéket. Ennek típusa 

mindig a tulajdonság típusával kell, hogy megegyezzen. 

A tulajdonság alkalmazása: 

73 Pont A 
74 valós távolság 
75 A := (1,1,0) 
76 távolság := A.OrigótólTávolság 

Ekkor a távolság változó értéke √ , hiszen az (     ) pont távolsága az origótól √ . 

77 A.OrigótólTávolság :=  √  
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Mivel úgy definiáltuk az OrigótólTávolság tulajdonságot, hogy ezt beállítva az értékadó 

operátor jobb oldalán lévő távolságnyira nyújtja az origó és a pont távolságát, ezért az 77. sor 

utasítását végrehajtva az sor utasítását végrehajtva az A Pont első két koordinátája 2, a 

harmadik változatlanul 0. (Ezen felül természetesen az A.OrigótólTávolság tulajdonság 

értéke  √ .) 

Megjegyzés: Egyes OOP nyelvek kimondottan támogatják a tulajdonságok definiálását, más 

nyelvekben nincs ehhez hasonló megoldás, és minden hasonló jellegű tulajdonságot 

függvényként kell definiálni.26 Az olvashatóság érdekében alkalmazzuk a tulajdonságokat, ezek 

gyakorlati megvalósítása azonban nyelvektől függően nagyon eltérhet. 

2.9.4. Osztályokon értelmezett műveletek 

A műveletek (idegen szóval operátorok) a tulajdonságokhoz hasonlóan az olvashatóságot 

segítik, azonban kritikus szükség van rájuk ahhoz, hogy az adott OOP alapvető működését 

definiálni lehessen (például zárójelezést, értékadást, alapvető aritmetikát, értékvizsgálatot 

stb.). Gyakorlatilag miden OOP nyelv és a legtöbb multi-paradigmális nyelv is támogatja a 

műveletek (operátorok) definiálását saját készítésű osztályokon. 

Gyakori jelenség az is, hogy az értékadó (:=) és értékvizsgáló operátorokat nem kell definiálni 

semmilyen osztályra sem, mert azt automatikusan megvalósítja az adott osztály őse, amely 

mindig létezik (lásd 2.9.5. rész). A tárgyalás egyszerűsítése érdekében mi sem definiáljuk ezen 

két műveletet minden bevezetet osztályra, hanem elfogadjuk az alábbiakat: 

 Az értékvizsgáló operátor akkor és csak akkor tér vissza igaz értékkel, ha a jobb és bal 

oldalán szereplő kifejezés ugyan olyan típusú (osztályú), és adat részei kölcsönösen 

megegyeznek. 

 Az értékadó operátor csak akkor szintaktikusan helyes, ha jobb és bal oldalán 

ugyanolyan típusú (osztályú) kifejezés áll. Az operátort tartalmazó utasítást 

végrehajtva az operátor bal oldalán szereplő változó a jobb oldalán szereplő kifejezés 

értékével fog megegyezni. 

 Az értékvizsgáló operátor ellentéte az != operátor, mely pontosan akkor tér vissza igaz 

értékkel, ha az értékvizsgáló operátorral felcserélve hamis értéket kapnánk. 

Továbbá az alapvető matematikai műveletek definiálásától is tartózkodunk, melyeknek 

ismerete elvárható egy középiskolás tanulótól, és nem képezi ezen dolgozat tárgyát. 

A jövőben kizárólag egy- és kétváltozós műveleteket definiálunk (például a vektorok összegét 

valamint ellentettjét), valamint a kapcsos zárójel operátort, amely egy listaszerű osztály n. 

elemét adja vissza. A definíció szintakszisa áll a visszatérési érték típusából (osztályából), az 

operátor kulcsszóból, az őt jelölő karakterkombinációból (például + és -) és a paramétereiből 

(mely tartalmazza a típusát). A paraméterek sorrendje meghatározza, hogy milyen sorrendben 

előzik meg és követik az operátor karakterét. A kapcsos zárójel operátor esetében a [ 

operátor ] jelölést alkalmazzuk, és ezen esetben a paraméternek azonosítani kell a 

visszaadandó elemet. 

                                                           
26

Mindkettőre jó példa a napjainkban nagyon elterjedten alkalmazott C# [15] és Java [16] OOP nyelvek. 
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21. Példa Az euklideszi sík vektorainak összege és skalárral való szorzása pongyolán. Az 0-es 

fejezet definiálja a későbbiekben is felhasznált általános euklideszi vektor osztályt. 

78 osztály Vektor 
79 { 
80  valós x 

81  valós y 

82  
83  Vektor operátor + (Vektor a, b) 

84  { 

85   új Vektor c 

86   c.x := a.x + b.x 

87   c.y := a.y + b.y 

88   + := c 

89  } 

90  
91  Vektor operátor * (valós c, Vektor v) 

92  { 

93   új Vektor b 

94   b.x := c * a.x 

95   b.y := c * a.y 

96   * := b 

97  } 

98  
99  valós [ operátor ] (pozitívegész i) 

100  { 

101   Ha (i > 1) akkor HIBA
27
 

102   egyébként Ha (i = 0) akkor [] := x 

103   egyébként Ha (i = 1) akkor [] := y 

104  } 

105 } 

Fontos megjegyezni, hogy a paraméterek sorrendjére vonatkozó kitétel miatt a fent definiált 

Vektor osztály nem kommutatív a skalárral való szorzásra nézve (tekintettel rá, hogy a 

skalárnak meg kell előznie a vektort). Ez kiküszöbölhető, ha még egy * nevű operátort 

definiálunk az 18. Példa keretében ismertetett túltöltés segítségével, csak éppen fordított 

sorrendű paramétereket használunk. 

A kapcsos zárójel operátort úgy használhatjuk, mint a tömbök indexelését. Például: 

106 új Vektor v 
107 … 
108 valós y 
109 y := v[1] 

Ekkor az y értéke a második koordinátával (v.y -al) egyezik meg. 

2.9.5. Az osztály őse 

2.9.5.1. A leszármazásról általában 

Az osztályok leszármazása az objektum orientált programozás lényegét képezik. Habár 

osztályokat lehet másképp is felhasználni egy új osztály létrehozására, az öröklődés az, amely a 

feladat strukturálását igazán megkönnyíti. Az öröklődés az, amit igazán könnyű megérteni a 

matematika segítségével. Az 2.7. rész tárgyalása során használt négyzet, téglalap, 

parallelogramma, rombusz, mint megvalósított osztályok örökíthetők egymásból, és végső 

soron a négyszög osztályból. A négyszög osztály pedig örökíthető az általános sokszög 
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osztályból. Egyértelmű, hogy ha definiáljuk az általános négyszög jellemzőit, azok állni és 

működni fognak minden más négyszögre is. Ha definiáljuk a téglalap olyan jellemzőit, 

amelyiket egyetlen még korábban sem definiált őse sem határozott meg, akkor az a jellemző 

szintén állni fog az összes leszármazott osztályra is, így például a négyzetre is. 

Másképpen úgy képzelhető el az öröklődés, mint tulajdonsághalmaz bővítése mellett egyre 

szűkebb halmazok definiálását. A korábban említett példával élve: ha bővítjük a négyszög 

elvárt tulajdonságainak halmazát, akkor a négyszögek egy részhalmazához jutunk (például a 

négyzetéhez). 

Mindez úgy jelenik meg az OOP szintjén, hogy amikor definiálunk egy új osztályt, kikötjük, hogy 

mely másik osztály a közvetlen őse. Ekkor az ős osztály minden egyes része (adatmezője, 

függvényei, műveletei, tulajdonságai stb.) az új osztályban is automatikusan megjelennek, így 

azok definiálásával nem kell foglalkozni. Ezen felül hatalmas előnye, hogy minden leszármazott 

osztály egyben ugyanolyan típusú is, mint az összes őse. Ezáltal logikailag is megvalósul a 

matematikai követelmény, hogy egy leszármaztatott fogalom tekinthető olyannak, mint amiből 

leszármaztattuk. (Például egy négyszögekből leszármaztatott négyzet tekinthető négyszögnek, 

de egy négyszög nem tekinthető négyzetnek.) 

Az 2. Ábra mutatja a nem önátmetsző, konvex négyszögek leszármaztatását, mely egy 

lehetséges alapja az osztályok megvalósításának. 

 

2. Ábra: A négyszögek közvetlen leszármazottai 

Az 2. Ábra lehetséges leszármazást jól mutatja, azonban programozás szemszögéből egy fontos 

nehézségre is rámutat. Hogyan oldjuk meg, hogy például a négyzetnek több őse is lehet? Ez 

OOP nyelvekként eltérő lehet: némelyik megengedi, hogy több különböző őst is csatoljunk egy 

osztályhoz, azonban a leggyakrabban alkalmazott OOP nyelvek 28  kizárólag egyszeres 

öröklődést engedélyeznek (minden osztálynak pontosan egy őse van). Ezen dolgozat keretében 

szintén azt a módszert alkalmazzuk, hogy minden osztálynak pontosan egy őse van. 

Jogos a kérdés azonban, hogy hol van vége az ős-őse láncnak. A leggyakrabban alkalmazott 

OOP nyelvekben létezik egy előre definiált archetípus osztály, amit egyszerűen Object-nek 

neveznek. Ez az egyetlen olyan osztály, amely nem rendelkezik egyetlen őssel sem. A célja az, 
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hogy programnyelv alatti szinten (például gépi kód szintjén) megvalósítsa a legalapvetőbb 

műveleteket, így például az értékadás és értékvizsgálat operátorokat (lásd 2.9.4); az általános 

konstruktorokat és destrukotorokat (lásd 2.9.6). Ez az osztály pontosan akkor közvetlen őse 

egy másik osztálynak, ha a programozó nem határoz meg egy másik őst. Közvetve vagy 

közvetlenül minden osztálynak őse a fent említett Object osztály. Ennek az osztálynak a 

konkrét megvalósításával nem foglalkozunk, csak axiomatikusan kijelentjük mit várunk el tőle. 

Mindezek mellett gyakran lehet rá szükség, hogy egy leszármazott osztály felüldefiniálja egy 

ősétől örökölt nem adattag részét. Jó példa erre, hogy habár adhatunk általános módszert rá, 

hogy kiszámítsuk egy az euklideszi térben adott általános négyszög területét, egy négyzet 

esetében lényegesen kevesebb számítással elérhető ez az információ, így célszerű azt felülírni, 

és újat készíteni helyette. Ezt a felülír kulcsszóval fogjuk megtenni, amely azt jelöli, hogy az 

őt követő tulajdonság, operátor, függvény definíciója egy már az ős osztályban definiált 

művelet helyett használandó. 

2.9.5.2. Az ős jelölése 

Ezen dolgozat keretében egy kettősponttal választjuk el a névtől az ős osztály nevét. Például: 

110 osztály Rombusz:Négyzet 
111 { 
112 … 
113 } 

Ezzel jelöljük, hogy a Négyzet osztályt a Rombusz osztályból származtatjuk. 

2.9.6. Konstruktorok és destruktorok 

A konstruktorok és destruktorok speciális, kitüntetett függvények. A céljuk, hogy megvalósítsák 

 az osztály egy példányának elegendő memóriaterület lefoglalását (konstruktor) 

 az osztály példányosítását (konstruktor) 

 az osztály adatrészeinek inicializálását (konstruktor) 

 a szükségtelenné vált példányok memóriából való felszabadítását (destruktor) 

Közös tulajdonságuk, hogy nem lehet őket statikussá tenni. 

2.9.6.1. A konstruktorról 

Amikor egy osztályt példányosítunk az új kulcsszó segítségével (lásd 2.8. rész), akkor 

automatikusan a hozzá rendelt konstruktor fut le. Az osztály ősének konstruktora fut le 

először, és az hozza létre a példányt. Végső soron mindenképpen az Object osztály foglalja le a 

memória területet az adattagok részére, hacsak a programozó másképp nem rendelkezik róla. 

A konstruktoroknak lehetnek paraméterrel rendelkező változatai is, ami segít egy előre 

meghatározott jellegű példányt létrehozni. Ezáltal nem kell előbb létrehozni, majd 

tulajdonságait meghatározni. A legtöbb OOP nyelvben a memóriaterület lefoglalását 

megvalósítja az ős Object osztály, így azt külön nem kell a programozónak definiálni. 

Jelölése egy visszatérési típus nélküli függvény, melynek neve megegyezik az osztály nevével. 

22. Példa Bővítsük ki az 21. Példa Vektor osztályát konstruktorokkal: 

114 osztály Vektor 
115 { 
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116  valós x 

117  valós y 

118 … 
119  Vektor() 

120  { 

121   x := 0 

122   y := 0 

123  } 

124  
125  Vektor(valós a,b) 

126  { 

127   x := a 

128   y := b 

129  } 

130 } 

Ebben a példában az első konstruktor mindenképpen egy nullvektort generál, míg a második 

esetében megadható neki, hogy mely vektort szeretnénk létrehozni. Alkalmazásban: 

131 új Vektor a() 
132 új Vektor b(1,2) 

Ekkor ezt lefuttatva az a vektor nullvektor, míg a b vektor az (   ) vektornak felel meg. 

2.9.6.2. A destruktorról 

A destruktor végzi a feleslegessé vált változók memóriából történő felszabadítását. A 

programozónak lehetősége van erre egyedi eljárást definiálni, amellyel részletesen lehet 

szabályozni, hogy mikor, melyik rész szabadul fel. Ezen felül lehetőséget biztosít arra, hogy 

szükség esetén idejekorán szabadítsunk fel egy példány által foglalt memória részt, amikor 

annak hagyományos életciklusa még nem ért véget. 

Minden egyes osztálynak van egy automatikus (az Object osztály által megvalósított) 

destruktora, így a legtöbb esetben a programozónak nem kell törődnie a feladattal. Ugyanígy 

ezen dolgozat keretében nem foglalkozunk a memóriakezeléssel, tekintettel rá, hogy a 

leggyakrabban alkalmazott OOP nyelvek kiváló beépített memóriakezeléssel rendelkeznek.29 

Ezzel ellentétben egyes (elsősorban régebbi) multi-paradigmális nyelvekben nagy jelentősége 

van annak, hogy a programozó mindig felszabadítsa a már nem szükséges memóriát. 

2.10. A Vektor és a Mátrix osztályok 

Ezen rész két olyan osztályt mutat be, amelyeket az e fejezetben tárgyaltakhoz 

gyakorlásképpen érdemes kidolgozni. Az itt bemutatott Vektor és Mátrix osztályokat a 

dolgozat későbbi részeiben további hivatkozás nélkül felhasználjuk. 

Mint azt az 2.2.1. részben láttuk, a mátrix felfogható, mint vektorok feletti vektor, és a valós 

számok feletti vektor úgy is felfogható, mint egy speciális mátrix. Azonban ez a kölcsönösség 

nehézkesen kiaknázható arra a célra, hogy egyiket a másikból származtassuk (nem véletlen, 

hogy eredendő, matematikai definíciója sem támaszkodik a másikra). Azonban a vektorok 

struktúrája, és a tőlük elvárt jellemzők határozottan egyszerűbbek, mint a mátrixé, így 

célszerűen azt az irányt választjuk, hogy definiáljuk a vektor minden szükséges jellemzőjét, és 

ebből mindent kihasználunk, amit csak lehet a mátrixok definiálásakor. 

                                                           
29

 A C# [19] és Java [20] nyelvek 



Király Dániel  A geometria modellje a programozás oktatásban 

 
40 

2.10.1. A Vektor osztály 

A vektor részeit érdemes egy tömbben tárolni, így nem kell foglalkozni vele, hogy hány 

dimenziós vektorról is van szó, és annak meghatározását a konstruktorra bízzuk. Habár a 

dolgozat keretében kettő, három (és később négy) dimenziós vektorokról esik szó, minden eset 

külön kezelésénél célszerűbb egy általános Vektor osztályt definiálni. Mivel a legtöbb esetben 

egy vektornál közömbös, hogy az oszlop- vagy sorvektorról van-e szó, ezért annak 

meghatározásától egyelőre tartózkodunk.  

133 osztály Vektor 
134 { 
135  tömb(valós)[] koordináták 

Következzenek a konstruktorok. Egyik esetben csak a dimenzióját határozzuk meg, míg 

másikban rögtön az elemeit is meghatározhatjuk. Ehhez feltételezzük, hogy a tömb 

megvalósítása tartalmaz egy méret tulajdonságot. Ellenkező esetben természetesen ezt is 

tárolni kell a Vektor osztályban, és paraméterként kell megkapnia a konstruktornak. 

136  Vektor(pozitívegész dim) 

137  { 

138   koordináták := új tömb(valós)[dim] 

139   számláló i 0-tól (dim-1)-ig 1-esével 

140   { 

141    koordináták[i] := 0 

142   } 

143  } 

144  
145  Vektor(tömb(valós)[] koord) 

146  { 

147   koordináták := új tömb(valós)[koord.méret] 

148   számláló i 0-tól (koord.méret-1)-ig 1-esével 

149   { 

150    koordináták[i] := koord[i] 

151   } 

152  } 

Következzenek a tulajdonságai. Legfontosabb, hogy egy vektor dimenzióját (koordinátáinak 

számát) le tudjuk kérdezni. Ezt valósítja meg a dimenzió tulajdonság. Valamint hasznos 

tulajdonság még a vektor mérete, a hossza. Erre a célra a hossz tulajdonságot vezetjük be. 

Fontos lehet, hogy egy vektorról gyorsan eldönthessük, hogy nem nullvektor-e. Erre a nulle 

tulajdonságot vezetjük be. 

153  pozitívegész dimenzió 

154  ?={ 

155   méret := koordináták.méret 

156  } 

157  
158  valós hossz 

159  ?={ 

160   hossz := √∑ (              ) 
             

161  } 

162  logikai nulle 

163  ?={ 

164   egész nullák 

165   nullák := 0 

166   ciklus i=0-tól (dimenzió-1)-ig 1-esével 

167   { 

168    Ha ([koordináták[i] ?= 0) akkor nullák := nullák + 1 

169   } 

170   nulle := (nullák ?= dimenzió) 

171  } 
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Szükség van még a kényelmes értékhozzáférésre, ezért bevezetjük az indexáló (kapcsos zárójel) 

operátort, mely visszaadja a megfelelő koordinátát. Bevezetése után elegendő v[2]-t írnunk 

v.koordináták[2] helyett. Bevezetjük a kényelmes vektor összeadás, skaláris szorzás, és a 

skalárral való szorzás műveletét is, valamint a vektorok különbségét 

172  valós [ operátor ] (egész i) 

173  { 

174   Ha (i >= dimenzió) akkor HIBA 

175   egyébként [] := koordináták[i] 

176  } 

177  
178  Vektor operátor+ (Vektor a, b) 

179  { 

180   Ha (a.dimenzió != b.dimenzió) akkor HIBA 

181   új Vektor x() 

182   számláló i 0-tól (a.dimenzió-1)-ig 1-esével 

183   { 

184    x.koordináták[i] := a.koordináták[i] + b.koordináták[i] 

185   } 

186   + := x 

187  } 

188  
189  valós operátor* (Vektor a,b) 

190  { 

191   Ha (a.dimenzió != b.dimenzió) akkor HIBA 

192   egyébként * := ∑ (    )  (    )               

193  } 

194  
195  valós operátor* (Vektor v, valós c) 

196  { 

197   új vektor w(v.dimenzió) 

198   számláló i 0-tól (v.dimenzió-1)-ig 1-esével 

199   { 

200    w.koordináták[i] := c * v.koordináták[i] 

201   } 

202   * := w 

203  } 

204  
205  Vektor operátor- (Vektor a, b) 

206  { 

207   Ha (a.dimenzió != b.dimenzió) akkor HIBA 

208   új Vektor x() 

209   számláló i 0-tól (a.dimenzió-1)-ig 1-esével 

210   { 

211    x.koordináták[i] := a.koordináták[i] - b.koordináták[i] 

212   } 

213   - := x 

214  } 

215 } 

A Vektor osztályban jelenleg egyetlen függvény két verzióját definiáljuk. Ez segít eldönteni, 

hogy két vektor párhuzamos-e. 

216  statikus logikai párhuzamose(Vektor v1,v2) 

217  { 

218   logikai párh 

219   Ha (v1.dimenzió != v2.dimenzió) akkor párh := HAMIS 

220   egyébként 

221   { 

222    Ha (v2.nulle) akkor 

223    { 

224     Ha (v1.nulle) akkor párh := IGAZ 

225     egyébként párh := HAMIS 

226    } 

227    egyébként 

228    { 
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229     valós c 

230     c := v1.hossz / v2.hossz 

231     párh := IGAZ 

232     ciklus i=0-tól (v1.dimenzió-1)-ig 1-esével 

233     { 

234      párh := (párh ÉS (v1[i] ?= (c*v2[i]))) 

235     } 

236    } 

237   } 

238   párhuzamos-e := párh 

239  } 

240  
241  logikai párhuzamose(Vektor v) 

242  { 

243   párhuzamose := Vektor.párhuzamose(EZ,v) 

244  } 

23. Példa Az utóbbi párhuzamose függvény definíciója példa a statikusnak jelölt függvények 

alkalmazására. Azaz egy statikus függvényt meg tudunk hívni úgy, hogy nem hozunk létre 

példányt, hanem példány név helyett az osztály nevét (jelen esetben Vektor) használjuk. 

2.10.2. A Mátrix osztály 

A Mátrix a vektorhoz hasonlóan készíthető el. A Vektor osztály sok megvalósítását 

kihasználhatjuk arra, hogy a Mátrix osztály leírása egyszerűsödjön és rövidüljön. A Vektor 

osztályhoz hasonlóan az adatokat itt érdemes egy több dimenziós tömbben tárolni, valamint 

kényelmi okokból itt érdemes külön adatként tárolni a mátrix méreteit is. 

245 osztály Mátrix 
246 { 
247  tömb(valós)[][] elemek 

248  pozitívegész n  //sorok száma 

249  pozitívegész m  //oszlopok száma 

Konstruktoroknál a vektorokhoz hasonlóan érdemes két félét készítni. Az egyik csak létrehoz 

egy nullmátrixot, míg a másik egy többdimenziós tömbből építi fel az értékeket. Itt is 

feltételezzük, hogy a többdimenziós tömböt megvalósító osztály rendelkezik egy beépített 

méret tulajdonsággal. 

250  Mátrix(pozitívegész sorok,oszlopok) 

251  { 

252   n := sorok 

253   m := oszlopok 

254   számláló i 0-tól n-ig 1-esével 

255   { számláló j 0-tól m-ig 1-esével { 

256    elemek[i][j] := 0 

257   }} 

258  } 

259  
260  Mátrix(tömb(valós)[][] matr) 

261  { 

262   n := matr.x_meret 

263   m := matr.y_meret 

264   számláló i 0-tól n-ig 1-esével 

265   { számláló j 0-tól m-ig 1-esével 

266    elemek[i][j] := matr[i][j] 

267   }} 

268  } 
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A Mátrix osztály tulajdonságai lényegesen számosabbak, mint a Vektor osztályé voltak. Közös 

jellemzőjük, hogy ezek mindegyike is kizárólag értékvizsgálatot képesek végezni. Az alábbi 

tulajdonságokat definiáljuk: 

 sorokszáma: A sorainak számát adja vissza 

 oszlopokszáma: Az oszlopainak számát adja vissza. 

 négyzetese: Logikai érték, amelyik pontosan akkor igaz, ha négyzetes a mátrix. 

 determináns: Egy valós érték, amelyik a mátrix determinánsát mutatja. Ha a 

négyzetes tulajdonság hamis, akkor ez az érték nulla. 

 inverz: Egy Mátrix értékű tulajdonság, amelyik a mátrix inverzét tartalmazza. Mivel a 

determináns kiszámítása számítás költséges, ezért ennek feltételéül csak annyit 

szabunk, hogy ha a négyzetes érték hamis, akkor ez a tulajdonság HIBA-val tér vissza 

(szemben az 10. Példa18. Definíció16. Tételállításával).  

 nulle: logikai érték, amelyik csak akkor igaz, ha ez a mátrix egy null mátrix 

 egysége: logikai érték, amelyik csak akkor igaz, ha ez a mátrix egy egység mátrix 

Az olyan további tulajdonságokat, mint az átlósság, háromszög mátrix egyelőre nem 

definiáljuk, valamint a determináns és az inverz tulajdonságokat sem fejtjük itt ki, ezeknek 

algoritmusa megtalálható az 2.4.3. és 2.5.1. részben. 

269  pozitívegész sorokszáma 

270  { 

271   sorokszáma := n 

272  } 

273  
274  pozitívegész oszlopokszáma 

275  ?={ 

276   oszlopokszáma := n 

277  } 

278  
279  logikai négyzetese 

280  ?={ 

281   négyzetes := (n ?= m) 

282  } 

283  
284  logikai nulle 

285  ?={ 

286   logikai válasz 

287   válasz := igen 

288   egész i,j 

289   i := 0 

290   j := 0 

291   ciklus amíg (i < n) és (válasz) 

292   { 

293    ciklus amíg (j < m) és (válasz) { 

294     Ha (elemek[i][j] != 0) akkor válasz := hamis 

295     j := j+1 

296    } 

297    i := i+1 

298   } 

299   nulle := válasz 

300  } 

301  
302  logikai egysége 

303  ?={ 

304   logikai válasz 

305   válasz := igen 

306   egész i,j 

307   i := 0 

308   j := 0 

309   ciklus amíg (i < n) és (válasz) 
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310   { 

311    ciklus amíg (j < m) és (válasz) { 

312     Ha (i != j) és (elemek[i][j] != 0) akkor válasz := hamis 

313     Ha (i ?= j) és (elemek[i][j] != 0) akkor válasz := hamis  

314     j := j+1 

315    } 

316    i := i+1 

317   } 

318   egysége := válasz 

319  } 

320  
321  valós determináns 

322  ?={ 

323 … 
324  } 

325  
326  Mátrix inverz 

327  ?= { 

328 … 
329  } 

Mielőtt részleteznénk a Mátrix osztályon értelmezett műveleteket, érdemes két függvényt 

definiálni (amelyek a determináns és inverz kiszámításában is segíthetnek). Ezek: 

 Vektor Sor(egész i) 

 Vektor Oszlop(egész i) 

Ezek a függvények a Mátrix    sorát adják vissza, mintha az egy vektor lenne. Ez kihasználva, 

hogy definiáltuk a Vektor osztály műveleteit, lényegesen megkönnyíti a mátrixokon 

értelmezett szorzás műveletének definiálását. 

330  Vektor Sor(egész i) 

331  { 

332   új tömb(valós)[oszlopokszáma] t 

333   számláló j 0-tól (oszlopokszáma-1)-ig 1-esével 

334   { 

335    t[j] := elemek[i][j] 

336   } 

337   új Vektor(t) v 

338   Sor := v 

339  } 

340  
341  Vektor Oszlop(egész i) 

342  { 

343   új tömb(valós)[sorokszáma] t 

344   számláló j 0-tól (oszlopokszáma-1)-ig 1-esével 

345   { 

346    t[j] := elemek[j][i] 

347   } 

348   új Vektor(t) v 

349   Oszlop := v 

350  } 

Tárgyaljuk a következő műveleteket, amelyek későbbiekben hasznosnak lesznek. Ezek: 

 Az indexelő operátor, amely egy tetszőleges i,j indexpárra a mátrix    sorában és    

oszlopában lévő elemet adja vissza 

 Két mátrix összege, amely HIBA-val tér vissza, ha nem azonos alakúak. 

 Két mátrix szorzata, amely HIBA-val tér vissza, ha a baloldalinak nem annyi oszlopa 

van, mint ahány sora a jobb oldalinak. 

 Egy mátrix és egy vektor szorzatát, amely HIBA-val tér vissza, ha a vektornak nem annyi 

eleme van, mint ahány oszlopa a mátrixnak. 
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 Egy vektor és egy mátrix szorzatát, amely HIBA-val tér vissza, ha a vektornak nem annyi 

eleme van, mint ahány sora a mátrixnak.30 

351  valós [operátor] (egész i,j) 

352  ?={ 

353   Ha ((i<0) vagy (i>=n) vagy (j<0) vagy (j>=m)) akkor HIBA 

354   egyébként [] := elemek[i][j] 

355  } 

356  
357  Mátrix operátor+ (Mátrix a,b) 

358  { 

359   új tömb(valós)[a.sorokszáma][a.oszlopokszáma] m 

360   Ha ((a.oszlopokszáma != b.oszlopokszáma) és (a.sorokszáma != 

b.sorokszáma)) akkor HIBA 

361   egyébként 

362   { 

363    számláló i 0-tól (m.sorokszáma-1)-ig 1-esével 

364    { 

365     számláló j 0-tól (m.oszlopokszáma-1)-ig 1-esével 

366     { 

367      elemek[i][j] := a[i,j] + b[i,j] 

368     } 

369    } 

370   } 

371   + := (új Mátrix(m)) 

372  } 

373  
374  Mátrix operátor*  (Mátrix a,b) 

375  { 

376   új tömb(valós)[a.sorokszáma][b.oszlopokszáma] m 

377   Ha (a.oszlopokszáma != b.sorokszáma) akkor HIBA 

378   egyébként 

379   { 

380    számláló i 0-tól (m.sorokszáma-1)-ig 1-esével 

381    { 

382     számláló j 0-tól (m.oszlopokszáma-1)-ig 1-esével 

383     { 

384      elemek[i][j] := a.Sor(i) * b.Oszlop(j) 

385     } 

386    } 

387   } 

388   * := (új Mátrix(m)) 

389  } 

390  
391  Vektor operátor* (Mátrix m, Vektor v) 

392  { 

393   új tömb(valós)[m.sorokszáma] t 

394   Ha (v.dimenzió != m.oszlopokszáma) akkor HIBA 

395   egyébként 

396   { 

397    számláló i 0-tól (m.sorokszáma-1)-ig 1-esével 

398    { 

399     t[i] := m.Sor(i) * v 

400    } 

401   } 

402   * := (új Vektor(t)) 

403  } 

404 } 

                                                           

30 Logikailag az utolsó műveletet helyesen a Vektor osztályban kellene definiálni, hiszen a Vektor 

osztályon értelmezett művelet, azonban a művelet fogalmának definiálásakor (lásd 2.9.4.) lehetővé 

tettük, hogy ha két különböző osztályon is értelmezzük a műveletet, akkor azt bármelyik esetben 

definiálhatjuk. Ezt gyakorlatilag minden programozási nyelv tiltja, ezért itt is azt a megközelítést 

választjuk, hogy a Vektor osztályt bővítjük e művelettel. 
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Ahogy azt korábban előrevetítettük, az 2.10.1. részben definiált Vektor osztályt is kibővítjük, 

hogy értelmezni lehessen egy vektor szorzását mátrixszal. 

405 osztály Vektor 
406 { 
407 … 
408  Vektor operátor* (Vektor v, Mátrix m) 

409  { 

410   új tömb(valós)[m.oszlopokszáma] t 

411   Ha (v.dimenzió != m.sorokszáma) akkor HIBA 

412   egyébként 

413   { 

414    számláló i 0-tól (m.oszlopokszáma-1)-ig 1-esével 

415    { 

416     t[i] := m.Oszlop(i) * v 

417    } 

418   } 

419   * := (új Vektor(t)) 

420  } 

421 } 

2.10.3. A Gauss elimináció 

A Gauss-elimináció megvalósításához kényelmesebb leszármaztatni egy új osztályt, amely 

lényegében a lineáris egyenletrendszereket kezeli, ahelyett, hogy ezt hozzáadnánk magához a 

Mátrix osztályhoz. Ezáltal szert teszünk egy osztályra, amely megoldja a lineáris 

egyenletrendszereket, és felhasználja a Mátrix osztály részeit, azonban kényelmesebb 

megadási (konstruktori) lehetőségeket biztosít. 

Ez egyetlen konstruktorral történő kiegészítést, egy megoldásvektor hozzáadását, illetve 

egyetlen megoldó függvény hozzáadásával jár. 

422 osztály Mátrix:LineárisEgyenletrendszer 
423 { 
424  Vektor megoldások 

425  
426  LineárisEgyenletrendszer(tömb(valós)[][] M) 

427  { 

428   elemek := új tömb(valós)[M.x_méret-1][M.y_méret-1] 

429   elemek := M 

430   megoldások := új Vektor(M.y_méret) 

431  } 

432  
433 osztály Mátrix:LineárisEgyenletrendszer 
434 { 
435  Vektor megoldások 

436  
437  logikai megoldás() 

438  { 

439   logikai válasz 

440   válasz := IGAZ 

441   Ha NEM(n < (m-1)) akkor 

442   { 

443    cilus i=0-tól (m-2)-ig 1-esével 

444    { 

445     Ha (elemek[i][i] ?= 0) akkor 

446     { 

447      egész j 

448      j := i + 1 

449      cillus amíg ((elemek[j][i] != 0) ÉS (j<(n-1))) 

450      { 

451       j := j + 1 

452      } 
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453      Ha  ((j < n) ÉS (ELEMEK[j][i] != 0))  akkor 

454      { 

455       Sorcsere(i,j) 

456      } 

457      egyébként 

458      { 

459       válasz := HAMIS 

460      } 

461     } 

462     ciklus j = (i+1)-től (m-1)-ig 1-esével 

463     { 

464      új Vektor különbség 

465      valós c 

466      c := elemek[j][i] / elemek[i][i] 

467      különbség := Sor(j) + (-c)*Sor(i) 

468      LegyenSor(j, különbség) 

469     } 

470    } 

471 … 

Ezen a ponton felsőháromszög mátrixról van szó, amennyiben létezik megoldás, és csak a 

megoldásvektort kell kitölteni.  

472 … 
473    Ciklus i=(m-2)-től 0-ig (-1)-esével // visszahelyettesítés 

474    { 

475     valós sum 

476     sum := 0 

477     Ciklus j=i-től (m-2)-ig 1-esével 

478     { 

479      sum := sum + (elemek[i][j] * megoldások[j]) 

480     } 

481     megoldások[i] := (elemek[i][m-1] - sum) / elemek[i][i] 

482    } 

483 … 

Ellenőrzés, hogy a maradék sorok nullvektorok-e. Ha nem akkor egyáltalán nincs megoldás. 

484 … 
485    Ciklus i=m-től n-ig 1-esével 

486    { 

487     új Vektor(m) v 

488     v := Sor(i) 

489     Ha NEM (v.nulle) akkor 

490     { 

491      válasz := HAMIS 

492     } 

493    } 

494   } 

495   egyébként 

496   { 

497    válasz := HAMIS 

498   } 

499   megoldás := válasz 

500  } 

501 … 

Ez a megoldó függvény vége, azonban felhasználtunk két olyan függvényt, amelyiket korábban 

nem definiáltunk. Ezek kidolgozására sor kerülhet már a Mátrix ősosztálynál is, hiszen 

segítségükkel az előző eljáráshoz nagyon hasonlító inverz és determináns kiszámítás is 

könnyebben elvégezhető. A dolgozat szempontjából segédfüggvények, és e két osztály 

definícióján kívül sehol nem kerülnek felhasználásra. 

502  logikai Sorcsere (egész i,j) 

503  { 

504   új tömb(valós)[m] segédsor, mozgósor 

505   segédsor := Sor[j] 
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506   mozgósor := Sor [i] 

507   LegyenSor(i,segédsor) 

508   LegyenSor(j,mozgósor) 

509  } 

510   

511  logikai LegyenSor(egész i, Vektor v) 

512  { 

513   logikai eredmény 

514   Ha (v.dimenzió != m) akkor 

515   { 

516    eredmény := HAMIS 

517   } 

518   egyébként 

519   { 

520    ciklus j=1-től (m-1)-ig 1-esével 

521    { 

522     elemek[i][j] := v[j] 

523    } 

524    eredmény := IGAZ 

525   } 

526   LegyenSor := eredmény 

527  } 

528 } 

A használat a következőképpen történik: 

1. Létrehozunk egy tömböt, amelyik tartalmazza az együtthatókat, és az utolsó oszlopban 

a nulladfokú tagokat. 

2. A tömb segítségével létrehozzuk a LineárisEgyenletrendszer osztályt. 

3. Végrehajtjuk a LineárisEgyenletrendszer osztály megoldás függvényét 

4. Ha ez a függvény igaz értékkel tért vissza, akkor egyértelmű a megoldás, és a 

megoldások Vektor tartalmazza a megoldásokat sorrendben.31 

                                                           
31

 A dolgozatban a legtöbb esetben csak arra vagyunk kíváncsiak, hogy létezik-e egyértelmű megoldás, 
és néha arra, hogy mi az egyértelmű megoldás, így e követelményeket kielégíti a fenti eljárás. 
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3. Fejezet 

Ezen fejezet visszanyúlik a geometria alapjaihoz, valamint annak számítógépi nyelvre 

ültetéséhez. Célja, hogy a geometria axiómáit és modelljét elkülönítse, valamint mutasson egy 

olyan modellt, amely a középiskolai tanulmányok során a diákok részben megismernek. 

 Az Axiómák és modellek röviden tárgyalja a geometria axiomatikus felépítését, 

valamint rövid történeti áttekintést nyújt a geometria ilyen jellegű szemléletéhez. 

Továbbá bemutatja az Euklideszi geometria HILBERT-i axiómarendszerét. 

 Az Osztályok az Euklideszi térben fejezet bemutatja egy lehetséges modelljét, és 

ennek megvalósítását. 

3.A: Axiómák és modellek 

3.1. A geometria alapozásának rövid története32 

A legtöbb közoktatási intézmény foglalkozik legalább említés szinten a geometria 

tudományának történetével. Említésre kerül, hogy már a kora ókorban felmerült a civilizációt 

körülvevő tér, földterület mérésének leírásának igénye. Innen származik görög közvetítéssel a 

geometria szó is, mely eredendően földmérést jelent. Azonban ezek a fennmarad történelmi 

leletek szerint pusztán a tények ismertetésére, és módszerek tárgyalására szorítkoztak. 

Először az ókori görög civilizációkban, és a görög kulturális befolyás hatására fogalmazódott 

meg a logikai helyesség igazolásának igénye. Feltehetően erre több kísérlet is született, de 

napjainkig a legbefolyásosabb és legismertebb, és talán az egyetlen fennmaradt összegzése 

EUKLIDÉSZ Elemek című munkája. 

Munkájának napjainkig hatást gyakorló jelentősége az, hogy felismerte szükségességét az 

olyan állításoknak, amelyek logikai úton nem bizonyítandóak (axiómák és posztulátumok). 

                                                           
32

 Ezen fejezet nem tartozik szigorúan a dolgozat témájához, azonban a jobb megértést segítendő egy 
rövid tárgyalása itt is megtalálható. Forrás: [8]:p201-208 
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Ezeket szemlélet útján elfogadandónak gondolta, azonban ezek számát igyekezett minimálisra 

csökkenteni, és minden más lehetséges állítást logikai úton bizonyítani. Habár kimondatlanul, 

de megfogalmazta azt, amit napjainkban is elvárunk egy-egy tudományos elmélettől. Ezek: 

 Állításai alkalmazhatóak legyenek gyakorlatban. 33  Érdemes megjegyezni, hogy a 

legtöbb napjainkra népszerű áltudomány éppen ennek a körülményesen ellenőrizhető 

kritériumnak nem tesz eleget. 

 Az állításai ellentmondástól mentesek legyenek. Azon kívül, hogy egy olyan 

tudományos elmélet, amiben egy állítás és ellentéte is igaz értelmetlennek tekinthető, 

fölösleges is, hiszen semmilyen új információt nem tudunk meg belőle. 

 Az alapigazságainak (axiómáinak) függetlenségét. Minden egyes axiómájáról 

megköveteljük, hogy azokat ne lehessen bebizonyítani sem más axióma, sem azokból 

logikailag bebizonyítható állítások segítségével. Ennek igénye azért fontos, mert 

alkalmazásával könnyebben elkerülhető az előző pontban ellentmondásosság. 

 Állításainak összessége teljes legyen, azaz minden általa használt fogalommal 

megfogalmazható állításról el lehessen dönteni, hogy az igaz, avagy hamis. 

(Másképpen hogy az állítás, avagy ellentétéről logikailag bebizonyítható legyen 

helyessége.) 

Habár a gömbfelület geometriájának vizsgálatát már az ókorban megkezdték, és behatóbban 

tanulmányozták a középkorban is, az Euklideszi geometria kritikája kizárólag az általa 

megfogalmazott ötödik posztulátum34 függetlenségének vizsgálatára koncentrálódott. Habár 

BOLYAI JÁNOS és NYIKOLAJ IVANOVICS LOBACSEVSZKIJ a XIX. század elején megmutatták, hogy valóban 

független, az Eukleidészi geometria szigorú megalapozására a XIX. század második feléig kellett 

várni. 

Ekkora a matematika többi ágának szigorú axiomatizálása, valamint logikai és halmazelméleti 

alapelvek mentén felépítése megkezdődött, éppen Euklidész által lefektetett irányelvek 

mentén. Azonban a matematika többi ágának fejlődése és alapjainak formális kidolgozása 

mutatott rá arra, hogy egyfelől Euklidész alapvető állításai sem a jelen kor szellemének, sem a 

többi ág által támasztott igényeknek nem tesz eleget. 

Mit is jelent azonban az axióma? 

3.2. Axiómák és modellek 

Mint Euklidész is rámutatott, minden elméletnek szüksége van olyan megállapításokra, 

amelyeknek valóság alapját nem vizsgáljuk, és igazságát elfogadjuk. Ugyanígy van szükség 

olyan fogalmakra is, melyeket nem határozunk meg, hanem alapfogalomként elfogadunk. Ezek 

tulajdonságait és kapcsolatait az axiómák írják le. Erre tényszerűen azért van szükség, mert 

szükség van egy kiindulópontra, különben ezen fogalmak és állítások a végtelenségig 

visszavezethetők lennének, amely ebben az irányba nyilvánvalóan meghaladja az emberi 

felfogóképességet. Ezek az alapfogalmak és alapvetések feltehetően olyanok, amelyekről az 

                                                           
33

 [23]p:1 
34

 Lényegét tekintve, hogy: „Egy egyenessel egy rá nem illeszkedő ponton át pontosan egy nem metsző 
egyenes húzható.” 
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elmélet minden gyakorlója ugyanazt érti, pusztán a megfigyelhetőség és gyakorlati 

igazolhatóság okán. 

3.2.1. Alapfogalmak 

A geometria alapfogalmai a pont, a szakasz és a síklap, melynek fogalma meglehetősen hamar 

kialakul minden emberben pusztán a minket körülvevő mikrokörnyezet szemlélése során, 

minden tudományos képzettség, avagy iskolázottság nélkül. Ezeknek a fogalmaknak további 

előnye, hogy minden emberben ugyanazok a csatolt képek jelennek meg származásra és 

kultúrára tekintet nélkül. Ilyen fogalmakra gondolhatunk, mint például „itt”, „ott”, „abban a 

pontban”, „kés éle”, „asztallap” vagy „fal felület”. 

A geometria alaprelációi és alaptulajdonságai az illeszkedés, az elválasztás és az egybevágóság 

is, amelyet pusztán a minket körülvevő világ szemléletéből mindenkiben azonosan alakul ki. Ha 

nem is pontosan ezekkel a szavakkal illetjük őket, ezeknek a léte mindennapi életünkben jelen 

van, és soha sem magyarázzuk pontos jelentésüket. Elegendő csak az „Az asztalon van.”, a 

„Város a folyó és a dombok között van.” és az „Ugyanolyan, mint a narancs.” kijelentésekre 

gondolni. Az ilyen fogalmak (relációk) definiálására sohasem kerül sor, hanem jelentésüket 

egyszerűen elfogadjuk. 

3.2.2. Alaptételek 

Ezen felül szükség van még a fenti alapfogalmakkal és relációkkal megfogalmazott 

alapigazságokra, amelyek alapot biztosítanak a további fogalmakhoz és relációkhoz. Ezek 

jobbára kimondatlan dolgok, amelyek hétköznapokban kimondás nélkül is ugyanúgy 

értelmezettek, mint bárki más által, azonban tudományosság igénye miatt minden 

rendszerben egyszer rögzítjük ezeket. Például: hogy „minden dolog ugyanolyan, mint 

önmaga”, vagy „a házban legalább három helyen lehet”. 

Az ilyen állítások általában magától értetődők, de kijelentésük és rögzítésük egy logikai elvekre 

épülő rendszerben rendkívül fontos. Ha nem jelentjük ki ezeket, később kiderülhet, hogy ezen 

szemléletünknek gyökeresen ellentmondó tények igazak, avagy nem csak pusztán ezekkel a 

feltételekkel igazak. 

Az ilyen állításokat, amelyekből nem vagyunk hajlandóak engedni, és feltételezzük, hogy 

mindenkinek egyformán értelmezi és hiszi igazságukat axiómáknak nevezzük. Ezek az 

alaptételek, amelyekből minden más logikai igazolhatóságát reméljük. 

Az ilyen alapfogalmakból, alaprelációkból és axiómákból álló halmazt nevezzük 

axiómarendszernek. 

3.2.3. Modellek 

„Egy matematikai elmélet axiómarendszerében szereplő állítások az elmélet alapelemeire 

vonatkozó relációkat (összefüggéseket) fogalmaznak meg. Amennyiben megadunk olyan 

konkrét objektumokat és közöttük olyan világosan leírt kapcsolatokat (relációkat), amelyekre 
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teljesülnek az axiómarendszer kijelentései, akkor ezen objektumokat kapcsolataikkal együtt az 

axiómarendszer egyik modelljének mondjuk. 

A modell tehát nem más, mint az elmélet egyik realizálása. Egy elméletnek természetesen 

sokféle modellje lehet. Fontos viszont kiemelnünk, hogy az elmélet bármely (az axiómákból 

levezetett) állításának az összes modellben igaznak kell lennie. Amennyiben egy elmélet 

ellentmondásos, akkor ahhoz nem lehet korrekt modellt rendelni, mivel az ellentmondásnak 

”az elmélet modelljében” is meg kell mutatkoznia. Ily módon a modell segítségével nemcsak az 

elmélet állításainak ellenőrzésére nyílik mód, hanem az axiómarendszer ellentmondás 

mentességének igazolására is. 

Az euklideszi geometria legfontosabb modellje az R valós számtestre épített analitikus modell. 

Mivel a valós számokat felhasználva egy modellt tudunk adni az euklideszi geometriára, azt 

mondhatjuk, hogy amennyiben a valós számok axiómarendszere ellentmondásmentes, akkor 

az euklideszi geometria axiómarendszere is ellentmondásmentes.”35 

3.3. Az euklideszi geometria egy axiómarendszere 

Ezen fejezetben az euklideszi geometria HILBERT által 1899-ben tárgyalt36 megalapozásának egy 

változatát mutatjuk be. Ebben az axiómarendszerben a lineáris teljességi tétel helyett 

alaprelációként feltételezünk egy távolságfüggvényt, aminek axiómái a BIRKHOFF féle axiómával 

együtt több rendezési, egybevágósági axiómát is kivált. Fontos, hogy a tárgyaláshoz 

felhasználunk halmazelméleti alapfogalmakat. 

Az euklideszi tér három típusú elemét nevezzük meg, amelyeket alapfogalmaknak tekintünk. 

Ezek: 

 Pontok (a pontok halmazát  -vel jelöljük, míg az egyes pontokat latin nagybetűkkel: 

      stb.) 

 Egyenesek (az egyenesek halmazát  -vel jelöljük, míg az egyes egyeneseket latin kis 

betűkkel jelöljük:       stb.) 

 Síkok (a síkok halmazát  -val jelöljük, míg az individuális síkokat görög kis betűkkel 

jelöljük:       stb.) 

A térelemek között az alábbi két alaprelációt használjuk, amiknek a tulajdonságairól az 

axiómák szólnak. Ezek: 

 Két térelem illeszkedése (jelölésére az   jelölsét alkalmazzuk, mint a 

halmazelméletben         stb.) (Ennek megfordítása a nem illeszkedés, amelyet 

 -vel jelölünk. Ez nem alapművelet, de kényelmi szempontból bevezetjük.) 

 Pontokon értelmezett elválasztás, például hogy   pont   és   pontok között fekszik 

(Jelölésére a   jelű függvényt használjuk, amely pontosan akkor igaz, ha a második 

paramétere elválasztja az első és utolsót. Az előző példával: a  (   ) pontosan akkor 

igaz, ha   pont   és   pontok között fekszik. Az egyszerűség kedvéért nem használjuk 

a paramétereket elválasztó jelölést.) 
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„Az euklideszi geometriának a HILBERT–féle axiómákon alapuló felépítése matematikailag 

teljesen korrekt módon elvégezhető, viszont nagyon időigényes. Emiatt az 1930–as években G. 

D. BIRKHOFF amerikai matematikus javasolt egy igen erős axiómát, amely felteszi, hogy a téren 

adva van egy távolságfüggvény, továbbá az egyenesek pontjai és a valós számtest elemei 

között olyan bijektív megfeleltetéseket (koordinátázásokat) lehet létesíteni, ahol bármely két 

pontnál a koordináták különbségének az abszolút értéke megegyezik a két pont távolságával. A 

szakirodalomban ezt nevezik BIRKHOFF–féle vonalzó axiómának. 

A BIRKHOFF–féle vonalzó axióma erősségét mutatja, hogy a HILBERT–féle rendezési és 

egybevágósági axiómák közül többet is helyettesít, és HILBERT mindkét folytonossági axiómája 

ugyancsak következik belőle.” 37 

 Két pont távolsága (melyet pontpárokon értelmezett, nem negatív valós számértékű 

függvénynek értelmezünk. Jelölésére a  (   )-t használunk.         
 ) 

Továbbá adottnak tekintjük a következő műveletet: 

 Egybevágóság (Egybevágóságon egy térelemeken értelmezett, térelem értékű 

távolságtartó függvényt értünk. Jelölésében:  ) 

3.3.1. Illeszkedési axiómák 

Az illeszkedési axiómák alapvetően nem szorulnak magyarázatra, azonban rövid kiegészítés 

szükséges lehet hozzájuk. Ettől eltekintünk. 

(IA1) Bármely két különböző   és   ponthoz létezik pontosan egy egyenes úgy, hogy mindkét 

pont illeszkedik erre az egyenesre. Ezt az egyenest    -vel jelöljük. 

(IA2) Létezik legalább három olyan pont, amelyik nem illeszkednek egy egyenesre. 

Ha         pontok egy egyenesen vannak, azt is mondjuk rájuk, hogy kollineárisak. Ha 

nincsenek, akkor azt is, hogy nem kollineárisak. 

(IA3) Bármely három nem kollineáris ponthoz létezik pontosan egy sík, amelyikre mindhárom 

pont illeszkedik. Ezt a síkot     -vel jelöljük. 

Ez az (IA2)-vel közösen azt is jelenti, hogy egy egyenes és egy rá nem illeszkedő pont 

egyértelműen meghatároz egy síkot. 

(IA4) Minden síkra illeszkedik legalább egy pont. 

(IA5) Ha egy egyenes két különböző pontja illeszkedik egy síkra, akkor az egyenes minden 

pontja illeszkedik a síkra. 

(IA6) Ha két különböző síkra is illeszkedik ugyanaz a pont, akkor legalább egy olyan másik pont 

létezik, amelyik illeszkedik mindkét síkra. 

Az előző két axiómából és az (IA1)-ből már következik, hogy bármely két metsző sík metszete 

egyenes. (Azonban itt nem definiáltuk a metszés fogalmát. Ezen ugyanazt értjük, mint amit a 

középiskolában oktatnak róla.) 

(IA7) Létezik négy pont úgy, hogy ezek nem illeszkednek egy síkra. 

Ha négy pont egy síkra illeszkednek, azt is mondjuk rájuk, hogy koplanárisak. 
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Ezekből az axiómákból már közvetlenül következik, hogy bármely síkon is van három nem egy 

egyenesre illeszkedő pont. (Az (IA2)-ban nem szabtuk feltételül, hogy ez a három pont egy 

síkban legyen.) 

3.3.2. Távolság axiómái 

(TA1) Két pont távolsága mindig nagyobb vagy egyenlő, mint 0. 

(TA2) (BIRKHOFF féle vonalzó axióma) Minden   egyeneshez létezik olyan       bijekció, 

hogy bármely  -re illeszkedő     pontokra igaz, hogy | ( )   ( )|   (   ). 

Megjegyzés: (TA2)-ból már következik, hogy a távolság függvény szimmetrikus, és hogy 

pontosan akkor nulla két pont távolsága, ha az a két pont ugyanaz a pont. Továbbá az is 

következik, hogy bármely egyenesnek megszámlálhatatlanul sok pontja van. 

3.3.3. Rendezési axiómák 

(TA2) kiváltja a  által tárgyalt első három rendezési axiómát is, mivel a bijekció garantálja a 

rendezettséget, így egyetlen rendezési axiómára van csak szükség. Azonban ehhez definiálnunk 

kell a szakasz, a belső pont, valamint a félegyenes fogalmát. 

23. Definíció Az     végpontú egyenes szakasznak, vagy röviden szakasznak nevezzük (és   ̅̅ ̅̅ -

vel, vagy ha nem félreérthető,   -vel jelöljük) az   és   különböző pontokra illeszkedő egyenes 

 -t  -től elválasztó pontjainak halmazát. 

24. Definíció Egy szakasz hosszán, a végpontjainak távolságát értjük. 

25. Definíció Az   ̅̅ ̅̅  szakasz belső pontjának nevezünk egy   belső pontot, ha     ̅̅ ̅̅ , de 

    és    . Az   és   pontokat az   ̅̅ ̅̅  szakasz határ vagy végpontjainak nevezzük. 

26. Definíció   végpontú és tőle különböző  -t tartalmazó félegyenesnek nevezzük (és    -vel 

jelöljük) azon pontok halmazát, amelyeket   pont nem választ el  -től. 

Megjegyzés: Az 26. Definíciót másképp úgy is kimondhatnánk, hogy azon   pontok halmaza, 

amelyekre  (   ) vagy  (   ). 

Megjegyzés: Amennyiben használatuk nem okoz félreértést, a szakaszt és a félegyenest szokás 

szintén latin kisbetűvel jelölni, mint az őket tartalmazó egyenes részhalmazát (ilyen egyenes 

egyértelműen létezik az (IA1) szerint). Ilyen módon gyakran jelöljük például  -val egy 

háromszög   ̅̅ ̅̅  oldalélét, és ekkor nem jelölés beli különbésget szokás tenni az   oldalélre 

illetve   szakaszt tartalmazó egyenesre, habár helyesebb lenne    -vel jelölni. 

(RA) (PASCH féle axióma) Ha az A, B, C pontok nem kollineárisak, valamint   egyenes az      sík 

egy egyenese és   nem illeszkedik az A, B, C pontok egyikére sem, valamint ha   egyenes 

illeszkedik az   ̅̅ ̅̅  szakasz egy belső pontjára, akkor az   egyenes illeszkedik a   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅  

szakaszok közül pontosan az egyiknek egy belső pontjára is. 

Erre az axiómára is szükség van, azonban azonnal szükségessége nem nyilvánvaló, és nem 

ismerünk olyan ellenpéldát, amelyik elemi matematika eszközeivel is feldolgozható és könnyen 

ismertethető. 
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Megjegyzés: Ezen a ponton definiálhatjuk az elválasztás fogalmát pontokon kívül más 

térelemekre is: 

27. Definíció Az egy egyenes elválasztja az     különböző pontokat, ha az   ̅̅ ̅̅  szakasznak 

pontosan egy olyan pontja van, amelyik illeszkedik az egyenesre. Az egyenest a félsík 

határegyenesének mondjuk. 

28. Definíció Azt mondjuk, hogy egy sík elválasztja az     különböző pontokat, ha az   ̅̅ ̅̅  

szakasznak pontosan egy olyan pontja van, amelyik illeszkedik a síkra. A síkot a féltér 

határsíkjának nevezzük. 

Megjegyzés: Nincs szükségünk rá, hogy ezek az alakzatok egy síkban legyenek, hiszen ha 

nincsenek, akkor automatikusan nem választják el egymást. 

3.3.4. Egybevágósági axiómák 

Az egybevágóság tárgyalásához érdemes az egybevágósági függvény mellé tárgyalni az 

egybevágósági viszonyt is. 

29. Definíció Adott     térelemeket egybevágónak mondunk, ha létezik olyan egybevágósági 

függvény, amelyikre  ( )   . 

Az illeszkedési, távolsági és elválasztási axiómák rögzítése után definiálhatunk olyan 

fogalmakat, mint a háromszög (és sokszög), szög és félsík. 

30. Definíció Adott a síkban     pont:            úgy, hogy ezek közül semelyik három 

sem kollineáris. Ekkor az     
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅         
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅      

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ szakaszok együttese alkotta 

ponthalmazt az            pontok által meghatározott n-szögnek nevezzük. 

Ezek közül az     esetben az alakzatot háromszögnek nevezzük, és vizsgálata kitüntetett 

szerepet kap a geometria vizsgálatokban. Ebből az okból kifolyólag saját jelölése is van: az 

      nem kollineáris pontok által meghatározott háromszöget     -vel jelöljük. 

Megjegyzés: A PASCH féle axiómát (RA) kimondhattuk volna háromszögek segítségével is. 

31. Definíció Adott egy   egyenes és egy rá nem illeszkedő   pont. Az     által meghatározott 

félsíknak nevezzük az   egyenes és az   pont által meghatározott sík azon pontjait, amelyeket 

az   egyenes nem választ el az   pontttól. Az   egyenest a félsík határegyenesének nevezzük. 

Megjegyzés: Ez a definíció teljesen analóg a félegyenes definíciójával (26. Definíció). Ezekkel 

teljesen analóg módon definiálható a pontok síkkal történő elválasztása, valamint a féltér 

fogalma is: 

32. Definíció Adott egy sík és egy rá nem illeszkedő pont. Ezen sík és a pont által 

meghatározott féltérnek mondjuk azon pontok halmazát, amelyeket nem választ el a sík a 

ponttól. 

33. Definíció Adott a térben       nem kollineáris pontok. Ekkor az     -vel vagy     -val 

jelölt szögvonalon az   végpontú  -t tartalmazó félegyenes és az   végpontú  -t tartalmazó 

félegyenes együttesét értjük. Az     -vel jelölt szögtartományon az       félsík és az       

félsík közös pontjait értjük. 
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Megjegyzés: HILBERT minden egyes szögekről szóló állítását úgy mondta ki, hogy      és 

     szögek azonosnak tekintendők. 38  Mi most a könnyebb olvashatóság érdekében 

eltekintünk ettől, és feltesszük, hogy e két szög ugyanaz a szög. Ha ennek jelentést szeretnénk 

tulajdonítani, akkor azt irányszögnek fogjuk nevezni. 

Az egybevágósági transzformáció és axiómái első vizsgálatra fölöslegesnek tűnhetnek az elemi 

geometria megalapozásához. Azonban kritikus jelentőségűek. Ezek nélkül nem beszélhetünk 

arról, hogy két térelem egyforma és valamilyen szempontból azonos tulajdonságú.39 

(EA1) Ha   függvény egybevágóság, akkor minden   egyenes esetén  ( ) is egyenes. 

(EA2) Ha   ̅̅ ̅̅  és     ̅̅ ̅̅ ̅̅  szakaszok egybevágóak, akkor hosszuk megegyezik. 

(EA3) Legyen adva       félterek, a félterek határsíkjaiban       félsíkok, és a félsíkok 

határegyeneseiben       félegyenesek. Ekkor pontosan egy   egybevágósági transzformáció 

létezik, amelyikre  (  )       (  )      és  (  )     . 

A fent tárgyalt (EA1) és (EA2) elemi követelmény az egybevágósággal szemben, míg (EA3) 

szükséges, hogy egyértelmű lehessen az egybevágóság. 

3.3.5. Párhuzamossági axióma 

Következzen a párhuzamossági axióma. Ennek jelentőségéről már esett szó az 3.1. részben, és 

gyakorlatilag minden geometriai irodalom foglalkozik ezzel, ezért itt csak ismertetjük az 

axiómát, és nem foglalkozunk jelentőségével. Eddig a pontig tartózkodtunk a metszés 

fogalmának definíciójától, viszont a következő axióma használja, ezért ezt definiálnunk kell.40 

34. Definíció Azt mondjuk két térelemről, hogy metszi egymást, ha létezik olyan pont, amelyik 

illeszkedik mindkét térelemre. Feltesszük, hogy bármely pont illeszkedik önmagára. 

Továbbá az axióma kimondásának egyszerűsítése érdekében érdemes ezen a ponton definiálni 

két egyenes párhuzamosságát: 

35. Definíció Két egyenest párhuzamosnak nevezünk, ha azok ugyanarra a síkra illeszkednek, 

és nem metszik egymást. 

(PA) Legyen adott egy egyenes és egy rá nem illeszkedő pont, valamint az általuk 

meghatározott sík. Ekkor ebben a síkban pontosan egy olyan egyenes van, amelyik illeszkedik 

az adott pontra, és párhuzamos az adott egyenessel. 

Ezen a ponton leszögezhetjük, hogy azt az elméletet, melynek fogalmai és állításai logikai úton 

visszavezethetők az itt tárgyalt illeszkedési, távolsági, rendezési, egybevágósági és 

párhuzamossági axiómákra, azt euklideszi geometriának nevezzük. 
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 Egyes axiomatikus bevezetések egy távolságfüggvényre vonatkozó axiómát használnak. Egy ilyen 
távolságfüggvény létezésének feltételezése kiválthat több rendezési és egybevágósági axiómát. Ez 
lényegesen lerövidítheti az axiomatikus rendszer bevezetését. Lásd: [23]:p3, p6 
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 Megfogalmazható az axióma pusztán az illeszkedés segítségével is, azonban lényegesen 
körülményesebb. 
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3.B: Osztályok az Euklideszi térben 

Az előző fejezet megmutatta, hogy mik azok az alapok, amelyeknek egy a geometria 

szabályainak eleget tevő rendszer épül. Ebben a részben bemutatjuk ennek egy a 

mindennapjainkban rengeteget használt modelljét. Ezt a modellt használják a számítógépek 

dolgok ábrázolására. 

A számítógép perifériáin (legfőképpen a monitoron) megjelenő dolgok (objektumok) 

mindannyian a geometria térelemeivel vannak leírva. A betűk maguk is pontok, egyenesek által 

meghatározott szakaszokból, görbékből állnak. Az egérkurzor is leírható, mint egy konkáv 

hétszög és két szín azonosítójának együttese. 

Ebben a fejezetben létrehozzuk az euklideszi geometria egy modelljét, és megmutatjuk, hogy 

teljesülnek rá az 3.A: Axiómák és modellek fejezetben tárgyalt axiómák. Ennek keretében 

meghatározzuk a pont, az egyenes, a sík fogalmát, az illeszkedést, az elválasztást és a távolság 

relációkat. Az egybevágósággal a következő fejezet foglalkozik részletesen. 

Ennek keretében építünk a 2.B: Az OOP alapja: az osztály című fejezetben bevezetett Vektor 

osztályra, és részben a Mátrix osztályból származtatott LineárisEgyenletrendszer osztályra. 

3.4. Pont 

Az alapfogalmak kritikus elemei minden geometriai modellnek. Helyes megválasztásuk 

lényegesen megkönnyítheti használatukat, valamint megkönnyítheti a velük végzett 

műveleteket. A   pont megadására a pont     ⃗⃗⃗⃗  ⃗ helyvektorát használjuk. Rögzített   pont 

mellett egy valós számhármas egyértelműen meghatároz egy térbeli pontot. Minden ponthoz 

pontosan egy számhármas tartozik, és viszont. Az   pont rögzítése nem jelent megkötést, mert 

bármely másik    ponthoz tudunk olyan egybevágósági transzformációt adni, amelyik tér   

kezdőpontú koordináta rendszerét az    kezdőpontú koordinátarendszerbe viszi. Így bármely 

pontot, amelyiket meghatározunk az    kezdőpontú rendszerben, meghatározhatjuk az   

kezdőpontú rendszerben, és viszont. 

3.4.1. Pontok jelölése 

A pontok jelölésére az 3.3. rész elején a latin nagybetűket vezettük be a geometriai jelölések 

hagyományának okán. Az 2.A: A mátrixokról című fejezetben a vektorok jelölésére a félkövér 

latin kisbetűket alkalmaztuk. Mivel ebben a részben egy-egy értelmű megfeleltetést végzünk, 

azaz egy   pont egyértelműen megfelel pontosan egy   pontnak és fordítva, ezért a jelölésbeli 

ellentmondást úgy oldjuk fel, hogy a pontokat továbbra is latin nagybetűkkel jelöljük, és a 

nekik megfelelő vektort a nekik megfelelő félkövér latin kisbetűvel jelöljük, mindkét esetben 

lehetőleg az ábécé első feléből. Az olyan vektorokat, amelyekhez nem szeretnénk pontot kötni 

(habár lehet) az ábécé második feléből választjuk. 
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Szokás ugyanakkor, hogy a vektorok koordinátáit a vektor betűjelével és a koordináta 

sorszámával, mint jobb alsó indexszel jelöljük. Ezek minden esetben valós számok, így azok 

jelölésére a nem félkövér latin kisbetűket használjuk. 

24. Példa Az   pontot jelképező vektor jelölése  , és ennek koordinátái          stb. Az 

indexelt félkövér latin kisbetűk (például         ) a továbbiakban különböző vektorokat 

jelölnek, azonban ezek használatától lehetőség szerint tartózkodunk. 

A pszeudokód részleteket ez nem érinti, ott minden egyes esetben (akár több betűs) nevet 

adunk az egyes osztálypéldányoknak, habár lehetőség szerint követi a matematikai 

jelöléshasználatot. 

3.4.2. A Pont osztály megvalósítása 

A pont meghatározása és programkódi megvalósítása ebből kifolyólag egyszerű lesz. Az 

egyetlen kérdés, amit el kell döntenünk, hogy a Pont osztályt származtatjuk-e a Vektor 

osztályból, avagy felhasználjuk hozzá, és a pontokon értelmezett relációkat visszavezetjük a 

vektorokon értelmezett függvényekre, műveletekre. Ebben az esetben célszerűbb a Pont 

osztályt nem leszármaztatni a Vektor osztályból, mivel a Vektor osztálynak rengeteg olyan 

függvénye és művelete van, amelyek nem tekinthetők értelmesnek a geometriában 

értelmezett pontokon (például mi két pont összege, avagy skaláris szorzata?). 

Egyelőre a pontoknak azon részeit definiáljuk, amelyeknek van értelme a többi definiálása 

nélkül is. A további részeit akkor definiáljuk, amikor elérhetővé válnak. 

Konstruktorok: 

529 osztály Pont 
530 { 
531  Vektor hely 

532  
533  Pont() 

534  { 

535   hely := új Vektor(3) 

536  } 

537  
538  Pont(valós a,b,c) 

539  { 

540   új tömb(valós)[3] újpont 

541   újpont[0] := a 

542   újpont[1] := b 

543   újpont[2] := c 

544   hely := új Vektor(újpont) 

545  } 

546  
547  Pont(tömb(valós)[] koord) 

548  { 

549   hely := új Vektor(koord.méret) 

550   számláló i 0-tól (koord.méret-1)-ig 1-esével 

551   { 

552    hely[i] := koord[i] 

553   } 

554  } 

555 } 

A konstruktorok esetében már jól látszik, hogy a pont létrehozásánál erősen támaszkodunk a 

felhasznált, korábban definiált osztály konstruktorai. Lényegében ugyanazon módszereket 

szeretnénk biztosítani az osztályt felhasználó programozónak, mint a Vektor osztály esetében. 
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3.4.3. Távolság 

A alaprelációk és viszonyok41 közül az egyetlen, amelyet kizárólag pontokon értelmezünk, az a 

távolság. Minden más térelem távolságát később erre fogjuk visszavezetni. 

A távolság megvalósításához a Pythegorasz tételt használjuk fel. 

36. Definíció Két pont távolsága megegyezik a koordináták páronkénti különbségének 

négyzetösszegének gyökével. Azaz ha          az   pontot jelképező vektor koordinátái, 

valamint          a   pontot jelképező vektor koordinátái, akkor 

 (   )  √(     )
  (     )

  (     )
  

Ez megegyezik az     vektor hosszával, így felhasználható a Vektor osztály hossz 

tulajdonsága a távolság könnyű meghatározásához: 

556 osztály Pont 
557 { 
558 ... 
559  statikus valós távolság(Pont A,B) 

560  { 

561   új Vektor(A.hely.dimenzió) d 

562   d := A.hely – B.hely 

563   távolság := d.hossz 

564  } 

565 } 

A függvény statikusként definiáltuk, hogy minél könnyebben értelmezhető legyen. Lehetőség 

volna még egy egyetlen paraméterrel rendelkező nem statikus variáns definiálására is, 

azonban nehezebb olvashatóság miatt ettől eltekintünk. 

18. Tétel A fent ilyen módon definiált távolságfüggvény teljesíti a (TA1) axiómát. 

Bizonyítás: Két szám különbségének négyzete mindig nem negatív. Nem negatív számok 

összege mindig nem negatív. Egy nem negatív szám négyzetgyöke mindig nem negatív valós 

szám. ● 

3.5. Egyenesek és szakaszok 

3.5.1. Az egyenesek meghatározása 

Az egyenes ennél nehezebben választható. A középiskolában a koordinátageometria 

bevezetésekor áttekintésre kerül, hogy melyek azok az információk, amelyek segítségével 

egyértelműen meghatározható egy egyenes összes pontja. E lehetőségek közül a két pont, 

mint az egyenest egyértelműen meghatározó adat a legtöbb diák számára valószínűleg a 

legvonzóbb, hiszen ezzel korai, általános iskolában is találkoznak. Az egy pont és egy 

irányvektor választásával azonban némiképpen egyszerűsödhet a megvalósítás. 

Fontos megjegyezni, hogy e két módszer (a két pont, és az egy pont továbbá egy irányvektor) a 

pont korábbi megválasztása miatt könnyedén átjárható. Ha a pontokat vektoroknak tekintjük, 

és     a két pont, akkor az (   ) egy helyes irányvektor, ami mellé az egyik pontot választva 

                                                           
41

 Lásd: 3.3. Az euklideszi geometria egy axiómarendszere 
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adott az egyenes. Fordítva, ha egy vektort pontnak tekintjük, és a   egy pont   egy 

irányvektor, akkor az egyenesnek két pontja   és (   ). Éppen ezért a programozási 

megvalósításkor érdemes felvenni több konstruktort is, ami szabadságot biztosít a 

programozónak, hogy éppen igénye szerint határozhasson meg egy egyenest. 

37. Definíció Legyen adva egy   pont és egy   vektor. Az   pont és egy   vektor által 

meghatározott egyenesnek mondjuk azon   pontok halmazát, amelyekhez létezik olyan     

szám, hogy       . 

3.5.2. Az egyenesek és térelemek viszonyai 

Az egyenesek ilyen meghatározásának azonban van egy hatalmas hátránya a papírra rajzolt 

egyenesekkel szemben. Az egyenesek leírása egy ponttal és egy irányvektorral (közvetve két 

vektorral) közel sem kölcsönösen egyértelmű. Ez azt jelenti, hogy egy egyeneshez többféle 

vektor pár is tartozhat úgy, hogy azok mind ugyanazt az egyenest határozzák meg. Ezáltal két 

egyenes egyenlőségének (azonosságának) meghatározása sem egyértelmű és magától 

értetődő. Ez azt jelenti, hogy az egyenesnek megfelelő osztály kidolgozásakor külön figyelmet 

kell fordítani az értékvizsgáló (?=) operátorra. Az értékadót nem kell külön újradefiniálni, 

hiszen ha minden adattag megegyezik, akkor értelemszerűen azonos egyenesről beszélünk. 

Továbbá gondot jelent az illeszkedés vizsgálata is. Két pontról automatikusan tudjuk, hogy 

illeszkedik az egyenesre a fent leírt módon. Azonban egy tetszőleges pontról nehézkes lehet az 

eldöntés, így erre szintén vissza kell térni, és igénybe venni a vektorokon értelmezett 

műveleteket. 

3.5.3. Az egyenes megvalósítása 

Az egyenes esetében egyértelmű, hogy sem a Vektor sem a Pont osztályból nem 

származtatható közvetlenül, csak felhasználhatjuk őket. Ezért a Pont osztályhoz hasonlóan42 

most csak azon legszükségesebb részeit definiáljuk, amelyek jelenleg elérhetők. Ezek: 

 Adatrészek 

 Konstruktorok 

 Egyenlőségvizsgálat operátor 

 Illeszkedés pontra (és pont illeszkedése egyenesre) 

Az utóbbi két csoportot definiálhatnánk operátorként is, az erre hagyományos jelöléseket ( 

  ) a legtöbb programozási nyelv esetében nem biztosított, ezért ezektől eltekintünk és 

függvényként definiáljuk őket. 

566 osztály Egyenes 
567 { 
568  Pont pontja 

569  Vektor iránya 

570  
571  Egyenes(Pont p, Vektor irányvektor) 

572  { 

573   pontja := új Pont(p.hely[0], p.hely[1], p.hely[2]) 

                                                           
42

 Lásd: 3.4.2. 
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574   iránya := új Vektor(3) 

575   iranya := (1/irányvektor.hossz)*irányvektor 

576  } 

577  
578  Egyenes(Pont A,B) 

579  { 

580   pontja := új Pont(A.hely[0], A.hely[1], A.hely[2]) 

581   új Vektor(3) irányvektor 

582   irányvektor := A.hely – B.hely 

583   iránya := (1/irányvektor.hossz)*irányvektor 

584  } 

585   
586  Egyenes(Pont p, Egyenes párhuzamosegyenes) 

587  { 

588   pontja := új Pont(p.hely[0], p.hely[1], p.hely[2]) 

589   iránya := új Vektor(3) 

590   iránya := párhuzamosegyenes.iránya 

591  } 

592 ... 

A két konstruktor, amit definiálunk, lényegében megegyezik azokkal a lehetőségekkel, amiket 

az 3.5.1. részben lehetségesnek tartottunk, kiegészítve egy harmadik lehetőséggel. Ez az elemi 

lehetőség az, hogy egy ponton át egy adott egyenessel párhuzamos egyenest tudjunk 

létrehozni.43 Továbbá minden konstruktor egység hosszúságúvá teszi az irányvektort, mert így 

legalább az irányvektorok egyenlőségéből azonnal következik, hogy két egyenes párhuzamos, 

avagy ugyanaz. 

Az illeszkedést korábban egyáltalán nem definiáltuk, így a következő lépés az illeszkedés 

vizsgálat függvényeinek megadása. Először tisztáznunk kell azt, hogy mit értünk az alatt, hogy 

egy   pont illeszkedik egy   egyenesre. 

38. Definíció Tekintsük adottnak az   pontot, valamint a   pont és   nem nulla irányvektor 

által meghatározott egyenest. Azt mondjuk, hogy az   pont illeszkedik az egyenesre, ha 

egyértelműen létezik olyan     szám, hogy       . 

Szemléletesebben megfogalmazva azt jelenti, hogy   pontból kiindulva a   irányba (vagy az 

ellentettjébe) haladva elérhető az   pont. 

Tehát annak eldöntésére, hogy egy pont illeszkedik-e az egyenesre az 38. Definícióban 

megfogalmazott        elsőfokú egyenlet megoldását keressük, ahol   az ismeretlen valós 

szám.44 

A fenti egyenletet rendezéssel oldhatjuk meg: 

       

       

Ezt a vektoregyenletet visszavezetjük a valós számokon értelmezett egyenletrendszerre: 

{

         

         

         

 

                                                           
43

 Ugyanilyen elemi követelmény az is, hogy merőlegest tudjunk felvenni, azonban erre a következő 
fejezetben térünk vissza. 
44

 Ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy egyenleteket nem kizárólag számokon lehet 
megfogalmazni és megoldani, hanem például vektorokon is. Ennek a példáját a legtöbb középiskolai 
matematikai tananyag kerüli. 
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Ha létezik ilyen   valós szám, amely mellett mindhárom egyenlet igaz, akkor az   pont mellet 

illeszkedik az   egyenesre. 

Azt a definícióban feltettük, hogy   nem nullvektor, így nem lehet          koordináták 

mindegyike nulla. Tehát a programkódi megvalósítás három lépésből áll: 

1. Megvizsgáljuk, hogy   vektor különbözik-e nullvektortól. Ha nem, akkor hibás az 

egyenes. (A pszeudokód 596. sora.) 

2. Megvizsgáljuk azon egyenletek igazságát, amelyekre   koordinátákja 0. Ha valamelyik 

nem igaz, akkor a pont nem illeszkedik az egyenesre. (Ezt a pszeudokód 602. sorában 

kezdődő ciklus végzi.) 

3. Megvizsgáljuk, hogy a maradék egyenleteket ugyanaz a   szám elégíti-e ki. A pont 

akkor van rajta az egyenesen, ha ebben a pontban is igen eredményre jutunk. 

(Praktikussági okokból a kiszámítást szintén a 602. sorban lévő ciklus végzi, míg az 

eredmények összehasonlítását a 617. sorban kezdődő.) 

593 ... 
594  logikai illeszkedik(Pont A) 

595  { 

596   Ha (iránya.nulle) akkor HIBA 

597   logikai ill 

598   ill := IGAZ 

599   új tömb(valós)[iránya.dimenzió] ck 

600   egész darabc 

601   darabc := 0; 

602   ciklus i=0-tól (A.hely.dimenzió)-ig 1-esével 

603   { 

604    Ha ((iránya[i] ?= 0) ÉS (A.hely[i] != pontja.hely[i])) akkor 

605    { 

606     ill := HAMIS 

607    } 

608    egyébként 

609    { 

610     Ha (iránya[i] != 0) akkor 

611     { 

612      ck[darabc] := (A.hely[i] – pontja.hely[i]) / 

iránya[i] 

613      darabc := darabc + 1 

614     } 

615    } 

616   } 

617   ciklus i=1-től (darabc)-ig 1-esével 

618   { 

619    Ha (ck[i] != ck[i-1]) akkor 

620    { 

621     ill := HAMIS 

622    } 

623   } 

624   illeszkedik := ill 

625  } 

626 ... 
627 } 

Ezek után kiegészíthetjük a Pont osztályt az illeszkedésre: 

628 osztály Pont 
629 { 
630 ... 
631  logikai illeszkedik(Egyenes e) 

632  { 

633   illeszkedik := e.illeszkedik(EZ) 

634  } 

635 ... 
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636 } 

A Pont osztály e kiegészítésénél jól látszik, az objektum orientáltság ereje. Két egyenrangú 

(azonos fontosságú) osztály esetében a szimmetrikus jellegű műveletek, függvények, eljárások 

definiálása nagyon könnyedén megoldható, ha legalább az egyiket elkészítettük.45 

Az egyenlőségvizsgálat operátort annak köszönhetően, hogy minden iránya Vektor tagot 

egységvektorra redukálunk, egyenes készítésénél könnyen elvégezhetjük. 

39. Definíció Két egyenest egyenlőnek (ekvivalensnek, ugyanannak az egyenesnek) mondunk, 

ha az egyik meghatározó pontja illeszkedik a másik egyenesre és     irányvektoraikra igaz, 

hogy létezik olyan     nem nulla szám, hogy     .46 

637 osztály Egyenes 
638 { 
639 ... 
640  felülír logikai operátor ?= (Egyenes e,f) 

641  { 

642 .  ?= := (((e.iránya ?= f.iránya) VAGY (e.iránya ?= -1*f.iránya)) 

ÉS (e.illeszkedik(f))) 

643  } 

644 ... 
645 } 

Megjegyzés: Ezen a ponton két egyenes metszéspontja is meghatározható, azonban 

kényelmesebbé válik kiszámításuk, ha korábban el tudjuk-e dönteni róluk, hogy egy síkban 

vannak-e, illetve hogy párhuzamosak-e. Ezért a metszéspontkeresést most nem vezetjük be. 

3.5.4. Egyenesek és axiómák 

Ezen a ponton definiáltuk az egyenes, a pont, a távolság és az illeszkedés fogalmát. Ez azt 

jelenti, hogy igazolhatóak az (IA1), (IA2) és (TA2) axiómák teljesülése a modellünkben.47 

19. Tétel Ebben a modellben bármely két különböző pontra illeszthető egyenes, azaz a modell 

teljesíti az (IA1) axiómát. 

Bizonyítás: Legyen a két pont    . Ekkor az egyenes meghatározó pontja legyen az   pont, míg 

az egyenes meghatározó irányvektora legyen a     vektor. Ez a vektor nem nulla, hiszen 

feltettük, hogy   és   pontok különböznek, azaz     vektorok is különböznek. Tehát az   pont 

és a     vektor egyértelműen meghatároz egy egyenest. ● 

20. Tétel Ebben a modellben létezik három pont úgy, hogy azok nem illeszkednek egy 

egyenesre, azaz a modell teljesíti az (IA2) axiómát. 

Bizonyítás: Elegendő megmutatnunk azt, hogy tudunk három pontot meghatározni így. Legyen 

ez a három pont a   (     )   (     )  és az   (     )  koordinátákkal 

meghatározott vektorok által reprezentált pontok. Az (EA1) miatt,     pontok meghatároznak 

egy egyenest. Tehát azt elegendő igazolnunk, hogy a   pont erre nem illeszkedik. Tehát az 38. 

Definíció értelmében elegendő azt megmutatnunk, hogy nem létezik egyértelműen olyan 

                                                           
45

 Ezzel ellentétben az ilyen műveletek definiálása fölösleges lehet, pusztán a programozó kényelmét és 
a programkód olvashatóságát növeli. 
46

 Technikai értelemben ez egy tétel, amit bizonyítanunk kellene, azonban ettől most eltekintünk, és 
definícióként mondjuk ki. 
47

 A (TA1) axióma teljesülését már igazoltuk a 1.24. Példa36. Definíció18. Tételbizonyításával. 
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    szám, hogy az      (   )  egyenlet teljesül. Ezt a vektoregyenletet írhatjuk 

egyenletrendszer alakban: 

{

       (     )
       (     )
       (     )

 

Másképpen az adott koordinátákat behelyettesítve: 

{

     (   )
     (   )
     (   )

 

A harmadik egyenlet  -től függetlenül mindig igaz. Azonban az első egyenletből azt kapjuk, 

hogy    , míg a második egyenletből azt kapjuk, hogy    . Tehát nincs olyan    , amire 

a fenti egyenletrendszert, közvetve pedig a vektoregyenletet ki lehetne elégíteni. Ez azt jelenti, 

hogy a   pont nem illeszkedik az     által meghatározott egyenesre. Tehát létezik három 

pont, amelyek nincsenek egy egyenesen. ● 

21. Tétel Ebben a modellben minden   egyeneshez létezik       bijekció úgy, hogy bármely 

  egyenesre illeszkedő     pontokra igaz, hogy | ( )   ( )|   (   ), azaz a modell 

teljesíti a (TA2) axiómát (vagy másképpen a BIRKHOFF féle axiómát). 

Bizonyítás: Legyen   pont és   nem nulla irányvektor az   egyenes meghatározó adatai. Ekkor 

az 38. Definíció szerint az   egyen minden   pontjához egyértelműen létezik egy      szám, 

hogy        . Ekkor az        ( )    | |  függvény eleget tesz a fenti 

követelményeknek.48 

Ezt két lépésben lehet bizonyítani. Először, hogy az   függvény bijekció, másodszor, hogy 

eleget tesz a távolságfüggvény követelményeinek. 

A bijektivitás bizonyítása: Ezt is két lépésben tehetjük meg. Az első, hogy bármely ponthoz egy 

és csak egy ilyen tartozik. A második lépés, hogy bármely   | | szám értékhez egy és csak egy 

pont tartozik. Ennek első fele azonnal következik az illeszkedés definíciójából, hiszen azt 

neveztük illeszkedésnek, hogy ez az    számérték egyértelműen létezzen. Bizonyítsuk a 

második állítást indirekt módon: tegyük fel, hogy létezik     különböző pontok, amihez 

ugyanaz a számérték van rendelve. Ez azt jelenti, hogy   és   pont felírható         és 

        ahol     és      . Mivel a   vektor skalárral való szorzása egyértelmű, és 

két vektor összege is egyértelmű, ezért ha a fenti két egyenlet jobb oldalai megegyeznek, akkor 

a bal oldalai is megegyeznek. Tehát    , ami ellentmondás. Tehát a fenti függvény 

egyértelmű. 

A távolságfüggvény követelményének eleget tevés bizonyítása: Legyen     az egyenesre 

illeszkedő két pont. A két pont távolságát 36. Definíció szerint felírhatjuk a következő képlettel: 

 (   )  √(     )
  (     )

  (     )
  

Ebbe behelyettesíthetjük az illeszkedés miatt felírható alakokat:          illetve 

       : 

                                                           
48

 Itt a | | az egyenesre jellemző konstans. Ha úgy definiáltuk volna az egyenest, ahogy az Egyenes 
osztályban megvalósítottuk, és egységvektort fogadunk csak el irányvektornak, akkor | |  minden 
egyenesben automatikusan egy lenne. 
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 (   )  

 √(        (       ))
 
 (        (       ))

 
 (        (       ))

 

  

 √(         )
  (         )

  (         )
   

 √  
 (     )    

 (     )    
 (     )   

 √(  
    

    
 )(     )   

 √(  
    

    
 )  √(     )  

A fenti kifejezés első tényezője definíció szerint a   vektor hossza, tehát | |-vel egyenlő. A 

második tényező pedig írható |     | alakban is. Ezáltal a fenti kifejezés írható úgy, mint: 

| ||     |  |  | |    | || 

Ez másképpen pedig: | ( )   ( )|. Tehát ezzel beláttuk, hogy minden egyeneshez létezik 

ilyen függvény. ● 

3.5.5. Szakaszok 

A szakaszok az egyenesek meghatározása után könnyen definiálhatóak. Alapkoncepciónk, 

amely már egy átlagos diák számára 8-12 éves korban kialakul, hogy „a szakasz olyan, mint az 

egyenes, csak nem végtelen”. 

Ez a kép természetesen nem fedi a valóságot, de kellőképpen kielégíti azt annyira, hogy az 

általában az érettségiig nem is jelent gondot a diákok számára. A 23. Definíció ebből a 

szempontból rendkívül bonyolult, és nem nyújt kényelmes lehetőséget egy osztály 

megteremtésére. Továbbá felveti azt a problémát, hogy szükség lenne egy elválasztás 

függvényre a pont osztályon, amihez már szükség van egyenes fogalmára is. 

Továbbá a (TA2) axióma (BIRKHOFF féle rendezési axióma) kiváltja az összes olyan HILBERT által 

adott axiómát, amely közvetlenül használja az elválasztás fogalmát. Az egyetlen, amelyik 

megmaradt azonban közvetve, mint szakasz belső pontja használja. Ezért új definíciót adunk a 

szakasz fogalmára. 

Ennek lényege, hogy a szakaszt az egyenes fogalmából származtatjuk le. Ez a leszármaztatás 

osztály szinten könnyen megvalósítható, és mindössze az egyenes néhány jellemzőjét kell 

megszorítanunk, és a hossz tulajdonsággal kiegészítenünk. Tehát a szakasz definíciója: 

40. Definíció Az     különböző pontok által meghatározott szakasznak nevezzük azt a 

ponthalmazt, mely része az   ponttal és a (   ) irányvektorral meghatározott egyenesnek. 

Ezen ponthalmaz minden eleme felírható (   (   ) ) alakban, ahol           szám. 

Tehát a szakasz csak annyiban megszorítása az egyenesnek, hogy szükséges az   pontnak a 

      intervallumban lennie (szemben az egyenesével, ahol   tetszőleges valós szám lehet). 

Ezek után kényelmesen lehet definiálni az   ̅̅ ̅̅  szakasz belső pontját és hosszát: 

41. Definíció Az   ̅̅ ̅̅  szakasz belső pontján az olyan pontokat értjük, amelyek felírhatóak 

(   (   ) ) alakban, ahol   (   )    szám. Ezen szakasz határ-, vagy végpontjain az 

  és   pontokat értjük. 
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42. Definíció Az   ̅̅ ̅̅  szakasz hosszán a (   ) vektor hosszát (vagy más néven abszolút 

értékét) értjük. 

Megjegyzés: A szakasznak alternatív definíciója lehet, ha azt mondjuk, hogy minden pontja 

előáll (     )  alakban, ahol     nem negatív valósak, és összegük egy. Ilyen módon 

könnyebben definiálható a háromszög és tetraéder belső pontja, valamint a konvexitás. 

3.5.5.1. A szakasz osztály 

Tehát a Szakasz osztály létrehozásánál ügyelnünk kell arra, hogy az származzon az Egyenes 

osztályból, és hogy az Egyenes osztályból örökölt tulajdonságait megszorítsuk és felülírjuk, 

ahol kell. Ezek a részek következők: 

 A konstruktorok 

 Az illeszkedés 

 Hossz tulajdonság 

 Egyenlőség 

Érdemes megjegyezni, hogy az adattagokat nem kell felüldefiniálni, hiszen azok bőségesen 

elegendők a szakasz számára is. Azonban az értékvizsgálatot hasonlóan felül kell definiálnunk, 

hiszen az   ̅̅ ̅̅  szakaszon ugyanazt a szakaszt értjük, mint a   ̅̅ ̅̅  szakaszon. A konstruktorból 

egyelőre egy félét szeretnénk: olyat, amelyik két pontból készíti el a szakaszt. 

646 osztály Egyenes:Szakasz 
647 { 
648  Szakasz(Pont A,B) 

649  { 

650   pontja := új Pont(A.hely[0], A.hely[1], A.hely[2]) 

651   iránya := új Vektor(3) 

652   iránya := B.hely – A.hely 

653  } 

654  
655  felülír logikai illeszkedik(Pont A) 

656  { 

657   … 

658   illeszkedik := (ill ÉS 0   ck[0]   1) 
659  }

49
 

660  
661  valós hossz 

662  ?={ 

663   hossz := iránya.hossz 

664  } 

665  
666  felülír logikai operátor ?= (Szakasz a,b) 

667  { 

668   ?= := ((a.pontja ?= b.pontja) ÉS 

(a.iránya ?= b.iránya)) 

VAGY 

((a.pontja ?= (b.pontja.hely + b.iránya)) ÉS 

(a.pontja.hely + a.iránya) ?= b.hely) 

669  } 

670 } 

                                                           
49

 Az illeszkedik függvény csak annyiban tér el az Egyenes osztály illeszkedik függvényétől, 
hogy az utolsó sorban az is szükséges, hogy a megtalált   valós érték 0 és 1 közé essen. Kényelmi 
okokból nem másoljuk ide. 
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3.6. Síkok 

3.6.1. Síkok meghatározása 

A síkokat az egyenesekhez teljesen hasonlóan definiálhatjuk, habár itt kevesebb adat 

tárolásával is megoldható a feladat. Ez abból következik, hogy minden sík meghatározható egy 

ponttal és a rá merőleges vektorral.50 Azonban kényelmi okokból, és abból kifolyólag, hogy 

gondolatmenetet egyszerűsíti, hasonló módon definiáljuk a síkokat, mint ahogy az 

egyenesekkel tettük. Tehetnénk eleget közvetlenül a (IA3) axiómának is, és mondhatnánk, 

hogy három nem kollineáris pont meghatároz egy síkot, azonban kényelmesebb, ha sík két 

nem párhuzamos irányvektorát, valamint egy pontját követeljük meg.51 

Az egyeneshez hasonlóan ez könnyen átjárható, hiszen ha adva van az   pontot jelképező   

vektor, valamint a     egymással nem párhuzamos vektorok, akkor   (   ) (   ) 

három pont, és ha adva vannak       nem kollineáris pontok, akkor   (   ) (   ) az A 

pont és két nem párhuzamos vektor. 

43. Definíció Az   pont és a     nem párhuzamos vektorok által meghatározott síknak 

nevezzük azon   pontok halmazát, amelyek alkalmas       számokkal előállíthatóak 

          alakban. 

3.6.2. Pontok és egyenesek illeszkedése síkra 

44. Definíció Azt mondjuk, hogy egy   pont illeszkedik az   pont, valamint a     nem nulla, 

nem párhuzamos vektorok által meghatározott síkra, ha egyértelműen léteznek olyan       

számok, hogy          . 

Az analógia szembetűnő az egyenes esetével. Egy pontról továbbra is úgy tudjuk eldönteni 

egyszerűen, hogy illeszkedik-e az adott síkra, hogy megoldjuk a fenti vektoregyenletnek 

megfelelő három egyenletből álló, két ismeretlenes egyenletrendszert: 

{

             

             

             

 

45. Definíció Azt mondjuk, hogy egy egyenes illeszkedik egy adott síkra, ha minden az 

egyenesre illeszkedő pont a síkra is illeszkedik. 

Ez a definíció nehezen ellenőrizhető, azonban visszavezettük korábban definiált fogalmakra,52 

így a definíció lehetőségeink szerint a legkevesebb megkötéssel a legtöbbet állítja. A következő 

tétel ad egy lehetséges módszert arra, hogy az illeszkedés ellenőrizni tudjuk: 

                                                           
50

 Ezt a jelen dolgozatban nem bizonyítjuk, és nem is használjuk fel. 
51

 Emlékeztetünk rá, hogy az     vektorok közötti párhuzamosság definíció szerint az, ha létezik     
valós szám úgy, hogy     . 
52

 Tekintettel rá, hogy a pont egyenesre illeszkedését a 38. Definíció mondja ki, a pontok síkra 
illeszkedését a 44. Definíció. 
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22. Tétel Egy   pont és   nem nulla irányvektor által meghatározott egyenes pontosan akkor 

illeszkedik egy   pont és     nem nulla, nem párhuzamos vektorok által meghatározott síkra, 

ha az   pont illeszkedik a síkra, és egyértelműen léteznek olyan       számok, amire 

        igaz. 

Bizonyítás: Azt nem kell bizonyítanunk, hogy az   pont illeszkedik a síkra, hiszen a tétel 

feltétele volt. 

Az egyik irány bizonyítása: Tudjuk, hogy az egyenes minden pontja felírható      alakban 

(    ). Ha   felírható         alakban, akkor az egyenes minden pontja felírható 

   (     )            alakban. Itt azonban    és    valós számok egyértelműek, 

hiszen       egyértelmű valós számok, és a rajtuk értelmezett szorzás művelet is egyértelmű. 

Tehát az egyenes minden pontja valóban a sík minden pontja. 

Az ellenkező irány bizonyítása: Ha az egyenes minden pontja rajta van a síkon, akkor minden   

pont, amelyik illeszkedik a síkra és az egyenesre is, felírható két féleképpen: 

       

          

Ahol         egyértelmű valós számok. Továbbá a tétel feltétele volt, hogy   pont 

illeszkedik a síkra, így egyértelműen létezik alkalmas       számok úgy, hogy     

     . Tehát a fenti két egyenletet egyenlővé téve, és az  -ra kapott értéket 

behelyettesítve: 

                   

Ezt az egyenletet rendezve: 

   (   )  (   )  

  
(   )

 
  

(   )

 
  

Itt az   
(   )

 
 és   

(   )

 
 választással meghatároztuk azon     valós egyértelmű számokat, 

amelyekre         teljesül. Az egyetlen kivétel, ha    , de akkor a kérdéses 

         pontról van szó, amelyikről a tétel feltétele szerint rajta van a síkon és az 

egyenesen is. ● 

Megjegyzés: Tehát lényegében az egyenes illeszkedése visszavezethető két pont egyenesre 

illeszkedésére. 

3.6.3. Sík és axiómái 

Ez a rész a pontok és az egyenesek hasonló témájú részeinél hosszabb, hiszen most már 

lehetőségünk van bizonyítani, hogy a modellünk kielégíti az egybevágósági axiómák kivételével 

mindegyiket (így a maradék öt illeszkedési, az egy rendezési és az egy párhuzamossági 

axiómát). 

3.6.3.1. Az illeszkedési axiómák teljesülése 

23. Tétel Ebben a modellben minden nem kollineáris       pontokhoz létezik sík, amelyre 

mindhárom pont illeszkedik, azaz a modell kielégíti az (IA3) axiómát. 



Király Dániel  A geometria modellje a programozás oktatásban 

 
69 

Bizonyítás: Legyen megadva az       nem kollineáris ponthármas. Ekkor az   pont és a 

(   ) (   ) vektorok meghatároznak egy síkot. A     pontok illeszkednek a síkra, hiszen 

ha     valós számok közül pontosan az egyik egyenlő egyel a másik nullával, akkor az 

   (   )   (   ) kifejezés értéke egyszer éppen  , ha fordítva tekintjük, akkor  . Ha 

pedig   és   is egyenlő nullával, akkor éppen az   vektort kapjuk. ● 

24. Tétel Ebben a modellben minden síkra illeszkedik egy pont, azaz a modell kielégíti az (IA4) 

axiómát. 

Bizonyítás: Tekintsük az   pont és     nem párhuzamos vektorok által meghatározott síkot. 

Erre az   pont nyilvánvalóan illeszkedik. (Ezt bizonyítottuk az 23. Tétellel) ● 

25. Tétel Ebben a modellben, ha egy egyenes két pontja illeszkedik a síkra, akkor minden 

pontja illeszkedik a síkra, azaz ez a modell kielégíti az (IA5) axiómát. 

Bizonyítás: Az 45. Definícióval meghatároztuk az egyenes síkra illeszkedését, így a fenti állítás 

úgy is szólhat, hogy ha egy egyenes két pontja illeszkedik a síkra, akkor az egyenes is illeszkedik 

a síkra. Legyen adva az   pont és     nem párhuzamos vektorokkal meghatározott sík, 

valamint az     egyenes, melynek     pontjairól tudjuk, hogy illeszkedik a síkra. Az 39. 

Definíció szerint ekkor az     egyenes ekvivalens a   pont és (   ) vektor által megadott 

egyenessel. 

Az 22. Tétel miatt elegendő ellenőriz azt, hogy léteznek-e olyan       számok, hogy 

         . Mivel azonban     pontokról tudjuk, hogy illeszkednek a síkra, így léteznek 

          számok úgy, hogy 

          

          

Azaz     (       )  (       )  (   )  (   ) . Tehát       

és       helyettesítéssel léteznek ilyen számok, azaz az egyenes illeszkedik a síkra. ● 

26. Tétel Ebben a modellben, ha egy pont illeszkedik két különböző síkra, akkor létezik legalább 

egy másik pont is, amelyik illeszkedik mindkét síkra, azaz ez a modell kielégíti az (IA6) axiómát. 

Bizonyítás: Keressük azon   pontot (pontokat), amelyik illeszkedik az   pont és     nem 

párhuzamos vektorokkal megadott, valamint a   pont és     nem párhuzamos vektorokkal 

megadott síkokra. Ekkor a   pont illeszkedése miatt léteznek           számok úgy, hogy: 

          

          

Azaz egy vektoregyenlettel leírva: 

                

Az előző vektoregyenletet írhatjuk, mint három elsőfokú egyenlet rendszere: 

{

                     
                     
                     

 

Ebben az egyenletrendszerben           számok az ismeretlenek. Azonban tudott, hogy 

egy elsőfokú egyenletrendszerben, ha több ismeretlen szerepel, mint egyenlet, akkor vagy 

nincs megoldás (mert ellentmondó egyenletek szerepelnek benne), avagy végtelen sok 

megoldása van. Mivel azonban tudjuk, hogy egy pont kielégíti az egyenletrendszert (hiszen 
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illeszkedik mindkét síkra), ezért az egyenletek nem lehetnek ellentmondóak, azaz végtelen sok 

megoldása van. Tehát legalább még egy pont illeszkedik rá. ● 

Megjegyzés: Az (IA6) után tett megjegyzés közvetlenül következik, hiszen a végtelen sok 

megoldás éppen egy egyenest alkot. 

27. Tétel Ebben a modellben létezik négy pont úgy, hogy azok nem illeszkednek egy síkra, azaz 

ez a modell kielégíti az (IA7) axiómát. 

Bizonyítás: A 20. Tétel bizonyításához teljesen hasonlóan járhatunk el. Legyen a négy pont: 

  (     )    (     )    (     )   (     ) 

Ekkor a   pont nincs rajta az   pont és       és       vektorok által meghatározott 

síkon, mivel a           vektoregyenlet nem elégíthető ki semmilyen       

számmal sem. Ezt ellenőrizhetjük, ha megpróbáljuk megoldani az előző vektoregyenletnek 

megfelelő valós egyenletrendszert: 

{

             
             
             

 

Itt az utolsó egyenletből jól látható, hogy az egyenletrendszer nem kielégíthető. Azaz a   pont 

valóban nincs rajta az       pontok által meghatározott síkon. ● 

3.6.3.2. A párhuzamossági axióma teljesülése 

28. Tétel Ebben a modellben bármely egyeneshez és egy rá nem illeszkedő ponton át pontosan 

egy olyan egyenes létezik, amelyiknek nincs közös pontja az egyenessel, és illeszkedik 

ugyanarra a síkra, amire az eredeti egyenes és pont. Tehát a modell kielégíti a (PA) axiómát.53 

A tétel bizonyítása két lépésben történhet. Először is megmutatjuk, hogy ha a két egyenes 

irányvektora párhuzamos, akkor valóban nincs metszéspont. A második lépésben igazolnunk 

kell, hogy nincs nem párhuzamos irányvektorú nem metsző egyenes. Ennek bizonyításától 

azonban hossza miatt eltekintünk. 

Az első lépés bizonyítása: Legyen adva az   ponton átmenő   nem nulla irányvektorú egyenes, 

valamint erre nem illeszkedő   pont. Ekkor az állításunk szerint bármely olyan egyenesnek, 

amelyik illeszkedik a   pontra, és irányvektora    alakban írható (ahol   nem nulla valós szám) 

nincs közös pontja az   pontra illeszkedő egyenessel. 

Tehát indirekt módon keressük azon   pontot, amelyre alkalmas     valós számokkal igaz a 

következő egyenletrendszer: 

{
      
        

Mivel az egyenletek bal oldalán azonos vektor szerepel, ezért írhatjuk            

alakban, vagy másképpen            alakban. Ezt felírhatjuk három elsőfokú egyenes 

egyenletrendszereként: 

                                                           
53

 Megjegyzés: Mivel az 3.5. részben nem adtunk módszert két egyenes metszetének meghatározására, 
ezért a fenti tételt nem a (PA) axióma szövegével, hanem azzal ekvivalens állítással mondtuk ki. Ez nem 
jelent megkötést, hiszen csak a definíciójára cseréltük le az axiómában szereplő, metsző egyenesek 
kifejezést. 
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{

               
              

              

 

Ebben az egyenletrendszerben az     valós számokat keressük. Tudjuk, hogy a   vektor nem 

nulla, így legalább az egyik koordinátája nem nulla. Legyen ez a koordináta   . Azt vehetjük 

észre, hogy a másodikból kivonva az első egyenlet 
  

  
 szerezést, valamint a harmadikból az első 

  

  
 szeresét, az első egyenlet kivételével az egyenletek baloldalán csupa nullát kapunk. Ekkor a 

jobb oldaltól függően vagy nincs megoldás, mert ellentmondás áll fenn, vagy pedig végtelen 

sok megoldás létezik, mert a jobb oldalak mind nullák. Az első eset ellentmondás, hiszen   

pont nem létezik. A második esetben   pont mindkét egyenes minden pontja lehet (hiszen azt 

láttuk, hogy ha két egyenesnek legalább két pontja közös, akkor a két egyenes megegyezik), ez 

azonban ellentmondás, hiszen azt tettük fel, hogy   nem illeszkedik az   és   meghatározta 

egyenesre. Tehát ha a két egyenes irányvektora párhuzamos, akkor nincs közös pontjuk. 

Továbbá bármely két egyenes, amelyik illeszkedik ugyanarra a pontra és irányvektoruk 

párhuzamos, azokat a 39. Definíció értelmében ugyanannak az egyenesnek tekintjük. ● 

3.6.3.3. A Rendezési axióma teljesülése 

29. Tétel Ebben a modellben, ha adott       nem kollineáris pontok, és az ezen pontok által 

meghatározott síkban egy egyenes, amelyik nem illeszkedik e pontok egyikére sem, valamint 

ha ez az egyenes illeszkedik a három pont által meghatározott három szakasz egyikének egy 

belső pontjára, akkor illeszkedik a maradék két szakasz egyikének pontosan egy belső pontjára 

is. Azaz a modell kielégíti a (RA) rendezési axiómát. 

A rendezési axióma teljesülésének bizonyításától hossza és fáradságossága miatt eltekintünk. A 

tétel bizonyítható lineáris algebra módszereivel, egy ezzel ekvivalens modellben. 

3.6.4. A sík osztály megvalósítása 

A síkot megvalósító osztályt az Egyenes és Pont osztályokhoz hasonlóan nem származtatjuk le 

közvetlenül korábban definiált fogalmakból. Ennek az okai hasonlóak, mint korábban. A síkot 

alapfogalomnak tekintjük, ezért nem lenne szerencsés, ha közvetlenül visszavezethető lenne 

valami másra. 

A Sík megvalósítása is hasonló problémákat vet fel, mint az Egyenes osztály. Legfőbbképpen 

két sík megegyezősége, ezért ezt az egyeneshez hasonlóan kénytelenek vagyunk felüldefiniálni. 

3.6.4.1. A Sík osztály adatrészei és konstruktorai 

Az 3.6.1. rész elején kimondtuk, hogy a síkot, mint egy pont és két nem párhuzamos vektor 

hármasaként szeretnénk értelmezni. Ez azonnal biztosítja az adattagok definíciójának 

lehetőséget: 

671 osztály Sík 
672 { 
673  Pont pontja 

674  Vektor irány1 

675  Vektor irány2 

676 … 
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A konstruktorokra is hasonló elvet szeretnénk követni, mint az egyenesek esetében. Azt 

szeretnénk elérni, hogy a következő három módon lehessen meghatározni egy síkot: 

 Három nem kollineáris ponttal 

 Egy pontjával és egy nem párhuzamos vektorpárral 

 Egy ponttal és egy rá nem illeszkedő egyenessel54 

 Egy ponttal és egy párhuzamos síkkal (itt nem feltétel a rá nem illeszkedés) 

Tehát a konstruktorok: 

677 … 
678  Sík(Pont A,B,C) 

679  { 

680   új Egyenes(A,B) e 

681   Ha (C.illeszkedik(e)) akkor HIBA 

682   egyébként 

683   { 

684    pontja := új Pont(A.hely[0], A.hely[1], A.hely[2]) 

685    irány1 := új Vektor(3) 

686    irány1 := B.helye – A.helye 

687    irány2 := új Vektor(3) 

688    irány2 := C.helye – A.helye 

689   } 

690  } 

691  
692  Sík(Pont A, Vektor v1,v2) 

693  { 

694   Ha (v1.párhozamos(v2)) akkor HIBA 

695   egyébként 

696   { 

697    pontja := új Pont(A.hely[0], A.hely[1], A.hely[2]) 

698    irány1 := új Vektor(3) 

699    irány1 := v1 

700    irány2 := új Vektor(3) 

701    irány2 := v2 

702   } 

703  } 

704  
705  Sík(Pont A, Egyenes e) 

706  { 

707   Ha (A.illeszkedik(e)) akkor HIBA 

708   egyébként 

709   { 

710    pontja := új Pont(A.hely[0], A.hely[1], A.hely[2]) 

711    irány1 := új Vektor(3) 

712    irány1 := e.iránya 

713    irány2 := új Vektor(3) 

714    irány2 := A.hely – e.pontja.hely 

715   } 

716  } 

717  
718  Sík(Pont A, Sík s) 

719  { 

720   pontja := új Pont(A.hely[0], A.hely[1], A.hely[2]) 

721   irány1 := új Vektor(3) 

722   irány1 := s.irány1 

723   irány2 := új Vektor(3) 

724   irány2 := s.irány2 

725  } 

726 … 
727 } 

                                                           
54

 Lásd az (IA3) axiómát követő megjegyzést. 
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3.6.4.2. Síkok és az illeszkedés 

A síkok illeszkedésének módszereinek matematikáját a 3.6.2. rész tárgyalja, így erre itt nem 

térek ki, csak emlékeztetek, hogy egy   pontot az   pont és     vektorok által meghatározott 

síkra illeszkedőnek mondunk, ha egyértelműen léteznek olyan       számok úgy, hogy 

          

Másképpen, hogy az 

{

             

             

             

 

lineáris egyenletrendszernek pontosan egy megoldása létezik. Ehhez létrehozunk egy 

együttható mátrixot, abból a lineáris egyenletrendszert, amit megoldatunk a 2.10.3. részben 

definiált LineárisEgyenletrendszer osztály megoldás függvényével. 

728 osztály Sík 
729 { 
730 … 
731  logikai illeszkedik (Pont B) 

732  { 

733   új tömb(valós)[3][3] M 

734   ciklus i=0-tól 2-ig 1-esével 

735   { 

736    M[i][0] := irány1.hely[i] 

737   } 

738   ciklus i=0-tól 2-ig 1-esével 

739   { 

740    M[i][1] := irány2.hely[i] 

741   } 

742   ciklus i=0-tól 2-ig 1-esével 

743   { 

744    M[i][2] := (B.hely[i] – pontja.hely[i]) 

745   } 

746   új LineárisEgyenletrendszer(M) egyrndszr 

747   illeszkedik := egyrndszr.megoldás() 

748  } 

749 … 

Az egyenes illeszkedésének megvalósítása előtt emlékeztetünk rá, hogy a 22. Tételben azt 

mondtuk, hogy egyenes pontosan akkor illeszkedik egy síkra, ha az egyenes meghatározó 

pontja illeszkedik a síkra, és az egyenes   irányvektorához, valamint a síkot meghatározó     

irányvektorokhoz egyértelműen létezik       számok úgy, hogy az         

vektoregyenlet teljesül. Azonban mivel a vektorok és pontok között kölcsönösen egyértelmű 

megfeleltetés van, ezért ez a feltétel pontosan akkor igaz, ha az   vektor által reprezentált   

pont illeszkedik az origó, és a     vektorok által meghatározott síkra. Ezáltal a megoldást 

visszavezettük egy már korábban meghatározott függvényre, így felhasználhatjuk a pont síkra 

illeszkedését vizsgáló függvényt. 

750 … 
751  logikai illeszkedik (egyenes e) 

752  { 

753   új Pont(0,0,0) origo 

754   új Sík(origo, EZ.iránya1, EZ.iránya2) sík2 

755   új Pont(e.iránya[0], e.iránya[1], e.iránya[2]) U 

756   illeszkedik := (EZ.illeszkedik(e.pontja) ÉS sík2.illeszkedik(U)) 

757  } 

758 … 
759 } 
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Az egyenes és pont illeszkedéséhez hasonlóan, itt is kiegészítjük a fordított művelettel a Pont 

és az Egyenes osztályt. 

760 osztály Pont 
761 { 
762 … 
763  logikai illeszkedik(Sík S) 

764  { 

765   illeszkedik := S.illeszkedik(EZ) 

766  } 

767 … 
768 } 

Valamint az Egyenes osztály esetében: 

769 osztály Egynes 
770 { 
771 … 
772  logikai illeszkedik(Sík S) 

773  { 

774   illeszkedik := S.illeszkedik(EZ) 

775  } 

776 … 
777 } 

3.6.4.3. Két Sík osztályú példány egyezése 

A 39. Definícióhoz hasonlóan definiáljuk két sík ekvivalenciáját: 

46. Definíció Az     síkokat egyenlőnek (ekvivalensnek, megegyezőnek, ugyanannak a síknak) 

nevezzük, ha az   sík meghatározó pontja illeszkedik a   síkra, és léteznek olyan           

valós számok, hogy az   síkot meghatározó      , valamint a   síkot meghatározó       

vektorokra teljesül a következő két egyenlet: 

           

           

Észrevehetjük, hogy a fenti két egyenlet hasonlít a 22. Tételben használt egyenletre. Ez valóban 

helyes, hiszen     síkokat akkor tekinthetjük megegyezőnek, ha az   síkot meghatározó   

pont, valamint a       vektorok által meghatározott két egyenes mindegyike illeszkedik a   

síkra.55 Ezt ki is használhatjuk, hogy a megvalósítást egyszerűsítsük. 

778 osztály Sík 
779 { 
780 … 
781  logikai operátor ?= (Sík s1,s2) 

782  { 

783   új Egyenes(s1.pontja, s1.irány1) e1 

784   új Egyenes(s1.pontja, s1.irány2) e2 

785   ?= := (s2.illeszkedik(e1) ÉS s2.illeszkedik(e2)) 

786  } 

787 } 

                                                           
55

 Ez közvetlenül adódik, hiszen a definícióban   pont illeszkedését követeltük meg, valamint hogy a két 
vektor teljesítse ugyanazt, amit a 22. Tételben követeltünk. Ezáltal közvetve éppen az egyenesek 
illeszkedése a feltétel. 
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4. Fejezet 

Ezen fejezet tárgyalja a 3.A: Axiómák és modellek című fejezetben bevezetett axiómarendszer 

3.B: Osztályok az Euklideszi térben című fejezetben bemutatott modelljének egybevágóságait. 

 Az Egybevágóság a vektorok terében című fejezet tárgyalja az egybevágósági transz-

formációk leírását vektorok segítségével. Ennek keretében nagy részben építünk a 3.B: 

Osztályok az Euklideszi térben című fejezetben bemutatott modellre. 

 Az Egybevágóságok megvalósítása című fejezet bemutatja ennek egy objektum 

orientált programozás segítségével lehetséges megvalósítását. 

4.A: Egybevágóság a vektorok terében 

Az általános iskola elemi geometriai oktatásának csúcsát jelenti a síkgeometriai 

transzformációk oktatása. Ezen belül talán a leginkább kitüntetett figyelmet az egybevágósági 

transzformációk oktatása teszi ki. Szerepe jelentős. Azt a kritikus kérdést vizsgálja, hogy mikor 

is nevezhetünk két dolgot egyformának, egyenlőnek. Ezen felül van egy rendkívül fontos 

szerepe is. Ha szeretnénk leírni (és nem csak jellemezni) testek, alakzatok és térelemek 

mozgását, akkor azt szükségszerűen egybevágósági transzformációkkal tudjuk megtenni. Ez az 

elvárásunk alapvető, hiszen azt feltételezzük, hogy a testek nem változnak meg mozgásuk 

során. 

A 4. Példa megoldása során láttuk, hogy a síkgeometriában az origó körüli forgatás 

megvalósítható, mint egy mátrixszal történő szorzás. Ez sejteni engedi, hogy esetleg ugyanez a 

módszer helyes eljárás bármilyen egybevágóság esetén, és hogy a térben is megállja-e a 

helyét. 

Az elsőre sajnos nem a válasz. Mivel egy nullvektort bármivel is szorzunk össze nullvektort 

kapunk, hamar kiderül, hogy kizárólag olyan transzformációt hajthatunk végre ezzel a 

módszerrel, amelyik az origót helyben hagyja. Az iskolában tanult sík transzformációk közül 

ezek az origó körüli forgatás, tükrözés az origóra, és az origón átmenő egyenesen, mint 

tengelyre tükrözés. Olyan fontos ismeretek kerülnek bemutatásra, mint hogy az 
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egybevágóságokat sorozatban egymás után elvégezve szintén egybevágóságot kapunk, 56 

valamint hogy ezeket hogyan kell megszerkeszteni körző és vonalzó segítségével. 

Ezen transzformációk közös tulajdonsága, hogy elemi geometriai szemmel részletes 

vizsgálatnak vetik őket alá. Azonban a koordinátageometria bevezetésével nem történik meg 

vizsgálatuk, legfeljebb az eltolás műveletének tárgyalása történik, mint az adott objektum 

egyenletében szereplő pozíció leírása. Ennek ellenére a középiskolában tanult 

függvénytranszformációk használják mind az eltolás, a koordináta tengelyre tükrözés, illetve 

némely affin transzformációkat, azonban ezek vizsgálata nem történik meg, hanem kizárólag a 

műveletsor ismertetésére szorítkozik. 

A 3. Fejezetben bevezetett axiómarendszer, és a hozzá kapcsolódó modell épít az 

egybevágóság fogalmára. Éppen ezért ennek a fejezetnek a célja az, hogy bemutassa a valós 

vektorokra épülő modellben az egybevágósági transzformációkat először síkbeli esetre (ezek a 

középiskolai tanulmányok alapján ismerősek), azután térben. Ennek a fejezetnek keretében 

nem térünk ki az egyes transzformációk definiálására, és feltesszük, hogy ugyanazt értjük 

rajtuk, mint amit az iskolai matematikaórán megtanulhatunk. 

E fejezetben az előzővel ellentétben megfordul az okoskodás iránya. Míg az előző fejezetben 

alapvetően az ismert geometriai fogalmaknak akartunk szilárd alapokat adni, és megmutatni, 

hogy az ott tárgyalt ismeretek alapján logikailag felépíthető a geometria és egy modellje, most 

a meglévő ismereteinket szeretnénk felhasználni arra a célra, hogy a tárgyalt modellben 

definiálhassuk az egybevágóság fogalmát. Ezért ezen fejezet tartalma többnyire mellőzi a 

precíz definíciókat és tételeket, és inkább arra fókuszál, hogy tanórai körülmények között mit 

érdemes mondani. 

A cél tehát az, hogy az euklideszi tér bármely egybevágósága felírható legyen, mint egy 

mátrixszal történő szorzás.  

4.1. Sík origót helybenhagyó egybevágóságai 

4.1.1. Origó körüli forgatás 

Mint a bevezetőben és a 4. Példa megoldásával láttuk, hogy az origó körüli forgatás felírható, 

mint egy mátrixszal történő szorzás. Itt csak emlékeztetünk rá, hogy ha adott egy   pontunk, 

akkor annak origó körüli óra mutató járásával megegyező irányban   szöggel való forgatása 

felírható, mint: 

      (     ) (
         
        

)  (                           ) 

A fenti képletben   az elforgatás transzformációjának mátrixa. 

Tekintsük át az alapvető elemi sík transzformációkat, és írjuk fel őket, mint mátrixszal szorzás. 

Egyelőre csak az origót helybenhagyó transzformációkkal foglalkozunk, és később visszatérünk 

az általánosításra. 

                                                           
56

 Azaz indirekten azt, hogy az egybevágóságok csoportot alkotnak. 
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Megjegyzés: Fontos megjegyezni, hogy e forgatási mátrix ismeretében könnyen bizonyíthatóak 

a trigonometria addíciós képletei. 

4.1.2. Középpontos tükrözés 

Ebben az esetben is csak az origóra, mint középpontos tükrözéssel foglalkozunk. Azonban 

ennek felírása nem jelent különösebben nehézséget. Az elemi koordinátageometriából 

ismeretes, hogy egy   pont pontosan akkor középpontosan tükörképe egy    pontnak az 

origóra nézve, ha a koordinátáik csak az előjelben térnek el. Azaz pontosan akkor ha      . 

Tehát, ha keressük azt a   mátrixot, amelyikre       akkor   mátrixra triviálisan adódik, 

hogy: 

  (
   
   

) 

4.1.3. Tengelyre tükrözés 

A koordináta tengelyekre való tükrözés ebből a szempontból triviálisan megy. Ha az   

tengelyre tükrözünk, akkor a tükrözött pont második koordinátája változik éppen az 

ellentétére, ha pedig az   tengelyre, akkor éppen az első koordináta változik ellentettjére. 

Ezáltal a mátrixuk is könnyedén felírható: 

(
  
   

)            (
   
  

) 

Az általános origón átmenő egyenesre, mint tengelyre tükrözés ennél nem sokkal nehezebb. 

Legyen   a tengely irányvektora, és   pont a tükrözendő pont. Keressük az    pont 

koordinátáit. 

Ehhez felhasználunk elemi és koordináta geometriai módszereket. Keressük első körben az   

pontot, amely metszéspontja a tükörtengelynek, és egy rá merőleges,   pontra illeszkedő 

egyenesnek. Felhasználhatjuk, hogy   normálvektora az   és   pontokra illeszkedő 

egyenesnek. Tehát az   pont koordinátáit megkapjuk, mint a következő egyenletrendszer 

megoldását: 

{
       

                 
 

A megoldásra adódik, hogy: 

  (
  (       )

  
    

    
  (       )

  
    

 ) 
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3. Ábra: Tengelyre tükrözés 

Innen pedig egyszerű vektoralgebrával adódik, hogy      (   )      .57 Azaz az 

   pont koordinátái: 

   ( 
  (       )

  
    

        
  (       )

  
    

    )   

 (
    

      
 

  
    

  
       

  
    

      
       

  
    

  
    

      
 

  
    

 )   
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 ) 

Tehát ha keressük azon   mátrixot, amelyikre igaz, hogy       akkor az a   mátrix: 

  

(

 
 

  
    

 

  
    

 

     

  
    

 

     

  
    

 

  
    

 

  
    

 
)

 
 

                       
 

  
    

 (
  

    
      

       
    

 )  

Érdemes megjegyezni, hogy az előző T mátrixot illetve a tengelyes tükrözés ilyen 

alkalmazásának kitüntetett szerepe van a numerikus algebra és analízis más területein is. Ezt a 

HOUSEHOLDER transzformációnak nevezik a módszer e területeken történő alkalmazásának 

kidolgozója után. A fenti módszerek és a geometriai tükrözéssel vett kapcsolatuk nem 

véletlen.58 

4.2. A sík elemi egybevágóságai 

A fenti esetben az eltolás kivételével csak olyan egybevágósági transzformációt vizsgáltunk, 

amelyik az origót helyben hagyja. Most azt vizsgáljuk, hogy a fenti egybevágóságokat tényleg 

kiterjeszthetjük tetszőleges tengelyűre és középpontúra. Ehhez először szükségünk van az 

eltolásra. 

                                                           
57

 Itt csak közvetve alkalmazunk eltolást. A vektorok összeadásához illetve az alapvető vektoralgebrai 
műveletekhez nem szükséges az eltolás fogalma. 
58

 Alston Scott HOUSEHOLDER: [26] 
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4.2.1. Eltolás 

Mint láttuk, az eltolást nem lehetséges felírni, mint szorzást egy mátrixszal, hiszen az origót (a 

nullvektort) helybenhagyná. Ezzel szemben tudjuk, hogy az eltolásnak nincsen fix pontja. 

Azonban nem kell sok megfigyelést tenni, hogy észrevegyük: az eltolással egyszerűen a 

vektorok összeadása feleltethető meg. 

Egy   pont   vektorral történt eltoltja értelemszerűen írható        alakban. Ha 

szeretnénk még több kapcsolatot teremteni az előző három részben látottakkal, akkor írhatjuk, 

hogy        . Ahol   éppen a helybenhagyás transzformációja, azaz az egységmátrix. 

Ha a fenti egybevágóságokat szeretnénk, mint polinomokat értelmezni, akkor (heurisztikus 

szemlélettel) az eltolás ennek legegyszerűbb része, a nulladfokú tag, és a transzformáció az 

elsőfokú (más néven lineáris) tagja.59 

4.2.2. Tetszőleges tükrözések és forgatás 

Tudjuk, hogy egy tetszőleges tengelyű tükrözés előállítható úgy, mintha a következő lépéssort 

követnénk végig: 

1. Végezzünk eltolást úgy, hogy a tengely illeszkedjen az origóra. 

2. Végezzük el a tengelyes tükrözést az eltolt tengelyen. 

3. Végezzünk eltolást az 1. pontban használt vektor ellentettjével. 

Ez technikailag azt jelenti, hogy az    képpont felírható, mint    (   )   . Ahol   a 

tükrözés mátrixa, és   egy olyan vektor, mely az eredeti tengelyt úgy tolja el, hogy az 

illeszkedjen az origóra. 

Észrevehető, hogy ezzel teljesen analóg módon végezhető a tetszőleges pont körüli forgatás, 

illetve a tetszőleges pontra tükrözés, éppen csak a transzformáció mátrixát kell lecserélni, és az 

eltolás vektort kell úgy megválasztani, hogy az a tükrözés illetve a forgatás középpontját vigye 

az origóba. 

Ennek oka, hogy a ezek a műveletek önmagukban csak az adott tükör tengelyhez és 

középpontokhoz viszonyítva értelmesek, és közömbös hogy létezik-e egyáltalán 

koordinátarendszer, illetve annak pozíciója. Ezáltal ha van olyan műveletünk, amely ezeket a 

fix térelemeket a térben pozícionálja, akkor azonnal lehetővé válik ennek elvégzése. 

Ugyanakkor tudjuk, hogy a sík minden egybevágósága előállítható, egy mozgás,60 és egy 

tengelyes tükrözés egymás utánjaként.61 Ezáltal a fenti módszerrel tetszőleges egybevágóságot 

elő tudunk állítani, amennyiben meg tudjuk határozni a szükséges mozgatást (az eltolás és 

forgatás sorozatát), valamint a tengelyt, amelyre tükröznünk szükséges. 

                                                           
59

 A lineáris transzformáció, lineáris leképezés, lineáris egyenlet stb. kifejezések közötti kapcsolat 
korántsem csak a hasonlóság műve. Épp az indokolja az ilyen elnevezések használatát, mert ezek a 
műveletek megfeleltethetők egymásnak. A linea, mint latin szó vonalat, egyenest jelent. 
60

 Mozgatásnak nevezzük az eltolást és a forgatást. A mozgatás fogalmát ennél részletesebben, itt most 
nem definiáljuk, tekintettel rá, hogy szemléletes jelentése kielégítő. Részletesebb definíciója 
megtalálható például itt: [27]:p46 (6.5 B2 c)) 
61

 Lásd: [27]:p46 (6.5 B2 b) ) 



Király Dániel  A geometria modellje a programozás oktatásban 

 
80 

Tehát összegzésképen: minden egybevágóság előállítható az 4.1. és 4.2. részben tárgyalt 

egybevágósági transzformációk sorozataként. 

4.3. Egybevágóság a térben 

A bevezetőben feltett kérdések közül egyet megválaszoltunk. Térjünk át a másikra, és 

vizsgáljuk meg, hogy a síkbeli esetben tárgyalt egybevágóságok kiterjeszthetők-e mátrix 

formában a térre is. Mint látni fogjuk, igen, kiterjeszthetők. 

Az eltolás természetesen azonnal adódik, hiszen a korábbi módszerünkben csak a vektorok 

összeadását használtuk fel, aminél eleve feltettük, hogy a két vektor azonos számú 

koordinátából áll. Ez annyit tesz, hogy az euklideszi sík esetében a valós számpárokat 

értelmeztük pontoknak illetve helyvektoroknak is. A térbeli esetben mindkettőnek a valós 

számhármasokat értelmezzük, így az összeadás művelete természetesen érvényben marad. 

Ennél több vizsgálat szükséges a többi művelethez. Pusztán már csak azért is, mert a pont 

körüli forgatás további kérdéseket vet fel. Legfőképpen azt, hogy vajon milyen irányba? Éppen 

ezért a pont körüli forgatást kizárjuk a lehetőségek közül, és e helyett a tengely körüli forgatást 

emeljük be az elemi transzformációk közé. Ekkor azonban a tetszőleges tengely körüli forgatás 

fog kevés nehézséget okozni. 

A tükrözés is hasonlóan problémás lehet. A középpontos tükrözés minden további nélkül 

alkalmazható a térben is, azonban a tengelyes tükrözés mellé megjelenik a síkra tükrözés is. 

Itt már az elején leszögezzük, hogy természetesen a térben is áll a korábbi állítás: azaz az 

euklideszi tér bármely egybevágósága előállítható, mint térbeli mozgatás (azaz eltolások és 

forgatások sorozata) és egy ezt követő síkra tükrözés együttese.62 

Ebből az okból kifolyólag nem foglalkozunk a tükrözések és forgatások speciális eseteivel (azaz 

sajátságos helyzetű tengelyekkel, és tükörsíkokkal), hanem csak az elemi transzformációkat 

tárgyaljuk. 

4.3.1. Forgatás térben 

A tengely körüli forgatás első esetében feltesszük, hogy a forgatás tengelyére illeszkedik az 

origó.63 

4.3.1.1. Forgatás koordináta tengely körül 

Másodsorban azt kell meggondolnunk, hogy elegendő a koordináta tengelyek körüli forgatást 

definiálnunk, hiszen tetszőleges origón átmenő tengelyt forgathatunk koordináta tengely körül 

két lépésben úgy, hogy az megegyezzen valamelyik koordinátatengellyel. Az első lépés, hogy 

egy tetszőleges tengely körül forgathatunk úgy, hogy az eredeti tengely illeszkedjen két tengely 

által kifeszített síkra. Második lépésben pedig a harmadik koordinátatengely körül 

forgathatunk úgy, hogy a másik két tengely egyikével egybeessen. 

                                                           
62

 Lásd: [27]:p46 (6.5 B2 b)) 
63

 Ezt azért tehetjük meg, mert a síkbeli esethez hasonlóan a tengely origóra illeszkedővé 
transzformálása, majd annak visszatranszformálása megoldja ezt a problémánkat. 
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Ekkor nyilvánvaló, hogy e koordináta tengely körüli forgatás során az adott koordináta nem 

változhat meg. Ez közvetlenül adódik abból, hogy a tengely minden pontja fix. Ha a forgatás 

során ez a koordináta megváltozhat, akkor a tengelynek lenne olyan pontja, amelyiknek 

forgatás utáni képe, nem ugyanaz, mint az eredeti. Ebből következik, hogy olyan forgatást 

reprezentáló mátrixot keresünk, amelyikkel történő szorzás során az adott koordináta önmaga 

marad. 

Tehát az eltolás és a koordináta tengely körüli forgatás elegendő ahhoz, hogy tetszőleges 

tengely körüli forgatást leírhassunk. ekkor viszont azt kell látnunk, hogy a másik két koordináta 

forgatása pontosan ugyanúgy történik, mint a síkbeli eset. A forgatás tengelyére pontosan egy 

olyan merőleges sík létezik, amelyik illeszkedik a forgatandó pontra. Ebben a síkban forgatjuk a 

pontot éppen a forgástengely és a sík egyetlen metszéspontja körül. 

Tehát ha az első koordináta tengely körül szeretnénk forgatni, akkor az első koordináta 

helyben marad, azaz az első sor első eleme szükségszerűen 1, míg a második-harmadik 

oszlopok és sorok által meghatározott részen épp a síkbeli forgatás áll, és a többi elem nulla: 

(
   
          
         

) 

Ha elvégezzük egy   pontra, akkor az    képpontra azt kapjuk, hogy: 

      (          ) (
   
          
         

)  

 (    (             )  (              )) 

Természetesen ugyanígy felírható a másik két tengely körüli forgatás mátrixa is: 

1. tengely körül: 2. tengely körül: 3. tengely körül: 

(
   
          
         

) (
          

   
         

) (
          
         

   
) 

Megjegyzés: Ekkor a fenti három mátrix segítségével felírhatjuk a tetszőleges origón átmenő 

tengely körüli forgatás mátrixát: Legyen a tengely   irányvektor          koordinátái közül 

egyik sem nulla. Ezt feltehetjük, hiszen ha kettő koordináta is nulla, akkor a forgatási tengely 

szükségképpen valamelyik koordináta tengely. Ha egy nulla, akkor a tengely már valamelyik két 

koordináta tengely síkjára illeszkedik, és az eljárás folytatható a következő lépéstől.64 Az eljárás 

lépéseit ez a dolgozat nem részletezi, csak az elforgatás mátrixát.65 

Legyen a forgatás tengelye az origóra illeszkedő, és   (          ) irányvektora egység 

hosszú.66 Ekkor az e tengely körül az óramutató járásával ellentétes irányban   szöggel történő 

forgatás mátrixa: 

                                                           
64

 Emlékeztetünk rá, hogy az egyenes irányvektora nem lehet nulla, így legalább az egyik koordinátája 
nem nulla. 
65

 A fenti eljárással bizonyítható, hogy a közölt mátrix valóban a forgatás mátrixa. Forrás: [28]:p154. 
elektronikus úton elérhető változata: [29]. 
66

 Tudjuk, hogy az egység megszorítás nem okoz gondot, mivel az ilyen módon meghatározott egyenes 
ekvivalens a nem egység irányvektorú egyenessel, ha illeszkednek ugyanarra a pontra, és a vektoruk 
párhuzamos. 
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(

  
 (      )          (      )            (      )        

    (      )          
 (      )          (      )        

    (      )            (      )          
 (      )      

) 

4.3.2. Tükrözés térben 

4.3.2.1. Tükrözés az origóra 

Az origóra tükrözés értelemszerűen adódik a síkbeli eset analógiájára. Egyértelmű, hogy a 

transzformációtól azt várjuk el, hogy egy pont minden egyes koordinátája az ellentettjére 

változzon. Ezáltal az origóra tükrözést leíró mátrix: 

(
    
    
    

) 

4.3.2.2. Tükrözés tengelyek síkjára 

Ha két tengely által kifeszített síkra szeretnénk tükrözni, éppen azt várjuk el, hogy a két 

tengelynek megfelelő koordináták ne változzanak, míg a harmadik éppen az ellenkezőjére 

változzon. Ezáltal értelemszerűen a transzformációt leíró mátrixok: 

1. és 2. tengely síkjára 1. és 3. tengely síkjára 2. és 3. tengely síkjára 

(
   
   
    

) (
   
    
   

) (
    
   
   

) 

Könnyen észrevehető, hogy a három mátrix szorzata éppen az 4.3.2.1. részben tárgyalt 

tükrözés az origóra mátrix formáját adja ki. Éppen ezt vártuk el a ettől a transzformációtól, 

hiszen mindhárom síkra történő tükrözés esetén éppen ugyanazt a pontot kell kapnunk, mint 

az origóra tükrözés esetén. 

Megjegyzés: Az origóra illeszkedő tetszőleges síkra való tükrözést a forgatáshoz hasonlóan csak 

közöljük, és nem érvelünk mellette.67 Legyen   az origóra illeszkedő tükörsík egységhosszú 

normálvektora. Ekkor az e normálvektor által meghatározott, origóra illeszkedő síkra történő 

tükrözés mátrixa: 

(

     
             

           
       

                 
 

) 

4.3.2.3. Tükrözés tengelyre 

Megfigyelhetjük, hogy egy adott koordinátatengelyre tükrözés előáll, két ugyanarra a 

koordinátatengelyre illeszkedő koordinátasíkra vett tükrözésként. Sőt, az is megfigyelhető, 

hogy ebben az esetben a síkokra vett tükrözések sorrendje felcserélhető. Jelölje          az 

egyes tengelyekre vett, valamint             az egyes tengelypárok által kifeszített síkra vett 

tükrözések mátrixát. ekkor az   pont    képére igaz, hogy: 

Az 1. tengelyre vett tükrözés Az 2. tengelyre vett tükrözés Az 3. tengelyre vett tükrözés 

                                                           
67

 Ez is a HOUSEHOLDER transzformáció egyik speciális esete. 
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   (    )     

  (      )      

   (    )     

  (      )      

   (    )     

  (      )      

 tehát  

   (
   
    
    

)    (
    
   
    

)    (
    
    
   

) 

Megjegyzés: Érdemes észrevenni, hogy az egyes tengelyekre vett tükrözések éppen előállnak, 

mint az adott tengely körül     -al történő forgatás épp úgy, mint a síkbeli esetben a 

középpontra tükrözés előáll a középpont körüli forgatás formájában. 

4.4. Az egységes alak 

Az előző fejezetben bemutattuk, hogy az alapvető egybevágósági transzformációk hogyan 

írhatóak fel, mint mátrixszal történő szorzást, leszámítva az eltolást. Ennek két hatalmas 

hátránya van. Az egyik, hogy ha egy egybevágóságot sok különböző, ráadásul az origóra nem 

illeszkedik a fixpont halmaza, akkor ez rengeteg számítási műveletet igényel. Eltolni a tükrözés 

és a forgatás fixpontjait, majd azokat visszatolni rengeteg számítási műveletet igényel, 

különösen akkor, ha nagyszámú pont képét kellene kiszámítanunk. A másik hátrány, hogy nem 

tudjuk egységesen és kényelmesen leírni az egybevágóságot, hiszen két különböző műveletet 

is azonosítunk vele. Azonban létezik módszer, amivel ez a probléma kiküszöbölhető. 

A probléma forrása, mint arra korábban rámutattunk az, hogy a mátrixokkal történő szorzás 

esetén a nullvektort bármivel is szorzunk meg a nullvektort kapjuk, azaz ez a művelet a 

geometriában az origót fixen hagyja, ezzel szemben az eltolásnak nincs fix pontja. A mentő 

ötletet az úgynevezett projektív geometria adja. 

Ennek keretében, első lépésként a sík geometriáját vizsgáljuk. 

4.4.1. A sík kiterjesztése 

A sík geometriája önmagában rendkívül korlátozott, és nem vizsgálja, hogy milyen a síkon kívül 

eső világ. Azonban ezt a világot el tudjuk helyezni térben. Nevezzünk meg egy darab síkot a 

térben, amit az eredetinek tekintünk. Legyen ez a sík azon pontok halmaza, amelyiknek a 

harmadik koordinátája 1. (Nevezzük ezt a síkot alapsíknak.) Azonban mi a helyzet az ezen a 

síkon kívül eső pontokkal? 

Mivel igazából mi egyetlen sík elemeiről értekezünk a síkgeometria esetében, ezért minden 

egyes pontot bijektív módon megfeleltetünk az alapsík egy pontjának, kivéve azon sík pontjait, 

amelyiknek a harmadik koordinátája 0. Ez hasonló elgondoláson alapul, mint az elemi 

geometria vektorfogalma.68 

Ezen háromdimenziós tér   és   pontját akkor nevezzük ugyanannak a pontnak, ha 

                                                           
68

 Ebben a dolgozatban eddig csak helyvektorokról értekeztünk. A vektor alapvető geometriai definíciója 
szerint egy vektor az irányított szakaszok egy ekvivalencia osztálya. Két vektor pontosan akkor ugyanaz a 
vektor, ha hosszuk és irányuk megegyezik. 
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továbbá       egyike sem nulla. Azon pontok, melyeknek harmadik koordinátája nulla, 

semelyik másik ponttal sem ekvivalensek. 

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha az origóból középpontosan vetítünk egy az alapsíkban 

lévő térelemet, azt ekvivalensnek tekintjük az összes az alapsíkkal párhuzamos síkban lévő 

képével, kivéve azt az esetet, amikor az origón átmenő síkba vetítünk.69 

 

4. Ábra: Az S síkban lévő A pontot és az S' síkban lévő A' pontot ekvivalensnek nevezzük, és őket ugyanannak a 

pontnak tekintjük 

Megjegyzés: Ezen a ponton jogos a kérdés, hogy vajon e pontok, melyeknek harmadik 

koordinátája nulla, minek felelnek meg az alapsíkon. Erről ebben a dolgozatban nem 

értekezünk. Értelemszerűen ez felel meg az Euklideszi síkot bővítő idális pontoknak, ezzel álőáll 

a projektív geometria egy modellje. A téma teljes feltárásához természetesen szükséges 

ezeknek a tárgyalása, azonban ez a következő fejezet témája lenne. 

Erre a felmerülő kérdésre természetesen lehet az a válasz, hogy ennek a következő 

témakörben adunk jelentőséget, addig is csak a háromdimenziós térnek azon részhalmazát 

tekintjük, amelyikben a harmadik koordináta nem nulla. 

4.4.1.1. Egybevágóságok a kiterjesztett síkban 

Ebben a térré kiterjesztett síkban vizsgálva észrevehetjük, hogy az alapsík 

koordinátatengelyeire történő tükrözés nem más, mint az adott koordinátatengely és a 

harmadik koordináta tengely által kifeszített síkra történő tükrözés. Az alapsík origója körül 

történő forgatás nem más, mint a harmadik tengely körüli forgatás. A középpontos tükrözés 

sem jelenthet problémát, hiszen tudjuk, hogy ugyanazt jelenti, mint a középpont körül     -al 

történő forgatást. 

Ez azt jelenti, hogy a sík elemi egybevágóságai, amelyeket eddig fel tudtunk írni mátrixszal 

történő szorzás formájában továbbra is felírható mátrixszal történő szorzás formájában. 

Azonban van egy hatalmas előnye. Az alapsík origóját ez által nem egy nullvektor jelképezi, 

                                                           
69

 Innen ered a projektív geometria elnevezés, valamint ez nagy szerepet kap a számítógépi 
megjelenítésben is. Helyesebb lenne a projektív tér megnevezés is, ez azonban a projektív geometria 
alapjainak tárgyalása nélkül többé-kevésbé értelmetlen, és félrevezető. 
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hanem egy olyan vektor, amelyiknek a harmadik koordinátája egy. Ez azt jelenti, hogy az 

eltolás is értelmezhető mátrixszal történő szorzásként, hiszen az alapsík egyetlen eleme sem a 

nullvektor által meghatározott pont, így a mátrixszal történő szorzás esetén nem lesz a képe 

automatikusan nullvektor. 

De hogyan is írjuk fel az eltolást a kiterjesztett térben? 

4.4.1.2. Eltolás a kiterjesztett síkon 

Tekintsük az alapsíkban az   pontot, és ennek keressük a   vektorral eltolt    képét. A fenti 

bevezetés szerint az   pontot jelképező   vektor koordinátái   (         ) míg az    

pontot jelképező    vektor koordinátái    (               ) . Feltéve ha úgy 

tekintünk a   vektorra, mint egy alapsíkbeli vektorra. 

 

5. Ábra: Eltolás a kiterjesztett síkon 

Némi számítással belátható, hogy az eltolást leíró mátrix: 

(
   
   
     

) 

Megjegyzés: Észrevehető, hogy a fenti elemi egybevágóságok mátrix szorzás értelmezése 

miatt, a szorzás sohasem változtatja meg a harmadik koordinátát, így kijelenthető, hogy az 

elemi egybevágóságok és az eltolások sorozatával előállított egybevágóság képe továbbra is az 

alapsíkban van. Ezáltal a kiterjesztett tér ekvivalencia osztályainak többi elemével nem is kell 

foglalkoznunk egybevágóságok esetében. 

4.4.2. A tér kiterjesztése 

Jogosan merül fel a kérdés, hogy működik-e ez a módszer a térre is. A válasz az, hogy igen. Ha 

így gondolunk rá a jól ismert háromdimenziós tér része egy négydimenziós térnek. 

Természetesen nem szemléltethető egy négydimenziós térben lévő háromdimenziós tér, és 

további nehézséget okoz a párhuzamos tér értelmezése.70 Ezzel szemben kiterjesztett teret 

leíró algebráját könnyen kezelhetjük maga a tér részletes ismerete nélkül. Ennek céljából 

immáron nevet is adunk a kiterjesztett tér pontjainak. 

                                                           
70

 Ennek ellenére a geometria ilyen euklideszi kiterjesztésének is van értelme, és az ilyen rendszerek is 
axiomatikusan megalapozottak. 
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47. Definíció Az   euklideszi térbeli pont homogén koordinátás megadásának nevezzük azokat 

a nem nulla      vektorokat, amelyekre igaz, hogy      és: 

  

  
       

  

  
       

  

  
    

Hasonlóan a síkbeli esettel, az    azon vektoraival, amelyekre      egyelőre nem 

foglalkozunk. 

48. Definíció Egy          ( )     függvényt az euklideszi tér elemi egybevágóságának 

nevezzük, ha   egy euklideszi térbeli pont homogén koordinátása megadása, és      -es 

mátrix 

(
 

 
 
 

    

)                 (

   
   
   

 
 
 

       

) 

alakú, ahol   az 4.3. fejezetben tárgyalt forgatások és tükrözéseket leíró    -as mátrixok 

valamelyike, és   (        ) egy eltolás vektora. 

Ezen a ponton tehetünk egy sarkalatos megállapítást, amely utat biztosít a továbbhaladáshoz. 

30. Tétel A tér elemi egybevágóságait leíró    -es valós mátrixok determinánsának abszolút 

értéke egy.71 

Ennek van egy rendkívül fontos következménye. Elemi geometriai tanulmányinkból tudjuk, 

hogy bármely egybevágóság felírható, mint az elemi egybevágóságok egymás után elvégzése. 

Továbbá a 14. Tételben láttuk, hogy két azonos alakú négyzetes mátrix szorzatának 

determinánsa megegyezik a determinánsok szorzatával. Ebből az következik, hogy bármely 

egybevágóságot leíró mátrix determinánsának abszolút értéke egy kell, hogy legyen. A 19. 

Definícióban láttunk egy speciális mátrixcsoportot, amelyikre ez igaz. Egyszerű számolással 

igazolható, hogy az elemi egybevágóságokat leíró mátrixok fenti   mátrixa (beleértve az 

eltolásét is) ortogonális. Belátható továbbá, hogy az elemi egybevágóságok tetszőleges egymás 

utáni elvégzésével előálló mátrixra ez továbbra is igaz.72  

49. Definíció Egy          ( )     függvényt az (  ) euklideszi tér egybevágóságának 

nevezzük, ha   egy (  ) euklideszi térbeli pont homogén koordinátása megadása, és   egy  

(
 

 
 
 

       

) 

alakú    -es mátrix, ahol   (        ) egy eltolás vektor, valamint   ortogonális.73 

                                                           
71

 Ezt a tételt nem bizonyítjuk, egyszerű számítással ellenőrizhető. Didaktikai szempontból 

mindenképpen érdemes elvégezni órai keretek között. 

72
 Ennek része, hogy ortogonális mátrixok (transzformációk) szorzata is ortogonális. Ennek formális 

bizonyítása megtalálható itt: [30]:p259 vagy itt [31]:p5 
73

 Ez a definíció eltér a szokásostól. A különbség az utolsó oszlop elemeiben van. Azzal a céllal tárgyaljuk 
másképp, hogy ne kelljen foglalkoznunk a kiterjesztett tér más elemeivel. Az ilyen módon definiált 
egybevágósági transzformáció esetén egy pont és képének utolsó koordinátája megegyezik. 
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Megjegyzés: Az előző két definíció következménye, hogy minden elemi egybevágóság is 

természetesen egybevágóság. Az ilyen sorrendű bevezetés szükséges volt a fejezetben használt 

induktív gondolkodási miatt. 

Megjegyzés: Hagyományosan természetesen a lineáris transzformációk tárgyalása történik 

meg először, és azok analitikus vizsgálata vezet oda, hogy a végén kimondhatjuk, hogy az ilyen 

jellegű mátrixok éppen az euklideszi tér egybevágóságai, mint az affin transzformációk egy 

esete. Azonban ezen dolgozat olyan gondolatmenetet követ, amelyik épít a középiskolás 

diákok tudására, és nem egy sokkal mélyebb tudást feltételez geometria és lineáris algebra 

terén. 

Megjegyzés: Habár a dolgozatban nem definiáltuk és vizsgáltuk az    tér szerkezetét, fontos 

megjegyezni, hogy a 49. Definícióban használt   függvény nem egybevágóság az    térben. 

Ennek oka, hogy ennek origóját (az   -beli nullvektort) továbbra is helybenhagyja, így nem írja 

le az eltolást ebben a térben. Könnyű ellenőrizni, hogy ha   egy eltolást ír le, akkor bármely 

  (          ) vektorra  ( )   . 

A 49. Definícióban megadott   mátrixról számítással belátható, hogy tetszőleges ilyen alakú 

mátrixok szorzata is ugyan ilyen alakú, tehát az egybevágóságok egymás után elvégzése 

valóban egybevágóság. 

4.4.3. Egybevágóság és axiómák 

A 49. Definícióval meghatároztuk a 3.B: Osztályok az Euklideszi térben című fejezetben tárgyalt 

modell egybevágóságát. A következő lépés annak megmutatása, hogy ez valóban kielégíti a 3.3 

részben tárgyalt egybevágósági axiómákat. 

31. Tétel A modellünkben egy egyenes képe is egyenes, tehát a 49. Definíció által 

meghatározott egybevágóság fogalma kielégíti az (EA1) egybevágósági axiómát. 

Bizonyítás: Legyen adva az  ( )     egybevágósági transzformáció, valamint az   pontjával 

és   nem nulla irányvektorával megadott egyenes. Ekkor azt szeretnénk belátni, hogy az 

egyenes bármely   pontjára igaz, hogy  ( ) pont illeszkedik az  ( ) pont és  ( ) vektor által 

meghatározott egyenesre. 

A   pont illeszkedése miatt létezik olyan   valós szám, amelyre       . Ezáltal a szorzás 

disztributivitását74 felhasználva: 

 ( )     (    )          ( )     ( ) 

Azaz az  ( ) pont illeszkedik az  ( ) pont és  ( ) vektor által meghatározott egyenesre. ● 

Megjegyzés: Az illeszkedésnél már indirekt módon láthatjuk is, hogy ugyanaz a   szám volt 

szükséges az eredeti és a képpont illeszkedéséhez. Ebből azt feltételezhetjük, hogy az 

egybevágóságunk valóban távolságtartó.  

32. Tétel A modellünkben két pont távolsága, és képeiknek távolsága megegyezik, azaz a 49. 

Definíció által meghatározott egybevágóság fogalma kielégíti az (EA2) egybevágósági axiómát. 

                                                           
74

 Lásd 4. Tétel. 
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Bizonyítás vázlat: A bizonyítás három lépésre bontható. Első lépésben egyszerű számítással 

belátható, hogy bármely a 49. Definíció feltételeinek eleget tevő mátrix felbontható 

egyértelműen két mátrix szorzatára úgy, hogy: 

       (
 

 
 
 

    

)  (

   
   
   

 
 
 

       

) 

Ez a két mátrix a definíció szerint tekinthető, mint egy          ( )      egybevágóság 

és egy          ( )      egybevágóság kompozíciója. 

Második lépésben belátható, hogy bármely ortogonális mátrix távolságtartó (ezáltal    mátrix 

is).75 Ebből következik, hogy az   függvény is távolságtartó. Negyedik lépésben egyszerű 

számítással igazolható hogy  (   )   ( ( )  ( )). 

Ezekből pedig következik, hogy ha   és   külön-külön távolságtartóak, akkor     kompozíció 

(egymás utáni) függvény is távolságtartó. Ekkor pedig bármely egybevágóság távolságtartó. 

33. Tétel A modellünkben pontosan egy egybevágósági transzformáció létezik, amelyik egy 

adott zászlót egy másikba visz, ezáltal a modellünk teljesíti az (EA3) egybevágósági axiómát. 

Bizonyítás vázlat: A tétel bizonyítása két lépésben történhet. Először is adunk egy 

egybevágósági transzformációt, másodsorban bizonyítható, hogy ez egyértelmű. 

Az első lépésben a következő elemi transzformációkat kell végrehajtanunk. Legyen adott     

zászlók. 

1. Határozzuk meg azt az eltolást, amelyik az   zászló félegyenesének végpontját a   

zászló félegyenesének végpontjába viszi. 

2. Határozzuk meg azt a forgatást, amelyikre az   zászló félegyenesének irányvektora 

éppen a   zászló félegyenesének irányvektorába viszi. Ezt legfeljebb három koordináta 

tengellyel párhuzamos tengely körüli forgatással el tudjuk érni. 

3. Ekkor, ha a két féltér éppen egybe esik, akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor a két féltér 

éppen kiadja az egész teret. Ekkor az immáron mindkét zászló félegyenesének 

végpontjára tükrözve megkapjuk a zászlók egyezését. 

A három előző művelet egymás utáni elvégzését felírhatjuk, mint egyetlen mátrixszal történő 

szorzás. A 49. Definíció értelmében ez a mátrix megfelel pontosan egy egybevágósági 

transzformációnak. 

A második lépésben azt lehet belátni, hogy ez a transzformáció egyértelmű, amennyiben a 

mátrixokkal történő szorzás, és végső soron a valós számok szorzása is az. ● 

4.5. Az egybevágóság inverze 

A 49. Definíció szerint az egybevágósági transzformációktól megköveteljük, hogy az őket leíró 

mátrix determinánsa egy, avagy mínusz egy legyen. Ebből természetesen (a 2.5. rész 17. tétel 

miatt) következik, hogy létezik inverz mátrixa. Az inverz mátrix szerepe geometriailag 

értelmezhető, hiszen az egybevágóságot éppen egy bijektív függvénynek tekintjük. Tehát 

                                                           
75

 Lásd 72. lábjegyzet. 
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léteznie kell egy olyan egybevágósági transzformációnak, amelyik egy térelem képét éppen az 

eredeti térelembe transzformálja vissza. 

Egy   mátrixot pontosan akkor neveztünk egy   mátrix inverzének, ha     . Ahol   az 

egységmátrix. Geometriailag ez éppen úgy értelmezhető, mint a helybenhagyás művelete, 

hiszen bármely   vektorra igaz, hogy    ( ( ))          . 

Megjegyzés: Ez azt is előrevetíti, hogy létezhetnek olyan általános transzformációk, amelyek 

ugyan bijektívek, de az őket leíró mátrix determinánsa nem egy, vagy mínusz egy. 

4.B: Egybevágóságok megvalósítása 

Az 4.4.2. részben tárgyaltak és a mátrixszorzás asszociativitásának76 további hozadéka, hogy ha 

nagyszámú transzformációt kell elvégeznünk, akkor nem szükséges minden egyes szorzást 

sorrendben végrehajtanunk, hanem egyetlen egyszer kiszámíthatjuk a végső transzformációs 

mátrixot, és elegendő azzal szorozni. Ez óriási különbséget jelent teljes számítási időben 

tekintve, ha több transzformációt is el kell végeznünk egymás után, különösen akkor, ha nem 

csak elemi transzformációkról van szó. Mint láttuk ahhoz, hogy egy tetszőleges pont körül 

forgassunk, először mindent el kell tolnunk az origóba, ezután ott forgatni, majd visszatolni. Ezt 

a műveletsorozatot minden egyes számon tartott ponttal meg kell tennünk, így ez rengeteg 

számítást igényel. Ehelyett most már elegendő kiszámítanunk azt a mátrixot, amelyik ezt a 

három lépést helyettesíti, és azzal az egy mátrixszal kell minden egyes pontot egyetlen 

alkalommal végigszorozni. 

Ezt az előnyt nagymértékben aknázzák ki a számítógépek grafikus képmegjelenítő programjai. 

Minden egyes időintervallumban a processzort és memóriát használva a vezérlőegység 

összegyűjti az összes szükséges transzformációt, és pontosan egyszer, közvetlenül a 

megjelenítés előtt egyszer transzformálja az összes pontot. 

Megjegyzés: Ennek a dolgozatnak nem célja, hogy bemutassa a grafikus megjelenítő API-k77 

működését. A célja az, hogy bemutassa, miért éppen így valósítjuk meg a transzformációt leíró 

osztályunkat. 

4.6. Az Egybevágóság osztály 

Mint láttuk, az egybevágóság megfeleltethető mátrixszal szorzásnak. Ennek előnye, hogy a 

Mátrix osztály Vektor osztályú objektummal történő szorzását a 2.10. részben definiáltuk. 

Azonban problémát jelent ennek megvalósítása, tekintettel rá, hogy úgy terveztük, hogy 

egyetlen pontot egy valós számhármas, és nem egy valós számnégyes reprezentál. Ennek 

érdekében az egybevágósági transzformációt elvégző függvénynek kell megvalósítania a 
                                                           
76

 Lásd 4. Tétel. 
77

 Application Programming Interface – Szoftwer fejleszési programozói felület. Olyan függvény halmaz 
és adatcsomag, amelyet más programok fejlesztéséhez lehet felhasználni. Lényegében minden program 
API-k segítségével kommunikál a perifériákkal és a számítógépek alkatrészeivel. 



Király Dániel  A geometria modellje a programozás oktatásban 

 
90 

pontok és vektorok homogénkoordinátás előállítását, majd a transzformáció végeztével ennek 

visszakonvertálását hagyományos három koordinátás ponttá és vektorrá. Ebből a célból az 

Egybevágóság osztályt a Mátrix osztályból vezetjük le, amelyiknek lesz egy transzformálás 

függvénye.78 

Milyen részekkel kell rendelkeznie egy egybevágósági transzformációkat megvalósító 

osztálynak? A legfontosabb hogy rendelkezzen egy transzformálás függvénnyel, amelyik egy 

paraméterül kapott pontnak éppen a képét adja vissza. Fontos hogy kényelmesen hozhassuk 

létre. Ebből az okból a konstruktorokból minden egyes elemi transzformációnak létrehozunk 

egyet, kiegészítve azzal, hogy nem kötjük meg, hogy csak az origóra illeszkedő pont és tengely 

körül forgathatunk, vagy tükrözhetünk rá. Ennek kényelmi okai vannak. Könnyebb egy osztályt 

eleve konstruktornál így létrehozni, mint az osztályt felhasználó programozótól elvárni, hogy 

helyes sorrendben definiálja ezeket. 

Továbbá szükség van egy eljárásra, amelyik hozzáfűz egy transzformációt az éppen meglévő 

transzformációhoz.79 Ez azt jelenti, hogy ha adott egy          ( )     transzformáció, 

és hozzáveszünk egy          ( )     egybevágóságot, akkor értelmezésünk szerint az 

    kompozíció függvény (az egybevágóságok egymás utáni elvégzése) éppen az 

   ( )   ( ( ))  (  )   (  ) 

függvénnyel írható le. Lényegében tehát szükség van a függvények között értelmezett   

operátort megvalósító függvényre. 

Megjegyzés: Ezt az operátort függvényként definiálni indokolt, hiszen az operátorok jellemzően 

két objektumhoz visszaadnak egy harmadikat, azonban itt épp azt szeretnénk, hogy a meglévő 

transzformációhoz hozzáfűzzünk egy újat, tehát éppen a meglévő transzformációnkat 

szeretnénk módosítani, és nem egy újat létrehozni. Ennek memória használati okai vannak. 

Függvény esetében minden egyes hozzáfűzendő transzformáció esetében egyetlen példányt 

hozunk létre (azt amelyiket hozzáfűzzük), míg operátor esetében kettőt (egyet, amelyiket 

hozzáfűzzük, és egyet amelyikbe az eredmény kerül). Logikailag tehát jobban megfelel egy 

függvény, mint egy operátor. 

Megjegyzés: Az objektum orientált programozás elveinek jobban eleget tesz, ha ezt a 

transzformációt megvalósító függvényt (amelyik paraméterül kapja a transzformációt leíró 

osztályt) minden egyes definiált térelemhez hozzáfűzzük. Célszerűbb ezt az utat választani, ha 

összetettebb térelemekről, és alakzatokról van is szó. Ilyenkor célszerűbb lehet szintén egy ős 

osztályt létrehozni, amelyben már meghatározzuk az alakzatot leíró adathalmaz szerkezetét. 

Ezután az egyes speciális alakzatokat leíró osztályt ebből az ős osztályból származtatjuk le, és 

itt már csak az ős osztály által megvalósított adattároló tartalmával kell foglalkoznunk, és nem 

a szerkezetével. Ezáltal sok különböző jellegű alakzatot egységesen lehet leírni transzformációs 

szempontból, valamint esetleg a kirajzolás céljából. Ezt azonban a dolgozat nem tárgyalja. 

Amennyiben a téma tárgyalása kiegészül valódi megjelenítő program készítésével, ennek a 

                                                           
78

 Fontos megjegyezni, hogy amennyiben az egybevágósági transzformációkkal nem ér véget a téma 
tárgyalása, akkor célszerűbb egy általános Transzformáció osztályt bevezetni (ezt leszármaztatni a 
Mátrix osztályból), amelyik rendelkezik egy transzformálás függvénnyel, és ebből leszármaztatjuk az 
Egybevágóság osztályt. Ennek hozadéka, hogy a különböző, nem feltétlenül egybevágósági 
transzformációkat is lehet egységesen kezelni, és csak a létrehozáshoz használjuk fel, hogy 
egybevágóság. 
79

 Ezt is megvalósíthatja egy általános Transzformáció osztály, amennyiben nem a téma tárgyalása 
nem ér véget az egybevágóságokkal. 
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módszernek a használata javasolt. Ettől függetlenül természetesen érdemes az itt bemutatott 

módon is definiálni a transzformációt leíró függvényt, tekintettel rá, hogy ez segítséget 

jelenthet az előzőkben leírt módszer megvalósításában. 

4.7. Az osztály megvalósítása 

Az előző részben tárgyaltuk, hogy milyen részekre lehet egy Egybevágóság osztálynak 

szükségessége.  

4.7.1. Konstruktorok 

Milyen konstruktorokra lesz szükség? Minden egyes elemi egybevágósághoz létrehozunk 

egyet. Ezek: 

Elemi egybevágóság Szükséges paraméterek 

Eltolás Az eltolás vektora 

Tengely körüli forgatás 
A koordináta tengely sorszáma, amelyik körül forgatunk, és az óra mutató 
járásával megegyező irányú szög, amellyel forgatunk 

Síkra tükrözés 
A koordináta tengelyek sorszámai, amelyek által kifeszített sík az, amire 
tükrözünk 

Tengelyre tükrözés A koordináta tengely sorszáma, amelyre tükrözünk 

Középpontra tükrözés A középpont, amelyikre tükrözünk 

Ezek megvalósítása következik. Emlékeztetünk arra, hogy a Mátrix osztályból történő 

leszármaztatás miatt, nem szükséges az adatrészeket újra definiálnunk, hiszen azokat az ős 

osztály már tartalmazza. 

788 osztály Mátrix:Egybevágóság 
789 { 
790  Egybevágóság(Vektor eltolasvektor)    //eltolás 

791  { 

792   n := 4 

793   m := 4 

794   Ciklus i = 0-tól 3-ig 1-esével 

795   { 

796    Ciklus j = 0-tól 3-ig 1-esével 

797    { 

798     Ha (i ?= j) akkor elemek[i][j] := 1 

799     egyébként Ha (i ?= 4) akkor elemek[i][j] := 

eltolasvektor[j] 

800     egyébként elemek[i][j] := 0 

801    } 

802   } 

803  } 

804   
805  Egybevágóság(Egész sorszám, valós fok)   //forgatás tengely körül 

806  { 

807   Ha (sorszám > 3) akkor HIBA 

808   Ha (sorszám < 1) akkor HIBA 

809   n := 4 

810   m := 4 

811   Ciklus i = 0-tól 3-ig 1-esével 

812   { 

813    Ciklus j = 0-tól 3-ig 1-esével 

814    { 
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815     Ha (i ?= sorszám) VAGY (j ?= sorszám) VAGY (i ?= 4) VAGY  

(j ?= 4) akkor 

816     { 

817      Ha (i ?= j) akkor elemek[i][j] := 1 

818      egyébként elemek[i][j] := 0 

819     } 

820     egyébként Ha (i ?= j) akkor elemek[i][j] := cos(fok) 

821     egyébként 

822     { 

823      Ha (i > j) akkor elemek[i][j] := sin(fok) 

824      egyébként elemek[i][j] := -sin(fok) 

825     } 

826    } 

827   } 

828  } 

829  
830  Egybevágóság(Egész sorsz1,sorsz2)    //tükrözés síkra 

831  { 

832   Ha (sorsz1 > 3) VAGY (sorsz2 > 3) akkor HIBA 

833   Ha (sorsz1 < 1) VAGY (sorsz2 < 1) akkor HIBA 

834   Ha (sorsz1 ?= sorsz2) akkor HIBA 

835   Ciklus i = 0-tól 3-ig 1-esével 

836   { 

837    Ciklus j = 0-tól 3-ig 1-esével 

838    { 

839     Ha (i != j) akkor elemek[i][j] := 0 

840     egyébként Ha (i ?= sorsz1) VAGY (i ?= sorsz2) VAGY (i ?= 

4) 

akkor elemek[i][j] := 1 

841     egyébként elemek[i][j] := -1 

842    } 

843   } 

844  } 

845  
846  Egybevágóság(Egész sorszám)     //tükrözés tengelyre 

847  { 

848   Ha (sorszám > 3) VAGY (sorszám < 1) akkor HIBA 

849   Ciklus i = 0-tól 3-ig 1-esével 

850   { 

851    Ciklus j = 0-tól 3-ig 1-esével 

852    { 

853     Ha (i != j) akkor elemek[i][j] := 0 

854     egyébként Ha (i ?= sorszám) VAGY (i ?= 4) akkor 

 elemek[i][j] := 1 

855     egyébként elemek[i][j] := -1 

856    } 

857   } 

858  } 

859   
860  Egybevágóság(Pont tükörpont)     //középpontos tükrözés 

861  { 

862   Ciklus i = 0-tól 3-ig 1-esével 

863   { 

864    Ciklus j = 0-tól 3-ig 1-esével 

865    { 

866     Ha (i != j) akkor elemek[i][j] := 0 

867     egyébként Ha (i ?= 4) akkor elemek[i][j] := 1 

868     egyébként elemek[i][j] := -1  

869    } 

870   } 

871   új Egybevágóság((-1)*(tükörpont.hely)) origóba_tol 

872   új Egybevágóság(tükörpont.hely) visszatol 

873   EZ := (origóbatol * EZ) * visszatol 

874  } 

875 … 

Megjegyzés: A középpontos tükrözésnél nem használtuk ki a transzformációkat összefűző 

függvényt, habár megtehettük volna. Az OOP esetében nem számít az eljárások, adattagok, 
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operátorok és egyébként bármely osztály részeinek definíciós sorrendje, egészen amennyiben 

azok definiálva vannak. Fontos azonban észrevenni, hogy kihasználtuk, hogy az Egybevágóság 

osztályt a Mátrix osztályból származtatjuk, így értelmezhetjük rajtuk a * operátort, azaz a 

mátrixok közötti szorzást. 

Megjegyzés: A koordináta tengelyre tükrözés esetében nem használtuk ki az 4.3.2.3. részben 

tárgyalt koordináta tengelyek által kifeszített síkra vett tükrözést, tekintettel rá, hogy jóval 

több lépést kell végrehajtani a két tükrözés definiálásához majd azok összefűzéséhez, mintsem 

egyszerűen közvetlenül meghatározni az egybevágóság mátrixát. 

Megjegyzés: A 4.3. részben megadtuk a tetszőleges origóra illeszkedő síkra történő tükrözés, 

és a tetszőleges origóra illeszkedő egyenes körüli forgatás mátrixát is. Ezek ismeretében 

érdemes lehet ezeknek is definiálni egy-egy konstruktort, és a középpontra tükrözéshez 

hasonlóan definiálható a tetszőleges síkra tükrözéshez, illetve a tetszőleges egyenes körüli 

forgatáshoz használatos konstruktorok létrehozása. Ebben a dolgozat ettől eltekintünk. 

4.7.2. A transzformáció és az összefűzés 

Mint ennek a résznek a bevezetőjében említettük, az egyes transzformációkat végrehajtó 

függvényeket helyesebb lenne az adott térelemnél definiálni, azonban fontos, hogy a művelet 

szimmetrikus módon mindkét osztályból végrehajtható legyen, és az Egybevágóság osztályon 

belül is legyen egy ilyen függvény. Ennek három variánsát (túltöltését) definiáljuk, aszerint 

hogy vektort, pontot, egyenest esetleg síkot transzformálunk. Fontos, hogy mivel a Pont 

osztályt nem közvetlenül a Vektor osztályból származtattuk, ezért mindkettőt külön meg kell 

valósítani, azonban a Szakasz osztályt az Egyenes osztályból származtattuk, így az egyenes 

transzformációja egyben a szakasz transzformációja is. 

Fontos megjegyezni, hogy mivel minden térelemünk végső soron a Vektor osztályt használja 

fel, a Vektor osztály transzformációját megvalósító függvény kivételével, mindegyik 

visszavezethető erre. Ezáltal a Pont, Egyenes és Sík osztályok transzformációja sokat 

egyszerűsödik. 

876 … 
877  Vektor transzformáció(Vektor v) 

878  { 

879   új Tömb(valós)[4] seged_v 

880   Ciklus i = 0-tól 2-ig 1-esével 

881   { 

882    seged_v[i] := v[i] 

883   } 

884   seged_v[3] := 1 

885   új Vektor(seged_v) hom_v 

886   hom_v := hom_v * EZ 

887   új Vektor(4) kesz_v 

888   kesz_v.koordináták[0] := hom_v.koordináták[0] / 

hom_v.koordináták[3] 

889   kesz_v.koordináták[1] := hom_v.koordináták[1] / 

hom_v.koordináták[3] 

890   kesz_v.koordináták[2] := hom_v.koordináták[2] / 

hom_v.koordináták[3] 

891   transzformáció := kesz_v 

892  } 

893   
894  Pont transzformáció(Pont P) 

895  { 
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896   transzformáció := új Pont(EZ.transzformáció(P.hely)) 

897  } 

898  
899  Egyenes transzformáció(Egyenes e) 

900  { 

901   transzformáció :=  

új Egyenes(EZ.transzformáció(e.pontja), EZ.transzformáció(e.iránya)) 

902  } 

903  
904  Sík transzformáció(Sík s) 

905  { 

906   transzformáció := új Sík(EZ.transzformáció(s.pontja), 

EZ.transzformáció(s.irány1), EZ.transzformáció(s.irány2)) 

907  } 

908 … 

Az összefűzés művelete lényegében nem más, mint a mátrixok összeszorzása. Ezáltal nem is 

kell mást tennie, mint az adott példányhoz hozzászorozni a paraméterként kapott 

transzformáció mátrixát. 

909 … 
910  Egybevágóság összefűz(Egybevágóság f) 

911  { 

912   EZ := EZ * f 

913   összefűz := EZ 

914  } 

915 } 

Megjegyzés: Az összefűz függvény nem csak visszaadja értékként az összefűzött 

transzformációt, hanem meg is változtatja az adott példányt. Ezáltal nem kell új 

Transzformációt felvenni, minden egyes esetben, amikor egy új transzformációt hozzáfűzünk. 
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5. Összegzés 

Az előző három fejezet során megismerkedtünk az axiómákra alapozott geometria, valamint az 

axiómarendszert teljesítő modell közti különbséggel. Bemutattuk, hogy erre hogyan épülhet fel 

egy valós számhármasokat pontként és vektorként értelmező modell. Megismerkedtünk ennek 

matematikai eszköztárával, az objektum orientált programozás alapjaival, valamint 

megvalósítottuk a geometria e modelljét objektum orientált programozás segítségével. 

Ezek után kezünkben van az eszköztár, amivel komplex alakzatokat definiálhatunk az euklideszi 

térben, és ezeket mozgásra bírhatjuk. Ezáltal rendelkezésre állnak azok az eszközök, 

amelyekkel definiálni tudunk alakzatokat, amelyeket megjeleníthetünk a számítógép 

képernyőjén. Magához a megjelenítéshez azonban szükségünk lenne a transzformációk 

további analitikus vizsgálatához, a projektív transzformációk, és a projektív tér definiálására. A 

dolgozatban követett gondolatmenetet követve és folytatva javasolható ennek kidolgozása. 
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6. Függelék 

6.A: A függvények hibakezelésről 

Több pszeudokód szegmensben láthattunk hibakezelést. Például a legutóbbi fejezetben 

szerepel a következő részlet: 

916 … 
917   Ha (sorsz1 > 3) VAGY (sorsz2 > 3) akkor HIBA 

918   Ha (sorsz1 < 1) VAGY (sorsz2 < 1) akkor HIBA 

919   Ha (sorsz1 ?= sorsz2) akkor HIBA 

920 … 

A legtöbb OOP nyelv alkalmaz beépített hiba-, kivételkezelő rendszert. Ennek oka, hogy a 

legtöbb esetben egy-egy osztályt egy-egy ember definiál, így nem lehet még pontos 

dokumentációval sem kiküszöbölni, hogy az egyes függvényeket csak az értelmezési 

tartományuknak megfelelő paraméterekkel hívjuk meg. A hagyományos esetben ilyenkor a 

függvény egészen meglepő eredményeket ad vissza, ami abba hamis feltételezésbe engedi esni 

a programozót, hogy a programkódja helyesen működik. A másik lehetőség, hogy a program 

futási időben egyszer csak hibával kilép. Ezt követően hosszú és fáradságos hibakeresés 

következik. 

Ennek kiküszöbölése érdekében vezették be az úgynevezett kivételkezelést, amelyet a 

leggyakrabban használt OOP nyelvek alkalmaznak is. Ennek lényege, hogy a programozó 

számíthat rá, hogy habár egy eljárás paraméterei az értelmezési tartomány típusainak 

megfelelnek, nem mindegyiket tudja értelmezni. Ezt a kivételt futási időben kezelheti, és 

felszólíthatja rá a felhasználót, hogy helyesbítse az adatokat, és eseményeket. Ennek hatalmas 

szerepe van az eseményvezérelt programozásban, szimulációkban. 

Ezzel szemben merül fel a didaktikai ellenvetés, hogy ez a nyelv sajátosságainak kihasználása, 

és nem tanít helyes programozásra. 80  Az ellenvetés jogos, és kiküszöbölhető az OOP 

alapelveinek felhasználásával. 

                                                           
80

 Fontos megjegyezni, hogy a kivételkezelést egyes nyelvek nem csak támogató eszközként, hanem 
elsődleges eszközként használják alapvető feladatok megoldására. Ilyen módon például a C# nyelvben a 
fájlból olvasást addig folytathatjuk, amíg a fájl vége kivétel nem érkezik. [32] 
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Ennek egy megoldása, ha definiálunk egy Hiba nevű osztályt, amely mindösszesen egy logikai 

hibás tagot, és esetleg egy hibaszöveget tartalmaz, aminek segítségével a felhasználó 

azonosíthatja a hiba okát. Ezután minden más általunk más osztályból nem származtatott 

osztályt ebből az osztályból származtatunk le. Ezáltal a programozó minden egyes osztályban 

rendelkezni fog ezzel az adattaggal, és azonnal felmérheti, hogy hol a hiba. 

25. Példa Az előző példát újra felhasználhatjuk. Definiáljuk a következőképen az osztályainkat: 

921 osztály Hiba 
922 { 
923  logikai hibás 

924   
925  Hiba() 

926  { 

927   hibás := HAMIS 

928  } 

929   
930  Hiba(logikai h) 

931  { 

932   hibás := h 

933  } 

934 } 
935 … 
936 osztály Hiba:Mátrix 
937 { 
938 … 
939 } 
940 … 
941 osztály Mátrix:Egybevágóság 
942 { 
943 … 
944  Egybevágóság(Egész sorsz1,sorsz2)    //tükrözés síkra 

945  { 

946   Ha (sorsz1 > 3) VAGY (sorsz2 > 3) akkor hibás := IGAZ 

947   egyébként Ha (sorsz1 < 1) VAGY (sorsz2 < 1) akkor hibás := IGAZ 

948   egyébként Ha (sorsz1 ?= sorsz2) akkor hibás := IGAZ 

949   { 

950   … 

951   } 

952  } 

953 … 
954 } 

A nem megismételt sorokat változatlanul hagyjuk. Ezután ha arra számítunk, hogy valamelyik 

függvény véletlenül kaphat az értelmezési tartományán kívüli értéket, semmi más dolgunk 

sincs, mint megvizsgálni az adott eljárás vagy függvény után, hogy az adott osztály hibás tagja 

igaz-e vagy sem, és e szerint eljárni. 

Például: 

955 … 
956  új Egybevágóság(4,2) f 

957  Ha (f.hibás) akkor „Mond meg a felhasználónak hogy rossz ilyen 

tükrözés nem létezik” 

958  egyébként … 

Ezzel a módszerrel felkészíthetjük az osztályainkat arra, hogy alapszintű kivételkezelést 

végezzenek, és az osztályt felhasználó programozó is segítséget kap. 

Természetesen továbbra is az osztályt felhasználó programozó dolga elérni, hogy semelyik 

függvényt, eljárást és operátort se hívjuk meg az értelmezési tartományán kívüli értékekkel. Ezt 

sehol sem mutattuk be pszeudokódként, és az olvashatóság kedvéért írtuk „Ha feltétel 

akkor HIBA” alakban.   
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6.B: Tárgymutató 
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elemi egybevágóság .................................. 83 

egyenes .................................................... 50, 58 
azonos egyenesek ...................................... 61 
egyenlő egyenesek .................................... 61 
határegyenes ............................................. 52 
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félegyenes ..................................................... 52 
félsík .............................................................. 53 
féltér .............................................................. 53 
Gauss-elimináció ..................................... 22, 44 
háromszög ..................................................... 53 
homogén koordináta ..................................... 83 
illeszkedés ...................................................... 50 
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determináns .............................................. 20 
diagonális mátrix ....................................... 17 
egységmátrix ............................................. 17 
háromszög mátrix ...................................... 17 
invertálható mátrix .................................... 23 
inverz mátrix ........................................ 23, 86 
két mátrix egyenlő ..................................... 16 
kvadratikus mátrix ..................................... 17 
mátrix k-szorosa ........................................ 18 
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ortogonális ................................................ 23 
oszlopmátrix ............................................. 16 
részmátrix ................................................. 16 
sormátrix ................................................... 16 
szorzatmátrix ............................................ 18 
transzponáltja ........................................... 16 
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kollineáris pontok ..................................... 51 
koplanáris pontok ..................................... 51 
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szakasz belső pontja ................................. 63 

sík ............................................................ 50, 65 
azonos síkok .............................................. 72 
egyenlő síkok ............................................ 72 
határsík ..................................................... 53 
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egyenes szakasz ........................................ 52 
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szakasz határpontja .................................. 52 
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számtest feletti mátrix .................................. 15 
szögtartomány .............................................. 53 
távolság ................................................... 51, 57 
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oszlopvektor ............................................. 16 
sorvektor ................................................... 16 
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[28] Basic Mathematics for Electronic Engineers: models and applications – John E. Szymanski (Van Nostrand Reinhold 
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 Geometria II. – V. T. Baziljev, K. I. Dunyicsev (Második kiadás, Tankönyvkiadó, Budapest 1987, ISBN 963-

18-0539-5, ISBN 963-18-0541-7) 
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 http://marekrychlik.com/cgi-bin/gauss.cgi 

 http://c2.com/cgi/wiki?InheritanceInVbClassic 

 Microsoft Library: http://msdn.microsoft.com/en-us/library/ms123401.aspx  
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