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1. Bevezetés

Ezen fejezet a dolgozat pedagdgiai, és szaktargy didaktikai céljait targyalja.

A koz- és felsGoktatast napjainkban a legtobb kritika a tudas hasznalhatdsdganak terén éri.
Ennek oka, hogy az oktatdsi rendszer alapvet6en konzervativ, a valtozasnak és a
rohamléptekben fejl6dé technoldgidnak, valamint az annak a tarsadalomra gyakorolt
hatdsanak természetszeriileg ellenadll. Megmutatkozik ez abban, hogy maga a tananyag
létjogosultsaga évszazadokban, évezredekben mérhetd, valamint abban, hogy a nevelés
legf6bb kimondatlan célja, hogy a feltorekvé nemzedékek szdmara atyaik, Gseink értékrendjét
kozvetitsik.

Ezen cél sziikségessége megkérddjelezhetetlen, hiszen a térténelem egy folytonos folyamat, és
nem képes ugrasokban el6re haladni, még ha latvanyos, nagyszabasu valtozdsokat is
eredményez. Azonban minden nevelési folyamatnak célja, hogy résztvevginek a lehetd legjobb
lehet&séget nydjtsa a mindennapi életre, s6t, a mindennapi élet jobba tételére.

Ezen dolgozat célja egy olyan oktatdsi anyag bemutatdsa, amely a jelenlegi iskolai keretek
kozott a ,legjobb”, ,leghasznadlhatdébb” tudast nydjtja matematika és informatika terén azok
szamadra, akik legalabb egy kicsit elkdtelezettnek érzik magukat ezen irdnyba. Azonban jelenlegi
kozoktatadsi rendszeriink utolsd par éve, valamint a fels6oktatdsunk engedélyez a didkok
szdmara némi szabadsagot tanulmanyai megvalasztasara, a specializdlédasra.

1.1. Hangsulyeltolddas az altalanos pedagogiai célokban

1.1.1. A motivaciohiany 6rdogi kore

A legtobb kritika a mai koz és felsGoktatdst az ott megszerzett tudds hasznalhatésagaban éri.
Ezen kritika jellemz&en olyan felektél érkezik, akik az oktatasi rendszer haszonélvezGi. Olyan
személyek, cégek, vallalkozdsok vagy éppen kozalkalmazok, akik szeretnék a koz- és
fels6oktatdsbdl kikerll6 diakok tudasat és képességeit kozos hasznukra, és ezaltal a koz
haszndra forditani. Ugyanezen kritika fogalmazédik meg az oktatasi rendszerbél kikeril6k
részérél. Masfél évtizednyi tanulds utan azt tapasztaljak, hogy a munka vilaga egyaltalan nem
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olyan, mint amilyennek torténelem vagy éppen irodalom éran tanultak, és hogy tudasuk habar
helyes, a legtdbb esetben elavult és szegényes.

Ennek ellenére erds az oktatdsi rendszer ellenalldsa pusztan a belsé feszilé és ellenalld
érdekek miatt, és gyakorta azzal védekezik, hogy az oktatdsi rendszer lehetlséget adott a
szlikséges ismeretek elsajatitdsdra. Ez persze elfogadhatd, és legtobbszor jogos védekezés. A
didkok tulnyomé tobbségének fogalma sincs mire van sziiksége a munkaerGpiacnak és a
tarsadalomnak, pusztdn az alapjan valasztanak specializaciét, aminek el6feltételeiben picit
kénnyebben, és probléma mentesebben tudtak haladni.

Mindezek mellett a didkok szamara is egyértelm(, hogy a koz- és felsGoktatdsi rendszer nem
azt nyujtja, amire életik azt kbvet6 negyven (és ma mar nem lehetetlen, hogy 6tven) éve alatt
szikséglik lesz. Ezen informdcié forrasa szdmukra a mindennapi média, ismer6sok és baratok.
Mivel sajat okuldsukat feleslegesnek és hosszitavon reménytelennek érzik motivaciéjuk
jelent&sen csokken. A motivacid hidnya a didkok tobbségénél az elérhet6 szinvonalhoz képesti
jelentés romlast eredményezi.

Ezen szinvonalromldsra kényszerlien kell reagdlnia az adott koziskolanak, avagy egyetemi
képzésnek is. Az elvardsokat kényszeriil csokkenteni az oktatdsi intézmény, hogy ezzel
valamilyen formaju motivaciét biztositson a didkok tulnyomd tobbsége szamadra, valamint
azért, hogy sajat l|étjogosultsagat és sziikségességét megtartsa. Ennek a folyamatnak
mindennapjainkban is szemtanui lehetiink, és olyan jelei vannak, mint a felsGoktatasba keril6k
atlagos felvételi pontszamdanak romldsa a felvettek csokkené szama, és gyakorlatilag
valtozatlan kdvetelmény( pontszamitasi és vizsgarendszer mellett.’

Amikor pedig az altaldnos elvarasokat csokkentik, és a teljesitmény esése jellemzd, akkor még
az amugy magasan, motivalt, teljesitmény orientdlt didkok is csokkené motivaciot
tapasztalhatnak. igy a teljes didksdg csokkend motivéciot élhet at, ami az elérhetd tananyag
nem megfelel6 elsajatitdsdhoz vezet, aminek sziikséges kdvetkezménye a hasznalhaté tudas
hidnya.

Ezen folyamat tehat egy pozitiv visszacsatoldsu jelenség.

Természetesen akadnak szép szammal olyanok, akik a rendszer ezen ,6rdogi korébdl” ki
tudnak szakadni. llyenek jellemz8en az elitiskoldk, ahol gondot forditanak arra, hogy a didakok
folyamatosan motivaltak, és érdekeltek maradjanak a sajat fejlédésiikben. Akadnak olyanok is,
akik az iskolai rendszeren kivil taldljak meg azon motivacids okokat, amiért kiizdenek.

Az iskola feladata tehat, hogy gondot forditson a didkok motivaltsagara mar pusztan azzal is,
hogy a diakok szamara felhivja a figyelmet arra, hogy az adott ismeretanyag hol, és hogyan
hasznalhato fel, valamint azzal, hogy olyan ismereteket oktat, ami napjainkban is szlikséges és
fontos.

1.1.2. A naprakész tudas, mint motivacios forras

Az iskolai keretek kozott oktatott naprakész, alkalmazott tudds jelent6s, ha nem a
legfontosabb motivacids forrasként hathat.

"[1]
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Extrinzik motivacioként hathat, hiszen a siker és kézzelfoghaté anyagi haszon minden résztvevé
szdmadra nyilvanvalé. Ugyanakkor a tavoli megtériilés gondolata csokkenti az adott pillanatban
érvényesiil6 mas motivacidokkal szembeni hatast. (Jellemz6en nem azért tanul egy didk, és
kiilondsen nem egy tinédzser, mert az szamara husz, harminc esztend6 multan hasznot fog
hajtani.)

Intrinzik motivacidként hathat, hiszen részletegységekre bontva mindennapi sikerélményt és
mindennapi , hasznossag tudatot” biztosit mind a didkok, mind az azt oktaté tanarok szamdra.

A didkok szdmdra tovabbi er6s motivaciét jelent a naprakész tuddst tanitdé tandr pusztdn azzal
a naprakész tudas altal jelképezett autoritas és szakértelem. Vitathatatlan, hogy sokan
egyetlen tandr kivalds szaktuddsa, tekintélye és egyetlen targy iranti vitathatatlan lelkesedése
hatdsara lettek maguk is egy-egy teriilet miivelGi, szakértdi, tekintélyei. Ennek a hatasnak
elénye, hogy nem feltétele az iskolai kornyezet. Egyes személyek képesek e hatast kivaltani
példaul kényvek formajaban (jé kortars példak: Stephen Hawking és Carl Sagan) vagy épp
magantanarként (torténelmi példak: René Descartes és Arisztotelész). Ezen hatas raadasul
napjainkban felgyorsult és azonnal, mindenki szdmdara elérhetd, korlatozasoktél jobbara
mentes médidban jocskan feler6sodik. Megannyi gyermek szeretne ,sztar” lenni. Tobbségliket
pusztan az motivdlja, hogy idoljuk képes valamit kivaléan megtenni. Mi torténne, ha ezek az
idolok tanitandk is azt, amiben annyira j6, és annyi embert motivalnak?

Az e dolgozatban ismertetett tananyag kivdléan oktathatd projekt- és csapatmunka keretében.

1.1.3. A csapatmunka tanitasa és tanulasa

Napjainkban a a tarsadalmi munkamegosztas belekényszeriti az embert egy-egy csoportba,
csapatba (angol széval team-be?), hogy kézosen dolgozzanak valamely nagyobb cél elérésért,
amelyre egyetlen ember nem képes. Lehet valaki sztdr épitész, aki gigantikus hidakat,
felh6karcoldkat tervez, de még mogottiik is szamtalan ember all, akik részletrgl részletre,
pillérrél pillérre tervezik meg, hogy a végén az dalljon 6ssze még mindig pusztan tervben, amit
az épitész megalmodott. Pusztan a munkamegosztas tette lehetévé, hogy napjaink
életszinvonala 06sszesem hasonlithatd a két évszazaddal ezel6ttivel (hozzavetdleg
tizgenerdcidnyi id6vel), mig korabban évezredeken at hozzavet6leg megegyezett az
életszinvonal a széles tdmegek szamara.”

Iskolarendszeriink csoportokba kényszeriti a didkokat, a csapatmunka nem jellemz6 az oktatds
folyamatara. Altaldban mindenkinek egyediil, és egyénileg kell teljesiteni, ahogy egyéni
eredményekért kiizdenek a diakok, 6nalléan irnak dolgozatot, felelnek, tanulnak és szereznek
jegyet. Ezzel szemben a mindennapi életben egy csapat, cég, vallalkozas csak egyiitt tud sikeres
lenni, és nem épithet arra, hogy néhany tagja kivalo, de a tobbiek lehetnek gyengébbek
valamiben. Jellemz8en a teljes csapat sikere magaval vonja egyéneinek sikerét, bukasa az
egyének bukasat.

* Motivaci6 — Szabé Ménika (in [2]:p190)

*Ez kifejezés napjainkra teljesen elterjedt Magyar nyelvben is, mint a munkafolyamatban résztvevé
legkisebb szervezeti egység.

* [3]:p15-105
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Sok tandr szdmara a kooperativ tanulds még koncepcionalisan sem meril fel. A csoport- és
projektmunka fontossagat hangsulyozza minden pedagdgidval foglalkozdé m(. Sok esetben ez a
gyakorlatban a hattérbe szorul az egyéni teljesitménykényszer miatt.

Az individualis teljesitményt tulzottan hangsilyozé pedagodgiai ellen szél az a kdzismert tény is,
hogy a j6 kedélyd, tarsas légkor pozitiv hatdssal van a tanuldsi folyamatra.”

A hétkoznapi alkotd munkatevékenység gyakran épitkezik olyan elemekbdl, amelyek szerepét
az oktatdsban elhanyagoljak, igy példaul otletborzébdl és vitdbdl. Az egyes problémak
megoldasara nagyon hasznos moddszer az Otletborze és vita. Képes hatékonyan és gyorsan
feltdrni a problémaforrasokat, és gyakran sokat lezarni kozulik, igy az egyéni
munkatevékenység javarészt a kritikus problémdak megolddsara fordithatd, és nem olyanokra,
amiket mas kdnnyebben, gyorsabban és hatékonyabban oldhat meg.

Ezen fellil a csapatmunka sziikségszer(ien gyakorlati, vagy legaldbbis gyakorlati jellegl, ami
tovabbi motivacids erét jelent. Mindezek mellett a gyakorlati munka segiti az el6zetes tudds
bevés6dését és elmélylilését. Biztositja az elméleti ismeretanyag életszerlségét, ami a
hétkoznapi naprakész ismeretnél rendkiviil fontos.®

1.2. Kiemelt didaktikai célok

Oktatasi gyakorlatunkban a NAT és a Kerettanterv ellenére jellemz6 az ismeretanyag
skatulydzdsa. Amit a didk megtanul, az lehet torténelem vagy irodalom, de sohasem egyszerre
mindkett8. Igaz ez gyakorlatilag barmelyik két masik szaktantargy (skatulya) viszonyaban is,
még akkor is, ha ezek ugyanazon mdveltségi teriilethez tartoznak. A skatulydk hatarainak
megszlintetéséért talan a fizika — matematika paros teszi a legtobbet: A kdzoktatas fizika
tananyaga felhaszndlja a matematika tananyagot. A kémia, a bioldgia és a torténelem
esetében is segithetné az egyik tananyag megismerése segithetné a mdsik tananyag gyakorlati
bevésGdését.

Az informatika kivételes helyzetben van. Koztudottan jelen van az élet minden teriletén. A
legegyszerlbb mindennapi tevékenységektdl a legkomplexebb kutatdsi programokig segiti és
tdmogatja a munkat. llyenek a mindenhol telekommunikacio, a szamitégéppel tdmogatott és
digitdlisan tdrolt adminisztracid, a kozlekedésiranyitas, képrogzités, kiadvanykészités. Egyes
példak mar-mar kozhelyesek, mint példaul a szovegszerkesztés és a szorakozas.

Ugyan az informatika megjelent a kozoktatdsban, azonban szintén 6nalld, és kibonthatatlan
skatulydt kapott. Példaul az irodalom tandr nem beszél 6ssze az informatika tandrral, hogy
hogyan tudnanak mindketten, de leginkdabb a didkok profitalni abbdl, hogy az informatika
segitségével irodalmi tevékenységet végezzenek. Igaz ez barmelyik tantdrgyra, de kiilondsen
igaz a matematikara.

> Tanulas és emlékezés — Bernath LaszI6 (in [2]:p236-237)
®[4]:p97,102-103
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1.2.1. Az informatika a matematikaoktatas szamara

Az informatika a matematikai szamara pontosan azt tudja nyujtani, amiért eredendéen az
informatika létrejott. Nagy mennyiségli szamitast képes elvégezni az embernél jdval
gyorsabban, hatékonyabban és hibatél mentesebben. Sajnos ez az utdbbi feltétel jelenlegi
modszereinkkel szinte sohasem kikiiszObolhet§, am el6re megjésolhatd, és mértéke jol
becsiilhetd, igy a mindennapjainkban, de kiilondsen az oktatdsban nem okozhat gondot.

De hogyan is valhat hasznara a matematikaoktatasnak? Az erre a kérdésre adott elsé valaszok
mar-mar kozhelyesek: fliggvénydbrazolds, preciz geometriai dbraszerkesztés, Osszetett
mintazatok bemutatdsa, haromdimenziés abrak, statisztikak gyors elvégzése. Ezek alapvetSen
helytallbak, dm jobbara a tandr frontalis munkamoddszerét tdmogatjak, és nem adnak
lehet6séget arra, hogy a didkok sajat kezlikkel tapasztaljak, haszndljak és felfedezzék az
informatika és kilondsen a programozds adta tobbé-kevésbé szabad kezet. Ezen felil
legnagyobb hibdja, hogy nem hagyja, hogy a didkok sajat munkajukkal alkalmazzak
matematikai tuddsukat programozasi célok megvalésitasara.

Az oktatasi lehetGségek azonban ennél bGségesebbek. Az informatika segitségével integralhatd
lenne olyan tananyag is, amely pontosan azért nem kerilt bele a tananyagba, mert
hagyomanyos eszkdzokkel rendkivil kérilményes, farasztd, idGigényes és nehézkes munkat
jelentene. Ez a legtobb didkban (még a jobb képességliekben is) frusztraciot és csaldédottsag
érzését kelti. llyenre j6 példa a numerikus sorok és kozelit§ szamitdsok vagy éppen a linearis
algebra nem trivialis alkalmazdsai, tovabba a térgeometria fogalmainak kialakitdsa.

A numerikus szamitasokhoz kivalé célgépeket épit az emberiség évtizedek 6ta, mindennapjaink
oktatdsi rendszerében is jelen vannak szamoldgép formajaban. A linedris algebra és a
térgeometria szintén jelen van didkjaink mindennapjaiban. Annak ellenére, hogy ez nem
tudatosul az emberekben, az egyre szebb és valdsaghil szamitdégépi megjelenités pontosan
ezeken a matematikai alapokon nyugszik. A térelemek dabrazolasa és transzformalasanak
eszk6z és fogalomtira bdségesen elsajatithatd a kozépiskoldban. Néhany 0Osszetettebb
fogalom bevezetése utdn, az Osszes miuvelet kozvetlenll visszavezethet6 két szam
Osszeaddsara és szorzasara.

Teljesen természetesen meril fel az a kérdés, hogy , ezt miért tanuljuk? Sohasem lesz ra
szikségem az életben.” A legtdbb elhivatott (matematika) tanarban ez felhdborodast kelt.
Pedig ha netan feltennék a kérdést, hogy mire lehet alkalmazni az életben példaul a
logaritmusszamitast,” a legtobb (matematika) tandr nem tud frappans példat, alapos valaszt,
Osszegz6 attekintést adni. Ugyanakkor valéban igaz, hogy bosszantdan kevés matematikai
ismerettel lehet a mindennapi életben boldogulni, azonban gazdag ismeret nem csak a
tovabbtanulast segiti, hanem a mindennapi élet 6sszefliggéseinek felismerését segiti.

Pontosan ezért sziikséges olyan tananyagok elkészitése, amely a megszerzett tuddst nem csak
feladatok formajaban gyakoroltatja, hanem tagabb kontextusdaban, komplex problémak
megoldasara haszndlja az élet mas teriileteir6l. Habar gyakorlé feladataink segitik a egy-egy

" Erre pedig két nagyon j6 példa is adott, amelyik idérél idére a mindennapi életiinkben, hirek
formajaban felmerul. Az egyik a hangerdsség hétkéznapi mértékegysége (decibel) illetve a foldrengések
erejének mérésére alkalmazott Richter skdla. Mindkett6é logaritmikus skadlan mért egység. ,Ezek nem
ismerete jellemzGen nem jelent hdtrdnyt, nem ismerete viszont sohasem jelent elényt.” (Krammer
Gergely, az ELTE tudomany munkatarsanak bevett szava jarasa.)
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maddszer rutinszerd alkalmazasanak megtanulasat, nem segitik a komplex modell alkotd
képesség (kompetencia) fejlédését. Ennek oka, hogy az egyes ismeretkorok (tantargyak, igy a
matematika is) a térben messze elkiilonil a tobbi ismeretkortdl.

Ezzel ellentétben az informatika képes nyujtani szdmtalan hatékony modellalkotd eszkozt.
Gyakorlatilag minden szoftver technolégiai megoldds matematikai ismeretekre vezethetd
vissza.

1.2.2. Matematika az informatikaoktatas szamara

Az informatika koranal fogva még igencsak gyerekcipSben jar, és ez meglatszik az informatika
oktatds jellegén és tananyagan is. Mig a matematika oktatads tananyagaiban kardinalis valtozas
nem tortént az elmult fél évszazad alatt, az informatika megsziiletett, és egészen ujszer(
kihivasokat tamasztott a teljesen Uj szakmdk szdmara, olyanok szamdra, mint az informatikus
illetve a programozé.

Sziikség van ra, hogy ezen szakmak igényeinek kielégitése érdekében ne csak az id6kdzben
megjelent informatika tantargy tananyagat frissitsiik és tegylik rendszeresen naprakésszé,
hanem sziikség van ra, hogy ezen két tantdrgyat szorosabban integrdljuk. A matematika
kitintetett helyzetben van. Mivel olyan sok kozds pontjuk van, a matematika ismeretei
kézenfekvé alapot nyudjtanak rd, hogy szemléltessék az informatika, de kiilonésen a
szoftvertechnoldgia szerkezetét.

Ebbél a szempontbdl az dgynevezett eseményvezérelt programozas lehetne a legalkalmasabb,
mert mindennapjaink szoftvereinek meghatarozé irannya valt. Azonban ennek targyaldsahoz
és felépitésének bemutatdsdhoz elengedhetetlen a proceduralis programozds megismerése.

Az informatikan belll a programozas oktatdsa ezen tul nem is nydjt tébbet. Ennek legfébb
karos hatdsa, hogy ismeretanyaga és mddszerei tulsdgosan is rogziilnek. A tapasztalatok azt
mutatjak, hogy az dltalanos informatikai fels6oktatasban a didkok szamara az elsé komolyabb
buktaté akadaly a teljesen Uj szemléletet igénylé objektum orientdlt programozas.® Az
objektum orientalt programozas (OOP) alapjat jelenti nem csak az eseményvezérelt
programoknak, hanem a nagy és komplex adatstruktiurak kezelését igényl6 programoknak is.
Az OOP alkalmazza a procedurdlis programozds maodszereit, azonban teljesen Uj jellegli
strukturaja sokkal szélesebb skaldjat biztositja a hatékony problémamegoldasnak. A buktaté
ok, pedig az egész koncepcidjdban kiilonb6z6 eszkdzrendszer, amit az OOP felvonultat,
szemben a proceduralis programozassal.

Az OOP oktatasanak azonban egyik legfontosabb eszkéze lehet a matematikai ismeretkor. Az
OOP jellegétdl fogva ugy épdil fel, mint a matematika axiomatikus rendszere. Minden OOP
nyelvnek vannak alapszabdlyai és strukturdi, amiken tul a programozé Uj strukturakat
definidlhat, lathat el tulajdonsagokkal, és bGvithet ki, éppen lgy, ahogy a matematikaban egy
tulajdonsag egyittdlldas meghatdrozasat nevezhetjik definicidonak. Az OOP nyelvel torténé
feladatmegoldds lényegében megfelel a Pdlya Gyodrgy altal leirt feladat megoldasi
modszernek.’

®[5]:p18
°[6]
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El6szor is az OOP lényege, hogy a feladatot analdg részfeladatokra bontjuk, és kisebb
szerkezeti egységekkel dolgozunk tovabb. Mdsodszor sziikséges, hogy fentrél lefele készitslink
tervet, azaz a magasabb rend( részeket definidljuk kordbban (ami megfelel a tervkészitésnek).
Harmadszor a részfeladatokat dolgozzuk ki (és ha sziikséges rekurziv mddon ismét
részfeladatokra bontjuk). Ha szlikséges ez utan a végeredmény tehetjik a kivanalmainknak,
esetleg kiils6 kivdnalmaknak megfelel6 formajuvd, és szikség esetén Uj strukturakat
definidlhatunk.®

A matematikai fogalmak felépiilése |ényegében megfelel az OOP strukturdinak szerkezetének.
A kilénbség annyi, hogy a programozé viszonylag kevés “axidma” altal korlatozott szabad
kezet kap. Ezaltal az OOP elengedhetetlen képessége a modellalkotdsi képesség.

1.3. E diplomamunka céljarol és szerkezetérdl

Az a célom, hogy egy olyan elméleti ismeretanyagot mutasson be, amelyik jol felhaszndlhato és
oktathatd a kézépiskolai ismeretanyagokat kiegészité tananyagként.

Ez a diplomamunka nem tekinthet6 sem tankonyvrészletnek, sem tanari kézikonyvnek. A
formajat tekintve azon ismeretekre fékuszal, amelyek targyalasa kolcsonosen segiti a masik
tantargy ismereteinek megértését, és serkenti az alkalmazhatdsaggal kapcsolatos oOtletek
megszliletését.

Ebbél a célbdl foglalkozik e diplomamunka egyfelSl a geometria alapjaival, ennek egy linearis
algebrara épilé modelljével, és ennek egy lehetséges megvaldsitasaval az OOP eszkoztaraval.

Az imént ismertetett témakorok képezik az alapjat a mindennapjainkban leggyakrabban
hasznalt szdmitdgépi képmegjelenités, és grafikai modellezés alapjat. Mikézben a képen
ablakokat és ikonokat huzigdlunk az egér segitségével, a szamitdgép processzora és/vagy
grafikus vezérl6 egysége linedris transzformacidk millidrdjait hajtja végre masodperc tortrésze
alatt. Ez a m{kodés az emberek tulnyomd tobbsége szamara rejtve, ismeretlenil torténik,
azonban alapelveinek megértéséhez nem kell sokkal tébb, mint a kozépiskoldban megtanult
ismeretek.

A linearis algebrara épiilé modell mellett szél az az érv, hogy (habar ismeretei nagyon mélyek
és Osszetettek), alapszintl megértése és alkalmazasa nem igényel a kézépiskolaban oktatott
tananyagnal tobbet. Elkeriljiik a linedris algebra ismereteinek mélyebb targyalasat, és helyette
az eszkoztaranak alkalmazasaval foglalkozunk. A kapcsolat természetesen ennél sokkal
komolyabb. Azonban megfontolandd, hogy érdemes-e neki differencidlatlanul kitenni a
didkokat. Ezaltal a cél olyan ismeretanyag tanitdsa, amelyen egyfel6l mar ismerés modjara
tadjékozédhatnak (a geometria), viszont Uj moddszerekkel és szemlélettel tekinthetnek ra
(linearis algebra és az OOP).

A diplomamunka alapvetéen parhuzamosan targyal két ismeretanyagot. Minden tovabbi
fejezet két nagyobb fejezetbdl all. Az A-val jelolt fejezetek foglalkoznak az egyértelmiien
matematikai ismeretanyaggal. A B-vel jel6lt fejezetek foglalkoznak az elsésorban a modell
megvaldsitdsdval és az ehhez kapcsolédé matematikai ismeretekkel.

1% Ezzel a témaval részletesen foglalkozunk a 2.B:Az OOP alapja: az osztaly cimU fejezetben.
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Ennek keretében a 2. Fejezet foglalkozik a linearis algebra nélkiil6zhetetlen ismeretanyagaval,
és az OOP alapjaival. A 3. fejezet foglalkozik a geometria axiomatikus megalapozasaval, és
ennek egy modelljének megvaldsitasaval az OOP eszkozeivel, valamint azzal, hogy ez a modell
az axiomak feltételeit kiegésziti. A 4. fejezet foglalkozik az egybevagdsagi transzformacidk
matematikai leirasaval, valamint azzal, hogy a modelliinket kibdvitve az egybevagdsagi
axiomdknak is eleget tesz.

Ez a struktira és ismeretanyag sajnos kimeriti egy szakdolgozat kereteit, azonban érdemes
lehet az egybevagdsagi transzformdacidk kibGvitése affin és projektiv transzformdacidkkal,
valamint ennek megvaldsitasa a dolgozatban definidlt modellben. Ez nélkilézhetetlen, ha a
szamitdgépi grafika mélyebb megértése a cél, tovdbba lehetbséget biztosit egyszer( grafikai
alkalmazdasok fejlesztéséhez.

A dolgozat Iényegében elméleti tananyag. A 2. Fejezetet leszamitva egyetlen szamitasi példat,
és konkrét program forraskddjat nem mutatja be. Ezaltal a témat koévet6 tanar feladata, hogy
kell6 szamu gyakorlati példat mutasson be. Erdemes lehet a tandrnak megvaldsitani a
kivalasztott OOP nyelvben egy kirajzolé programot, amely segitségével mar a 2. és a 3.
Fejezetben megvaldsitott pontokat és egyeneseket a didkok dbrazolni tudjak. A téma tovabbi
kidolgozasdval és kovetésével ennek a programnak egyre tobb és tobb részének kidolgozdsat
bizhatjuk a didkokra, mignem Iényegében egy teljes grafikai megjelenité szoftverrel
rendelkeznek.

Lattuni fogjuk, hogyan kapcsolédik a geometria magahoz a szamitdgépi haromdimenzids
grafikai megjelenitéshez. Ehhez nagymértékben tamaszkodtunk a kozépiskolai ismeretekre,
mig ugyanakkor annak szilard alapot adunk.

Ajanlom e szakdolgozatot elsGsorban matematika és / vagy informatika szakos hallgatdknak és
tandrokat.

1.3.1. Megjegyzések

1.: A dolgozat nagy mennyiség(i pszeudokddot tartalmaz az objektumok és eljarasok leirasara.
Egy konkrét informatika éran ezek helyettesitend6k valamely OOP nyelv programkddjaival.
Ennek kivalasztasat sok tényez befolyasolja. Napjainkra két OOP nyelv'! valt meghatarozéva,
és egy ilyen dolgozatban ezek kozil egyik mellett érvelni a masikkal szemben értelmetlen. A
két nyelv sok szempontbdl ekvivalensnek tekinthetdk, és végsé soron rendkivil hasonld, ha
nem megegyez6 eszkoztarat biztosit a programozdknak. Mivel a két nyelv nem csak
felépitésében és logikdjaban rendkiviil hasonld, hanem szintaktikajaban is, ezért a dolgozatban
haszndlt pszeudokdd ezekhez nagyon hasonld, azonban a napjainkban oktatasi céllal még
elterjedt Pascal programozasi nyelvbél is ismer6s jeloléseket hasznal. llyen példaul a az
értékadast jelent6 := operator. A kordbban emlitett két nyelvben sok problémat tud okozni,
hogy az értékvizsgalatot és értékadast jelent6 operatorok rendkiviil hasonldak (== és =), ezért
ezek haszndlatat a dolgozat mell6zi.

2.: A dolgozatban ismertetett axiomarendszer alapvet6en DAvVID HILBERT axidmarendszerére
épil, azonban attél valamelyest eltér. Ennek oka, hogy a mindenapjainkban oktatott geometria

' A Microsoft &ltal fejlesztett és Uzemeltetett C# (ejtsd: szisarp), valamint az Oracle altal fejlesztett és
lizemeltetett Java nyelv.
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nagymértékben épit a mérés fogalmara. Tavolsagok, teriiletek, felszinek és térfogatok képezik
a kozoktatdas geometria ismeretanyagdnak nagy részét. Ennek bevezetése HILBERT
axidmarendszerében egy kozépiskolai tudassal rendelkez6 didk szdmdra nehézkes lehet. Ennél
sokkal baratsagosabb, ha ezt kdzvetleniil, mar az axidmak szintjén bevezetjiik.

3.: Az axidmarendszer megvalasztasaval kapcsolatban tovabbi kérdéses pont lehet, hogy miért
nem egy didaktikusabb, egyszeriibb rendszert'? mutat be. Ennek oka, hogy egy ilyen
axidmarendszer potencialis bévitése projektiv térre nehézkesebben megvaldsithatd. Ez ugyan
ezen dolgozat keretében nem torténik meg, azonban a dolgozat kés6bbi felhasznalasat nem
érdemes ezzel neheziteni.

4.: Az axidmarendszerrel szemben felmeril6 harmadik ellenvetés lehet, hogy létezik a
vektorterekre jobban épit6 axiomarendszer™ is. Azonban ennek targyaldsa és bemutatasa
sokkal mélyebb linedaris algebra ismereteket igényel, mint amit egy kozépiskolas didktdl
elvarhaté.

5.: Jogosan meriil fel a kérdés, hogy miért foglalkozik a dolgozat a teljes Euklideszi térrel, és
nem csak a sikkal. Ennek legf6bb oka, hogy az OOP adta lehetGségek miatt a térbeli szamitdsok
semmivel sem nehezebbek és bonyolultabbak, mint a sikbeliek. A legtobb eljaras, amit a sik
geometriajara definidlunk gond nélkiil alkalmazhatd a tér geometriajdra is. S6t, szlikség esetén
kényelmesen bdvithet6 tetsz6leges dimenzidra is. Ennek ismerete ugyan nem vdrhaté el a
kozépiskolds didkoktdl, de egy végz6s gimnazista didk mindenképpen taldlkozik a
négydimenzids tér-id6 rendszerrel EINSTEIN relativitdselméletének bemutatdsakor. Ezdltal
alapfogalmaik kell, hogy legyenek az euklideszi téren tul 1étezé térrél, még ha csak képzeletbeli
is.

2 Erre egy példa talalhato példaul itt: [7]:p368-369
B példaul az ugynevezett WEYL féle axidmarendszer. Ennek bemutatdasa megtaldlhatd példaul itt:
[8]:p181-200
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2. Fejezet

Ezen fejezet két olyan témat targyal, amelyek nem tartoznak szorosan 0Ossze, azonban
nélkilozhetetlen a dolgozat lényegi tartalmanak targyaldsahoz. Mindkét téma tamaszkodik a
kozépiskolai tanulmanyokra. A fejezet tartalma:

e A matrixokrol fejezet alapvetéen a matrix fogalmat és a linearis transzformacidk
tdrgyaldasdhoz nélkilozhetetlen fogalmakat targyalja. Egyes témakat és fogalmakat
érdemesebb késébbi fejezetekben kifejteni, igy ezek tdrgyaldsa a dolgozat késébbi
részén torténik.

e Az OOP alapja: az osztaly az objektum orientdlt programozas (OOP) alapjait targyalja.
A dolgozat témadja az objektum orientdlt programozas targyaldsa, igy a fejezet
szoritkozik a konstruktor, a destruktor illetve az osztdlyok kozotti o6roklGdés
bemutatasara.

2.A: A matrixokrol

2.1. A matrix fogalma példakon keresztiil

Gyakori igény egy-egy feladat adatainak 0sszegzése tablazat formaban mar a kdzépiskolaban
is. Ha egy tdblazatot megfosztunk sorainak jelentését6l matrixhoz jutunk. Habar ez a definici
nem fedi a valdsagot, j6l szemlélteti a matrix legszembet(inGbb jellegzetességét: a sorokba és
oszlopokba rendezettségét. Eppen ezen tulajdonsag az, amelyet a késébbiekben hatékonyan
tudunk kihasznalni.

1. Példa Tavolsag matrix: A sorok és az oszlopok is tartalmazzanak repil6tereket. A tablazat
elemei az egyes repilGterek kozotti repilGjegy arakat tartalmazza. A sorok tartalmazzak a
kiindulasi repilGteret, mig az oszlopok tartalmazzak a céldllomdsokat. Ha két repil6tér kozott
nincs jarat, akkor az ottani érték legyen O.
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Liszt Ferenc repul6tér (Budapest) 0 32000 29000 27000
London Heathrow 27600 0 12000 19000
Charles de’Gaulle Paris 27000 13000 0 9900

Frankfurt Airport 29000 24000 11000 0

Ha ezt egyszerd matrix formaban szeretnénk irni, valahogy igy nézne ki:

0 32000 29000 27000

27600 0 12000 19000
27000 13000 0 9900

29000 24000 11000 0
2. Példa Havonkénti  értékesitési adatok ** : Egy cég rendszeres mezdgazdasagi
termékbeszallitdja (kukorica, buza) harom kiilonb6z6 malom cégnek is (A Bt., B Kft., Z Rt.). Az
egyes honapokban az adott cégnek értékesitett termékeket tablazatban tdroljak. A sorok
alkotjak a termékeket, mig az oszlopok az egyes cégeket. A feladat: hatarozzuk meg az elsé
negyedévi értékesitést cégenként és termékenként.

2012. januar (tonna) A Bt. B Kft. ZRt.
Kukorica 20 12 34
Buza 2 20 35

2012. februar (tonna) A Bt. B Kft. ZRt.
Kukorica 18 14 30
Blza 3 16 34

2012. marcius (tonna) A Bt. B Kft. ZRt.
Kukorica 21 10 30
Buza 2 21 38

Ekkor az els6 negyedévi értékesités:
2012. els6 negyedév (tonna) A Bt. B Kft. ZRt.
Kukorica 59 36 94
Blza 7 57 107

" 9]:p5
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Ha megfosztjuk a tdblazatokat kiilénb6z6 jelentésektdl, akkor kapunk egy tisztdn matematikai
strukturat:

(3 20 39+(5 16 30+G 2 =G 5 )
Megjegyzés: Habar jelenleg nem rendelkeziink a matrixok kozotti 6sszeadds fogalmaval,
érezhet6 egy olyan moivelet sziikségessége, amely az azonos méret(i tablazatok kozotti
Osszeadast értelmezi, amely a bal fels6 elem értéke a bal fels6 elemek 6sszege, a fels6 kozépsé
elem értéke a felsé kozépsé elemek 6sszege, és igy tovabb.

3. Példa Csomagkoltség™: Az Igen Kelendd Eszkézok Aruhdaza (IKEA) Gjféle automatikus arazasi
maddszert vezetett be. Az egyes butorokat Ugy arazzak be, hogy a hozza sziikséges elemeket
beszerzési arat megnodvelik 20%-al, és az elemek arat megszorozzak az egyes elemekbdl
szlikséges darabszammal.

(darab) ‘ Csavar ‘ Lap MUanyaglab
IKEA asztal elemsziikséglete ‘ 18 ‘ 4 4

(Forint) ‘ Csavar ‘ Lap MUanyaglab
Elemek koltsége ‘ 30 ‘ 2000 200

Ekkor egy IKEA asztal ara:
1,2-30-18+1,2-2000-4+1,2-200-4 = 11208 Ft
Azonban az IKEA stratégiaja szerint, rengeteg kiilonbdz6 butort lehet 6sszedllitani ugyanazon

elemek felhasznaldsaval, és igy célszerl butorcsomagokat is drulni. Példaul a fenti iréasztal
mellé érdemes szekrényt és egy polcot is vasarolni. Ekkor a teljes csomag elemsziikséglete:

(darab) Csavar Lap M(ianyaglab
asztal elemsziikséglete 18 4 4
szekrény elemsziikséglete 24 6 4
polc elemsziikséglete 42 10 4

Ekkor a két matrixot felirhatjuk:

18 4 4
(30 2000 200) <24 6 4)
42 10 4
ErezhetS, hogy ekkor az elemenkénti arat egy (11208 16224 26472) tipust szerkezet
fogja leirni. Sziikségesnek latszik tehat egy olyan szorzashoz hasonlé mivelet, amely a vektorok
kozotti skaldris szorzasra épit.

4. Példa Origé koriili forgatas'®: Vegyiink fel a sikban egy x, y tengely( derékszog(i Descartes-
féle koordinatarendszert és egy tetszéleges P pontot, melynek koordinatai (x;,y;). Forgassuk
el a koordindtarendszert a kezd8pont koril ¢ szoggel az éramutatd jarasdval ellentétes

= [9]:p9
1% 110]:p22
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iranyba. Az igy el8éll6 koordindta rendszer tengelyeit jeldlie x ' és y' . Az (j
koordinatarendszerben a P pontnak megfelel§ koordinatdk (x,, y).

Kihasznalhatjuk, hogy az 1. Abra-jelzett AOQA és a BPQA hasonléak, és mindketten
derékszogliek.

1. Abra: Elforgatott koordinata rendszer

A feladat: irjuk fel az (x1,y1) és az (xg,y,) koordinatak kozotti Osszefliggést az elforgatas
szogének felhaszndlasaval!

Megoldas:

X =04 + AC =0_A)+@ =x1c0s@ + Yy, sing

Vs =ﬁ—C_B)=P_B)—m = Y, COS® — x1Sin@
Megjegyzés: Mivel a fenti a fenti formuldkbdl kitlinik, hogy y, és y, linearis figgvénye x;-nek
és x,-nek, ezért a hasonld koordindta transzformdcidkat linedris transzformacionak fogjuk
nevezni. A fenti formuldkbdl az is kitlinik, hogy a kapott képlet hasonlit az 3. Példa keretében
hasznalt szamitasi mddszerhez, igy feltehet6en ugyanaz a mivelet lesz hasznalhato.

2.2. A matrix fogalma altalanosan

Miel6tt a fenti példakon szemléltetett miveleteket egzaktul definidlnank, szlikséges definialni
a matrix fogalmat, és kilénosen a szamtest feletti matrix fogalmat:

1. Definicié Szimbdlumok sorokba és oszlopokba rendezett tabldzatat mdtrixnak nevezziik. Ha
a szimbdlumok kizdrdlag egy adott szamtestbdl szarmaznak, akkor ezt az adott szamtest feletti
madtrixnak nevezziik. Jelblés: a mdtrixok jel6lésére félkévér latin nagybetliket haszndlunk, mig
elemeit kettds indexel ellatott kisbetiiket:

11 Q12 A1n

az1 dzp Az n
A= . . .

Umi Gmz = Apn

Itt a; ; az i-edik sor j-edik oszlopdban taldlhato elem. Az A mdtrixnak m sora és n oszlopa van,
igy ezt egy m X n tipusu (méretd, rendd, alaku) matrixnak nevezziik.

Megjegyzés: A késGbbiekben csak a valds szamtest feletti matrixokkal foglalkozunk, igy a
tovabbiakban a matrix kifejezés alatt kizardlag, a valds szamtest feletti matrixokat értjik. Ezen
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kivil jellemz8enn és m az adott matrix oszlopainak és sorainak szamat jeldli, migi ésj az
adott matrix egy adott oszlopanak és soranak sorszamat jeldli.

2. Definicié Az a; 4, qa; 5, ..., a; , elemek alkotjdk a matrix i-edik sordt, valamint az
ay,j, Az j, -, A, j €lemek alkotjdk a matrix j-edik oszlopat.

Az (ai,pai,z: ...,ailn) illetve az (allj,azlj, ...,am_]-) sorozatot értelmezhetjuk vektorként is,
valamint a matrixot értelmezhetjiik, mint oszlopok, avagy sorok sorozataként.

3. Definicié Két mdtrixot egyenlének neveziink, ha azonos tipusuak (tehdt soraiknak és
oszlopaiknak szdma megegyezik) és az azonos index(i elemeik egyenlék. Tehdt A = B akkor és
csak akkor, ha A és B alakja megegyezik, és minden i és j-re a; j = b ;.

4. Definicié Azt a mdtrixot, amelyiket az A mdtrix oszlopainak és sorainak felcserélésével
kapunk az A mdtrix transzpondltjgnak nevezziik, valamint At-vel jeléljiik. Tehdt egy B mdtrix
az A madtrix transzpondltja, ha minden i és j-re a; ; = bj ;.

A matrix transzponaltjanak definicidjabdl kovetkezik, hogy egy m X n alakd matrix
transzponaltja n X m alaku.

2.2.1. Specialis matrixok

5. Definicio Az egyetlen oszlopbdl dllé mdtrixot oszlopmdtrixnak vagy oszlopvektornak, az
egyetlen sorbdl dllé mdtrixot sormadtrixnak vagy sorvektornak nevezziik.

Egy oszlopvektor transzponaltja sorvektor, mig egy sorvektor transzponaltja oszlopvektor.

Jelolés: a sorvektorokat félkdveér latin kisbetlikkel jeldljiik, mig az oszlopvektorokat, mint a neki
megfelel6 sorvektor transzponaltjat. (Ha a egy sorvektor, akkor at egy oszlopvektor.)
Ilyen értelmezésben az egy szamtest feletti matrix egy szamtest feletti vektorok feletti sor-
vagy oszlopmatrix:

S

S
A = (al a2 an) = :2

Sm

Sziikség lesz ezen kiviil a matrixok részekre bontasanak definicidjara:

6. Definicié Egy A madtrixbol annak k szamu sora (1 < k < n)ésl szadmu oszlopa (1 <1 < m)
térlésével elédllitott n — k sorbol és m — 1 oszlopbdl dllé mdtrixot A részmdtrixanak (minor-

1 2 3
(45 o)
7 8 9

matrixbdl a kbzépsé sor és az utolsé oszlop elhagyasaval keletkezé részmatrix:

G o

A tovabbiakban kitlintetett szerep jut az olyan matrixoknak, amely oszlopainak és sorainak

madtrixdnak) nevezziik.

5. Példa Az

szdma megegyezik:
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7. Definicié Az olyan mdtrixot, mely sorainak és oszlopainak szama megegyezik (azazn X n
méretliek) négyzetes (avagy kvadratikus) mdtrixoknak nevezziik.

8. Definicié Az A mdtrix a,4, Ay, ..., Ay elemei alkotjdk a mdtrix fédtléjdt, ahol k a sorok és
oszlopok szama kéziil a nem nagyobbik.

9. Definicid Az olyan négyzetes mdtrixot, amelyben a f6dtlo feletti vagy a féadtlé alatti elemek
mind nulldval egyenl6k hdromsz6g matrixnak nevezziik. Ha a f6atlé alatti elemek mind
nullaval egyenlék, akkor felsé hdromszég mdtrixnak nevezziik, mig ha a f6dtlo feletti elemek
egyenlék nullaval, akkor alsé haromszég mdtrixnak nevezziik.

10. Definicié Az olyan négyzetes mdtrixot, amelyben a f6atlo kivételével minden elem nulldval
egyenlé, diagondlis (atlés) mdtrixnak nevezziik.

Megjegyzés: Az 9. Definicid és az 10. Definicié értelmezheték nem négyzetes matrixokra is.

6. Példa Példa alsg, felsé és atlos matrixra:

1 0 0O 1 0 0
2 3 00 _(1 3 4). 0 2 0
4 5 6 0)'\0 2 5/7\0 0 3
7 8 9 10 0 0 O

A matrixok kérében értelmezett m(iveleteknél kitlintetett szerep jut két specidlis matrixnak.

11. Definicié Az olyan diagondlis mdtrixot, melyben a f6dtlobeli elemek mindegyike egy,
egységmadtrixnak nevezziik. Jelélése: E

12, Definicié Az olyan mdtrixot, amelynek minden eleme nulla nullmatrixnak nevezziik.

Jelslése: O

2.3. Mlveletek matrixokkal

Az 2.1. fejezet példai érzékeltetik, hogy az Osszeadashoz illetve a szorzdshoz hasonld
miveletek definidldsa szlikséges, tovabba a dolgozat tovabbi részében a matrixok kozotti
szorzasnak is kitlintetett szerep jut.

2.3.1. Matrixok 6sszeadasa és szorzasa skalarral

13. Definicié Két m X n tipusu A és B madtrix sszegén azt az m X n tipusu C mdtrixot értjiik,
ahol az adott elemnek megfelel6 A és B-beli elemek 6sszege. Jeldlés: A + B a két madtrix
osszege. Azaz:
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11 Q12 A1n b1,1 b1,2 bl,n
azy1 Qzp drn n byy by, by n
mi mz - Gpp bmi bma - bmn

ay1 +biy agz+ by Ay + bin

azq+ by az;+ by, Ayn + bop

am1 + bm,l Am + bm,z o App t bm,n

Itt a megfelel6 elemeken azokat az elemeket értjiik, amelyeknek sor és oszlopindexe is
megegyezik.

1. Tétel A mdtrixokon értelmezett 6sszeadds asszociativ és kommutativ.

Asszociativitas bizonyitdsa: Legyen A, B és C harom azonos tipusu matrix. Ekkor az 6sszeadas
definicidja szerint elegend§ belatnunk, hogy:

ai,j + (bi,j + Ci,j) = (ai,j + bi,j) + Ci,j
Ez pedig a valds szamokon értelmezett 6sszeadds asszociativitasabdl kovetkezik.

Kommutativitds bizonyitasa: Legyen A és B két azonos tipusi matrix. Ekkor az Osszeadas
definicidja szerint elegendd belatnunk, hogy:

aij+bij=Dby;+ay
Ez pedig a valés szdmokon értelmezett 6sszeadas kommutativitdsabol kovetkezik. @

Az dsszeadas és a nullmatrix definicidjabol kévetkezik, hogy A + 0 = A. Ezaltal a nullmatrix
olyan szerepet t6lt be az 0sszeadas szamara, mint a nulla fogalma a valds szamok korében.
Innen a neve: , nulla”-matrix.

14. Definicié Egy A madtrix k-szorosdn (k € R) azt a B mdtrixot értjiik, amelyre:

a;1 Qi a1n kay; kap, ka,
azq1 Qz2 Az n ka ka ka
B=kA=k : . : _ 21 Kaz2 _ 2n
a a
m,1 m,2 am'n kamll kam,z b kam'n

2. Tétel A mdtrix skaldrral vald szorzdsa disztributiv a mdtrixok 6sszeaddsdra nézve. Azaz:
k(A+B)=kA+kBés(k+1)A=kA+ 1A

Bizonyitas: Az 6sszeadas és a skalarral vald szorzds definicidja szerint elegend6 azt belatnunk,
hogy: k(ai,j + bl-,j) = ka;j+ kb, j, illetve hogy (k + l)a;; = ka;j + la; ;. Ez pedig a valés
szamok Osszeaddsanak és szorzasanak disztributivitasabol kovetkezik. o

G D16 D16 4=

7. Példa

(g 132)=3(§ i) (1+1+1)( }})

(g 41})+(6 8) ( )
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2.3.2. Matrixok szorzasa

A matrixok szorzdsanak targyalasa nagymértékben tamaszkodik a vektorok skalaris szorzatara.
Mivel egy matrix sorai és oszlopai is tekinthetéek vektoroknak (lasd 5. Definiciot és az azt
kovetd megjegyzést), ezért két matrix szorzatat definidlhatjuk ugy is, mint a megfeleld sor- és
oszlopvektorok skalaris szorzatabdl allé matrix.

15. Definicié Az m X p tipust A mdtrix és a p X n tipust B mdtrix szorzatmdtrixdn azt az
m X n tipusu C mdtrixot értjiik, ahol minden 1 <i <més1 <i < npdrra:

p
Ci,j = ai,lbl,j + ai,zbz,j + -+ al-,pbp,j = z ai,kbk,j
k=1
Azaz:
p p p
Z a4 kb 1 Z aq xby 2 Z a1 xbin
k=1 k=1 L k=1
p p p
C = Z Az, bk 1 2 a2, bx 2 Z az,kbrn
k=1 k=1 k=1
p p p
Z Amicbi.1 Z Amicbrz Z Ak bin
k=1 k=1 k=1

Kihasznalhatjuk a rész bevezetGjében emlitett tulajdonsagot, azaz hogy egy matrix sorai és
oszlopai tekinthet6ek vektoroknak:

3.Tétel HoA=(ay Q; - ap)' mdtrixm X p tipusiés B = (by b, - by) mdtrix
p X n tipusd, akkor C szorzatmadtrixuk kiszamithatd, mint:

¢ij = ajb;
Azaz:
a;b; a,b, a; b,
C = a;b, a,b; a,b,
a,b, a;b, - a,b,

Bizonyitds: Mivel a;b; skalaris szorzat definicié szerint Ziﬂ a; by, j, igy az allitds kdzvetlendl
adddik a szorzat definiciojabdl. e

Megjegyzés: A szorzas a valds szamok szorzasaval ellentétben nem mindig kommutativ. Lasd a
kovetkez6 példat:

8. Példa
3 —4 13 6 -5
(1 5)(1 3 ;)=<21 2 11)
2 2 6 —4 2

Itt a masodik sor elsé eleme ugy all el6, mint: 1 -1 + 4 -5 = 21. Ezzel szemben:

G2y 5)-6 5

-2 2
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Itt a masodik sor els6 eleme Ggy all el§, mint: 4-3+0-14+2-(-2) = 8.

A szorzds a matrixok korében nem kommutativ, de aldbbi tulajdonsagok teljestilnek:

4. Tétel Legyenek A, B, C mdtrixok olyan méretliek, hogy a kévetkezs dllitdsokban szereplé
mliveletek elvégezhetdk legyenek (azaz, hogy teljesitik az 6sszeadds és a szorzds méretbeli
kévetelményeit). Ekkor igazak az aldbbi dllitdsok:

o Az {sszeadds és a szorzds disztributiv: A(B + €) = AB + AC valamint (A + B)C =
AC + BC

e A szorzds asszociativ: A(BC) = (AB)C

e (AB)' =B'A!

e c(AB) =(cA)B=A(cB),hac e R

e Ha E, egy mxm méretl, illetve E, egy nXmn méreti egységmdtrix,
akkor: E,,A = A és AE,, = A.

Bizonyitas: A bizonyitas megtaldlhatd példaul [10]-ben a 48-51. oldalakon.

Megjegyzés: Az utolsd pont indokolja az egység matrix elnevezést, hiszen szerepe hasonld a
valdos szamok korében értelmezett szorzds miuvelet egységelemének fogalmahoz.
Természetesen itt |ényeges kiilonbség van, a kommutativitds nem teljesilése miatt, a bal és
jobb oldali egységelem kozott. Amennyiben azonban A matrix négyzetes, akkor E,, és E,,
szikségképpen szintén négyzetes, és azonos méretd.

Megjegyzés: Jelenleg léteznek sebesség-hatékonyabb matrixszorzasi algoritmusok is. ezek az
eljarasok azonban tobb felhalmozédd hibat okoznak az elemek szamitégépes abrdzoldsa
esetén. Mivel ezek az eljardsok lényegesen Osszetettebbek, mint a definicié nyujtotta, e
modszerek ismertetésétd eltekintek.”

2.4. Matrix determinansa

A dolgozat kés6bbi fejezeteiben sziikség lesz egy olyan mennyiségre, kifejez6 tulajdonsagra,
ami szamszerden jellemzi a matrix segitségével leirt mivelet, leképezés avagy éppen fliggvény
értékét, valamely allitas helyességét, vagy éppen igazsagat. Ez a mennyiség a determindns,
amely egy négyzetes matrixhoz rendelt valds szamérték.

2.4.1. A determinans definicioja

Legyen iy,iy, ..., in €S ji,j2, ., jn a2 1,2, ..., egész szamok egy-egy permutdcidja. Ekkor
legyen R a szdma minden olyan 1 < k,l < n szdmpdrnak, amelyre k < [ ési, > i;, illetve S a
szama minden olyan 1 < p,q < n szamparnak, amelyre p < q és j, > j,.

16. Definicio Az

a1 Qa2 Ain

a1 dzp azn
A= : . :

ani Qnz - Ay,

17 [11]
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négyzetes mdtrix n-edrend(i determindnsdn a
—1DR*Sq. . a; .
Z( 1) Qiy jy Aizjp -+ Linjin
n!

Osszeget értjik. Az 6sszegzésben szerepld a; j a;,j, ... a; j, Szorzat minden sor és minden
oszlopbdl pontosan egy elem kivdlasztdsdval nyert szorzat, és igy az 6sszeg n! ésszeadanddbdl
dll. Jelolés:

a1 Q12 Ain
detA = |a] = | "2, %7 “2n
Uni Anz - anp
9. Példa A masodrendli A = (Z; Z;z) matrix determindnsa a definicié szerint:
a a
detA = |a;1 a;§| = (—1)0‘11,1(12,2 + (—1)1‘11,2‘12,1 =0a1,1022 — Q12021

Megjegyzés: A 9. Példa a mdasodrend(i matrix determinansanak gyors kézi kiszamitasara ad
modszert.

Masképpen fogalmazva: A det A determindns az a; j elemekbdl all6 dsszes olyan elSjeles n
tényezG6s szorzat 0sszege, amely minden sorbdl és mindegyik oszlopbdl pontosan egy elemet
tartalmaz tényezénként. Az n tényez6s szorzat mindegyikét a sor- és oszlopindexek
sorrendjében fellépd inverzidk paros vagy paratlan voltatdl fliggéen +1-gyel avagy —1-gyel
egyenld. '

Megjegyzés: Csak négyzetes matrixoknak van determindnsa, hiszen egyébként lenne olyan sor
vagy oszlop, amelybdl nem tudunk elemet valasztani, igy sériil a definicid feltétele.

Erezhetd, hogy a definicié adta kiszamitasi médszer rendkiviil kérilményes mind kézi, mind a
szamitogépes eszkdzokkel. Egyetlen n-edrend(i determinansszamoldas n! (n — 1) darab szorzas,
valamint tovabbi n! darab 6sszeadas elvégzését teszi szilkségessé, ami még nem is tartalmazza
az inverzidk szdmanak kiszamitasat. Eppen ezért mutatunk egy mddszert az 2.4.3. részben,
amely kényelmesebbé teszi a mind a kézi, mind a szamitégépes mddszerrel valo kiszamitast.

2.4.2. A determinans tulajdonsagai

A fejezetben olyan tulajdonsagokat idéziink fel, amelyek megkonnyitik a determinans
kiszamitasat. Az itt szerepl6 tételek nem kerlilnek bizonyitdsra, habar a tételek tobbsége egy-
két [épésben bizonyithaté a 16. Definicid, vagy valamelyik ebben a szakaszban targyalt tétel

sV s s 1
felhasznalasaval.

5. Tétel A mdtrix determindnsa megegyezik a transzpondltjgnak determindnsdval: det A =
det At.

6. Tétel Ha az A mdtrix valamely sordnak, avagy valamely oszlopdnak minden eleme nulla,
akkor det A = 0.

¥ 110]:p69
9 Mindegyik tétel bizonyitasa megtalalhato példaul: [10]:p81-91
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7. Tétel Ha az A mdtrix valamely sordt, vagy oszlopdt megszorozzuk egy k skaldrra, akkor a az
A matrix determindnsa k-szorosdra vdltozik.

8. Tétel Ha az A mdtrix valamely két szomszédos sordt, vagy oszlopdt megcseréljiik, akkor a
madtrix determindnsa —1-szeresére vdltozik.

9. Tétel Ha az A mdtrix valamely két sora, vagy oszlopa megegyezik, akkor det A = 0.

10. Tétel Ha az A matrix valamelyik sora (vagy oszlopa) eqy mdsik sor (vagy oszlop) k
skaldrszorosa, akkor det A = 0.

11. Tétel Ha az A matrix valamelyik sordnak (vagy oszlopdnak) elemei kéttagu 6sszegek, akkor
az A mdtrix determindnsa két determindns dsszegeként dllithaté el6, azaz: det A = det A, +
det A,, ahol A, széban forgé sora (oszlopa) a kéttagu dsszeg elsé tagjat, A, a kéttagu 6sszeg
mdsodik tagjdt tartalmazza, mikézben a tébbi sora (oszlopa) vdltozatlan marad.

12. Tétel Ha az A matrix valamelyik sordhoz (vagy oszlopdhoz) eqgy mdsik sor (vagy oszlop) k
skaldrszorosdt hozzdadjuk (ezt nevezziik elemi sor- (vagy oszlop-) transzformdciénak), akkor
az igy kapott mdtrix determindnsa az eredeti A mdtrix determindnsdval egyenlé.

13. Tétel A hdromszégmadtrix determindnsa egyenlé a fédtldban Iévé elemek szorzatdval.

14. Tétel Ha A és B azonos rendii négyzetes mdtrixok, akkor két mdtrix szorzatanak
determindnsa megegyezik a két determindns szorzatdval: det AB = det A - det B.

2.4.3. A determinans kiszamitasa

Az 2.4.2 részben szerepld tételek kozil kettd kozvetlenill ad kényelmes determinansszamitasi
lehet6séget. Amennyiben egy matrixbdl el6 tudunk Allitani elemi sor vagy
oszloptranszformaciokkal (12. Tétel) egy haromszégmatrixot, akkor az n-edrend( matrix
determinansa egyszerlien elGall egy n tényez6s szorzatként (13. Tétel). A determinans
kiszdmoldsat az ugynevezett Gauss-eliminacidval végezhetjik. Ezt a kovetkezé pszeudokdd
definidlja (2; a matrix i-edik sorat jelenti, mig a; ; a matrix i-edik soranak j-edik elemét):

1 Ciklus minden j-re, ahol j>0 és (n+l)>j

2 Ha aj,j = 0, akkor

3 keress 1, amire ai,j#0, és i>]

4 Ha nincs ilyen i, akkor DetA = 0, Kilép
5 aj:= ai+ aj

6 elagazas vége

7 Ciklus minden i-re, ahol i>j és (n+l)>i, és i#0
8 ai:=ai+ (-1) (ai,j/aj,j)aj

9 ciklus vége

10 ciklus vége

11 DetA = f&éatldbeli elemek szorzata

12 Kilép

Ezen kivil az 6. Tétel és az 10. Tétel meggyorsithatjadk a szamolast, hiszen ha valamely
allapotban valamely sor minden eleme egy masik sor elemeinek skaldrszorosa, akkor a
determinans automatikusan nulla. Ez a fenti algoritmusban a 4. sorban valésul meg, hiszen ha
barmelyik oszlopban minden elem nulla, akkor a 2. sor feltétele automatikusan teljesil, és a 3.
sor keresése nem taldl olyan elemet az oszlopban, amelyik nem nullaval egyenlé.
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Ezen kivil a fenti algoritmusban egy emberi szdmoldnak azonnal szembet(nik, ha olyan sor
keletkezik, amelyik minden eleme nulla, és igy tovabbi roviditési lehetGséget nyujt abban az
esetben, ha a determinans nulla.

Megjegyzés: A Gauss-eliminacié a matrix méretének kobével aranyos [épésszamban megadja a
matrix determinansat, mig a definicié szerinti szdmolas a méretének faktoridlisdval aranyos
|[épésszamban. Ez azt jelenti, hogy egy 3 X 3-as matrix determinansanak kiszamolasa a
definicio szerint legfeljebb 12 szorzast és tovabbi 6 0sszeaddst jelent, mig Gauss-eliminacidval
elegend6 6 szorzast, 6 osztast és hat 6sszeadast elvégezni. A faktorialis sorozat novekedési
Uteme miatt azonban minden ennél nagyobb matrixra gyorsabb megoldast nydjt a Gauss-

eliminacio.
1 2 2
10. Példa Keressilkaz [0 0 5| determindnst:
3 7 1
1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2
0 0 5/=(0 0 5f(=[0 1 0|=|0 1 O0f=1-1-(-5=-5
3 7 1 0 1 -5 0 1 -5 0 0 -5

2.5. Matrix inverze

A matrixokon értelmezett szorzds mlveletének targyalasakor megemlitésre kerilt, hogy a
négyzetes A matrixot megszorozva az ugyanolyan rend( egység matrixszal, visszakapjuk az
eredeti matrixot:

EA=AéAE=A

Ez felveti a kérdést, hogy hasonldan a valds szamokhoz, |étezik-e egy A matrixnak A~ inverz
matrixa, amire:
E=AA"1ésE=A4714

Természetes, hogy létezhet ilyen elem, hiszen EE = E, azaz az egységmatrixnak dnmaga
inverze. Az is természetes, hogy a nullmatrixnak nincsen inverze, hiszen azt barmely masik
matrixszal megszorozva, nullmatrixot kapunk. (Ui.: Az 7. Példal5. Definiciéd szerepl6
szorzatmadtrix minden elemének minden tagjanak legaldbb egyik tényezdje nulldval egyenld.)
Azonban ez természetes, hiszen a valds szamokon sem varjuk el, hogy a 0-nak legyen inverze,
azonban ott kikotjik, hogy minden mas elemnek legyen inverze.

17. Definicié Ha A és B olyan négyzetes mdtrixok, amelyekre teljesiil az

AB=BA=E
egyenléség, akkor a B mdtrixot az A mdtrix inverzének, valamint az A mdtrixot B inverzének
nevezziik. Jelélés: az A mdtrix inverze A™1.

Megjegyzés: a definiciobdl nem kovetkezik, hogy minden négyzetes matrixnak létezik inverze,
illetve az sem kovetkezik, hogy ha létezik neki, akkor az inverz egyértelm.

18. Definicié Ha az A mdtrixnak létezik inverze, akkor az A mdtrixot invertdlhatonak nevezziik.

15. Tétel Ha az A mdtrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmd, azaz csak egyetlen inverze
létezik.

Bizonyitas megtalalhatd példaul [10]-ben a 113. oldalon.
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16. Tétel Egy A mdtrix akkor és csak akkor invertdlhato, ha det A # 0.

Bizonyitas megtalalhatd példaul [10]-ben a 114. oldalon.

Azaz a determinans jelentésében is olyan valami, amely ,meghatarozza”, hogy egy matrixnak
van vagy nincsen inverze.

Minta azt a késGbbiekben latni fogjuk, és mivel a matrixszorzasnak kitlintetett szerep jut
modellinkben. Azonban sziikséges egy tovabbi specialis matrix fajtat bevezetniink.

19. Definicié Egy A mdtrixot ortogondlisnak neveziink, ha AA* = E.

A fenti definiciébdl kozvetlenll adddik, hogy ortogondlisnak éppen azokat a matrixokat
nevezziik, amelyeknek inverze a transzponaltja (azaz A = A™1). Az 5. Tétel és a 14. Tétel
kovetkeztében:

(det A) - (det AY) = (detE)

(detA) - (detA) =1

(detA)? =1
Tehat egy ortogonalis matrixnak a determindnsa mindig 1 vagy —1.

Megjegyzés: Az elnevezést indokolja, hogy éppen azt a matrixot nevezziik ortogonalisak,
amelyik minden sora (oszlopa) mint vektor meréleges minden masik sorara (oszlopara), és
minden soranak (oszlopanak), hossza 1.

2.5.1. Az inverz kiszamitasa

Az inverz kiszdmitdsara is lehetGséget ad a Gauss-elimindacié egy mddositott valtozata. Ehhez a
kovetkez6 tételt hasznaljuk ki:

17. Tétel Ha egy A négyzetes mdtrix sor transzformdcidk sorozatos elvégzésével az
egységmatrixra redukdlhatd, akkor az A~ inverzmdtrix el6dll az egységmatrixbdl a megfeleld
sor transzformdciodk elvégzésével.

Bizonyitas megtalalhatd példaul [10]-ben a 115-116. oldalakon.

Megjegyzés: Sok esetben nem érdemes kiilon meggy6zddni arrdl, hogy az adott matrix vajon
invertalhaté-e, miel6tt elvégeznénk az inverz kiszamitasat, hiszen az eljaras soran kideril, hogy
nem redukdlhatd egység matrixra, mert van benne csupa nulldbdl allé sor.

A kovetkez6 pszeudokdd definidlja az inverzt kiszamité Gauss-eliminaciot:

13 E := nXn-es egységmatrix

14 Ciklus minden j-re, ahol j>0 és (ntl)>j
15 Ha aj,5 = 0, akkor

16 keress i, amire a; #0, és 1i>j

17 Ha nincs ilyen i, akkor Inverz = nincs, Kilép
18 asi= ait ay

19 elagazas vége

20 Ciklus minden i-re, ahol i1i>0 és (n+1)>i, és 1#0
21 a;:=a;+(-1) (ai,j/aj,j)éj

22 §i:=§i+(_1) (ai,j/aj,j)gj

23 ciklus vége

24 ciklus vége

25 Ciklus minden i-re, ahol i>0 és (n+1)>i
26 ei:=e;(1/ay,;)
27 ciklus vége
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28 Inverz = E

29 Kilép
Az 13. sorban létrehozunk egy egységmatrixot, amin a Gauss-eliminacio |épéseit hajtjuk végre.
Fontos, hogy a 20. sorban kezd&d6 ciklus ezuttal nem csak a f6atlé adott eleme alatti sorokkal
manipuldl, hanem a folotte lév6kkel is, hiszen, itt nem elegendd fels6 hdromszogmatrixra
redukalni, hanem teljesen diagonadlis matrixig kell végezni. A cikluson beliil a 22. sor végzi a sor
transzformaciét az eredménymatrixon.

Az eljards utolsé ciklusa véltoztatja a diagonalis matrixot egységmatrixra, illetve mivel tovabbi
elényt és értéket a moddositott eredeti matrix nem jelent, a sor transzformdciot csak az
eredménymatrixon végzi el.

Megjegyzés: A fenti eljaras teljesen alkalmas sor transzformdciék helyett oszlop
transzformaciokkal is. Ez esetben kizarélag az a; és ¢; jelolések értelmét kell az i-edik sorrdl az
i-edik oszlopra valtoztatni.

Vé

2.6. A Gauss eliminacio mas alkalmazasai

A Gauss elimindcié mas célu felhaszndldsa is lehetséges. Ezek kozil taldn a legfontosabb a
linearis egyenletrendszerek megoldasa szamitdgépi Uton. Ha tekintjik a kodvetkez6 linearis
egyenletrendszert:

Ay1%1 + Qg% + o+ g Xy =04

Ay1X1 + A% + -+ Ay Xy = C

am'lxl + am'zxz + -+ am,nxn = Cm
Ahol minden i,k € {1..m},j,l € {1...n} egészekre q; ; és ciadott valés szdmok, valamint x;
valds ismeretlenek. Ekkor a fenti egyenletet révidebben irhatjuk ugy, mint:

Ax =c
Ahol az A matrix elemei rendre az egyenletrendszer q; ; egyutthatoi, az x vektor elemei az
ismeretlenek, és ¢ vektor elemei az egyenletrendszer jobb oldaldn taldlhaté c;, értékek.

Mivel tudjuk, hogy ha egyenl6khoz egyenl6ket adunk, valamint ha egy egyenlet mindkét
oldalat ugyanazzal a szdammal szorozzuk meg, az nem valtoztatja meg az egyenlet
igazsdgtartalmat, ezaltal a matrixok elemi sortranszformdciéit fel lehet hasznalni arra a célra,
hogy egy egyszer(sitett n X (m+ 1) -es matrix segitségével kiszamoljuk az ismeretlen
értékeket. Ez lényegében csak irasbeli rovidités, és annak megkotése, hogy kizardlag két
egyenlet 6sszeadasaval és egy egyenlet valds szammal szorzasaval szeretnénk dolgozni.

Mivel a Gauss eliminacié ilyen célu felhaszndldsa gazdag irodalommal rendelkezik, és rengeteg
szemléltetS anyag érhetd el alkalmazasardl, ennek tovabbi ismertetésétdl eltekintek.”® Egy
ilyen célra médositott algoritmusat a 2.10.2. részben bemutatom, és a dolgozat tovabbi
részében felhasznalom.

20 Egy szemléltetése megtaldlhatd példaul itt: [12] Ez adott matrixhoz |épésrdl lépésre generdlja a
megoldas soran keletkez6 matrixokat magyarazattal. Angol nyelvd.
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2.B: Az OOP alapja: az osztaly

2.7. Mi az objektum orientalt programozas?

Az objektum orientdlt programozas lényege, hogy a definidlt adatstrukturdkkal és
objektumokkal nem feltétlenil egy el6re j6l meghatdrozott utasitds és miveletszekvenciat
végziink, hanem minden egyes objektumhoz és struktirdhoz hozzacsatoljuk a rajtuk
elvégezhet6 miiveleteket. Az igy definidlt és miveletekkel, tulajdonsdgokkal kiegészitett
adatstrukturdkat nagyobb 0Osszetettebb struktirakba szervezziik, amig a legfelsé szintl
struktira maga a program. Ezt az egyre Osszetettebb strukturakba szervezést olyan elemei
lépésekkel tessziik, hogy egy adott szinten vildgos és érthet6 az, hogy az adott struktura szint
mit is csinal az épit6 elemeivel.

11. Példa Erre j6 példa a nyelv szemantikaja és szintaktikaja. Legalacsonyabb szinten a betlik
allnak. Ha egy betlkbdl allé karaktersorozat helyességét szeretnénk elddnteni, esetleg arrdl
szeretnénk értekezni, hogy az mennyire érdekes és jelentSs regény, rendkivil nehéz dolgunk
van. Azonban ha definidlunk egy karaktersorozat strukturat: a szavakét, akkor Iényegesebben
konnyebb dolgunk lesz. Ugyan ez igaz a szavak mondatokba szervezésére, valamint a
mondatok gondolatokba szervezésére. A valdsagban ez rendkiviil nehézkesen menne ezen, és
ennél magasabb szinteken, hiszen a nyelviink adta lehet6ségek nagyon nagy szdma nehézkessé
teszi minden lehetséges jelentés leirasat.

A nyelvi (mar-mar inkdbb irodalmi) struktira nagyon magas szintjein azonban megint jol
megfoghatd és kezelhetd a struktira. A mU (példaul vers, préza vagy éppen ez a szakdolgozat)
mindig egy jol megfoghatd strukturat kovet. Nagyon gyakran rendelkezik bevezetéssel,
targyaldssal és egy zard résszel. Természetes mddon ezek nagyon hasonlé alapelemekbél
(szavakbol, mondatokbdl) épiilnek fel, de ezen felll egészen mas strukturalis feltételeknek
tesznek eleget.

12. Példa A matematika szintén tobbé-kevésbé j6l megfoghatd objektumokkal és struktirakkal
dolgozik. Az algebra példaul kizarélag a strukturdk kozotti reldciokat, bdévitéseket és
mdveletekkel foglalkozik. Példaul minden X feletti test egyben X feletti gy(ir( is, és minden X
feletti gy(ir(i egyben X feletti csoport is. llyen esetben jogos az elvdras, hogy ha X feletti testet
szeretnénk definialni, elegendé legyen annyit mondanunk, hogy az X feletti test egy X feletti
gy(rd, valamint a és b megszoritasok, tulajdonsagok is érvényesek, és igy tovabb. Ugyan ezt
szeretnénk elvarni a gy(ir(i definiciéjatdl a csoportok segitségével.

13. Példa Ugyanigy szolgaltat szamtalan példat a geometria. Tekintsik példaul a négyszogeket:
Minden négyzet egyben rombusz is. Minden rombusz egyben parallelogramma is, és igy
tovabb. Ha hatékonyan akarjuk definidlni mindezeket a geometriai strukturdkat, akkor
kénytelenek vagyunk haszndlni ezek egymas kozotti tartalmazasat. Lassuk az aldbbi harom
definiciét:

20. Definicio Négyzetnek nevezziik az olyan négyszdgeket, amelyeknek minden szége egyenlé
nagysdgu és minden oldala egyenlé hosszu.

21. Definicio Négyzetnek nevezziik az olyan rombuszokat, amelyeknek minden szége egyenlé
méretd.
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22. Definicié Négyzetnek nevezziik az olyan téglalapokat, amelyeknek minden oldala egyenlé
hosszu.

Természetesen mindharom definicié ugyan az a fogalmat irja le, azonban nem mindegy hogy
milyen fogalmakra épit. Az els6ben szerepel a négyszog, oldal, sz6g, méret, egyenl és hossz. A
masodikban és a harmadikban mar Iényegesen kevesebb a kdzvetleniil felhaszndlt fogalmak
szdma, mert a rombusz és a téglalap mar egy-egy specialis négyszogosztaly, amelyek kdzvetve
hordozzak az elsé definicidban kozvetlenil el6irt tulajdonsagok egy részét. Azt, hogy végsé
soron hogyan definidljuk a négyzet fogalmat az hatdrozza meg, hogy milyen (mar definialt)
fogalmakra épit(het)ink. Ha ismerjik a rombusz vagy a téglalap fogalmat, akkor az 21.
Definicid valamint a 22. Definicié kézenfekv6bb megoldas, hiszen kevesebb feltételt kell
kozvetlendl vizsgdlni. (Ett6l fuggetlenll természetesen a rombusz és a téglalap fogalma
haszndlja a tobbi fogalmat, de ha mar definidltuk ezeket a hasonldan Gsszetett fogalmakat,
akkor egyszer(ibb a négyzetet definialni, hogy minél tdbbet kihasznalunk belglik.)

Ugyanez igaz még lejjebb haladva a nagyon alacsony szintek felé, de egy egészen mas féle
tulajdonsag o©roklédést tapasztalhatunk, és csokkennek a vdlasztasi lehetOségeink is. A
négyszogeket definidlva (20. Definicid) szlikséglink lesz a szakasz fogalmara. A szakasz
fogalmahoz sziikséglink lesz a pontok fogalmara. A matematikdban a pont alapfogalom, nem
definidljuk, tulajdonsdgait az axiomak irjak le. Latni fogjuk, hogy az informatikai és a
matematikai kezelés mddja eltéré.

Melyik definici6 milyen feladatot jelent informatikai oldalrdl megfogalmazva? Tekintsik
példanak azt, hogy az euklideszi térben (sikon) szeretnénk lerajzolni egy négyzetet. Ekkor az
alabbi mivelet sort gondoljuk végig, és bontjuk a feladatot elemi feladatokra:

e Rajzoljuk le a négyzetet!
o Anégyzet rombusz
= Arombusz parallelogramma
e A parallelogramma trapéz
o Atrapéz négyszog
= A négyszognek négy oldala van
= Minden oldal egy szakasz
e Lerajzoljuk az elsé szakaszt
e Lerajzoljuk a masodik szakaszt

Lerajzoljuk a harmadik szakaszt
e Lerajzoljuk a negyedik szakaszt

Természetesen a szakasz lerajzoldsat is lehet tovabbi elemi mUiveletekre bontani. Ugyanakkor e
m{veletsor lényegesen rovidebb, ha az 20. Definicidt valasztottuk.

e Rajzoljuk le a négyzetet!
o A négyszognek négy oldala van
o Minden oldal egy szakasz
= Lerajzoljuk az elsé szakaszt
= Lerajzoljuk a mdasodik szakaszt
= Lerajzoljuk a harmadik szakaszt
= Lerajzoljuk a negyedik szakaszt
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Azonban ezen egyszer(iségért azzal fizettlink, hogy a négyzetet sziikségtelenil sok
informdacidval hataroztuk meg (feltéve hogy szikséglink volt mar korabban a téglalap, avagy
rombusz fogalmara).

2.7.1. Mi az objektum orientalt programozas eldonye?

A legkézenfekv6bb el6nye, hogy a bonyolult struktira els6re nagyon bonyolultnak tind
m(iveletét tobb konnyen megvaldsithaté egymdsra éplil6 mdveletre tudtuk bontani. A négyzet
példajanal maradva: a négyzet egy bonyolult fogalom, a lerajzoldsa még nehezebb, azonban
mivel a bonyolult fogalmak kozotti reldcidt sikerilt nagyon elemi részletekre bontani:

1. A négyzetet ugyan ugy kell lerajzolni, mint a rombuszt

A rombuszt ugyanugy kell lerajzolni, mint a parallelogrammat
A parallelogrammat ugyandugy kell lerajzolni, mint a trapézt

A trapézt ugyanugy kell lerajzolni, mint a négyszoget

vk wnw

A négyszoget ugy kell lerajzolni, hogy lerajzoljuk a négy oldalat
6. A szakaszt igy kell lerajzolni: ...

Természetesen itt kiesik a 2. 3. 4. allitds, ha az 20. Definicié szerint jartunk el. Azonban ha
megfigyeljliik, ezek az allitdsok automatikusak. A legtobb esetben nem kell hozza tenniink
semmit, hanem a felhasznalt fogalmak meghatdrozasabol automatikusan kévetkezik.

Megjegyzés: A négy szakasz lerajzolasa 6nmagdban nem garantalja, hogy azok négyszoget,
vagy éppen négyzetet alkotnak. Ennek biztositdsa éppen a négyszoget, trapézt,
paralellogrammat, rombuszt, és négyzetet leird struktira feladata.

Tehat az objektum orientdlt programozds lényege, hogy a bonyolult strukturdkkal valé
miveletet egyre egyszer(ibb és egyszer(ibb strukturak mdveleteire bontjuk.

2.7.2. Miben kilonbozik a proceduralis programozastél?

A proceduradlis programozas alapelve, hogy a miveleteket egyszer(ibb mUveletekre bontjuk fel.
Végsé soron az OOP lényege is ez. Azonban a kardinalis kiilonbség a kett6 kozott, hogy
alapvet6en az egyszer(ibb miiveletekre bontasnal nem a struktira szétbontdsan van a
hangsuly, hanem a helyes sorrenden.

14. Példa Az A feladat elvégzéséhez sziikséglink van a B, C és D részfeladatok elvégzésére,
melyeket szigoruan ilyen sorrendben kell elvégeznlnk. Ezzel szemben az OOP esetében: az A
feladat elvégzéséhez az X strukturan sziikséglink van arra, hogy elvégezziik a B feladatot az
Xg, a C feladatot X és D feladatot az X, strukturdn, és ahol az X, X és X strukturak egyutt
alkotjak az X strukturat.

Ebben a példaban a proceduralis programozas vonzébbnak tlinhet, hiszen kevesebb feltételt
szab. Mindezzel ellentétben pontosan ez a hatranya is. Mivel nem kényszeriti ra az alkalmazét,
hogy a strukturat szétbontsa kisebb részekre, ezért a B, C, D részfeladatoknak sziikségszer(ien
figyelembe kell vennie az egész strukturat, és nem egyszerlsodik a feladat egyszerlbb
strukturakon végzett miveletekre.
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Lényegi kilonbség a kettd kozott, hogy mig a proceduralis nyelvek kivaldak jol meghatarozott
szamitasok, feladatok elvégzésére, addig az objektum orientdlt nyelvek alkalmasak tobb
funkcios, eseményvezérelt (igy példaul az ablakokban futd) programok készitésére. Ilyenkor
példaul az ablak maga egy objektum, annak részei is objektumok, mint példaul a gombok,
feliratok, képek stb. Példaul az ablak objektuma tartalmazza a gombok objektumait. Az egér
kurzor 6nmagaban is egy objektum, amit az ablakhoz hasonléan az operacids rendszer futd
kornyezetének objektuma kezel.

2.8. Az osztdly fogalma

Az el6z6 fejezetben targyalt objektumok kozos jellemzbje, hogy definidlni kell &ket
programkddi szinten®. Ezt a struktdra definiciot nevezziik osztdlynak:

Az osztdly egy struktura adatrészeinek, mdiiveleteinek és rajta értelmezett fiiggvényeinek
definicidja.

Ezen meghatdrozds nem kotelez6 érvényl definicid, mert programozasi nyelvenként
eltérhetnek. Egyik-masik rész nem feltétlenil kotelez6, néha tiltott eleme, tovabba a legtobb
nyelv ezen fellil ugynevezett ‘lathatdsagi’ definicidkat is haszndl, amelyek korlatozzak és bdvitik
az adott osztaly részeinek elérhet6ségét és lathatdsagat szoftverfejlesztési, jogvédelmi és
biztonsagi jelleggel. Ezen utébbi jellegrél ebben a dolgozatban nem esik sz, azonban barmely
konkrét programozasi nyelv oktatasakor szdba kell, hogy kertljon.

Fontos megjegyezni, hogy a m(iveletek is értelmezhet6k, mint rajta értelmezett figgvények,
azonban az olvashatdsag kedvéért megkilonboztetjik az olyan fliggvényektél, amelyeknek
csak egyféle paramétere van. (Példaul a szokasos valds szamokon értelmezett 6sszeadast
nevezhetjik mdveletnek.) Erre a célra a legtobb programozasi nyelv az operator kulcsszot
hasznalja, igy a tovabbiakban az operator kulcsszd segitségével definidlok muveleteket. A
legjobb definicié az, hogy azt nevezem miiveletnek, amit jelélhetiink infix, és nem csak prefix
jelleggel.

15. Példa Az +(a; b) helyett irhatom, hogy a + b. Itt az 6sszeadas mlivelet (vagy operator),
mig az

| 30 Osszeadés (a;b)
egy kétvaltozds fliggvény, még ha ugyan azt is valdsitjak meg.
A fenti meghatdrozast kiegészithetjik még az ugy nevezett tulajdonsdgokkal, azonban ezek
tobbsége fliggvényként értelmezhetd, amely egy adott struktura valamilyen jellemzgjét adja

vissza, esetleg allitja be. (llyen példaul egy négyzet struktira oldalanak hossza, teriilete). Az
olvashatdsag kedvéért az ilyen jellegl fliggvényeket a tulajdonsag kulcsszéval latom el.

Lényegi jelent6ségli, hogy az osztaly maga egy definiciét jelent. Gyakorlatilag minden OOP
nyelvben az osztalyokat hasznalatuk el6tt Ugynevezett példanyositani kell2. A példanyositas

*! Létezik olyan programozasi nyelv, amelyik megengedi, hogy futési id6ben definialjunk strukturat, dm
ez jobbara latszélagos megoldas.

2 Ez alél is van kivétel a programozasi nyelvek kdzott. Léteznek Ggynevezett statikus osztdlyok, melyeket
nem lehet példanyositani, és csak a bennik tarolt fliggvények lényegesek, és elérhet6k. Példaul célszerl
a trigonometrikus flggvényeket minden esetben elérhet6vé tenni, anélkiil, hogy a valdés szamok
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azt jelenti, hogy létrehozunk neki egy program valtozét, lefoglaljuk a neki szant terlletet a
szamitdgép memdridban. A jovGben erre a célra az uj kulcsszét fogom hasznalni. Az
értelmezés miatt gyakran hasznaljuk ra a ’létrehozunk egy X osztalyt’ avagy ’foglalunk
memoriat X-nek’ kifejezéseket is.

16. Példa A négyzet definicidja tartalmazza, hogy mi is az a négyzet, mik hatdrozzak meg,
milyen tulajdonsdgai vannak, stb. Azonban ekkor még nincsen egyetlen |étezd négyzetiink
sem, csak tudjuk hogy milyenek a négyzetek. Ha valamilyen négyzettel mliveletet szeretnénk
végezni, akkor el6szor létre kell hoznunk. Ez a legtobb matematika példaban ugy torténik, hogy
meghatdrozzuk valamilyen relevans jellemzgjét. Példaul: , Adott egy 3 cm él hosszlisagu
négyzet...” Ett6l kezdve van egy négyzetiink, amelyiknek térbeli pozicidja irrelevans, ezért nem
meghatdrozott. Ha a didk lerajzol (megszerkeszt) egy 3 cm él hosszUsagu négyzetet a flizetébe,
ugy annak mdr pozicidja is van és az is |ényegessé valtozik.

2.9. Az osztaly részei

Egy osztdly leirdsa néhany 6sszetev6bdl all. Ezek:

e Az osztaly neve (példdul négyzet) (kotelezd!)
e Az osztély relevans adatainak tipusa (pontok listaja, valds koordinatak)
e Konstruktor és destruktor eljarasok, fliggvények (kotelezé!)
e A rajta értelmezett fliggvények és eljarasok (példaul egy négyzet abrazolasa)
o Atulajdonsagai (példaul egy négyzet teriilete vagy vektor hossza, normaja)
e Miveletei (példaul egy négyzet transzformacidja, vagy két vektor 6sszege)
e Az se (kotelezs!?)

Az elsé eleme nyilvanvaldan trivialis, hiszen valamivel sziikséges azonositani, és valamivel kell
ra hivatkozni, hogy létrehozhassuk.

Ezen részek részletesebb targyalasa kovetkezik (a név kivételével).

2.9.1. Relevans adatok

A legtobb osztalyt azért definialjuk, hogy valamilyen relevans adatokat taroljunk benne. llyenek
példaul egy négyzet csucsai, oldalai, vagy egy valds vektor 'koordinatai’. Lehet&séglink van
azonban ezeket kihagyni, és csak logikai célu osztalyt definidlni (errél az 6s fogalmanak
targyalasakor lesz sz6 részletesebben).

Egy osztalydefinicié soran fel kell sorolnunk azokat az adatszerkezeteket, amik az adott
osztalyra nézve relevdnsak. Minden egyes ilyen adatszerkezet meghatarozasahoz sziikség van a
szerkezet tipusara és nevére. A név értelemszeriien azért sziikséges, hogy hivatkozni tudjunk
ra. A tipus lehet valamilyen mar definidlt osztaly is, igy annak eszkozeit, szerkezetét fel tudjuk

definicidjat jelent6 osztalyhoz lennének csatolva. Sziikségtelenil megnehezitené a helyzetet, ha a valds
szamokhoz csatolnank hozza, mint a valds szamok definiciéjat jelentd osztaly fliggvénye.

2 Létezik olyan régebbi, els6sorban multi-paradigmalis nyelv, amelyik nem tdmogatja a leszarmazast.
llyen példaul a Visual Basic régebbi verzidi. Napjainkra azonban ez az objektum orientdltsag kritikus és
legfontosabb részévé valt.[13]
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haszndlni, avagy valamilyen alaptipus, amit a programozasi nyelvvel egyiitt definidltak. llyen
alaptipusok az egész szamok, karakterek, karaktersorozatok (’string’), valés szamok, stb. (A
legtobb kimondottan OOP nyelvben minden alaptipus is osztalyként van definidlva, azonban a
hagyomanyok miatt, valamint a kénnyebb olvashatdsag miatt ezeket kilon, kulcsszavakkal is
elérhet6vé teszik, ezdltal megkonnyitve a programozék dolgat, és megkonnyiti az atdllast
proceduralis illetve multi-paradigmalis jelleg(i programozasi nyelvekrdl).

17. Példa Definialjuk a valds euklideszi térbeli pontot, mint osztalyt:

31 osztaly Pont
32 {

33 valds x,vy,z
34 '}

Ezaltal étrehoztunk egy Pont nevl osztdlyt, amelyiknek hdrom adattagja van: x, v és z, egy-egy
valds szdm a valds koordinatdk szamara. llyenkor az osztaly nincs még példanyositva, csak a
program tudja, hogy harom valds szamnak elegend6 méretli memoria teriiletet kell foglalni
minden egyes pontnak, amikor azt példanyositjuk.

2.9.2. Az osztalyok fiiggvényei

A legtobb osztalyt azért definialjuk, mert szerepet szanunk neki, mlveleteket szeretnénk
végezni vellik, miutan példanyositottuk. Valamilyen eljardst szeretnénk végezni, ami az
osztdlyra jellemz6. Fontos jellegzetesség, hogy nem sziikséges egy osztaly fliggvényének sem
megvaltoztatni, de még felhasznalni sem szeretnénk valamelyik példanydt a definialt
osztalynak, de szeretnénk elérhetévé tenni maskor anélkil, hogy memédria teriiletet foglalnank
az adatrészeinek. Erre az esetre a statikus kulcsszét fogom alkalmazni a figgvény definicidt
megel6z6en.

Egy fliggvény definicié all pontosan ebben a sorrendben:

e Visszatérési érték tipusabdl (matematikai értelemben a képhalmazbdl. Példaul az

fiR- {x|(x € R)A (x = 0)},f(x) = x? fiiggvény esetén a valds szdmokat jel6ls
R.)
Fontos megjegyezni, hogy nem minden fliggvénynek van visszatérési értéke, hiszen a
célja éppen az, hogy a példanyositott objektum valamely értékét mddositsa. Erre a
célra a legtobb program nyelv hasznal valamilyen kulcsszét, hogy jél elkiilonithetd
legyen az a hibaeset, amikor a programozd megfeledkezik a visszatérési érték
meghatdrozasarol, és amikor azt szeretné, hogy ne legyen neki. Erre a célra a void
kulcsszot fogom hasznalni (jé magyar kifejezés hianyaban).

e A fliggvény nevébél, mely az adott osztalyon bellll egyedi, és nem egyezik meg
valamelyik kulcsszéval. A név egyedisége, mint latjuk, bizonyos megkotések mellett
nem feltétlenil sziikséges.

e A paraméterek listajabol, ahol minden egyes paramétert felsorolunk tipusukkal egyutt.

18. Példa Példaképpen lassuk a pont osztalyunk néhany lehetséges fliggvényét (adatmezék
definicidja a 33. sorban talalhatd):

35 osztaly Pont

36 {

37 ...

38 valds tavolsag(Pont B) {
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39 tavolsag := /(EZ.x—B.x)? + (EZ.y — B.y)? + (EZ.z — B.z)?
40 }

41

42 statikus valds tavolséag(Pont A,B) {

43 tavolsag := /(A.x—B.x)2+ (A.y —B.y)? + (A.z — B.z)?
44 }

45 void OrigoraTukroz () ({

46 EZ.x := - EZ.x

47 EZ.y := - EZ.y

48 EZ.z := - EZ.z

49 }

50 }

Az elSbbi példa-kéd els6 ranézésre: két tavolsag nevl flggvény is szerepel, valamint szerepel
az £7 sz6, amit korabban nem targyaltunk.

A kétszer szerepl6 tavolsag fliggvény j6 példa az ugynevezett tultoltés (‘overloading’)
jelenségének, amelyet a legtébb napjainkban gyakran alkalmazott programozasi nyelv
alkalmaz. Ez azt jelenti, hogy egy fliggvényt nem csak pusztan a neve azonosit egy osztalyon
belil, hanem a neve és a paramétereinek sorozata egy(tt. Ezaltal lehet két ugyanolyan nev(,
am paraméterek sorozataban eltér6 fliggvényiink. Ezt olyankor érdemes hasznalni, amikor a
két vagy tobb fliggvény funkciondlisan ugyanazt a célt valdsitia meg, azonban nem akarjuk
el6re meghatarozni, hogy a felhasznald melyiket haszndlja. Megfigyelhets, hogy a 42-44
sorokban definidlt fliggvény ugynevezett statikus fliggvény, igy hasznalatahoz nem sziikséges
mar egy pont osztalyl valtozd, hanem barmikor meghivhatd példanyositas nélkil is.**

Az 7 kulcsszoét arra a célra haszndljuk, hogy hivatkozzunk a jelenlegi osztaly valamely részére.
Ilyenkor a figgvény meghivasakor azt a példany jelenti, amelyikben meghivtuk. Példaul:

51 ...

52 wvalds d

53 Pont A, B

54 ...

55 d := A.tavolséag(B)
56

57

Ilyenkor a 55. sor meghivja a 38-40 sorban definialt figgvényt Ugy, hogy az £z értéke a az a
rPont o0sztalyld valtozé. Az ez kulcsszénak igy csak az osztaly definicion beliil van értelme, és
altaldban minden mas esetben kerllend6 a hasznalata. (Ez néhany OOP nyelvben nagyon
szigoruan igaz.”> Mivel minden, még a program maga is osztalyként van definialva, ezért mindig
létezik egy osztély, amiben az £z kulcsszénak van értelme. Eppen ezért hasznélata csak erre a
célra engedélyezett.)

2.9.3. Az osztdlyok tulajdonsagai

Egy osztaly tulajdonsdgdnak olyan jellemzét neveziink, amit nem érdemes, folosleges adatként
tarolni, mert a mar tarolt adatokbdl igény szerint levezethetd (kiszamithatd), illetve jellemz&en
nincs ra sziikség olyan gyakran, hogy a megnovekedett szamitasi igény lényegesen lassitand a
program futasat.

** Ez esetben természetes szlikséges két pont osztalyu példany is, hiszen azok a paraméterei.
25 sy g4
Példaul a C# nyelvben. [14]
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A tulajdonsdgok és adatrészek jellemzéen felcserélhet6k, ezért az osztaly adatrészeinek
meghatdrozasat az hatdrozza meg, hogy mire van sziikség gyakrabban, és melyik igényelne
Osszességében nagyobb szamitdsi és memaria kapacitdst.

19. Példa Példa a tulajdonsag és az adatrész kozotti kiilonbségre. A kor két féle relevans
adattal meghatdrozhaté: a kézéppontjanak helyzetével, és sugardanak mértékével. Ebben az
esetben a kor osztaly egy tulajdonsaga a kor teriilete. Ezzel szemben egyértelm(ien megadhaté
egy kor a kozéppontjaval és terlletének mértékével. Ebbél igény szerint barmikor
meghatdrozhatd a sugdr mértéke. Ebben az esetben trividlisan a sugdr valasztandd adattagnak,
hiszen lényegesen gyakrabban van sziikség annak méretére, mint a terlletére (példaul a kor
abrazolasahoz).

A tulajdonsagokat nagyon gyakran alkalmazzak arra, hogy egyes adatrészek irdsi és olvasasi
jogat kilon-kiilon szabalyozzak. Amig egyes adatrészek csak egyszerre lehetnek olvashatéak-
irhatéak és nem olvashatéak-irhatdak, addig a tulajdonsdghoz rendelt kinyer6é flggvény
elérhetd, de az atdllitdsdhoz rendelt fliggvény nem. Ezen dolgozatban nem targyaljuk a
’lathatdsagot’, igy ezek részletesebb ismertetésétdl eltekintiink (lasd 2.8.).

A tulajdonsagok jelolésére a fliggvényekhez hasonldan egy tipus jelz6t (a tulajdonsag jellege),
valamint nevét hasznaljuk. A fliggvényekkel ellentétben nem lehet 6ket statikussa tenni, és
nincsen paraméterlistdjuk sem. Annak érdekében, hogy megkilonboztessiik a tulajdonsag
bedllitd és kinyerd eljarasokat, minden egyes tulajdonsag leirdsanak két része van a beallitast
jelz6 := karakterparral és »= parral.

20. Példa A 31-33 és 38-49 sorokban eddig definidlt pont osztdly kibdvitése az origdtdl valod
tavolsag tulajdonsaggal:

58 osztaly Pont
59 {
60
61 valds OrigdtdlTavolsag
62 ?={
63 Origétb1Tavolsag := +/(EZ.x)2 + (EZ.y)? + (EZ.7)2
64 }
65 c={
66 valds c
érték
o € = JEZx)?+(EZy)2+(EZ2)?
68 ez.x := C * ez.x
69 ez.y := Cc * ez.y
70 ez.z := C * ez.z
71 }
72}

A példa 67. sordban szerepel az érték kulcsszé. Ez a kulcsszét hasznaljak arra a célra, hogy
azonositani lehessen az értékadd operator (:=) jobb oldalan szereplé értéket. Ennek tipusa
mindig a tulajdonsag tipusaval kell, hogy megegyezzen.

A tulajdonsag alkalmazdsa:

73 Pont A

74 valds tavolséag

75 A := (1,1,0)

76 tavolsag := A.OrigdétdlTavolsag

Ekkor a tavolsag véltozé értéke v/2, hiszen az (1,1,0) pont tavolsaga az origotdl /2.

| 77 A.origotéiTavolsag := 2v2
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Mivel Ugy definidltuk az origétélTavolsag tulajdonsdgot, hogy ezt beallitva az értékado
operator jobb oldalan 1évé tavolsagnyira nyujtja az origd és a pont tavolsdgat, ezért az 77. sor
utasitdsat végrehajtva az sor utasitasat végrehajtva az A pont elsé két koordinatdja 2, a
harmadik vdltozatlanul 0. (Ezen felll természetesen az A.origéto6lTavolsag tulajdonsag

értéke 2v2.)

Megjegyzés: Egyes OOP nyelvek kimondottan tdmogatjdk a tulajdonsagok definidlasat, mas
nyelvekben nincs ehhez hasonld megoldds, és minden hasonld jellegli tulajdonsagot
fuggvényként kell definidlni.”® Az olvashatésag érdekében alkalmazzuk a tulajdonsagokat, ezek
gyakorlati megvaldsitdsa azonban nyelvektdl fliggéen nagyon eltérhet.

2.9.4. Osztalyokon értelmezett miiveletek

A miiveletek (idegen szdval operdtorok) a tulajdonsagokhoz hasonldéan az olvashatdsagot
segitik, azonban kritikus sziikség van rdjuk ahhoz, hogy az adott OOP alapvetéd mikodését
definidlni lehessen (példaul zardjelezést, értékadast, alapvetd aritmetikat, értékvizsgalatot
stb.). Gyakorlatilag miden OOP nyelv és a legtébb multi-paradigmalis nyelv is tdmogatja a
miiveletek (operatorok) definialasat sajat készités(i osztalyokon.

Gyakori jelenség az is, hogy az értékadod (:=) és értékvizsgald operatorokat nem kell definialni
semmilyen osztalyra sem, mert azt automatikusan megvaldsitja az adott osztdly 6se, amely
mindig létezik (lasd 2.9.5. rész). A targyalas egyszer(sitése érdekében mi sem definidljuk ezen
két miiveletet minden bevezetet osztdlyra, hanem elfogadjuk az alabbiakat:

e Az értékvizsgald operator akkor és csak akkor tér vissza igaz értékkel, ha a jobb és bal
oldalan szerepl6 kifejezés ugyan olyan tipusu (osztalyu), és adat részei kdlcsondsen
megegyeznek.

e Az értékadd operator csak akkor szintaktikusan helyes, ha jobb és bal oldalan
ugyanolyan tipusl (osztalyu) kifejezés all. Az operatort tartalmazé utasitdst
végrehajtva az operator bal oldaldn szerepl6 valtozd a jobb oldaldn szerepl6 kifejezés
értékével fog megegyezni.

o Az értékvizsgdld operator ellentéte az = operator, mely pontosan akkor tér vissza igaz
értékkel, ha az értékvizsgald operdtorral felcserélve hamis értéket kapnank.

Tovédbba az alapveté matematikai midveletek definidlasatol is tartézkodunk, melyeknek
ismerete elvarhato egy kdzépiskolas tanulétdl, és nem képezi ezen dolgozat targyat.

A jov6ben kizdrdlag egy- és kétvaltozds miveleteket definidlunk (példaul a vektorok 6sszegét
valamint ellentettjét), valamint a kapcsos zardjel operatort, amely egy listaszer( osztaly n.
elemét adja vissza. A definicié szintakszisa all a visszatérési érték tipusabdl (osztalyabdl), az
operator kulcsszobdl, az 6t jel6ld karakterkombinaciobdl (példaul + és -) és a paramétereibdl
(mely tartalmazza a tipusat). A paraméterek sorrendje meghatarozza, hogy milyen sorrendben
el6zik meg és kovetik az operdtor karakterét. A kapcsos zardjel operator esetében a |
operator ] jelolést alkalmazzuk, és ezen esetben a paraméternek azonositani kell a
visszaadandd elemet.

*®*Mindkettére jo példa a napjainkban nagyon elterjedten alkalmazott C# [15] és Java [16] OOP nyelvek.
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21. Példa Az euklideszi sik vektorainak 0sszege és skalarral vald szorzasa pongyolan. Az O-es
fejezet definidlja a késGbbiekben is felhasznalt altaldnos euklideszi vektor osztalyt.

78 osztaly Vektor

79 |

80 valds x

81 valéds y

82

83 Vektor operator + (Vektor a, b)

84 {

85 aj Vektor c

86 c.x := a.x + b.x

87 c.y := a.y + b.y

88 + :=cC

89 }

90

91 Vektor operator * (valdés c, Vektor v)
92 {

93 4j Vektor b

94 b.x := c * a.x

95 b.y (= c * a.y

96 * :=b

97 }

98

99 valdés [ operator ] (pozitivegész 1i)
100 {

101 Ha (i > 1) akkor HIBA?'

102 egyébként Ha (i = 0) akkor [] := x
103 egyébként Ha (i = 1) akkor [] := vy
104 }

105}

Fontos megjegyezni, hogy a paraméterek sorrendjére vonatkozd kitétel miatt a fent definialt
vektor osztdly nem kommutativ a skaldrral valé szorzdsra nézve (tekintettel ra, hogy a
skalarnak meg kell el6znie a vektort). Ez kikiiszobolhets, ha még egy * nevi operatort
definidlunk az 18. Példa keretében ismertetett tultoltés segitségével, csak éppen forditott
sorrend( paramétereket hasznalunk.

A kapcsos zardjel operatort gy hasznalhatjuk, mint a tombdk indexelését. Példaul:

106Gj Vektor v
107 ..

108 valéds vy
109y := vI[1]

Ekkor az y értéke a masodik koordinataval (v.y -al) egyezik meg.

2.9.5. Az osztdly 6se

2.9.5.1. A leszarmazasrol altalaban

Az osztalyok leszarmazadsa az objektum orientdlt programozas lényegét képezik. Habar
osztalyokat lehet masképp is felhasznalni egy Uj osztaly létrehozasara, az 6roklédés az, amely a
feladat strukturaldsat igazan megkonnyiti. Az 6rokl6dés az, amit igazan konnyli megérteni a
matematika segitségével. Az 2.7. rész targyaldsa soran hasznalt négyzet, téglalap,
parallelogramma, rombusz, mint megvaldsitott osztalyok 6rokithet6k egymasbdl, és végsé
soron a négyszog osztalybdl. A négyszog osztaly pedig 6rokitheté az altaldnos sokszog

A hibakezelésrél didaktikai megjegyzések talalhatok az 6.A: A flggvények hibakezelésrél cim(
fliggelékben.
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osztalybdl. Egyértelmd, hogy ha definidljuk az altaldnos négyszog jellemzGit, azok allni és
mkodni fognak minden mas négyszogre is. Ha definidljuk a téglalap olyan jellemzéit,
amelyiket egyetlen még korabban sem definiadlt §se sem hatdrozott meg, akkor az a jellemzé
szintén allni fog az 6sszes leszarmazott osztalyra is, igy példaul a négyzetre is.

Masképpen ugy képzelhet6 el az 6roklédés, mint tulajdonsaghalmaz bévitése mellett egyre
szlikebb halmazok definidldsat. A korabban emlitett példaval élve: ha bévitjik a négyszog
elvart tulajdonsagainak halmazat, akkor a négyszogek egy részhalmazahoz jutunk (példaul a
négyzetéhez).

Mindez ugy jelenik meg az OOP szintjén, hogy amikor definidlunk egy Uj osztalyt, kikotjik, hogy
mely masik osztaly a kozvetlen Gse. Ekkor az 6s osztaly minden egyes része (adatmezgje,
fliggvényei, miveletei, tulajdonsagai stb.) az Uj osztalyban is automatikusan megjelennek, igy
azok definialasaval nem kell foglalkozni. Ezen felll hatalmas elénye, hogy minden leszarmazott
osztaly egyben ugyanolyan tipusu is, mint az 0sszes Ose. Ezaltal logikailag is megvaldsul a
matematikai kdvetelmény, hogy egy leszdrmaztatott fogalom tekinthet6 olyannak, mint amibdl
leszarmaztattuk. (Példaul egy négyszogekbdl leszarmaztatott négyzet tekinthetd négyszognek,
de egy négyszog nem tekinthetd négyzetnek.)

Az 2. Abra mutatja a nem Onatmetsz8, konvex négyszogek leszarmaztatasat, mely egy
lehetséges alapja az osztalyok megvaldsitasanak.

Mégyszigek
¥ Y ¥
Erinténégysziig Trapéz Hurnégyszig
Y Y ‘A
Deltoid Paralelogramma Huartrapéz
Y Y
Rombusz Téglalap

| SEESNSNS. 4 Negyzet A

2. Abra: A négyszogek kdzvetlen leszarmazottai

Az 2. Abra lehetséges leszarmazast j6| mutatja, azonban programozas szemszégébdl egy fontos
nehézségre is ramutat. Hogyan oldjuk meg, hogy példaul a négyzetnek tdbb Gse is lehet? Ez
OOP nyelvekként eltéré lehet: némelyik megengedi, hogy tébb kilénb6z8 st is csatoljunk egy
osztalyhoz, azonban a leggyakrabban alkalmazott OOP nyelvek *® kizardlag egyszeres
oroklédést engedélyeznek (minden osztdlynak pontosan egy Gse van). Ezen dolgozat keretében
szintén azt a modszert alkalmazzuk, hogy minden osztalynak pontosan egy Gse van.

Jogos a kérdés azonban, hogy hol van vége az Gs-Gse lancnak. A leggyakrabban alkalmazott
OOP nyelvekben létezik egy el6re definidlt archetipus osztaly, amit egyszerlien object-nek
neveznek. Ez az egyetlen olyan osztaly, amely nem rendelkezik egyetlen Gssel sem. A célja az,

By [17] és Java [18] nyelvek.
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hogy programnyelv alatti szinten (példaul gépi kéd szintjén) megvaldsitsa a legalapvet6bb
miiveleteket, igy példaul az értékadas és értékvizsgalat operatorokat (lasd 2.9.4); az altalanos
konstruktorokat és destrukotorokat (lasd 2.9.6). Ez az osztaly pontosan akkor kdzvetlen Gse
egy masik osztdlynak, ha a programozé nem hatdroz meg egy masik &st. Kbzvetve vagy
kozvetlenll minden osztalynak 6se a fent emlitett object osztdly. Ennek az osztdlynak a
konkrét megvaldsitasaval nem foglalkozunk, csak axiomatikusan kijelentjik mit varunk el téle.

Mindezek mellett gyakran lehet rd sziikség, hogy egy leszdrmazott osztaly fellldefinidlja egy
Gsétdl orokolt nem adattag részét. J6 példa erre, hogy habar adhatunk altaldnos médszert r3,
hogy kiszdmitsuk egy az euklideszi térben adott altaldnos négyszog teriiletét, egy négyzet
esetében lényegesen kevesebb szdmitassal elérhet6 ez az informacid, igy célszer( azt felilirni,
és Ujat késziteni helyette. Ezt a felulir kulcsszéval fogjuk megtenni, amely azt jel6li, hogy az
6t kovetd tulajdonsdg, operator, fliggvény definicidja egy mar az 6s osztdlyban definialt
m{velet helyett hasznalando.

2.9.5.2. Az 6s jelblése
Ezen dolgozat keretében egy kettGsponttal valasztjuk el a névtdl az 6s osztaly nevét. Példaul:

110 osztaly Rombusz:Négyzet
111 {
112 ..
113}

Ezzel jeloljiik, hogy a Négyzet osztalyt a Rombusz osztalybdl szarmaztatjuk.

2.9.6. Konstruktorok és destruktorok

A konstruktorok és destruktorok specidlis, kitintetett fliggvények. A céljuk, hogy megvaldsitsak

e az osztdly egy példanydnak elegend6 memoriateriilet lefoglaldsat (konstruktor)
e az osztdly példanyositasat (konstruktor)

e az osztdly adatrészeinek inicializalasat (konstruktor)

e asziikségtelenné valt példanyok memoériabdl valé felszabaditasat (destruktor)

K6z6s tulajdonsaguk, hogy nem lehet 6ket statikussa tenni.

2.9.6.1. A konstruktorrol

Amikor egy osztalyt példanyositunk az () kulcsszd segitségével (lasd 2.8. rész), akkor
automatikusan a hozza rendelt konstruktor fut le. Az osztaly &sének konstruktora fut le
el6szor, és az hozza létre a példanyt. Végs6 soron mindenképpen az object osztdly foglalja le a
memoria terilletet az adattagok részére, hacsak a programozdé masképp nem rendelkezik réla.
A konstruktoroknak lehetnek paraméterrel rendelkezé véltozatai is, ami segit egy elGre
meghatarozott jellegli példanyt létrehozni. Ezaltal nem kell el6bb Iétrehozni, majd
tulajdonsagait meghatdrozni. A legtobb OOP nyelvben a memdriateriilet lefoglalasat
megvaldsitja az 8s object osztaly, igy azt kiilon nem kell a programozdnak definidlni.

Jel6lése egy visszatérési tipus nélkili fliggvény, melynek neve megegyezik az osztaly nevével.
22. Példa BGvitsiik ki az 21. Példa Vektor osztalyat konstruktorokkal:

114 osztaly Vektor
115 {
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116 valds x
117 valds y
118..

119 Vektor ()
120 {

121 x := 0
122 y =0
123 }

124

125 Vektor (valds a,b)
126 {

127 X 1= a
128 y := b
129 }

130}

Ebben a példdban az elsé konstruktor mindenképpen egy nullvektort general, mig a masodik
esetében megadhatd neki, hogy mely vektort szeretnénk létrehozni. Alkalmazasban:

131Gj Vektor al()
1324j Vektor b(l,2)

Ekkor ezt lefuttatva az a vektor nullvektor, mig a b vektor az (1,2) vektornak felel meg.

2.9.6.2. A destruktorrol

A destruktor végzi a feleslegessé valt valtozok memoridbdl torténd felszabaditasat. A
programozénak lehet6sége van erre egyedi eljarast definialni, amellyel részletesen lehet
szabdlyozni, hogy mikor, melyik rész szabadul fel. Ezen feliil lehet6séget biztosit arra, hogy
szlikség esetén idejekoran szabaditsunk fel egy példany altal foglalt memodria részt, amikor
annak hagyomdnyos életciklusa még nem ért véget.

Minden egyes osztalynak van egy automatikus (az object osztdly altal megvaldsitott)
destruktora, igy a legtobb esetben a programozénak nem kell tér6dnie a feladattal. Ugyanigy
ezen dolgozat keretében nem foglalkozunk a memoriakezeléssel, tekintettel rd, hogy a
leggyakrabban alkalmazott OOP nyelvek kivalé beépitett memdriakezeléssel rendelkeznek.”
Ezzel ellentétben egyes (elsGsorban régebbi) multi-paradigmalis nyelvekben nagy jelentGsége
van annak, hogy a programozé mindig felszabaditsa a mar nem sziilkséges memoriat.

2.10. A Vektor és a Matrix osztalyok

Ezen rész két olyan osztalyt mutat be, amelyeket az e fejezetben targyaltakhoz
gyakorlasképpen érdemes kidolgozni. Az itt bemutatott vektor és Matrix osztdlyokat a
dolgozat késGbbi részeiben tovabbi hivatkozas nélkil felhasznaljuk.

Mint azt az 2.2.1. részben lattuk, a matrix felfoghatd, mint vektorok feletti vektor, és a valés
szamok feletti vektor ugy is felfoghatd, mint egy specialis matrix. Azonban ez a kdlcsonosség
nehézkesen kiaknazhaté arra a célra, hogy egyiket a masikbdl szarmaztassuk (nem véletlen,
hogy eredendd, matematikai definicidja sem tamaszkodik a masikra). Azonban a vektorok
struktaraja, és a télik elvart jellemz6k hatdrozottan egyszer(ibbek, mint a matrixé, igy
célszerlien azt az irdnyt valasztjuk, hogy definiadljuk a vektor minden sziikséges jellemzgjét, és
ebbdl mindent kihasznalunk, amit csak lehet a matrixok definialasakor.

e [19] és Java [20] nyelvek
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2.10.1. A Vektor osztaly

A vektor részeit érdemes egy tombben tarolni, igy nem kell foglalkozni vele, hogy hany
dimenziés vektorrdl is van szd, és annak meghatdrozasat a konstruktorra bizzuk. Habar a
dolgozat keretében kettd, harom (és kés6bb négy) dimenzids vektorokrél esik sz6, minden eset
kiilon kezelésénél célszer(bb egy dltalanos vektor osztdlyt definidlni. Mivel a legtobb esetben
egy vektornal koézombos, hogy az oszlop- vagy sorvektorrdl van-e sz6, ezért annak
meghatdrozasatél egyelSre tartézkodunk.

133 0sztaly Vektor
134 {
135 tomb (valds) [] koordindtéak

Kovetkezzenek a konstruktorok. Egyik esetben csak a dimenzidjat hatdrozzuk meg, mig
masikban rogton az elemeit is meghatdrozhatjuk. Ehhez feltételezzilk, hogy a témb
megvaldsitdsa tartalmaz egy méret tulajdonsagot. Ellenkezé esetben természetesen ezt is
térolni kell a Vektor osztalyban, és paraméterként kell megkapnia a konstruktornak.

136 Vektor (pozitivegész dim)

137 {

138 koordinatédk := Gj toémb(valds) [dim]

139 szamlaldé i 0-t6l (dim-1)-ig l-esével

140 {

141 koordinatak[i] := 0

142 }

143 }

144

145 Vektor (tomb (valds) [] koord)

146 {

147 koordinatédk := Gj tomb(valds) [koord.méret]
148 szamlalé i 0-tdél (koord.méret-1)-ig l-esével
149 {

150 koordinatak[i] := koord[i]

151 }

152 }

Kovetkezzenek a tulajdonsagai. Legfontosabb, hogy egy vektor dimenzidjat (koordinatainak
szamat) le tudjuk kérdezni. Ezt valdsitja meg a dimenzié tulajdonsag. Valamint hasznos
tulajdonsag még a vektor mérete, a hossza. Erre a célra a hossz tulajdonsagot vezetjik be.
Fontos lehet, hogy egy vektorrdl gyorsan eldénthessiik, hogy nem nullvektor-e. Erre a nulle
tulajdonsagot vezetjik be.

153 pozitivegész dimenzid

154 ?={

155 méret := koordindtadk.méret

156 }

157

158 valdés hossz

159 ?={

160 hossz := +/Yosi<dimenzis(koordinatak[i])2

161 }

162 logikai nulle

163 ?={

164 egész nullak

165 nullak := 0

166 ciklus i=0-tb6l (dimenzid-1)-ig l-esével
167 {

168 Ha ([koordindtdk[i] ?= 0) akkor nulldk := nulldk + 1
169 }

170 nulle := (nulldk ?= dimenzid)

171 }
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Sziikség van még a kényelmes értékhozzaférésre, ezért bevezetjik az indexalé (kapcsos zardjel)
operatort, mely visszaadja a megfelel§ koordinatat. Bevezetése utan elegend6 v[2]-t irnunk
v.koordinatak[2] helyett. Bevezetjik a kényelmes vektor 6sszeadas, skalaris szorzds, és a
skaldrral vald szorzas miveletét is, valamint a vektorok kiilonbségét

172 valds [ operator ] (egész 1)

173 {

174 Ha (i >= dimenzid) akkor HIBA

175 egyébként [] := koordinatak[i]

176 }

177

178 Vektor operator+ (Vektor a, b)

179 {

180 Ha (a.dimenzidé != b.dimenzid) akkor HIBA
181 uj Vektor x()

182 szamlalé i 0-tdél (a.dimenzid-1)-ig l-esével
183 {

184 x.koordinatédk[i] := a.koordinatédk[i] + b.koordindtdkl[i]
185 }

186 + 1= x

187 }

188

189 valds operator* (Vektor a,b)

190 {

191 Ha (a.dimenzidé != b.dimenzid) akkor HIBA
192 egyébként * := ¥ogicadimenzis(alil) * (b[i])

193 }

194

195 valds operator* (Vektor v, valds c)

196 {

197 uj vektor w(v.dimenzid)

198 szamlalé i 0-tdél (v.dimenzid-1)-ig l-esével
199 {

200 w.koordindtdk[i] := ¢ * v.koordinatak[i]
201 }

202 o= w

203 }

204

205 Vektor operdtor- (Vektor a, Db)

206 {

207 Ha (a.dimenzid != b.dimenzid) akkor HIBA
208 uj Vektor x()

209 szamlaldé i 0-t6l (a.dimenzid-1)-ig l-esével
210 {

211 X.koordindtdk[i] := a.koordindtdk[i] - b.koordindtdk[i]
212 }

213 - =X

214 }

215}

A vektor osztalyban jelenleg egyetlen fliggvény két verzidjat definidljuk. Ez segit elddnteni,
hogy két vektor parhuzamos-e.

216 statikus logikai parhuzamose (Vektor vl,v2)
217 {

218 logikai péarh

219 Ha (vl.dimenzidé != v2.dimenzid) akkor parh := HAMIS
220 egyébként

221 {

222 Ha (v2.nulle) akkor

223 {

224 Ha (vl.nulle) akkor parh := IGAZ
225 egyébként parh := HAMIS

226 }

227 egyébként

228 {
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229 valdés c

230 c := vl.hossz / v2.hossz

231 parh := IGAZ

232 ciklus i=0-t6l (vl.dimenzidé-1)-ig l-esével
233 {

234 parh := (parh ES (v1[i] 2= (c*v2[i])))
235 }

236 }

237 }

238 parhuzamos-e := parh

239 }

240

241 logikai parhuzamose (Vektor v)

242 {

243 parhuzamose := Vektor.parhuzamose (EZ, V)

244 }

23. Példa Az utdbbi parhuzamose flggvény definicidja példa a statikusnak jelolt fuggvények
alkalmazasara. Azaz egy statikus flggvényt meg tudunk hivni gy, hogy nem hozunk létre
példanyt, hanem példany név helyett az osztaly nevét (jelen esetben vektor) hasznaljuk.

2.10.2. AMatrix osztaly

A Matrix a vektorhoz hasonléan készithet6 el. A vektor osztaly sok megvaldsitasat
kihasznalhatjuk arra, hogy a Matrix osztaly leirdsa egyszer(sodjon és rovidiljon. A vektor
osztdlyhoz hasonldan az adatokat itt érdemes egy tobb dimenziés témbben tarolni, valamint
kényelmi okokbdl itt érdemes kilon adatként tarolni a matrix méreteit is.

245 0sztdly Matrix

246 {

247 tomb (valds) [][] elemek

248 pozitivegész n //sorok szama
249 pozitivegész m //oszlopok szama

Konstruktoroknal a vektorokhoz hasonléan érdemes két félét készitni. Az egyik csak létrehoz
egy nullmatrixot, mig a masik egy tobbdimenzidés tombbdél épiti fel az értékeket. Itt is
feltételezzlik, hogy a tobbdimenzids tombot megvaldsitd osztaly rendelkezik egy beépitett
méret tulajdonsaggal.

250 Matrix (pozitivegész sorok,oszlopok)
251 {

252 n := sorok

253 m := oszlopok

254 széamlaldé i 0-t6l n-ig l-esével
255 { szadmlaldé j 0-t6l m-ig l-esével {
256 elemek[i] [jJ] := O

257 }}

258 }

259

260 Matrix (témb (valds) [][] matr)

261 {

262 n := matr.x meret

263 m := matr.y meret

264 szamlalé i 0-tdl n-ig l-esével
265 { szamlaldé j 0-t6l m-ig l-esével
266 elemek[i] [j] := matr([i][]]
267 }}

268 }
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A Matrix osztaly tulajdonsagai lényegesen szamosabbak, mint a Vektor osztalyé voltak. K6zos
jellemzéjik, hogy ezek mindegyike is kizdrélag értékvizsgalatot képesek végezni. Az alabbi
tulajdonsagokat definidljuk:

® sorokszama: A sorainak szamat adja vissza

® oszlopokszama: Az oszlopainak szamat adja vissza.

e négyzetese: Logikai érték, amelyik pontosan akkor igaz, ha négyzetes a matrix.

® determinans: Egy valds érték, amelyik a matrix determindnsat mutatja. Ha a
négyzetes tulajdonsag hamis, akkor ez az érték nulla.

e inverz: Egy Matrix érték( tulajdonsdg, amelyik a matrix inverzét tartalmazza. Mivel a
determinans kiszdmitasa szamitds koltséges, ezért ennek feltételéll csak annyit
szabunk, hogy ha a négyzetes érték hamis, akkor ez a tulajdonsag HIBA-val tér vissza
(szemben az 10. Példal8. Definicio16. Tételallitasaval).

e nulle: logikai érték, amelyik csak akkor igaz, ha ez a matrix egy null matrix

e cgysége: logikai érték, amelyik csak akkor igaz, ha ez a matrix egy egység matrix

Az olyan tovabbi tulajdonsagokat, mint az &atléssdg, haromszog matrix egyel6re nem

definidljuk, valamint a determindns és az inverz tulajdonsagokat sem fejtjik itt ki, ezeknek
algoritmusa megtalalhatd az 2.4.3. és 2.5.1. részben.

269 pozitivegész sorokszama
270 {

271 sorokszama := n

272 }

273

274 pozitivegész oszlopokszama
275 ?={

276 oszlopokszama := n

277 }

278

279 logikai négyzetese

280 ?={

281 négyzetes := (n ?= m)
282 }

283

284 logikai nulle

285 ?={

286 logikai véalasz

287 vadlasz := igen

288 egész 1,7

289 i:=0

290 j =0

291 ciklus amig (i < n) és (valasz)
292 {

293 ciklus amig (j < m) és (valasz) {
294 Ha (elemek[i][j] '= 0) akkor valasz := hamis
295 j = j+1

296 }

297 i = i+l

298 }

299 nulle := valasz

300 }

301

302 logikai egysége

303 ?={

304 logikai véalasz

305 vélasz := igen

306 egész 1,

307 i:=0

308 j :=0

309 ciklus amig (i < n) és (valasz)
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310 {

311 ciklus amig (j < m) és (valasz) {

312 Ha (1 !'= j) és (elemek[i][j] !'= 0) akkor valasz := hamis
313 Ha (i 2= j) és (elemek[i][J] '= 0) akkor valasz := hamis
314 J = Jj+1

315 }

316 i := i+l

317 }

318 egysége := valasz

319 }

320

321 valds determinans

322 ?2={

323..

324 }

325

326 Matrix inverz

327 ?= {

328 ..

329 }

MielGtt részleteznénk a Matrix osztdlyon értelmezett muveleteket, érdemes két figgvényt
definidlni (amelyek a determinans és inverz kiszamitdsaban is segithetnek). Ezek:

° Vektor Sor(egész 1)

) Vektor Oszlop (egész i)
Ezek a flggvények a Matrix i. sordt adjak vissza, mintha az egy vektor lenne. Ez kihasznalva,
hogy definidltuk a vektor osztdly milveleteit, lényegesen megkonnyiti a matrixokon
értelmezett szorzas miveletének definidlasat.

330 Vektor Sor(egész i)

331 {

332 0j tomb (valds) [oszlopokszamal t
333 szamlaldé j 0-t6l (oszlopokszama-1)-ig l-esével
334 {

335 t[j] := elemek[i] []]

336 }

337 uj Vektor(t) v

338 Sor := v

339 }

340

341 Vektor Oszlop (egész 1)

342 {

343 uj tomb (valds) [sorokszama] t
344 szédmlaldé j 0-t6l (oszlopokszama-1)-ig l-esével
345 {

346 t[j] := elemek[j][1]

347 }

348 aj Vektor(t) v

349 Oszlop := v

350 }

Targyaljuk a kovetkez6é mliveleteket, amelyek késGbbiekben hasznosnak lesznek. Ezek:

e Az indexel6 operator, amely egy tetszéleges i, 7 indexparra a matrix i. sordban és j.
oszlopaban lévé elemet adja vissza

e Két matrix 6sszege, amely HIBA-val tér vissza, ha nem azonos alakuak.

e Két matrix szorzata, amely HIBA-val tér vissza, ha a baloldalinak nem annyi oszlopa
van, mint ahany sora a jobb oldalinak.

e Egy matrix és egy vektor szorzatat, amely HIBA-val tér vissza, ha a vektornak nem annyi
eleme van, mint ahany oszlopa a matrixnak.
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e Egy vektor és egy matrix szorzatat, amely HIBA-val tér vissza, ha a vektornak nem annyi

eleme van, mint ahany sora a matrixnak.*

351
352
353
354
355
356
357
358
359
360

361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403
404 }

valdés [operator] (egész 1i,7)

2={

}

Ha ((i<0) wvagy (i>=n) wvagy (j<0) vagy (j>=m)) akkor HIBA
egyébként [] := elemek[i] [7]

Matrix operator+ (Matrix a,b)

{

}

Gj tomb (valds) [a.sorokszama] [a.oszlopokszdma] m
Ha ((a.oszlopokszéama != Db.oszlopokszéama) és (a.sorokszama !=

b.sorokszéma)) akkor HIBA

egyébként
{ szamlalé i 0-tdl (m.sorokszéama-1)-ig l-esével
{ szamlalé j 0-tdél (m.oszlopokszama-1)-ig l-esével
{ elemek([i][j] := ali,j] + bl[i,]]
}

}

+ := (Gj Matrix(m))

Matrix operator* (Matrix a,b)

{

}

uj tomb (valds) [a.sorokszéma] [b.oszlopokszama] m
Ha (a.oszlopokszédma != b.sorokszama) akkor HIBA
egyébként
{
szamlalé i 0-tdl (m.sorokszéama-1)-ig l-esével
{
szamlald j 0-tdl (m.oszlopokszéma-1)-ig l-esével
{
elemek[i] [j] := a.Sor(i) * b.Oszlop(J)
}

}

* 1= (aj Matrix(m))

Vektor operdtor* (Matrix m, Vektor v)

{

uj tomb (valds) [m.sorokszama] t
Ha (v.dimenzidé != m.oszlopokszama) akkor HIBA
egyébként
{
szdmlalé i 0-tdl (m.sorokszéma-1)-ig l-esével
{
t[i] := m.Sor (i) * v

}

* := (aj Vektor(t))

30 Logikailag az utolsd mdlveletet helyesen a Vektor osztdlyban kellene definidlni, hiszen a Vektor

osztalyon értelmezett miivelet, azonban a milivelet fogalmanak definialasakor (lasd 2.9.4.) lehet6vé

tettiik, hogy ha két kilénb6z6 osztalyon is értelmezziik a muveletet, akkor azt barmelyik esetben

definialhatjuk. Ezt gyakorlatilag minden programozasi nyelv tiltja, ezért itt is azt a megkozelitést

valasztjuk, hogy a Vektor osztdlyt bévitjik e mivelettel.
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Ahogy azt kordbban el6revetitettik, az 2.10.1. részben definidlt vektor osztalyt is kibovitjik,
hogy értelmezni lehessen egy vektor szorzasat matrixszal.

405 0sztély Vektor

406 {

407 ...

408 Vektor operator* (Vektor v, Matrix m)

409 {

410 Gj tomb (valds) [m.oszlopokszamal] t

411 Ha (v.dimenzidé != m.sorokszama) akkor HIBA
412 egyébként

413 {

414 szamlalé i 0-tdél (m.oszlopokszama-1)-ig l-esével
415 {

416 t[i] := m.Oszlop(i) * v

417 }

418 }

419 * := (uj Vektor(t))

420 }

421}

2.10.3. A Gauss eliminacio

A Gauss-eliminacid megvalésitdsdhoz kényelmesebb leszarmaztatni egy Uj osztalyt, amely
Iényegében a linearis egyenletrendszereket kezeli, ahelyett, hogy ezt hozzaadnank magahoz a
Matrix osztalyhoz. Ezaltal szert tesziink egy osztdlyra, amely megoldja a linearis
egyenletrendszereket, és felhasznalja a Matrix osztdly részeit, azonban kényelmesebb
megadasi (konstruktori) lehet&ségeket biztosit.

Ez egyetlen konstruktorral torténé kiegészitést, egy megoldasvektor hozzdaddsat, illetve
egyetlen megoldo fliggvény hozzdadasaval jar.

422 osztaly Matrix:LinedrisEgyenletrendszer
423 {

424 Vektor megoldasok

425

426 LineadrisEgyenletrendszer (tomb (valds) [1[] M)
427 {

428 elemek := Gj tomb(valds) [M.x méret-1] [M.y méret-1]
429 elemek := M

430 megoldasok := Gj Vektor (M.y méret)
431 }

432

433 osztdly Matrix:LinearisEgyenletrendszer
434 {

435 Vektor megoldasok

436

437 logikai megoldés ()

438 {

439 logikai valasz

440 valasz := IGAZ

441 Ha NEM(n < (m-1)) akkor

442 {

443 cilus i=0-tb6l (m-2)-ig l-esével
444 {

445 Ha (elemek[i][i] ?= 0) akkor
446 {

447 egész j

448 j =1+ 1

449 cillus amig ((elemek[j][1i] != 0) ES (1<(n-1)))
450 {

451 j =3+ 1

452 }
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453 Ha ((j < n) ES (ELEMEK[j][i] != 0)) akkor
454 {

455 Sorcsere (i, Jj)

456 }

457 egyébként

458 {

459 valasz := HAMIS

460 }

461 }

462 ciklus j = (i+1l)-tél (m-1)-ig l-esével
463 {

464 uj Vektor kiilénbség

465 valdés c

466 c := elemek[]J][i] / elemek[i] [1]
467 kiilénbség := Sor(j) + (-c)*Sor(i)
468 LegyenSor (j, kiilonbséqg)

469 }

470 }

471 ..

Ezen a ponton fels6hdromszog matrixrél van szé, amennyiben létezik megoldds, és csak a

megoldasvektort kell kitolteni.

472 ..

473 Ciklus i=(m-2)-tdl
474 {

475 valdés sum

476 sum := 0

477 Ciklus j=i-tdé1l
478 {

479 sum := sum
480 }

481 megoldasok[i]
482 }

483 ...

Ellen6rzés, hogy a maradék sorok nullvektorok-e.

484 ...

485 Ciklus
486 {
487

488 v

489 Ha
490 {

491

492 }

493 }

494 }

495 egyébként

496 {
497

498 }
499 megoldéas
500 }

501 ..

Vektor (m) v
Sor (i)
NEM

aj

valasz

vadlasz HAMIS

valasz

0-ig (-1)-esével // visszahelyettesités

(m-2)-1ig l-esével

+ (elemek[i][j] * megoldéasok[]j])

(elemek[i] [m-1] - sum) / elemek[i][i]

Ha nem akkor egyaltaldn nincs megoldas.

i=m-tél n-ig l-esével

(v.nulle) akkor

HAMIS

Ez a megoldé fliggvény vége, azonban felhasznaltunk két olyan fliggvényt, amelyiket korabban

nem definidltunk. Ezek kidolgozasara sor keriilhet mar a Matrix Gsosztalynal is, hiszen

7 _ s

segitséglikkel az el6z6 eljarashoz nagyon hasonlité inverz és determinans kiszamitads is

konnyebben elvégezhet6. A dolgozat szempontjabdl segédfiiggvények, és e két osztaly

definicidjan kivil sehol nem kerilnek felhasznalasra.

502 logikai Sorcsere (egész 1i,7)

503 {

504 uj tomb (valds) [m] segédsor, mozgdsor
505 segédsor := Sor[j]
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506 mozgbdsor := Sor [i]

507 LegyenSor (i, segédsor)

508 LegyenSor (j,mozgbsor)

509 }

510

511 logikai LegyenSor (egész i, Vektor v)
512 {

513 logikai eredmény

514 Ha (v.dimenzidé != m) akkor
515 {

516 eredmény := HAMIS

517 }

518 egyébként

519 {

520 ciklus j=1-tél (m-1)-ig l-esével
521 {

522 elemek[i] [J] := vI[]]
523 }

524 eredmény := IGAZ

525 }

526 LegyenSor := eredmény

527 }

528}

A hasznilat a kdvetkez6képpen torténik:

1. Létrehozunk egy tombot, amelyik tartalmazza az egylitthatdkat, és az utolsé oszlopban
a nulladfokud tagokat.
A tomb segitségével létrehozzuk a Line4drisEgyenletrendszer osztalyt.
Végrehajtjuk a LinearisEgyenletrendszer 0sztaly megoldas fliggvényét
Ha ez a fliggvény igaz értékkel tért vissza, akkor egyértelml a megoldas, és a
megoldasok Vektor tartalmazza a megoldasokat sorrendben.™

A dolgozatban a legtobb esetben csak arra vagyunk kivancsiak, hogy létezik-e egyértelml megoldas,
és néha arra, hogy mi az egyértelm(i megoldas, igy e kovetelményeket kielégiti a fenti eljaras.
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3. Fejezet

Ezen fejezet visszanyulik a geometria alapjaihoz, valamint annak szdmitégépi nyelvre
Ultetéséhez. Célja, hogy a geometria axiomait és modelljét elkiilonitse, valamint mutasson egy
olyan modellt, amely a kozépiskolai tanulmanyok soran a didkok részben megismernek.

e Az Axiomdak és modellek roviden tdrgyalja a geometria axiomatikus felépitését,
valamint rovid torténeti attekintést nyujt a geometria ilyen jellegli szemléletéhez.
Tovabba bemutatja az Euklideszi geometria HILBERT-i axidmarendszerét.

e Az Osztilyok az Euklideszi térben fejezet bemutatja egy lehetséges modelljét, és
ennek megvaldsitasat.

3.A: Axiomak és modellek

3.1. A geometria alapozasanak rovid térténete®

A legtobb kozoktatasi intézmény foglalkozik legaldbb emlités szinten a geometria
tudomanydnak torténetével. Emlitésre keril, hogy mar a kora ékorban felmeriilt a civilizaciét
korilvevd tér, foldterllet mérésének leirdsanak igénye. Innen szarmazik gorog kozvetitéssel a
geometria sz0 is, mely eredend6en foldmérést jelent. Azonban ezek a fennmarad torténelmi
leletek szerint pusztan a tények ismertetésére, és mddszerek targyaldsara szoritkoztak.

El6sz0r az 6kori gorog civilizaciokban, és a gorog kulturdlis befolyds hatdsara fogalmazddott
meg a logikai helyesség igazolasanak igénye. Feltehet6en erre tobb kisérlet is szliletett, de
napjainkig a legbefolyasosabb és legismertebb, és talan az egyetlen fennmaradt Gsszegzése
EUKLIDESZ Elemek cim{ munk3ja.

Munkajanak napjainkig hatast gyakorlo jelent6sége az, hogy felismerte sziikségességét az
olyan allitdsoknak, amelyek logikai uton nem bizonyitanddak (axiémak és posztulatumok).

> Ezen fejezet nem tartozik szigortan a dolgozat témajahoz, azonban a jobb megértést segitendd egy
rovid targyalasa itt is megtalalhatd. Forras: [8]:p201-208
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Ezeket szemlélet utjan elfogadanddnak gondolta, azonban ezek szamat igyekezett minimalisra
csokkenteni, és minden mas lehetséges allitast logikai uton bizonyitani. Habar kimondatlanul,
de megfogalmazta azt, amit napjainkban is elvarunk egy-egy tudomanyos elmélettdl. Ezek:

e Allitésai alkalmazhatéak legyenek gyakorlatban.® Erdemes megjegyezni, hogy a
legtobb napjainkra népszer( dltudomany éppen ennek a koriilményesen ellenérizheté
kritériumnak nem tesz eleget.

e Az Jdllitdsai ellentmondastdl mentesek legyenek. Azon kivil, hogy egy olyan
tudomanyos elmélet, amiben egy allitas és ellentéte is igaz értelmetlennek tekinthetd,
folosleges is, hiszen semmilyen Uj informaciét nem tudunk meg beléle.

e Az alapigazsagainak (axidmainak) flggetlenségét. Minden egyes axiémajardl
megkoveteljik, hogy azokat ne lehessen bebizonyitani sem mas axidma, sem azokbdl
logikailag bebizonyithatd allitdsok segitségével. Ennek igénye azért fontos, mert
alkalmazasaval konnyebben elkerilhets az el6z6 pontban ellentmonddsossag.

o Allitadsainak 0Osszessége teljes legyen, azaz minden 4&ltala haszndlt fogalommal
megfogalmazhaté allitdsrél el lehessen donteni, hogy az igaz, avagy hamis.
(Masképpen hogy az allitds, avagy ellentétérsl logikailag bebizonyithato legyen
helyessége.)

Habar a gombfeliilet geometridjanak vizsgalatat mar az 6korban megkezdték, és behatdbban
tanulmanyoztak a kozépkorban is, az Euklideszi geometria kritikdja kizarélag az altala
megfogalmazott 6todik posztuldtum® fiiggetlenségének vizsgalatara koncentralédott. Habar
BOLYAI JANOS és NYIKOLAJ IVANOVICS LOBACSEVSZKI a XIX. szdzad elején megmutattdk, hogy valdban
fliggetlen, az Eukleidészi geometria szigori megalapozasara a XIX. szdzad masodik feléig kellett
varni.

Ekkora a matematika tobbi aganak szigoru axiomatizalasa, valamint logikai és halmazelméleti
alapelvek mentén felépitése megkezd6dott, éppen Euklidész altal lefektetett iranyelvek
mentén. Azonban a matematika tobbi aganak fejlédése és alapjainak formalis kidolgozasa
mutatott ra arra, hogy egyfel6l Euklidész alapvet6 allitadsai sem a jelen kor szellemének, sem a
tobbi ag altal tdmasztott igényeknek nem tesz eleget.

Mit is jelent azonban az axioma?

3.2. Axiomak és modellek

Mint Euklidész is ramutatott, minden elméletnek sziksége van olyan megallapitasokra,
amelyeknek valdsag alapjat nem vizsgaljuk, és igazsagat elfogadjuk. Ugyanigy van sziikség
olyan fogalmakra is, melyeket nem hatdrozunk meg, hanem alapfogalomként elfogadunk. Ezek
tulajdonsagait és kapcsolatait az axidmak irjak le. Erre tényszerlien azért van sziikség, mert
szilkség van egy kiinduldpontra, kilonben ezen fogalmak és dllitasok a végtelenségig
visszavezethetSk lennének, amely ebben az irdnyba nyilvdnvaléan meghaladja az emberi
felfogdképességet. Ezek az alapfogalmak és alapvetések feltehetGen olyanok, amelyekrél az

33

[23]p:1
i Lényegét tekintve, hogy: ,, Egy egyenessel egy rd nem illeszkedé ponton dt pontosan egy nem metszé
egyenes huzhatd.”
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elmélet minden gyakorldja ugyanazt érti, pusztdn a megfigyelhetGség és gyakorlati
igazolhatdsag okan.

3.2.1. Alapfogalmak

A geometria alapfogalmai a pont, a szakasz és a siklap, melynek fogalma meglehet6sen hamar
kialakul minden emberben pusztan a minket korilvevé mikrokérnyezet szemlélése sordn,
minden tudomanyos képzettség, avagy iskolazottsag nélkiil. Ezeknek a fogalmaknak tovabbi
elénye, hogy minden emberben ugyanazok a csatolt képek jelennek meg szarmazdsra és
kultdrara tekintet nélkdl. llyen fogalmakra gondolhatunk, mint példaul ,itt”, ,ott”, ,,abban a
pontban”, ,kés éle”, ,asztallap” vagy ,fal feliilet”.

A geometria alapreldcidi és alaptulajdonsdgai az illeszkedés, az elvalasztas és az egybevagdsag
is, amelyet pusztan a minket korillvevé vilag szemléletébél mindenkiben azonosan alakul ki. Ha
nem is pontosan ezekkel a szavakkal illetjiik 6ket, ezeknek a |éte mindennapi életlinkben jelen
van, és soha sem magyardzzuk pontos jelentésiiket. Elegend6 csak az ,,Az asztalon van.”, a
,Vadros a folyo és a dombok kézétt van.” és az ,,Ugyanolyan, mint a narancs.” kijelentésekre
gondolni. Az ilyen fogalmak (relaciék) definidlasdra sohasem keril sor, hanem jelentésiiket
egyszer(ien elfogadjuk.

3.2.2. Alaptételek

Ezen felll szikség van még a fenti alapfogalmakkal és relacidkkal megfogalmazott
alapigazsagokra, amelyek alapot biztositanak a tovabbi fogalmakhoz és reldcidkhoz. Ezek
jobbara kimondatlan dolgok, amelyek hétkéznapokban kimondds nélkil is ugyanugy
értelmezettek, mint barki mds altal, azonban tudomanyossag igénye miatt minden
rendszerben egyszer rogzitjlik ezeket. Példaul: hogy ,minden dolog ugyanolyan, mint
6nmaga”, vagy ,,a hdzban legaldbb hdrom helyen lehet”.

Az ilyen dllitasok altalaban magatdl értet6ddk, de kijelentésiik és rogzitésik egy logikai elvekre
épll6 rendszerben rendkiviil fontos. Ha nem jelentjik ki ezeket, kés6bb kideriilhet, hogy ezen
szemléletinknek gydkeresen ellentmondd tények igazak, avagy nem csak pusztan ezekkel a
feltételekkel igazak.

Az ilyen allitasokat, amelyekbél nem vagyunk hajlanddak engedni, és feltételezziik, hogy
mindenkinek egyforman értelmezi és hiszi igazsagukat axiomdknak nevezziik. Ezek az
alaptételek, amelyekbdl minden mas logikai igazolhatdsagat reméljiik.

Az ilyen alapfogalmakbodl, alaprelaciokbol és axidmakbdl all6 halmazt nevezzik
axiomarendszernek.

3.2.3. Modellek

»,Egy matematikai elmélet axiomarendszerében szerepl6 allitdsok az elmélet alapelemeire
vonatkozd reldcidkat (Osszefliggéseket) fogalmaznak meg. Amennyiben megadunk olyan
konkrét objektumokat és kdzottiik olyan vilagosan leirt kapcsolatokat (relacidkat), amelyekre
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teljeslilnek az axiomarendszer kijelentései, akkor ezen objektumokat kapcsolataikkal egyiitt az
axiomarendszer egyik modelljének mondjuk.

A modell tehat nem mads, mint az elmélet egyik realizaldsa. Egy elméletnek természetesen
sokféle modellje lehet. Fontos viszont kiemelniink, hogy az elmélet barmely (az axiomakbdl
levezetett) allitdsdnak az 6sszes modellben igaznak kell lennie. Amennyiben egy elmélet
ellentmonddsos, akkor ahhoz nem lehet korrekt modellt rendelni, mivel az ellentmonddsnak
”az elmélet modelljében” is meg kell mutatkoznia. lly médon a modell segitségével nemcsak az
elmélet Aallitdsainak ellenGrzésére nyilik mdéd, hanem az axidmarendszer ellentmondas
mentességének igazoldsdra is.

Az euklideszi geometria legfontosabb modellje az R valds szdmtestre épitett analitikus modell.
Mivel a valds szamokat felhaszndlva egy modellt tudunk adni az euklideszi geometriara, azt
mondhatjuk, hogy amennyiben a valds szdmok axidmarendszere ellentmondasmentes, akkor

az euklideszi geometria axiémarendszere is ellentmondasmentes.”*

3.3. Az euklideszi geometria egy axiomarendszere

Ezen fejezetben az euklideszi geometria HILBERT altal 1899-ben targyalt®® megalapozasanak egy
valtozatdt mutatjuk be. Ebben az axidmarendszerben a linearis teljességi tétel helyett
alaprelacidként feltételeziink egy tavolsagfliggvényt, aminek axiomai a BIRKHOFF féle axiémaval
egyltt tobb rendezési, egybevdgdsdgi axiomat is kivalt. Fontos, hogy a tdrgyaldshoz
felhasznalunk halmazelméleti alapfogalmakat.

Az euklideszi tér harom tipusu elemét nevezzilk meg, amelyeket alapfogalmaknak tekintiink.
Ezek:

e Pontok (a pontok halmazat go-vel jeloljik, mig az egyes pontokat latin nagybet(ikkel:
A, B, C stb.)
e Egyenesek (az egyenesek halmazat L-vel jel6ljuk, mig az egyes egyeneseket latin kis
betlikkel jeldljik: a, b, ¢ stb.)
o Sikok (a sikok halmazat H -val jeldljiik, mig az individudlis sikokat gorog kis betiikkel
jeldljuk: a, B,y stb.)
A térelemek kozott az alabbi két alapreldciét hasznaljuk, amiknek a tulajdonsagairdl az
axiomak szélnak. Ezek:

o Két térelem illeszkedése (jelolésére az € jelolsét alkalmazzuk, mint a
halmazelméletben A € a,b € f stb.) (Ennek megforditasa a nem illeszkedés, amelyet
&-vel jelolink. Ez nem alapmlivelet, de kényelmi szempontbdl bevezetjiik.)

e Pontokon értelmezett elvalasztas, példdul hogy B pont A és C pontok kozott fekszik
(Jelolésére a u jel(i fliggvényt hasznaljuk, amely pontosan akkor igaz, ha a masodik
paramétere elvélasztja az elsd és utolsét. Az el6z6 példaval: a u(ABC) pontosan akkor
igaz, ha B pont A és C pontok kozott fekszik. Az egyszerlség kedvéért nem haszndljuk
a paramétereket elvalaszté jelolést.)

*23]:p4
36 [25]
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»Az euklideszi geometridnak a HILBERT-féle axidmakon alapuld felépitése matematikailag
teljesen korrekt mddon elvégezhet§, viszont nagyon idGigényes. Emiatt az 1930—as években G.
D. BIRKHOFF amerikai matematikus javasolt egy igen erds axiomat, amely felteszi, hogy a téren
adva van egy tavolsagfliggvény, tovabba az egyenesek pontjai és a valds szamtest elemei
kozott olyan bijektiv megfeleltetéseket (koordinatazasokat) lehet Iétesiteni, ahol barmely két
pontnal a koordinatak kilonbségének az abszolut értéke megegyezik a két pont tavolsagaval. A
szakirodalomban ezt nevezik BIRKHOFF—féle vonalzé axidmanak.

A BIRKHOFF—féle vonalzd axioma erGsségét mutatja, hogy a HiLBERT—féle rendezési és

egybevagdsagi axiomak kozil tébbet is helyettesit, és HILBERT mindkét folytonossagi axiomaja

ugyancsak kovetkezik bel6le.”*’

e Két pont tdvolsaga (melyet pontparokon értelmezett, nem negativ valds szamértéki
fliggvénynek értelmeziink. Jeldlésére a d(A4, B)-t hasznalunk. d: § X o - R{)

Tovabba adottnak tekintjik a kdvetkezd miveletet:

e Egybevagosag (Egybevagdsagon egy térelemeken értelmezett, térelem értéki
tavolsagtarto fliggvényt értiink. Jeldlésében: @)

3.3.1. llleszkedési axiomak

Az illeszkedési axiomak alapvetéen nem szorulnak magyarazatra, azonban révid kiegészités
szlikséges lehet hozzajuk. Ettdl eltekintiink.

(1A1) Barmely két kiilonboz6 A és B ponthoz létezik pontosan egy egyenes lgy, hogy mindkét
pont illeszkedik erre az egyenesre. Ezt az egyenest e4p-vel jeldljik.

(1A2) Létezik legaldbb harom olyan pont, amelyik nem illeszkednek egy egyenesre.

Ha A, B, C € g pontok egy egyenesen vannak, azt is mondjuk rajuk, hogy kollinearisak. Ha
nincsenek, akkor azt is, hogy nem kollinearisak.

(IA3) Barmely harom nem kollinedris ponthoz létezik pontosan egy sik, amelyikre mindharom
pont illeszkedik. Ezt a sikot §,5.-vel jeloljik.

Ez az (IA2)-vel kozosen azt is jelenti, hogy egy egyenes és egy ra nem illeszked6 pont
egyértelmiien meghatdroz egy sikot.

(1A4) Minden sikra illeszkedik legalabb egy pont.

(IA5) Ha egy egyenes két kiilonb6z6 pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egyenes minden
pontja illeszkedik a sikra.

(1A6) Ha két kulonboz6 sikra is illeszkedik ugyanaz a pont, akkor legaldbb egy olyan masik pont
létezik, amelyik illeszkedik mindkét sikra.

Az el6z6 két axiomabol és az (1A1)-bSl mar kévetkezik, hogy barmely két metsz8 sik metszete
egyenes. (Azonban itt nem definidltuk a metszés fogalmat. Ezen ugyanazt értjik, mint amit a
kozépiskolaban oktatnak réla.)

(IA7) Létezik négy pont ugy, hogy ezek nem illeszkednek egy sikra.

Ha négy pont egy sikra illeszkednek, azt is mondjuk rajuk, hogy koplanarisak.

7 [23]:p3-4
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Ezekbdl az axidmdakbdl mar kozvetlendl kovetkezik, hogy barmely sikon is van harom nem egy
egyenesre illeszkedd pont. (Az (IA2)-ban nem szabtuk feltételll, hogy ez a harom pont egy
sikban legyen.)

3.3.2. Tavolsag axiomai

(TA1) Két pont tdvolsaga mindig nagyobb vagy egyenld, mint O.

(TA2) (BIRKHOFF féle vonalzé axiéma) Minden e egyeneshez létezik olyan f:e — R bijekcid,
hogy barmely e-re illeszkedd A, B pontokra igaz, hogy |f(A) — f(B)| = d(4; B).

Megjegyzés: (TA2)-bol mar kovetkezik, hogy a tavolsag fliggvény szimmetrikus, és hogy
pontosan akkor nulla két pont tdvolsaga, ha az a két pont ugyanaz a pont. Tovabba az is
kovetkezik, hogy barmely egyenesnek megszamlalhatatlanul sok pontja van.

3.3.3. Rendezési axiomak

(TA2) kivaltja a 4ltal targyalt elsé harom rendezési axiomat is, mivel a bijekcié garantélja a
rendezettséget, igy egyetlen rendezési axiomadra van csak sziikség. Azonban ehhez definiadlnunk
kell a szakasz, a bels6 pont, valamint a félegyenes fogalmat.

23. Definicié Az A, B végpontu egyenes szakasznak, vagy réviden szakasznak nevezziik (és AB-
vel, vagy ha nem félreérthets, AB-vel jeléljiik) az A és B kiilbnbéz6 pontokra illeszkedd egyenes
A-t B-tél elvdlaszto pontjainak halmazat.

24. Definicié Egy szakasz hosszdn, a végpontjainak tdvolsdgdt értjlik.

25. Definicié Az AB szakasz bels6 pontjdnak neveziink egy C belsé pontot, ha C € AB, de
C # AésC # B. Az A és B pontokat az AB szakasz hatdr vagy végpontjainak nevezziik.

26. Definicié A végpontu és téle kiilbnb6z6 B-t tartalmazo félegyenesnek nevezziik (és f,p-vel
jeléljiik) azon pontok halmazdt, amelyeket A pont nem vdlaszt el B-t6l.

Megjegyzés: Az 26. Definiciét masképp ugy is kimondhatnank, hogy azon C pontok halmaza,
amelyekre u(ABC) vagy u(ACB).

Megjegyzés: Amennyiben hasznalatuk nem okoz félreértést, a szakaszt és a félegyenest szokas
szintén latin kisbet(ivel jel6lni, mint az 6ket tartalmazd egyenes részhalmazat (ilyen egyenes
egyértelmiien létezik az (IA1) szerint). llyen mddon gyakran jel6ljik példaul a-val egy
haromszog BC oldalélét, és ekkor nem jelolés beli kiilonbésget szokas tenni az a oldalélre
illetve a szakaszt tartalmazé egyenesre, habdr helyesebb lenne eg--vel jeldlni.

(RA) (PAscH féle axidma) Ha az A, B, C pontok nem kollinedrisak, valamint a egyenes az §,p¢ sik
egy egyenese és a nem illeszkedik az A, B, C pontok egyikére sem, valamint ha a egyenes
illeszkedik az AB szakasz egy belsé pontjara, akkor az a egyenes illeszkedik a BC, AC
szakaszok koziil pontosan az egyiknek egy bels6 pontjdra is.

Erre az axiomara is sziikség van, azonban azonnal sziikségessége nem nyilvanvald, és nem
ismeriink olyan ellenpéldat, amelyik elemi matematika eszkozeivel is feldolgozhatd és konnyen
ismertethetd.
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Megjegyzés: Ezen a ponton definidlhatjuk az elvalasztds fogalmat pontokon kivil mas
térelemekre is:

27. Definicié Az egy egyenes elvdlasztja az A, B kiilénbéz6 pontokat, ha az AB szakasznak
pontosan egy olyan pontja van, amelyik illeszkedik az egyenesre. Az egyenest a félsik
hatdregyenesének mondjuk.

28. Definicié Azt mondjuk, hogy egy sik elvdlasztja az A, B kiilonbéz6 pontokat, ha az AB
szakasznak pontosan egy olyan pontja van, amelyik illeszkedik a sikra. A sikot a féltér
hatdrsikjdnak nevezziik.

Megjegyzés: Nincs szikségiink rd, hogy ezek az alakzatok egy sikban legyenek, hiszen ha
nincsenek, akkor automatikusan nem valasztjak el egymast.

3.3.4. Egybevagdsagi axiomak

Az egybevagdsag tdrgyaldsdhoz érdemes az egybevagdsagi flggvény mellé targyalni az
egybevagdsagi viszonyt is.

29. Definicidé Adott x, y térelemeket egybevdgonak mondunk, ha létezik olyan egybevdgdsdgi
flaggvény, amelyikre @ (x) = y.

Az illeszkedési, tavolsagi és elvalasztasi axiomak rogzitése utan definidlhatunk olyan
fogalmakat, mint a haromszog (és soksz0g), szog és félsik.

30. Definicio Adott a sikbann = 3 pont: A4, A,, ..., A, Ugy, hogy ezek kéziil semelyik hdrom
sem kollinedris. Ekkor az A1 A,, A,As, ...,An_14,, A,Aq szakaszok egyiittese alkotta
ponthalmazt az A4, A,, ..., A, pontok dltal meghatdrozott n-szégnek nevezziik.

Ezek kozul azn = 3 esetben az alakzatot haromszégnek nevezziik, és vizsgdlata kitlintetett
szerepet kap a geometria vizsgalatokban. Ebbél az okbdl kifolydlag sajat jeldlése is van: az
A, B, C nem kollinedris pontok altal meghatarozott haromszoget ABCA-vel jeloljik.

Megjegyzés: A PAscH féle axiomat (RA) kimondhattuk volna haromszogek segitségével is.

31. Definicio Adott egy e egyenes és egy rd nem illeszkedd P pont. Az e, P dltal meghatdrozott
félsiknak nevezziik az e egyenes és az P pont dltal meghatdrozott sik azon pontjait, amelyeket
az e egyenes nem vdlaszt el az A pontttdl. Az e egyenest a félsik hatdregyenesének nevezziik.

Megjegyzés: Ez a definicid teljesen analdg a félegyenes definicidjaval (26. Definicid). Ezekkel
teljesen analdg modon definidlhatd a pontok sikkal torténé elvalasztdsa, valamint a féltér
fogalmais:

32. Definicié Adott egy sik és egy rd nem illeszkedd pont. Ezen sik és a pont dltal
meghatdrozott féltérnek mondjuk azon pontok halmazdt, amelyeket nem vdlaszt el a sik a
ponttol.

33. Definicio Adott a térben A, B, O nem kollinedris pontok. Ekkor az AOB £-vel vagy BOAZ-val
jelélt szégvonalon az O végpontu A-t tartalmazo félegyenes és az O végpontu B-t tartalmazé
félegyenes egyiittesét értjiik. Az AOB4-vel jel6lt szégtartomdnyon az e 4, B félsik és az epp, A
félsik kbz6s pontjait értjiik.

55



Kirdly Daniel A geometria modellje a programozas oktatasban

Megjegyzés: HILBERT minden egyes szogekrél széld allitasat ugy mondta ki, hogy AOBZ és
BOAz sz6gek azonosnak tekintendék. *® Mi most a kdnnyebb olvashatdsag érdekében
eltekintiink ettdl, és feltessziik, hogy e két sz6g ugyanaz a sz6g. Ha ennek jelentést szeretnénk
tulajdonitani, akkor azt irdnyszognek fogjuk nevezni.

Az egybevagdsagi transzformacio és axidmai elsé vizsgalatra foloslegesnek tlinhetnek az elemi
geometria megalapozdsdhoz. Azonban kritikus jelentéségliek. Ezek nélkil nem beszélhetlink
arrél, hogy két térelem egyforma és valamilyen szempontbdl azonos tulajdonsagu.*

(EA1) Ha ¢ fuggvény egybevagosag, akkor minden e egyenes esetén ¢(e) is egyenes.
(EA2) Ha AB és A'B’ szakaszok egybevagdak, akkor hosszuk megegyezik.

(EA3) Legyen adva ty,t, félterek, a félterek hatarsikjaiban aq, @, félsikok, és a félsikok
hatdregyeneseiben f;, f, félegyenesek. Ekkor pontosan egy ¢ egybevagodsagi transzformacid
létezik, amelyikre @ (t,) = t,, @(a;) = a, éso(f1) = fo.

A fent targyalt (EA1) és (EA2) elemi kovetelmény az egybevagdsaggal szemben, mig (EA3)
sziikséges, hogy egyértelm(i lehessen az egybevagdsag.

3.3.5. Parhuzamossagi axioma

Kovetkezzen a parhuzamossagi axiéma. Ennek jelent6ségérdl mar esett sz6 az 3.1. részben, és
gyakorlatilag minden geometriai irodalom foglalkozik ezzel, ezért itt csak ismertetjik az
axiomat, és nem foglalkozunk jelentéségével. Eddig a pontig tartézkodtunk a metszés
fogalmanak definiciéjatdl, viszont a kdvetkezs axidma hasznélja, ezért ezt definidlnunk kell.*

34. Definicio Azt mondjuk két térelemrél, hogy metszi egymdst, ha létezik olyan pont, amelyik
illeszkedik mindkét térelemre. Feltessziik, hogy bdrmely pont illeszkedik 6nmagdra.

Tovabba az axiéma kimondasanak egyszer(sitése érdekében érdemes ezen a ponton definialni
két egyenes parhuzamossagat:

35. Definicio Két egyenest parhuzamosnak neveziink, ha azok ugyanarra a sikra illeszkednek,
és nem metszik egymadst.

(PA) Legyen adott egy egyenes és egy ra nem illeszkedé pont, valamint az altaluk
meghatdrozott sik. Ekkor ebben a sikban pontosan egy olyan egyenes van, amelyik illeszkedik
az adott pontra, és parhuzamos az adott egyenessel.

Ezen a ponton leszégezhetjiik, hogy azt az elméletet, melynek fogalmai és allitasai logikai Uton
visszavezethet6k az itt tdrgyalt illeszkedési, tdvolsagi, rendezési, egybevagdsagi és
parhuzamossagi axiomakra, azt euklideszi geometridnak nevezziik.

% [25]:p9-10

¥ Egyes axiomatikus bevezetések egy tavolsagfiiggvényre vonatkozé axiomat hasznalnak. Egy ilyen
tavolsagfliggvény létezésének feltételezése kivalthat tobb rendezési és egybevagdsagi axiomat. Ez
Iényegesen lerdviditheti az axiomatikus rendszer bevezetését. Lasd: [23]:p3, p6

40 Megfogalmazhaté az axidma pusztdn az illeszkedés segitségével is, azonban |ényegesen
koralményesebb.
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3.B: Osztalyok az Euklideszi térben

Az el6z6 fejezet megmutatta, hogy mik azok az alapok, amelyeknek egy a geometria
szabalyainak eleget tevdé rendszer épll. Ebben a részben bemutatjuk ennek egy a
mindennapjainkban rengeteget hasznalt modelljét. Ezt a modellt haszndljdk a szamitdgépek
dolgok dbrdazolasara.

A szamitégép periféridin (legf6képpen a monitoron) megjelené dolgok (objektumok)
mindannyian a geometria térelemeivel vannak leirva. A betlik maguk is pontok, egyenesek altal
meghatdrozott szakaszokbdl, gérbékbdl allnak. Az egérkurzor is leirhaté, mint egy konkav
hétszog és két szin azonositdjanak egyittese.

Ebben a fejezetben létrehozzuk az euklideszi geometria egy modelljét, és megmutatjuk, hogy
teljestilnek ra az 3.A: Axiomdk és modellek fejezetben tdrgyalt axiomak. Ennek keretében
meghatdrozzuk a pont, az egyenes, a sik fogalmat, az illeszkedést, az elvalasztast és a tavolsag
reldciokat. Az egybevagdsaggal a kovetkezs fejezet foglalkozik részletesen.

Ennek keretében épitiink a 2.B: Az OOP alapja: az osztaly cim( fejezetben bevezetett vektor
osztalyra, és részben a Matrix osztdlybdl szarmaztatott LinearisEgyenletrendszer osztalyra.

3.4. Pont

Az alapfogalmak kritikus elemei minden geometriai modellnek. Helyes megvalasztasuk
I[ényegesen megkonnyitheti hasznalatukat, valamint megkonnyitheti a veliik végzett

mlveleteket. A P pont megadasara a pontp = oP helyvektordt hasznaljuk. Rogzitett O pont
mellett egy valos szamhdrmas egyértelmlien meghatdroz egy térbeli pontot. Minden ponthoz
pontosan egy szamharmas tartozik, és viszont. Az O pont régzitése nem jelent megkotést, mert
barmely masik O’ ponthoz tudunk olyan egybevagdsagi transzformaciét adni, amelyik tér O
kezdépontl koordindta rendszerét az O’ kezdSpontu koordinatarendszerbe viszi. igy barmely
pontot, amelyiket meghatarozunk az O’ kezd6pontu rendszerben, meghatdrozhatjuk az O
kezd6pontu rendszerben, és viszont.

3.4.1. Pontok jeldlése

A pontok jel6lésére az 3.3. rész elején a latin nagybetliket vezettiik be a geometriai jeldlések
hagyomanyanak okan. Az 2.A: A matrixokrél cim( fejezetben a vektorok jel6lésére a félkovér
latin kisbetliket alkalmaztuk. Mivel ebben a részben egy-egy értelm( megfeleltetést végziink,
azaz egy a pont egyértelmlen megfelel pontosan egy A pontnak és forditva, ezért a jelolésbeli
ellentmondast ugy oldjuk fel, hogy a pontokat tovabbra is latin nagybetlkkel jel6ljik, és a
nekik megfelel6 vektort a nekik megfelel6 félkovér latin kisbet(vel jel6ljik, mindkét esetben
lehetbleg az dbécé elsd felébdl. Az olyan vektorokat, amelyekhez nem szeretnénk pontot kotni
(habar lehet) az 4bécé masodik felébdl valasztjuk.
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Szokds ugyanakkor, hogy a vektorok koordinatait a vektor bet(jelével és a koordinata
sorszamaval, mint jobb alsé indexszel jeldljik. Ezek minden esetben valds szamok, igy azok
jelolésére a nem félkovér latin kisbetliket hasznaljuk.

24. Példa Az A pontot jelképez6 vektor jeldlése a, és ennek koordinatai aq,a,, as; stb. Az
indexelt félkovér latin kisbetlik (példaul a,,a,, as;) a tovabbiakban kilonb6z6 vektorokat
jelélnek, azonban ezek hasznalatatél lehet6ség szerint tartézkodunk.

A pszeudokdd részleteket ez nem érinti, ott minden egyes esetben (akar tobb betlis) nevet
adunk az egyes osztdlypéldanyoknak, habar lehet6ség szerint koveti a matematikai
jeloléshaszndlatot.

3.4.2. A Pont osztaly megvalositasa

A pont meghatarozdsa és programkodi megvaldsitasa ebbdl kifolydlag egyszerl lesz. Az
egyetlen kérdés, amit el kell donteniink, hogy a pont osztdlyt szdrmaztatjuk-e a vektor
osztalybdl, avagy felhaszndljuk hozza, és a pontokon értelmezett reldcidkat visszavezetjik a
vektorokon értelmezett fliggvényekre, miveletekre. Ebben az esetben célszerlibb a pont
osztalyt nem leszarmaztatni a vektor osztalybdl, mivel a vektor osztalynak rengeteg olyan
figgvénye és mlivelete van, amelyek nem tekinthet6k értelmesnek a geometridban
értelmezett pontokon (példaul mi két pont 6sszege, avagy skalaris szorzata?).

Egyel6re a pontoknak azon részeit definidljuk, amelyeknek van értelme a tobbi definidlasa
nélkil is. A tovabbi részeit akkor definidljuk, amikor elérhet6vé valnak.

Konstruktorok:

529 0sztaly Pont

530 {

531 Vektor hely

532

533 Pont ()

534 {

535 hely := aj Vektor (3)
536 }

537

538 Pont (valds a,b,c)
539 {

540 Uj tomb (valds)
541 Gjpont[0] := a
542 GUjpont[l] := b
543 Ujpont[2] := c
544 hely := Gj Vektor (Gjpont)

545 }

546

547 Pont (témb (valds) [] koord)

548 {

549 hely := uj Vektor (koord.méret)

550 szdmlaldé i 0-tdl (koord.méret-1)-ig l-esével
551 {

552 hely[i] := koord[i]

553 }

554 }

555}

[3] Gjpont

A konstruktorok esetében mar jol latszik, hogy a pont Iétrehozasanal er6sen tdmaszkodunk a
felhasznalt, kordbban definidlt osztaly konstruktorai. Lényegében ugyanazon mddszereket
szeretnénk biztositani az osztalyt felhaszndlé programozdnak, mint a vektor osztaly esetében.
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3.4.3. Tavolsag

A alaprelaciok és viszonyok*" koziil az egyetlen, amelyet kizarélag pontokon értelmeziink, az a
tdvolsdg. Minden mas térelem tavolsagat kés6bb erre fogjuk visszavezetni.

A tdvolsag megvaldsitdasahoz a Pythegorasz tételt hasznaljuk fel.
36. Definicio Két pont tavolsdga megegyezik a koordindtdk pdronkénti kiilbnbségének

négyzetdsszegének gydkével. Azaz ha a4, a,, a; az A pontot jelképezé vektor koordindtdi,
valamint by, b,, b3 a B pontot jelképezd vektor koordindtdi, akkor

d(4;B) = /(ay — b))? + (ay — b,)? + (az — b3)?

Ez megegyezik az a — b vektor hosszaval, igy felhaszndlhaté a vektor osztdly nossz
tulajdonsaga a tdvolsag konnyld meghatarozdsahoz:

556 osztaly Pont

557 {

558 ...

559 statikus valds tavolsag (Pont A,B)
560 {

561 Uuj Vektor (A.hely.dimenzid) d
562 d := A.hely - B.hely

563 tavolsag := d.hossz

564 }

565}

A fliggvény statikusként definialtuk, hogy minél konnyebben értelmezheté legyen. Lehet6ség
volna még egy egyetlen paraméterrel rendelkez6 nem statikus varidns definidlasara is,
azonban nehezebb olvashatdsag miatt ettdl eltekintiink.

18. Tétel A fent ilyen médon definidlt tavolsdgfiiggvény teljesiti a (TA1) axiomadt.

Bizonyitas: Két szdm kiilonbségének négyzete mindig nem negativ. Nem negativ szamok
O0sszege mindig nem negativ. Egy nem negativ szam négyzetgytke mindig nem negativ valds
szam. e

3.5. Egyenesek és szakaszok

3.5.1. Az egyenesek meghatarozasa

Az egyenes ennél nehezebben vdlaszthaté. A kozépiskoldban a koordindtageometria
bevezetésekor attekintésre keriil, hogy melyek azok az informacidk, amelyek segitségével
egyértelmiien meghatdrozhatd egy egyenes Osszes pontja. E lehetdségek kozil a két pont,
mint az egyenest egyértelmlien meghatdrozdé adat a legtébb didk szamdra valdszin(ileg a
legvonzébb, hiszen ezzel korai, altaldnos iskoldban is taldlkoznak. Az egy pont és egy
irdnyvektor valasztasaval azonban némiképpen egyszerlisodhet a megvaldsitas.

Fontos megjegyezni, hogy e két mddszer (a két pont, és az egy pont tovabba egy iranyvektor) a
pont kordbbi megvalasztasa miatt konnyedén atjarhatd. Ha a pontokat vektoroknak tekintjik,
és A, B a két pont, akkor az (a — b) egy helyes iranyvektor, ami mellé az egyik pontot vélasztva

* Lasd: 3.3. Az euklideszi geometria egy axiomarendszere
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adott az egyenes. Forditva, ha egy vektort pontnak tekintjik, és a A egy pont v egy
iranyvektor, akkor az egyenesnek két pontja A és (a + v). Eppen ezért a programozasi
megvaldsitdskor érdemes felvenni tobb konstruktort is, ami szabadsagot biztosit a
programozénak, hogy éppen igénye szerint hatarozhasson meg egy egyenest.

37. Definicié Legyen adva egy A pont és egy v vektor. Az A pont és egy v vektor dltal
meghatdrozott egyenesnek mondjuk azon B pontok halmazdt, amelyekhez létezik olyan c € R
szdam, hogy b = a + cv.

3.5.2. Az egyenesek és térelemek viszonyai

Az egyenesek ilyen meghatdrozasanak azonban van egy hatalmas hatranya a papirra rajzolt
egyenesekkel szemben. Az egyenesek leirdsa egy ponttal és egy irdnyvektorral (kdzvetve két
vektorral) kozel sem kolcsondsen egyértelm(. Ez azt jelenti, hogy egy egyeneshez tobbféle
vektor par is tartozhat ugy, hogy azok mind ugyanazt az egyenest hatarozzak meg. Ezaltal két
egyenes egyenlGségének (azonossaganak) meghatarozasa sem egyértelml és magatdl
értet6dd. Ez azt jelenti, hogy az egyenesnek megfelel6 osztdly kidolgozasakor kiilon figyelmet
kell forditani az értékvizsgald (2=) operatorra. Az értékadot nem kell kilon udjradefinialni,
hiszen ha minden adattag megegyezik, akkor értelemszerlien azonos egyenesrél beszélink.

Tovdbba gondot jelent az illeszkedés vizsgdlata is. Két pontrél automatikusan tudjuk, hogy
illeszkedik az egyenesre a fent leirt médon. Azonban egy tetsz6leges pontrél nehézkes lehet az
eldontés, igy erre szintén vissza kell térni, és igénybe venni a vektorokon értelmezett
miveleteket.

3.5.3. Az egyenes megvaldsitasa

Az egyenes esetében egyértelmil, hogy sem a vektor sem a Pont osztalybdl nem
szarmaztathatd kdzvetlenil, csak felhasznélhatjuk Gket. Ezért a Pont osztalyhoz hasonléan®
most csak azon legsziikségesebb részeit definidljuk, amelyek jelenleg elérhet6k. Ezek:

e Adatrészek

e Konstruktorok

e Egyenl6ségvizsgdlat operator

o |llleszkedés pontra (és pont illeszkedése egyenesre)
Az utébbi két csoportot definialhatndnk operatorként is, az erre hagyomanyos jel6léseket (€
,N) a legtébb programozasi nyelv esetében nem biztositott, ezért ezektdl eltekintlink és
flggvényként definialjuk 6ket.

566 0sztaly Egyenes

567 {

568 Pont pontja

569 Vektor iranya

570

571 Egyenes (Pont p, Vektor iranyvektor)

572 {

573 pontja := Gj Pont(p.hely[0], p.hely[l], p.hely[2])
* Lasd: 3.4.2.
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574 irdnya := j Vektor (3)

575 iranya := (1/ir&nyvektor.hossz)*irdnyvektor

576 }

577

578 Egyenes (Pont A, B)

579 {

580 pontja := Gj Pont (A.hely[0], A.hely[l], A.hely[2])
581 uj Vektor (3) iranyvektor

582 irdnyvektor := A.hely - B.hely

583 irdnya := (1/iranyvektor.hossz)*iradnyvektor

584 }

585

586 Egyenes (Pont p, Egyenes parhuzamosegyenes)

587 {

588 pontja := Uuj Pont(p.hely[0], p.hely[l], p.hely[2])
589 irdnya := j Vektor (3)

590 irdnya := parhuzamosegyenes.iranya

591 }

592 ...

A két konstruktor, amit definidlunk, lényegében megegyezik azokkal a lehet&ségekkel, amiket
az 3.5.1. részben lehetségesnek tartottunk, kiegészitve egy harmadik lehet6séggel. Ez az elemi
lehet6ség az, hogy egy ponton at egy adott egyenessel parhuzamos egyenest tudjunk
létrehozni.*® Tovabba minden konstruktor egység hosszisaguva teszi az iranyvektort, mert igy
legaldbb az irdnyvektorok egyenl6ségébdl azonnal kovetkezik, hogy két egyenes parhuzamos,
avagy ugyanaz.

Az illeszkedést korabban egyaltaldan nem definialtuk, igy a kovetkezd |épés az illeszkedés
vizsgalat fiiggvényeinek megaddsa. El6szor tisztdznunk kell azt, hogy mit értlink az alatt, hogy
egy A pont illeszkedik egy e egyenesre.

38. Definicio Tekintsiik adottnak az A pontot, valamint a B pont és v nem nulla irdnyvektor
dltal meghatdrozott egyenest. Azt mondjuk, hogy az A pont illeszkedik az egyenesre, ha
egyértelmt(ien létezik olyan ¢ € R szém, hogy a = b + cv.

Szemléletesebben megfogalmazva azt jelenti, hogy B pontbdl kiindulva a v irdnyba (vagy az
ellentettjébe) haladva elérhetd az A pont.

Tehat annak eldontésére, hogy egy pont illeszkedik-e az egyenesre az 38. Definicidban

megfogalmazott a = b + cv els6foku egyenlet megoldasat keressiik, ahol ¢ az ismeretlen valds
. 44

szam.

A fenti egyenletet rendezéssel oldhatjuk meg:
a=b+cv
a—b=cv
Ezt a vektoregyenletet visszavezetjiik a valds szdamokon értelmezett egyenletrendszerre:

a, = b1 +CU1
a, = bz +CU2
as = b3 +CU3

2 Ugyanilyen elemi kovetelmény az is, hogy merdlegest tudjunk felvenni, azonban erre a kovetkezé
fejezetben tériink vissza.

* Ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy egyenleteket nem kizarélag szamokon lehet
megfogalmazni és megoldani, hanem példaul vektorokon is. Ennek a példdjat a legtobb kozépiskolai
matematikai tananyag kertili.
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Ha létezik ilyen c valds szam, amely mellett mindharom egyenlet igaz, akkor az A pont mellet
illeszkedik az e egyenesre.

Azt a definicidban feltettilk, hogy v nem nullvektor, igy nem lehet v;,v,, v; koordinatak
mindegyike nulla. Tehat a programkddi megvaldsitas harom |épésbdl All:

1. Megvizsgdljuk, hogy v vektor kilonboézik-e nullvektortél. Ha nem, akkor hibas az
egyenes. (A pszeudokdd 596. sora.)

2. Megvizsgaljuk azon egyenletek igazsagat, amelyekre v koordinatakja 0. Ha valamelyik
nem igaz, akkor a pont nem illeszkedik az egyenesre. (Ezt a pszeudokdd 602. sordaban
kezd6d6 ciklus végzi.)

3. Megvizsgaljuk, hogy a maradék egyenleteket ugyanaz a c szam elégiti-e ki. A pont
akkor van rajta az egyenesen, ha ebben a pontban is igen eredményre jutunk.
(Praktikussagi okokbdl a kiszamitast szintén a 602. sorban |évé ciklus végzi, mig az
eredmények 6sszehasonlitdsat a 617. sorban kezd6dé.)

593 ...

594 logikai illeszkedik (Pont A)

595 {

596 Ha (iradnya.nulle) akkor HIBA

597 logikai ill

598 ill := IGAZ

599 U] toémb (valds) [irdnya.dimenzid] ck

600 egész darabc

601 darabc := 0;

602 ciklus i=0-tél (A.hely.dimenzid)-ig l-esével

603 {

604 Ha ((irdnya[i] ?= 0) ES (A.hely[i] != pontja.hely[i])) akkor

605 {

606 ill := HAMIS

607 }

608 egyébként

609 {

610 Ha (iranyal[i] !'= 0) akkor

611 {

612 ck[darabc] := (A.hely[i] - pontja.hely[i]) /
iradnyal[i]

613 darabc := darabc + 1

614 }

615 }

616 }

617 ciklus i=1-té1l (darabc)-ig l-esével

618 {

619 Ha (ck[i] != ck[i-1]) akkor

620 {

621 ill := HAMIS

622 }

623 }

624 illeszkedik := ill

625 }

626 ...

627 }

Ezek utdn kiegészithetjlk a pont osztalyt az illeszkedésre:

628 osztaly Pont

629 {

630 ...

631 logikai illeszkedik (Egyenes e)

632 {

633 illeszkedik := e.illeszkedik (EZ)

634 }

635 ...
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| 636}
A pont osztaly e kiegészitésénél jol latszik, az objektum orientaltsdg ereje. Két egyenrangu
(azonos fontossagu) osztaly esetében a szimmetrikus jellegli miveletek, fliggvények, eljarasok
definialdsa nagyon kénnyedén megoldhatd, ha legalabb az egyiket elkészitettiik.*

Az egyenl@ségvizsgalat operatort annak kdszonhetéen, hogy minden iranya vektor tagot
egységvektorra redukalunk, egyenes készitésénél konnyen elvégezhetjiik.

39. Definicio Két egyenest egyenlének (ekvivalensnek, ugyanannak az egyenesnek) mondunk,
ha az egyik meghatdrozo pontja illeszkedik a mdsik egyenesre és v, w irdnyvektoraikra igaz,
hogy létezik olyan ¢ € R nem nulla szém, hogy v = cw.*

637 osztaly Egyenes

638 {

639 ...

640 feliilir logikai operator ?= (Egyenes e,f)

641 {

642 . ?= := (((e.irdnya ?= f.iranya) VAGY (e.irédnya ?= -1*f.irénya))
ES (e.illeszkedik (f)))

643 }

644 ...

645}

Megjegyzés: Ezen a ponton két egyenes metszéspontja is meghatdrozhatd, azonban
kényelmesebbé valik kiszdmitasuk, ha korabban el tudjuk-e donteni réluk, hogy egy sikban
vannak-e, illetve hogy parhuzamosak-e. Ezért a metszéspontkeresést most nem vezetjik be.

3.5.4. Egyenesek és axiomak

Ezen a ponton definidltuk az egyenes, a pont, a tdvolsag és az illeszkedés fogalmat. Ez azt
jelenti, hogy igazolhatdak az (1A1), (I1A2) és (TA2) axiémak teljesiilése a modellinkben.”’

19. Tétel Ebben a modellben bdrmely két kiilonbéz6 pontra illeszthets egyenes, azaz a modell
teljesiti az (IA1) axiomat.

Bizonyitas: Legyen a két pont A, B. Ekkor az egyenes meghatarozo pontja legyen az A pont, mig
az egyenes meghatarozd iranyvektora legyen a b — a vektor. Ez a vektor nem nulla, hiszen
feltettiik, hogy A és B pontok kiilonboznek, azaz a, b vektorok is kiilénb6znek. Tehat az A pont
és a b — a vektor egyértelmlien meghataroz egy egyenest. @

20. Tétel Ebben a modellben létezik hdrom pont ugy, hogy azok nem illeszkednek egy
egyenesre, azaz a modell teljesiti az (IA2) axiomdt.

Bizonyitas: Elegend6 megmutatnunk azt, hogy tudunk harom pontot meghatarozni igy. Legyen
ez a harom pont a A=(0;0;0), B=(1;0;0) és az C =(0;1;0) koordinatakkal
meghatdarozott vektorok altal reprezentalt pontok. Az (EA1) miatt, A, B pontok meghataroznak
egy egyenest. Tehat azt elegendé igazolnunk, hogy a C pont erre nem illeszkedik. Tehat az 38.
Definicid értelmében elegendd azt megmutatnunk, hogy nem létezik egyértelmlen olyan

** Ezzel ellentétben az ilyen miveletek definialdsa foldsleges lehet, pusztan a programozé kényelmét és
a programkad olvashatdsagat noveli.

* Technikai értelemben ez egy tétel, amit bizonyitanunk kellene, azonban ettél most eltekintlink, és
definiciéként mondjuk ki.

A (TA1) axidma teljesiilését mar igazoltuk a 1.24. Példa36. Definicid18. Tételbizonyitasaval.
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x € R szam, hogy az ¢ = a + x(b — a) egyenlet teljesil. Ezt a vektoregyenletet irhatjuk
egyenletrendszer alakban:

c1 =a; +x(a; —by)

C; = az + x(az — by)
az +x(az — bs)

Q
w
Il

Masképpen az adott koordinatakat behelyettesitve:

0=0+x(0-1)

1=0+x(0-0)

0=0+x(0-0)
A harmadik egyenlet x-t6l fuggetleniil mindig igaz. Azonban az elsé egyenletbdl azt kapjuk,
hogy x = 0, mig a masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy 1 = 0. Tehat nincs olyan x € R, amire
a fenti egyenletrendszert, kozvetve pedig a vektoregyenletet ki lehetne elégiteni. Ez azt jelenti,
hogy a C pont nem illeszkedik az A, B dltal meghatarozott egyenesre. Tehat létezik harom
pont, amelyek nincsenek egy egyenesen. @

21. Tétel Ebben a modellben minden e egyeneshez létezik f: e — R bijekcio ugy, hogy barmely
e egyenesre illeszkedé A, B pontokra igaz, hogy |f (A) — f(B)| = d(4; B), azaz a modell
teljesiti a (TA2) axiomadt (vagy mdsképpen a BIRKHOFF féle axiomat).

Bizonyitas: Legyen C pont és v nem nulla irdnyvektor az e egyenes meghatarozé adatai. Ekkor
az 38. Definicid szerint az e egyen minden A pontjdhoz egyértelmden létezik egy x4 € R szam,
hogy a =c+x,v . Ekkor az f:e - R:f(A) = x4|v| flggvény eleget tesz a fenti
kovetelményeknek.*®

Ezt két lépésben lehet bizonyitani. El&szor, hogy az f fuggvény bijekcid, masodszor, hogy
eleget tesz a tavolsagfliggvény kdvetelményeinek.

A bijektivitds bizonyitdsa: Ezt is két |épésben tehetjik meg. Az elsG, hogy barmely ponthoz egy
és csak egy ilyen tartozik. A mésodik 1épés, hogy barmely x,|v| szam értékhez egy és csak egy
pont tartozik. Ennek elsé fele azonnal koévetkezik az illeszkedés definiciojabdl, hiszen azt
neveztiik illeszkedésnek, hogy ez az x, szdmérték egyértelmlen létezzen. Bizonyitsuk a
masodik 3llitast indirekt mddon: tegyiik fel, hogy létezik A, B kilonb6z6 pontok, amihez
ugyanaz a szamérték van rendelve. Ez azt jelenti, hogy A és B pont felirhaté a = ¢ + x,v és
b = ¢ + xgv ahol a # b és x, = xg. Mivel a v vektor skaldrral valé szorzdsa egyértelm(, és
két vektor dsszege is egyértelmd, ezért ha a fenti két egyenlet jobb oldalai megegyeznek, akkor
a bal oldalai is megegyeznek. Tehadt a = b, ami ellentmondas. Tehat a fenti flggvény
egyértelm.

A tavolsagfliggvény kovetelményének eleget tevés bizonyitasa: Legyen A, B az egyenesre
illeszkedd két pont. A két pont tavolsagat 36. Definicid szerint felirhatjuk a kbvetkezd képlettel:

d(4; B) = y/(a; —by)? + (a; — by)? + (ag — b3)?
Ebbe behelyettesithetjik az illeszkedés miatt felirhaté alakokat: a = ¢+ x,v  illetve
b=c+ xgv:

®ltt a |v| az egyenesre jellemz8 konstans. Ha dgy definidltuk volna az egyenest, ahogy az Egyenes
osztalyban megvaldsitottuk, és egységvektort fogadunk csak el irdnyvektornak, akkor |v| minden
egyenesben automatikusan egy lenne.
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d(4;B) =

= \/(cl + x4v; — (¢ + val))Z + (cz + x40, — (3 + vaz))Z + (c3 + x,v3 — (c3 + xAv3))2

=/ (xavs — x501)% + (x40, — xp15)% + (X3 — x4v3)% =
= Jv12(xs — x)? + 1,2 (x4 — x5)% + 132 (x4 — X4)? =

= V(W12 + 1,2 +v32) (x4 — x5)? =

= V(W12 + 122 +v32) (x4 — xp)?

A fenti kifejezés elsé tényezéje definicid szerint a v vektor hossza, tehat |v|-vel egyenld. A

masodik tényez8 pedig irhato |x4 — x| alakban is. Ezaltal a fenti kifejezés irhaté ugy, mint:
[vllxy — xp| = |xA|V| - x3|77||

Ez masképpen pedig: |f(4) — f(B)|. Tehat ezzel beldttuk, hogy minden egyeneshez létezik
ilyen fliggvény. @

3.5.5. Szakaszok

A szakaszok az egyenesek meghatdrozdsa utdn konnyen definidlhatdak. Alapkoncepciénk,
amely mar egy atlagos didk szamara 8-12 éves korban kialakul, hogy ,a szakasz olyan, mint az
egyenes, csak nem végtelen”.

Ez a kép természetesen nem fedi a valdsagot, de kell6képpen kielégiti azt annyira, hogy az
altaldban az érettségiig nem is jelent gondot a didkok szamara. A 23. Definicié ebbdl a
szempontbdl rendkivil bonyolult, és nem nyujt kényelmes lehet6séget egy osztaly
megteremtésére. Tovabba felveti azt a problémat, hogy szikség lenne egy elvalasztas
fliggvényre a pont osztalyon, amihez mar sziikség van egyenes fogalmara is.

Tovabba a (TA2) axioma (BIRKHOFF féle rendezési axiéma) kivaltja az 6sszes olyan HILBERT altal
adott axidmat, amely kozvetlenll hasznadlja az elvdlasztds fogalmat. Az egyetlen, amelyik
megmaradt azonban kdzvetve, mint szakasz bels6 pontja hasznalja. Ezért Uj definiciét adunk a
szakasz fogalmadra.

Ennek lényege, hogy a szakaszt az egyenes fogalmabdl szarmaztatjuk le. Ez a leszarmaztatas
osztaly szinten kdnnyen megvaldsithatd, és minddssze az egyenes néhany jellemzgjét kell
megszoritanunk, és a hossz tulajdonsaggal kiegészitenlink. Tehat a szakasz definicidja:

40. Definicié Az A, B kiilbnbéz6 pontok dltal meghatdrozott szakasznak nevezziik azt a
ponthalmazt, mely része az A ponttal és a (b — a) irdnyvektorral meghatdrozott egyenesnek.
Ezen ponthalmaz minden eleme felirhaté (xa + (1 — x)b) alakban, ahol x € [0;1] € R szdm.

Tehat a szakasz csak annyiban megszoritdsa az egyenesnek, hogy sziikséges az x pontnak a
[0; 1] intervallumban lennie (szemben az egyenesével, ahol x tetszéleges valds szam lehet).

Ezek utan kényelmesen lehet definidlni az AB szakasz belsé pontjat és hosszat:
41. Definicié Az AB szakasz belsé pontjdn az olyan pontokat értjiik, amelyek felirhatéak

(xa + (1 — x)b) alakban, ahol x € (0; 1) c R szdm. Ezen szakasz hatdr-, vagy végpontjain az
A és B pontokat értjiik.
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42. Definicié Az AB szakasz hosszdn a (b — a) vektor hosszdt (vagy mds néven abszoluit
értékét) értjlik.
Megjegyzés: A szakasznak alternativ definicidja lehet, ha azt mondjuk, hogy minden pontja

eléall (xa + yb) alakban, ahol x,y nem negativ valdsak, és Gsszegiik egy. llyen modon
konnyebben definidlhaté a haromszog és tetraéder belsé pontja, valamint a konvexitas.

3.5.5.1. A szakasz osztaly

Tehat a szakasz osztaly létrehozasandl lgyelnink kell arra, hogy az szdrmazzon az Egyenes
osztalybdl, és hogy az Egyenes osztdlybdl orokolt tulajdonsagait megszoritsuk és felllirjuk,
ahol kell. Ezek a részek kovetkez6k:

e Akonstruktorok
o Azilleszkedés

e Hossz tulajdonsag
e EgyenlGség

Erdemes megjegyezni, hogy az adattagokat nem kell feliildefinialni, hiszen azok b&ségesen
elegend@k a szakasz szdmadra is. Azonban az értékvizsgdlatot hasonldan felil kell definidlnunk,
hiszen az AB szakaszon ugyanazt a szakaszt értjilk, mint a BA szakaszon. A konstruktorbdl
egyelbre egy félét szeretnénk: olyat, amelyik két pontbdl késziti el a szakaszt.

646 osztaly Egyenes:Szakasz

647 {

648 Szakasz (Pont A,B)

649 {

650 pontja := Gj Pont(A.hely[0], A.hely[l], A.hely[2])

651 irdnya := 04j Vektor (3)

652 irdnya := B.hely - A.hely

653 }

654

655 feltilir logikai illeszkedik (Pont A)

656 {

657 .

658 illeszkedik := (ill ES 0 < ck[0] < 1)

659 32

660

661 valdés hossz

662 ?={

663 hossz := iranya.hossz

664 }

665

666 feltilir logikai operator ?= (Szakasz a,b)

667 {

668 ?= := ((a.pontja ?= b.pontja) ES
(a.irédnya ?= b.iréanya))
VAGY
((a.pontja 2= (b.pontja.hely + b.iranya)) ES
(a.pontja.hely + a.irdnya) ?= b.hely)

669 }

670 }

¥ Az illeszkedik flggvény csak annyiban tér el az Egyenes osztdly illeszkedik fliggvényétdl,
hogy az utolsé sorban az is sziikséges, hogy a megtaldlt c valds érték 0 és 1 kozé essen. Kényelmi
okokbdl nem masoljuk ide.
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3.6. Sikok

3.6.1. Sikok meghatarozasa

A sikokat az egyenesekhez teljesen hasonldan definidlhatjuk, habar itt kevesebb adat
tarolasdval is megoldhatd a feladat. Ez abbdl kovetkezik, hogy minden sik meghatdrozhatd egy
ponttal és a ra mer6leges vektorral.”® Azonban kényelmi okokbdl, és abbdl kifolydlag, hogy
gondolatmenetet egyszer(siti, hasonlé mddon definidljuk a sikokat, mint ahogy az
egyenesekkel tettiik. Tehetnénk eleget kdzvetlenidl a (IA3) axidmanak is, és mondhatnank,
hogy harom nem kollinedris pont meghatdroz egy sikot, azonban kényelmesebb, ha sik két
nem parhuzamos irdnyvektorat, valamint egy pontjat koveteljik meg.™

Az egyeneshez hasonldan ez kdnnyen atjarhatd, hiszen ha adva van az A pontot jelképezé a
vektor, valamint a v,w egymassal nem parhuzamos vektorok, akkor a,(a + v),(a + w)
harom pont, és ha adva vannak 4, B, C nem kollinearis pontok, akkor a, (b — a), (c — a) az A
pont és két nem parhuzamos vektor.

43. Definicié Az A pont és a v, w nem pdrhuzamos vektorok dltal meghatdrozott siknak
nevezziik azon C pontok halmazdt, amelyek alkalmas x,y € R szamokkal elédllithatéak
¢ = a+ xv + yw alakban.

3.6.2. Pontok és egyenesek illeszkedése sikra

44. Definicié Azt mondjuk, hogy egy B pont illeszkedik az A pont, valamint a v, w nem nulla,
nem pdrhuzamos vektorok dltal meghatdrozott sikra, ha egyértelmien léteznek olyan x,y € R
szdmok, hogy b = a + xv + yw.

Az analdgia szembet(inG az egyenes esetével. Egy pontrdl tovabbra is ugy tudjuk eldonteni
egyszerlien, hogy illeszkedik-e az adott sikra, hogy megoldjuk a fenti vektoregyenletnek
megfelel6 harom egyenletbdl all6, két ismeretlenes egyenletrendszert:

bl = al +xv1 +yW1

by = a, + xv, + yw,

b3 = a3 +xv3 +yW3
45. Definicié Azt mondjuk, hogy egy egyenes illeszkedik egy adott sikra, ha minden az
egyenesre illeszked6 pont a sikra is illeszkedik.

.« s e P e . . s . e 2
Ez a definicid nehezen ellendrizhetd, azonban visszavezettik korabban definialt fogalmakra,5

igy a definicid lehetGségeink szerint a legkevesebb megkdtéssel a legtobbet allitja. A kovetkezé
tétel ad egy lehetséges mddszert arra, hogy az illeszkedés ellenérizni tudjuk:

*% Ezt a jelen dolgozatban nem bizonyitjuk, és nem is hasznaljuk fel.

> Emlékeztetiink ra, hogy az a, b vektorok kézétti parhuzamosséag definicié szerint az, ha létezik ¢ # 0
valds szam gy, hogy a = ch.

>? Tekintettel ra, hogy a pont egyenesre illeszkedését a 38. Definici6 mondja ki, a pontok sikra
illeszkedését a 44. Definicid.
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22. Tétel Egy A pont és u nem nulla irdnyvektor dltal meghatdrozott egyenes pontosan akkor
illeszkedik egy B pont és v, w nem nulla, nem pdrhuzamos vektorok dltal meghatdrozott sikra,
ha az A pont illeszkedik a sikra, és egyértelmien léteznek olyan x,y € R szdmok, amire
u=xv+ywigaz.

Bizonyitas: Azt nem kell bizonyitanunk, hogy az A pont illeszkedik a sikra, hiszen a tétel
feltétele volt.

Az egyik irdny bizonyitasa: Tudjuk, hogy az egyenes minden pontja felirhaté a + zu alakban
(z € R). Hau felirhaté u = xv + yw alakban, akkor az egyenes minden pontja felirhaté
a+ z(xv + yw) = a + zxv + zyw alakban. Itt azonban zx és zy valés szamok egyértelm(iek,
hiszen x, y, z egyértelm( valds szamok, és a rajtuk értelmezett szorzds muvelet is egyértelmd.
Tehat az egyenes minden pontja valdban a sik minden pontja.

Az ellenkez6 irdny bizonyitdsa: Ha az egyenes minden pontja rajta van a sikon, akkor minden C
pont, amelyik illeszkedik a sikra és az egyenesre is, felirhatd két féleképpen:

c=a+zu

c=b+pv+qw
Ahol p,q,z € R egyértelml valoés szamok. Tovdbba a tétel feltétele volt, hogy A pont
illeszkedik a sikra, igy egyértelmlen létezik alkalmas m,n € R szamok ugy, hogya = b +
mv+nw. Tehdt a fenti két egyenletet egyenlévé téve, és az a-ra kapott értéket
behelyettesitve:

b+mv+nw+zu=b+pv+qw
Ezt az egyenletet rendezve:

zu=(p-mv+(q—n)w
p-m)  (@—n)
v+ w
VA VA

(p—-m) , _ (g—m)
Z

Ittazx = és y = ——vdlasztdssal meghatdroztuk azon x, y valds egyértelm(i szamokat,

amelyekre u = xv + yw teljesiil. Az egyetlen kivétel, ha z=0, de akkor a kérdéses
¢ = a+ O0u = a pontrdl van szé, amelyikrél a tétel feltétele szerint rajta van a sikon és az
egyenesen is. ®
Megjegyzés: Tehat Iényegében az egyenes illeszkedése visszavezethetd két pont egyenesre
illeszkedésére.

3.6.3. Sik és axiomai

Ez a rész a pontok és az egyenesek hasonld témaju részeinél hosszabb, hiszen most mar
lehet&séglink van bizonyitani, hogy a modelliink kielégiti az egybevagdsagi axiomak kivételével
mindegyiket (igy a maradék ot illeszkedési, az egy rendezési és az egy pdrhuzamossagi
axiomat).

3.6.3.1. Az illeszkedési axiomadk teljesiilése

23. Tétel Ebben a modellben minden nem kollinedris A, B, C pontokhoz létezik sik, amelyre
mindhdrom pont illeszkedik, azaz a modell kielégiti az (IA3) axiomadt.
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Bizonyitas: Legyen megadva az 4, B, C nem kollinearis pontharmas. Ekkor az A pont és a
(b — a), (c — a) vektorok meghatdroznak egy sikot. A B, C pontok illeszkednek a sikra, hiszen
ha x,y valés szamok kozil pontosan az egyik egyenl6 egyel a madsik nullaval, akkor az
a+ x(b—a) + y(c — a) kifejezés értéke egyszer éppen b, ha forditva tekintjik, akkor c. Ha
pedig x és y is egyenlé nullaval, akkor éppen az a vektort kapjuk. ®

24. Tétel Ebben a modellben minden sikra illeszkedik egy pont, azaz a modell kielégiti az (1A4)
axiomdt.

Bizonyitas: Tekintslik az A pont és u, v nem parhuzamos vektorok altal meghatdrozott sikot.
Erre az A pont nyilvanvaléan illeszkedik. (Ezt bizonyitottuk az 23. Tétellel) @

25. Tétel Ebben a modellben, ha egy egyenes két pontja illeszkedik a sikra, akkor minden
pontja illeszkedik a sikra, azaz ez a modell kielégiti az (IA5) axiomdt.

Bizonyitas: Az 45. Definicidoval meghatdroztuk az egyenes sikra illeszkedését, igy a fenti allitas
ugy is szdlhat, hogy ha egy egyenes két pontja illeszkedik a sikra, akkor az egyenes is illeszkedik
a sikra. Legyen adva az A pont és v,w nem parhuzamos vektorokkal meghatarozott sik,
valamint az eg. egyenes, melynek B, C pontjairél tudjuk, hogy illeszkedik a sikra. Az 39.
Definicio szerint ekkor az eg. egyenes ekvivalens a B pont és (¢ — b) vektor altal megadott
egyenessel.

Az 22. Tétel miatt elegendd ellendriz azt, hogy léteznek-e olyan x,y € R szamok, hogy
¢ — b = xv 4+ yw. Mivel azonban B, C pontokrdl tudjuk, hogy illeszkednek a sikra, igy léteznek
m,n,p,q € R szamok ugy, hogy

b=a+mv+nw

c=a+pv+qw
Azazc—b=(a+pv+qw)—(a+mv+nw)=(p-m)v+(q—n)w. Tehdtx =p—m

és y = q — n helyettesitéssel |éteznek ilyen szamok, azaz az egyenes illeszkedik a sikra. ®

26. Tétel Ebben a modellben, ha egy pont illeszkedik két kiiléonb6z4é sikra, akkor létezik legaldbb
egy mdsik pont is, amelyik illeszkedik mindkét sikra, azaz ez a modell kielégiti az (IA6) axidmadt.

Bizonyitas: Keressiik azon C pontot (pontokat), amelyik illeszkedik az A pont és v, w nem
parhuzamos vektorokkal megadott, valamint a B pont és s,t nem parhuzamos vektorokkal
megadott sikokra. Ekkor a C pont illeszkedése miatt |éteznek m, n, p, g € R szdmok ugy, hogy:

c=a+mv+nw
c=b+ps+qt
Azaz egy vektoregyenlettel leirva:
a+mv+nw=>b+ps+qt
Az el6z6 vektoregyenletet irhatjuk, mint harom elséfoku egyenlet rendszere:
a, + mvy + nw; = by +ps; + qt;
a, + mv, + nw, = b, + ps, + qt;
as; + mvs + nwy = by + ps; + qt,
Ebben az egyenletrendszerben m,n,p, g € R szdmok az ismeretlenek. Azonban tudott, hogy
egy els6foku egyenletrendszerben, ha tobb ismeretlen szerepel, mint egyenlet, akkor vagy
nincs megoldas (mert ellentmondd egyenletek szerepelnek benne), avagy végtelen sok
megoldasa van. Mivel azonban tudjuk, hogy egy pont kielégiti az egyenletrendszert (hiszen
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illeszkedik mindkét sikra), ezért az egyenletek nem lehetnek ellentmonddak, azaz végtelen sok
megoldasa van. Tehat legalabb még egy pont illeszkedik ra. e

Megjegyzés: Az (IA6) utan tett megjegyzés kozvetlenll kovetkezik, hiszen a végtelen sok
megoldas éppen egy egyenest alkot.

27. Tétel Ebben a modellben létezik négy pont tgy, hogy azok nem illeszkednek egy sikra, azaz
ez a modell kielégiti az (IA7) axiomdt.

Bizonyitas: A 20. Tétel bizonyitasahoz teljesen hasonldan jarhatunk el. Legyen a négy pont:
a=(0;0;0) b=(1;0;0) c=(0;1;0)d = (0;0;1)

Ekkor a D pont nincs rajta az A pont és b — a = b és ¢ — a = c vektorok altal meghatarozott
sikon, mivel a d = a + xb + yc vektoregyenlet nem elégithet6 ki semmilyen x,y € R
szdmmal sem. Ezt ellenérizhetjiik, ha megprébaljuk megoldani az el6z6 vektoregyenletnek
megfelel6 valds egyenletrendszert:

0=0+x-1+y:-0=x

0=0+x-0+y-1=y

1=0+x-0+y-0=0
Itt az utolsé egyenletbél jol 1athatd, hogy az egyenletrendszer nem kielégithetS. Azaz a D pont
valdéban nincs rajta az A4, B, C pontok altal meghatarozott sikon. e

3.6.3.2. A pdrhuzamossdgi axioma teljesiilése

28. Tétel Ebben a modellben bdrmely egyeneshez és egy rd nem illeszked6 ponton dt pontosan
egy olyan egyenes létezik, amelyiknek nincs k6z6s pontja az egyenessel, és illeszkedik
ugyanarra a sikra, amire az eredeti egyenes és pont. Tehdt a modell kielégiti a (PA) axiémdt.>

A tétel bizonyitasa két lépésben torténhet. El6szor is megmutatjuk, hogy ha a két egyenes
irdnyvektora parhuzamos, akkor valdban nincs metszéspont. A masodik lépésben igazolnunk
kell, hogy nincs nem parhuzamos iranyvektord nem metsz6 egyenes. Ennek bizonyitasatdl
azonban hossza miatt eltekintlink.

Az els6 Iépés bizonyitasa: Legyen adva az A ponton atmend v nem nulla irdnyvektoru egyenes,
valamint erre nem illeszked6 B pont. Ekkor az allitdsunk szerint barmely olyan egyenesnek,
amelyik illeszkedik a B pontra, és iranyvektora tv alakban irhatd (ahol t nem nulla valds szam)
nincs kdz0s pontja az A pontra illeszked6 egyenessel.

Tehdt indirekt modon keressiik azon € pontot, amelyre alkalmas x, y valdés szdmokkal igaz a
kovetkez6 egyenletrendszer:
{ c=a+xv
c=b+ytv
Mivel az egyenletek bal oldalan azonos vektor szerepel, ezért irhatjuk a + xv = b + tyv
alakban, vagy masképpen xv — tyv = b — a alakban. Ezt felirhatjuk harom els6foku egyenes
egyenletrendszereként:

> Megjegyzés: Mivel az 3.5. részben nem adtunk modszert két egyenes metszetének meghatarozasara,
ezért a fenti tételt nem a (PA) axioma szovegével, hanem azzal ekvivalens allitassal mondtuk ki. Ez nem
jelent megkotést, hiszen csak a definicidjara cseréltiik le az axiomaban szereplS, metsz6 egyenesek
kifejezést.
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VX —tvy=b; —a;

VX —tv,y = by, —a,

V3X — tvzy = by — as
Ebben az egyenletrendszerben az x, y valds szamokat keressiik. Tudjuk, hogy a v vektor nem
nulla, igy legaldbb az egyik koordindtdja nem nulla. Legyen ez a koordindta v;. Azt vehetjik

, / . s . P 1% . . . . P
észre, hogy a masodikbdl kivonva az elsé egyenlet U—Z szerezést, valamint a harmadikbdl az els6
1

Z—3 szeresét, az els6 egyenlet kivételével az egyenletek baloldalan csupa nulladt kapunk. Ekkor a
1

jobb oldaltél fligg6en vagy nincs megoldas, mert ellentmondas all fenn, vagy pedig végtelen
sok megoldds létezik, mert a jobb oldalak mind nulldk. Az elsé eset ellentmondas, hiszen C
pont nem létezik. A masodik esetben C pont mindkét egyenes minden pontja lehet (hiszen azt
lattuk, hogy ha két egyenesnek legalabb két pontja koz6s, akkor a két egyenes megegyezik), ez
azonban ellentmondas, hiszen azt tettiik fel, hogy B nem illeszkedik az A és v meghatarozta
egyenesre. Tehat ha a két egyenes irdnyvektora parhuzamos, akkor nincs kz6s pontjuk.

Tovdbba barmely két egyenes, amelyik illeszkedik ugyanarra a pontra és irdnyvektoruk
parhuzamos, azokat a 39. Definicid értelmében ugyanannak az egyenesnek tekintjik. e

3.6.3.3. A Rendezési axioma teljesiilése

29. Tétel Ebben a modellben, ha adott A, B, C nem kollinedris pontok, és az ezen pontok dltal
meghatdrozott sikban egy egyenes, amelyik nem illeszkedik e pontok egyikére sem, valamint
ha ez az egyenes illeszkedik a hdrom pont dltal meghatdrozott hdrom szakasz egyikének egy
belsé pontjdra, akkor illeszkedik a maradék két szakasz egyikének pontosan egy belsé pontjdra
is. Azaz a modell kielégiti a (RA) rendezési axiomdt.

A rendezési axidma teljesiilésének bizonyitasatdl hossza és faradsagossaga miatt eltekintiink. A
tétel bizonyithatd linearis algebra mddszereivel, egy ezzel ekvivalens modellben.

3.6.4. A sik osztaly megvalositasa

A sikot megvaldsitd osztalyt az Egyenes és Pont osztalyokhoz hasonléan nem szarmaztatjuk le
kozvetlenidl kordbban definidlt fogalmakbdl. Ennek az okai hasonldak, mint kordbban. A sikot
alapfogalomnak tekintjik, ezért nem lenne szerencsés, ha kozvetlenil visszavezethetd lenne
valami masra.

A sik megvaldsitasa is hasonld problémakat vet fel, mint az Egyenes osztaly. Legf6bbképpen
két sik megegyez8sége, ezért ezt az egyeneshez hasonldan kénytelenek vagyunk feltildefinidlni.
3.6.4.1. A Sik osztdly adatrészei és konstruktorai

Az 3.6.1. rész elején kimondtuk, hogy a sikot, mint egy pont és két nem parhuzamos vektor
harmasaként szeretnénk értelmezni. Ez azonnal biztositja az adattagok definicidjanak

lehetdséget:
671 osztaly Sik
672 {
673 Pont pontja
674 Vektor iranyl
675 Vektor irany?2
676 ...
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A konstruktorokra is hasonld elvet szeretnénk kovetni, mint az egyenesek esetében. Azt
szeretnénk elérni, hogy a kdvetkez6 harom mddon lehessen meghatarozni egy sikot:

e Harom nem kollinearis ponttal

e Egy pontjaval és egy nem parhuzamos vektorparral

e Egy ponttal és egy ra nem illeszkedd egyenessel™

e Egy ponttal és egy parhuzamos sikkal (itt nem feltétel a ra nem illeszkedés)

Tehat a konstruktorok:

677 ...

678 Sik (Pont A,B,C)

679 {

680 uj Egyenes (A,B) e

681 Ha (C.illeszkedik(e)) akkor HIBA
682 egyébként

683 {

684 pontja := Gj Pont(A.hely[0], A.hely[l], A.hely[2])
685 iradnyl := Gj Vektor (3)

686 irdnyl := B.helye - A.helye
687 iradny2 := Uj Vektor (3)

688 irdny2 := C.helye - A.helye
689 }

690 }

691

692 Sik (Pont A, Vektor vl,v2)

693 {

694 Ha (vl.parhozamos (v2)) akkor HIBA
695 egyébként

696 {

697 pontja := Gj Pont(A.hely[0], A.hely[l], A.hely[2])
698 irdnyl := uj Vektor (3)

699 irdnyl := vl

700 irdny2 := uj Vektor (3)

701 irdny2 := v2

702 }

703 }

704

705 Sik (Pont A, Egyenes e)

706 {

707 Ha (A.illeszkedik(e)) akkor HIBA
708 egyébként

709 {

710 pontja := Gj Pont(A.hely[0], A.hely[l], A.hely[2])
711 irdnyl := uj Vektor (3)

712 irdnyl := e.iranya

713 irdny2 := uj Vektor (3)

714 irdny2 := A.hely - e.pontja.hely
715 }

716 }

717

718 Sik (Pont A, Sik s)

719 {

720 pontja := 4j Pont (A.hely[0], A.hely[l], A.hely[2])
721 irdnyl := Gj Vektor (3)

722 irdnyl := s.iréanyl

723 irany2 := 0j Vektor (3)

724 iradny2 := s.irany?

725 }

726 ...

727 }

> Lasd az (IA3) axiomat kovet6 megjegyzést.
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3.6.4.2. Sikok és az illeszkedés

A sikok illeszkedésének médszereinek matematikdjat a 3.6.2. rész targyalja, igy erre itt nem
térek ki, csak emlékeztetek, hogy egy B pontot az A pont és v, w vektorok altal meghatarozott
sikra illeszked6nek mondunk, ha egyértelmilen léteznek olyan x,y € R szamok ugy, hogy
a=b+xv+yw

Masképpen, hogy az

xvi +yw; = b, —aq

xv, + yw, = b, —a,

Xv3 +yws = by —as
linearis egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa létezik. Ehhez létrehozunk egy
egyltthatd matrixot, abbdl a linearis egyenletrendszert, amit megoldatunk a 2.10.3. részben
definidlt Line4drisEgyenletrendszer 0sztaly megoldas fliggvényével.

728 osztaly Sik

729 {

730 ...

731 logikai illeszkedik (Pont B)

732 {

733 4j tomb(valds) [3]1[3] M

734 ciklus 1=0-td6l 2-ig l-esével

735 {

736 M[i] [0] := iranyl.hely[i]

737 }

738 ciklus i=0-tél 2-ig l-esével

739 {

740 M[i][1] := irany2.hely[i]

741 }

742 ciklus i=0-tél 2-ig l-esével

743 {

744 M[i][2] := (B.hely[i] - pontja.hely[i])
745 }

746 Uj LinearisEgyenletrendszer (M) egyrndszr
747 illeszkedik := egyrndszr.megoldas ()
748 }

749 ..

Az egyenes illeszkedésének megvaldsitasa elStt emlékeztetiink ra, hogy a 22. Tételben azt
mondtuk, hogy egyenes pontosan akkor illeszkedik egy sikra, ha az egyenes meghatarozd
pontja illeszkedik a sikra, és az egyenes u irdnyvektorahoz, valamint a sikot meghataroz6 v, w
iranyvektorokhoz egyértelmiien Ilétezik x,y € R szdmok ugy, hogy az u=xv+yw
vektoregyenlet teljesll. Azonban mivel a vektorok és pontok kozott kdlcsondsen egyértelm
megfeleltetés van, ezért ez a feltétel pontosan akkor igaz, ha az u vektor altal reprezentalt U
pont illeszkedik az origd, és a v, w vektorok altal meghatarozott sikra. Ezaltal a megoldast
visszavezettiik egy mar kordbban meghatarozott fliggvényre, igy felhaszndlhatjuk a pont sikra
illeszkedését vizsgalo figgvényt.

750 ...

751 logikai illeszkedik (egyenes e)

752 {

753 uj Pont (0,0,0) origo

754 uj Sik(origo, EZ.iranyal, EZ.iranya2) sik2

755 Uj Pont(e.iranya([0], e.iranyal[l], e.iranyal[2]) U

756 illeszkedik := (EZ.illeszkedik(e.pontja) ES sik2.illeszkedik (U))
757 }

758 ..

759 }
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Az egyenes és pont illeszkedéséhez hasonldan, itt is kiegészitjik a forditott mivelettel a pont
és az Egyenes 0sztdlyt.

760 osztaly Pont

761 {

762 ...

763 logikai illeszkedik (Sik S)

764 {

765 illeszkedik := S.illeszkedik (EZ)
766 }

767 ...

768 }

Valamint az Egyenes osztaly esetében:

769 0sztaly Egynes

770 {

771 ..

772 logikai illeszkedik (Sik S)

773 {

774 illeszkedik := S.illeszkedik (EZ)
775 }

776 ...

777 }

3.6.4.3. Két Sik osztdlyu példdny egyezése
A 39. Definicidhoz hasonldan definialjuk két sik ekvivalencidjat:

46. Definicio Az a, [ sikokat egyenlének (ekvivalensnek, megegyezének, ugyanannak a siknak)
nevezziik, ha az a sik meghatdrozé pontja illeszkedik a 8 sikra, és léteznek olyan p,q,r,s € R
valds szamok, hogy az a sikot meghatdrozo v, v,, valamint a 8 sikot meghatdrozé wy,w,
vektorokra teljesiil a kévetkezs két egyenlet:

V) =pwy t+qw;

Uy, = TWq + swW,
Eszrevehetjiik, hogy a fenti két egyenlet hasonlit a 22. Tételben hasznalt egyenletre. Ez valéban
helyes, hiszen a, 3 sikokat akkor tekinthetjik megegyez6nek, ha az a sikot meghatdrozé A
pont, valamint a v4, v, vektorok altal meghatarozott két egyenes mindegyike illeszkedik a 3
sikra.”® Ezt ki is hasznalhatjuk, hogy a megvaldsitast egyszerdisitsik.

778 osztaly Sik

779 {

780 ...

781 logikai operator ?= (Sik sl,s2)

782 {

783 Uuj Egyenes(sl.pontja, sl.iranyl) el

784 uj Egyenes (sl.pontja, sl.irany?2) e2

785 ?= := (s2.illeszkedik(el) ES s2.illeszkedik(e2))
786 }

787 }

> Ez kézvetleniil adodik, hiszen a definicioban A pont illeszkedését kdveteltiik meg, valamint hogy a két
vektor teljesitse ugyanazt, amit a 22. Tételben koveteltiink. Ezdltal kozvetve éppen az egyenesek
illeszkedése a feltétel.
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4. Fejezet

Ezen fejezet targyalja a 3.A: Axiomak és modellek cim( fejezetben bevezetett axidmarendszer
3.B: Osztalyok az Euklideszi térben cim( fejezetben bemutatott modelljének egybevagdsagait.

e Az Egybevagosag a vektorok terében cim( fejezet targyalja az egybevagdsagi transz-
formdcidk leirdsat vektorok segitségével. Ennek keretében nagy részben épitiink a 3.B:
Osztalyok az Euklideszi térben cim(i fejezetben bemutatott modellre.

e Az Egybevagosagok megvaldsitasa cimil fejezet bemutatja ennek egy objektum
orientalt programozas segitségével lehetséges megvaldsitasat.

4.A: Egybevagosag a vektorok terében

Az dltaldnos iskola elemi geometriai oktatdsdanak cslcsat jelenti a sikgeometriai
transzformdcidk oktatdsa. Ezen belil talan a leginkdbb kitlintetett figyelmet az egybevagdsagi
transzformacidk oktatdsa teszi ki. Szerepe jelent@s. Azt a kritikus kérdést vizsgalja, hogy mikor
is nevezhetlink két dolgot egyformanak, egyenlének. Ezen felll van egy rendkivil fontos
szerepe is. Ha szeretnénk leirni (és nem csak jellemezni) testek, alakzatok és térelemek
mozgasat, akkor azt sziikségszerlien egybevagdsagi transzformaciokkal tudjuk megtenni. Ez az
elvarasunk alapvetd, hiszen azt feltételezziik, hogy a testek nem valtoznak meg mozgasuk
soran.

A 4. Példa megolddsa soran lattuk, hogy a sikgeometridban az origd korili forgatas
megvaldsithatd, mint egy matrixszal torténd szorzas. Ez sejteni engedi, hogy esetleg ugyanez a
madszer helyes eljaras barmilyen egybevagdsag esetén, és hogy a térben is megallja-e a
helyét.

Az els6re sajnos nem a valasz. Mivel egy nullvektort barmivel is szorzunk 6ssze nullvektort
kapunk, hamar kiderill, hogy kizarélag olyan transzformaciot hajthatunk végre ezzel a
madszerrel, amelyik az origdt helyben hagyja. Az iskoldban tanult sik transzformacidk kozil
ezek az origd koruli forgatds, tikrozés az origdra, és az origbn atmend egyenesen, mint
tengelyre tikrézés. Olyan fontos ismeretek kerilnek bemutatasra, mint hogy az
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egybevagdsagokat sorozatban egymas utdn elvégezve szintén egybevagdsagot kapunk,*
valamint hogy ezeket hogyan kell megszerkeszteni kérzd és vonalzd segitségével.

Ezen transzformacidk kozos tulajdonsaga, hogy elemi geometriai szemmel részletes
vizsgdlatnak vetik 6ket ald. Azonban a koordinatageometria bevezetésével nem torténik meg
vizsgalatuk, legfeljebb az eltolas m(iveletének targyaldsa torténik, mint az adott objektum
egyenletében szerepl6 pozicié leirasa. Ennek ellenére a kozépiskoldban tanult
fuggvénytranszformacidk hasznaljak mind az eltolas, a koordinata tengelyre tikrozés, illetve
némely affin transzformacidkat, azonban ezek vizsgalata nem térténik meg, hanem kizarélag a
m{veletsor ismertetésére szoritkozik.

A 3. Fejezetben bevezetett axidmarendszer, és a hozza kapcsolédd modell épit az
egybevagosag fogalmara. Eppen ezért ennek a fejezetnek a célja az, hogy bemutassa a valds
vektorokra épiil6 modellben az egybevagdsagi transzformacidkat el6szor sikbeli esetre (ezek a
kozépiskolai tanulmanyok alapjan ismerGsek), azutdn térben. Ennek a fejezetnek keretében
nem térink ki az egyes transzformacidk definialdsdra, és feltessziik, hogy ugyanazt értjik
rajtuk, mint amit az iskolai matematikadéran megtanulhatunk.

E fejezetben az el6z6vel ellentétben megfordul az okoskodds iranya. Mig az el6z6 fejezetben
alapvet6en az ismert geometriai fogalmaknak akartunk szildard alapokat adni, és megmutatni,
hogy az ott targyalt ismeretek alapjan logikailag felépithets a geometria és egy modellje, most
a meglév6 ismereteinket szeretnénk felhaszndlni arra a célra, hogy a tdrgyalt modellben
definidlhassuk az egybevagdsag fogalmat. Ezért ezen fejezet tartalma tobbnyire mell6zi a
preciz definicidkat és tételeket, és inkdbb arra fékuszal, hogy tandrai kortilmények kdzott mit
érdemes mondani.

A cél tehat az, hogy az euklideszi tér barmely egybevagdsaga felirhatd legyen, mint egy
matrixszal torténd szorzas.

4.1. Sik origdt helybenhagyo egybevagdsagai

4.1.1. Origo koruli forgatas

Mint a bevezetSben és a 4. Példa megoldasaval lattuk, hogy az origd korili forgatas felirhato,
mint egy matrixszal torténd szorzas. Itt csak emlékeztetlink ra, hogy ha adott egy A pontunk,
akkor annak origd korili éra mutatd jardsdval megegyez6 irdnyban a szoggel vald forgatasa
felirhatd, mint:

cosa —sina

A'=aF = (aq;a (
(a1;a2) sina cosa

)= (aycosa+a,sina;a,cosa —sinaa,)

A fenti képletben F az elforgatds transzformacidjanak matrixa.

Tekintslik at az alapvet6 elemi sik transzformdcidkat, és irjuk fel ket, mint matrixszal szorzas.
Egyel6re csak az origdt helybenhagyd transzformacidkkal foglalkozunk, és késGbb visszatériink
az altalanositasra.

*® Azaz indirekten azt, hogy az egybevagdsagok csoportot alkotnak.
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Megjegyzés: Fontos megjegyezni, hogy e forgatdsi matrix ismeretében kdnnyen bizonyithatdak
a trigonometria addicids képletei.

4.1.2. K6zéppontos tiikrozés

Ebben az esetben is csak az origéra, mint kdzéppontos tikrozéssel foglalkozunk. Azonban
ennek felirasa nem jelent kilondsebben nehézséget. Az elemi koordinatageometridabdl
ismeretes, hogy egy A pont pontosan akkor kozéppontosan tukorképe egy A’ pontnak az
origéra nézve, ha a koordinatéik csak az el&jelben térnek el. Azaz pontosan akkor ha a’ = —a.
Tehat, ha keressiik azt a T matrixot, amelyikre @’ = aT akkor T matrixra trividlisan adddik,

hogy:

4.1.3. Tengelyre tiikrozés

A koordinata tengelyekre valé tikrozés ebbdl a szempontbdl trividlisan megy. Ha az x
tengelyre tukrozink, akkor a tikrozott pont masodik koordinataja valtozik éppen az
ellentétére, ha pedig az y tengelyre, akkor éppen az elsé koordinata valtozik ellentettjére.
Ezaltal a matrixuk is kdnnyedén felirhato:

G e G

Az 3ltalanos origon dtmend egyenesre, mint tengelyre tikrozés ennél nem sokkal nehezebb.
Legyen v a tengely irdnyvektora, és A pont a tikrézendS pont. Keressilk az A" pont
koordinatait.
Ehhez felhasznalunk elemi és koordindta geometriai mddszereket. Keressik els6é kdrben az M
pontot, amely metszéspontja a tiikortengelynek, és egy ra merdéleges, A pontra illeszkedd
egyenesnek. Felhaszndlhatjuk, hogy v normaélvektora az M és A pontokra illeszkedd
egyenesnek. Tehat az M pont koordinatadit megkapjuk, mint a koévetkezé egyenletrendszer
megoldasat:

{ V1Y = VX

X + vy = viaq + vya,
A megoldasra adddik, hogy:

M= vi(avy + bvy) vy(avy + bvy)
B vi+vi ' vi+v?
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3. Abra: Tengelyre tiikrozés

Innen pedig egyszer(i vektoralgebraval adédik, hogy @’ = m + (m — a) = 2m — a.”’ Azaz az
A’ pont koordinétai:

A= vy, (avy + bvy) .y v,(avy + bv,)
"\ v ST r "
1 2 1 2

vi+ v vi+vi' vi4v: vi+ v
( vi—v2 20,1, 20,1, vi — v12>

1 2 1 a,
vi+ v vi+v2’ vi+ v vi+ v

<a1v12 — a2 2vvya, 2vv,a,  apvi — a2v12>

Tehdt ha keressiik azon T matrixot, amelyikre igaz, hogy @’ = aT akkor az a T matrix:

/v12 v 2vv,

2 2 2 2 2 2
vi+vs vi+v . 1 vi—v 2v,v
T=| 1" "2 "17"2 |vagyrévidebben T=——(1 "2 °"172
2v1v, V5 — Vi vi +v5\ 2v1v,  vi — Vg

vi+v: vi+vl

Erdemes megjegyezni, hogy az el6z6 T matrixot illetve a tengelyes tiikrozés ilyen
alkalmazasanak kitlintetett szerepe van a numerikus algebra és analizis mas teriiletein is. Ezt a
HOUSEHOLDER transzformacionak nevezik a mddszer e teriileteken torténd alkalmazasanak
kidolgozéja utan. A fenti mddszerek és a geometriai tiikrozéssel vett kapcsolatuk nem
véletlen.>®

4.2. A sik elemi egybevagdsagai

A fenti esetben az eltolas kivételével csak olyan egybevagdsagi transzformaciét vizsgaltunk,
amelyik az origét helyben hagyja. Most azt vizsgaljuk, hogy a fenti egybevagdsagokat tényleg
kiterjeszthetjlk tetszéleges tengelylire és kdzéppontira. Ehhez el&szor sziikséglink van az
eltolasra.

7 tt csak kdzvetve alkalmazunk eltoldst. A vektorok ésszeadasahoz illetve az alapvet6 vektoralgebrai
mveletekhez nem sziikséges az eltolas fogalma.
*% Alston Scott HOUSEHOLDER: [26]
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4.2.1. Eltolas

Mint lattuk, az eltolast nem lehetséges felirni, mint szorzast egy matrixszal, hiszen az origét (a
nullvektort) helybenhagyna. Ezzel szemben tudjuk, hogy az eltoldsnak nincsen fix pontja.
Azonban nem kell sok megfigyelést tenni, hogy észrevegyik: az eltoldssal egyszerlien a
vektorok 6sszeadasa feleltethet6 meg.

Egy A pont v vektorral tortént eltoltja értelemszerlien irhaté a’' = a + v alakban. Ha
szeretnénk még tobb kapcsolatot teremteni az el6z6 harom részben latottakkal, akkor irhatjuk,
hogy a’ = aE + v. Ahol E éppen a helybenhagyas transzformacidja, azaz az egységmatrix.

Ha a fenti egybevagdsagokat szeretnénk, mint polinomokat értelmezni, akkor (heurisztikus
szemlélettel) az eltolds ennek legegyszeriibb része, a nulladfoku tag, és a transzformacié az
elséfokd (mas néven linedris) tagja.>

4.2.2. Tetszoleges tiikrozések és forgatas

Tudjuk, hogy egy tetsz6leges tengelyl tlikrozés elGdllithatd Ugy, mintha a kdvetkezd lépéssort
kovetnénk végig:

1. Végezzink eltolast Ugy, hogy a tengely illeszkedjen az origéra.

2. Végezziik el a tengelyes tlikrozést az eltolt tengelyen.

3. Végezziink eltolast az 1. pontban hasznalt vektor ellentettjével.

Ez technikailag azt jelenti, hogy az A" képpont felirhaté, minta’ = (a + v)T — v. Ahol T a
tikrozés matrixa, és v egy olyan vektor, mely az eredeti tengelyt Ugy tolja el, hogy az
illeszkedjen az origéra.

Eszrevehetd, hogy ezzel teljesen analég médon végezhetd a tetszéleges pont koriili forgatas,
illetve a tetsz6leges pontra tiikrozés, éppen csak a transzformdcié matrixat kell lecserélni, és az
eltolas vektort kell Ugy megvalasztani, hogy az a tiukrozés illetve a forgatas kozéppontjat vigye
az origdba.

Ennek oka, hogy a ezek a mdlveletek 6nmagukban csak az adott tiikér tengelyhez és
kozéppontokhoz viszonyitva értelmesek, és kdz0mbds hogy létezik-e egyaltaldn
koordinatarendszer, illetve annak poziciéja. Ezaltal ha van olyan mdveletlink, amely ezeket a
fix térelemeket a térben pozicionalja, akkor azonnal lehetévé valik ennek elvégzése.

Ugyanakkor tudjuk, hogy a sik minden egybevagdsaga el6allithatd, egy mozgds,® és egy
tengelyes tiikrozés egymas utanjaként.®’ Ezaltal a fenti mddszerrel tetszGleges egybevagdsagot
el6 tudunk allitani, amennyiben meg tudjuk hatarozni a sziikséges mozgatast (az eltolas és
forgatas sorozatat), valamint a tengelyt, amelyre tiikrznlnk sziikséges.

> A linedris transzformacié, linearis leképezés, linearis egyenlet stb. kifejezések kozotti kapcsolat
korantsem csak a hasonlésag m(ve. Epp az indokolja az ilyen elnevezések hasznélatat, mert ezek a
miveletek megfeleltethet6k egymasnak. A linea, mint latin szé vonalat, egyenest jelent.

% Mozgatasnak nevezziik az eltoldst és a forgatast. A mozgatds fogalmat ennél részletesebben, itt most
nem definidljuk, tekintettel rd, hogy szemléletes jelentése kielégit6. Részletesebb definicidja
megtaldlhato példaul itt: [27]:p46 (6.5 B2 c))

*1 L4sd: [27]:p46 (6.5 B2 b) )
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Tehat Osszegzésképen: minden egybevdgdsag eldallithaté az 4.1. és 4.2. részben targyalt
egybevagdsagi transzformaciok sorozataként.

4.3. Egybevagosag a térben

A bevezet6ben feltett kérdések kozil egyet megvalaszoltunk. Térjink at a masikra, és
vizsgdljuk meg, hogy a sikbeli esetben targyalt egybevagdsagok kiterjeszthetSk-e matrix
formaban a térre is. Mint latni fogjuk, igen, kiterjeszthet6k.

Az eltolas természetesen azonnal adddik, hiszen a korabbi moédszeriinkben csak a vektorok
Osszeadasat hasznaltuk fel, aminél eleve feltettilk, hogy a két vektor azonos szamu
koordinadtabdl dall. Ez annyit tesz, hogy az euklideszi sik esetében a valdés szdmpdrokat
értelmeztiik pontoknak illetve helyvektoroknak is. A térbeli esetben mindkettének a valds
szdmharmasokat értelmezziik, igy az 6sszeadas mivelete természetesen érvényben marad.

Ennél tobb vizsgalat sziikséges a tobbi mdlvelethez. Pusztdn mar csak azért is, mert a pont
korili forgatas tovabbi kérdéseket vet fel. Legféképpen azt, hogy vajon milyen irdnyba? Eppen
ezért a pont korili forgatast kizarjuk a lehetGségek koziil, és e helyett a tengely korili forgatast
emeljik be az elemi transzformacidk kozé. Ekkor azonban a tetsz6leges tengely korili forgatas
fog kevés nehézséget okozni.

A tikrozés is hasonléan problémas lehet. A kozéppontos tiikrozés minden tovabbi nélkiil
alkalmazhaté a térben is, azonban a tengelyes tiikrozés mellé megjelenik a sikra tiikrozés is.

Itt mar az elején leszbgezzik, hogy természetesen a térben is all a kordbbi allitas: azaz az
euklideszi tér barmely egybevagosaga elGallithatd, mint térbeli mozgatds (azaz eltolasok és
forgatasok sorozata) és egy ezt kovetd sikra tikrozés egyiittese.®

Ebbdl az okbdl kifolydlag nem foglalkozunk a tiikrozések és forgatasok specialis eseteivel (azaz
sajatsagos helyzetl tengelyekkel, és tikorsikokkal), hanem csak az elemi transzformaciokat
targyaljuk.

4.3.1. Forgatas térben

A tengely korili forgatds elsé esetében feltessziik, hogy a forgatas tengelyére illeszkedik az
origé.®

4.3.1.1. Forgatds koordindta tengely kériil

Masodsorban azt kell meggondolnunk, hogy elegendé a koordinata tengelyek koriili forgatast
definidlnunk, hiszen tetszéleges origdn atmend tengelyt forgathatunk koordinata tengely korl
két lépésben ugy, hogy az megegyezzen valamelyik koordinatatengellyel. Az elsé |épés, hogy
egy tetsz6leges tengely koril forgathatunk ugy, hogy az eredeti tengely illeszkedjen két tengely
altal kifeszitett sikra. Masodik |épésben pedig a harmadik koordinatatengely korl
forgathatunk ugy, hogy a masik két tengely egyikével egybeessen.

®2 Lasd: [27]:p46 (6.5 B2 b))
® Ezt azért tehetjik meg, mert a sikbeli esethez hasonléan a tengely origéra illeszked6vé
transzformaldsa, majd annak visszatranszformaldsa megoldja ezt a problémankat.
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Ekkor nyilvanvald, hogy e koordinata tengely koruli forgatas soran az adott koordinata nem
valtozhat meg. Ez kdzvetleniil adédik abbdl, hogy a tengely minden pontja fix. Ha a forgatds
soran ez a koordindta megvaltozhat, akkor a tengelynek lenne olyan pontja, amelyiknek
forgatas utdni képe, nem ugyanaz, mint az eredeti. Ebb&l kovetkezik, hogy olyan forgatast
reprezentdld matrixot kerestink, amelyikkel t6rténé szorzas soran az adott koordindta 6nmaga
marad.

Tehat az eltolds és a koordinata tengely korili forgatds elegendé ahhoz, hogy tetszGleges
tengely korili forgatast leirhassunk. ekkor viszont azt kell [atnunk, hogy a mdésik két koordinata
forgatasa pontosan ugyanugy torténik, mint a sikbeli eset. A forgatds tengelyére pontosan egy
olyan merdéleges sik |étezik, amelyik illeszkedik a forgatandd pontra. Ebben a sikban forgatjuk a
pontot éppen a forgdstengely és a sik egyetlen metszéspontja kordil.

Tehat ha az els6 koordinata tengely koriil szeretnénk forgatni, akkor az elsé koordinata
helyben marad, azaz az elsé sor elsé6 eleme sziikségszerlien 1, mig a masodik-harmadik
oszlopok és sorok altal meghatarozott részen épp a sikbeli forgatas all, és a tébbi elem nulla:

1 0 0
0 cosa -—sina
0 sina cosa
Ha elvégezziik egy A pontra, akkor az A’ képpontra azt kapjuk, hogy:

1 0 0
a' = aF = (a;; az; as) (0 cosa —sin a) =
0 sina cosa
= (a;; (azcosa + azsina); (—aysina + az cosa))

Természetesen ugyanigy felirhaté a masik két tengely korli forgatds matrixa is:

1. tengely korul: 2. tengely koral: 3. tengely kordl:

1 0 0 cosa 0 —sina cosa —sina 0
0 cosa -—sina 0 1 0 sina cosa O
0 sina cosa sina 0 cosa

0 0 1
Megjegyzés: Ekkor a fenti harom matrix segitségével felirhatjuk a tetsz6leges origdn atmend
tengely koruli forgatds matrixat: Legyen a tengely v iranyvektor vy, v,, v; koordindtai kozil
egyik sem nulla. Ezt feltehetjik, hiszen ha ketté koordindta is nulla, akkor a forgatasi tengely
sziikségképpen valamelyik koordinata tengely. Ha egy nulla, akkor a tengely mar valamelyik két
koordinata tengely sikjara illeszkedik, és az eljaras folytathatd a kovetkezd lépéstsl.>* Az eljaras
|épéseit ez a dolgozat nem részletezi, csak az elforgatas matrixat.*

Legyen a forgatas tengelye az origéra illeszkedd, és v = (vy; vy; v3) irdnyvektora egység
hosszd.®® Ekkor az e tengely koriil az dramutaté jarasaval ellentétes irdnyban a szoggel torténd
forgatas matrixa:

* Emlékeztetiink ra, hogy az egyenes iranyvektora nem lehet nulla, igy legaldbb az egyik koordinataja
nem nulla.

® A fenti eljarassal bizonyithatd, hogy a kézolt matrix valéban a forgatds matrixa. Forras: [28]:p154.
elektronikus Uton elérheté valtozata: [29].

60 Tudjuk, hogy az egység megszoritds nem okoz gondot, mivel az ilyen médon meghatarozott egyenes
ekvivalens a nem egység irdnyvektoru egyenessel, ha illeszkednek ugyanarra a pontra, és a vektoruk
parhuzamos.
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v2(1 —cosa) + cosa v1V,(1 —cosa) + vgsina  vyv3(1 —cosa) — v, sina
v,v;(1 — cosa) — vz sina vZ(1 —cosa) + cosa v,v3(1 — cosa) + v; sina
v3v1(1 —cosa) + vysina  v3v,(1 —cosa) — v, sina vZ(1—cosa) + cosa

4.3.2. Tukrozés térben

4.3.2.1. Tiikrézés az origora

e sz

transzformaciotdl azt varjuk el, hogy egy pont minden egyes koordinatdja az ellentettjére
valtozzon. Ezaltal az origéra tikrozést leird matrix:

-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

Ha két tengely dltal kifeszitett sikra szeretnénk tiikrozni, éppen azt varjuk el, hogy a két

4.3.2.2. Tiikr6zés tengelyek sikjara

tengelynek megfelelé koordinatdk ne valtozzanak, mig a harmadik éppen az ellenkezGjére
valtozzon. Ezaltal értelemszerilen a transzformaciot leiré matrixok:

1. és 2. tengely sikjara 1. és 3. tengely sikjara 2. és 3. tengely sikjara

1 0 O 1 0 O -1 0 O
01 0 0 -1 0 0 1 0
0 0 -1 0 0 1 0 0 1

Kénnyen észrevehetd, hogy a hdarom matrix szorzata éppen az 4.3.2.1. részben tdargyalt
tikrozés az origéra matrix formajat adja ki. Eppen ezt vértuk el a ettél a transzformaciétdl,
hiszen mindharom sikra torténé tikrozés esetén éppen ugyanazt a pontot kell kapnunk, mint
az origora tikrozés esetén.

Megjegyzés: Az origdra illeszkedd tetsz6leges sikra valo tiikrozést a forgatdshoz hasonléan csak
kozoljuk, és nem érveliink mellette.’’” Legyen n az origéra illeszkeds tiikorsik egységhosszu
normalvektora. Ekkor az e normalvektor altal meghatarozott, origora illeszkedé sikra torténé
tlkrozés matrixa:

1-2n? —-2aja, —2a,a;
—2a,a, 1-2n3 —2ayas
_2a1a3 _2a2a3 1-— 2'”,32)

4.3.2.3. Tiikrézés tengelyre

Megfigyelhetjiik, hogy egy adott koordinatatengelyre tikrozés el6all, két ugyanarra a
koordinatatengelyre illeszkedd koordinatasikra vett tUkrozésként. S6t, az is megfigyelhetd,
hogy ebben az esetben a sikokra vett tikrézések sorrendje felcserélhetd. Jelélje Ty, T, T, az
egyes tengelyekre vett, valamint Ty,, T, Ty, az egyes tengelyparok altal kifeszitett sikra vett
tiikrozések matrixat. ekkor az A pont A’ képére igaz, hogy:

Az 1. tengelyre vett tiikrozés Az 2. tengelyre vett tiikrozés Az 3. tengelyre vett tiikrozés

%7 Ez is a HOUSEHOLDER transzformacié egyik specialis esete.
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a' = (aTyy)Ty, = a' = (aT,,)T,, = a' = (aT,)T,, =
= a(Txysz =aTy, = a(TxyTyz =aT, = a(szTyz =aT,
tehat
1 0 0 -1 0 O -1 0 O
T.,=|{0 -1 0 rT,=({0 1 0 T,={0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Megjegyzés: Erdemes észrevenni, hogy az egyes tengelyekre vett tiikrozések éppen elallnak,
mint az adott tengely koril 180°-al térténé forgatds épp ugy, mint a sikbeli esetben a
kozéppontra tikrozés el6all a kozéppont koriili forgatas formajaban.

4.4. Az egységes alak

Az el6z6 fejezetben bemutattuk, hogy az alapvet6 egybevagdsagi transzformaciék hogyan
irhatoak fel, mint matrixszal torténd szorzast, leszamitva az eltoldst. Ennek két hatalmas
hatranya van. Az egyik, hogy ha egy egybevagdsagot sok kiilonb6z6, raadasul az origéra nem
illeszkedik a fixpont halmaza, akkor ez rengeteg szamitdsi m(iveletet igényel. Eltolni a tikrozés
és a forgatas fixpontjait, majd azokat visszatolni rengeteg szamitasi mlveletet igényel,
kiilondsen akkor, ha nagyszamu pont képét kellene kiszamitanunk. A masik hatrany, hogy nem
tudjuk egységesen és kényelmesen leirni az egybevagdsagot, hiszen két kilénb6z6 miveletet
is azonositunk vele. Azonban létezik mddszer, amivel ez a probléma kiklisz6bolhet6.

A probléma forrasa, mint arra kordbban rdmutattunk az, hogy a matrixokkal torténd szorzds
esetén a nullvektort barmivel is szorzunk meg a nullvektort kapjuk, azaz ez a mivelet a
geometriaban az origét fixen hagyja, ezzel szemben az eltoldsnak nincs fix pontja. A menté
Otletet az ugynevezett projektiv geometria adja.

Ennek keretében, els6 |épésként a sik geometridjat vizsgaljuk.

4.4.1. A sik kiterjesztése

A sik geometridja 6nmagaban rendkivil korlatozott, és nem vizsgalja, hogy milyen a sikon kivdil
es6 vilag. Azonban ezt a vilagot el tudjuk helyezni térben. Nevezziink meg egy darab sikot a
térben, amit az eredetinek tekintlink. Legyen ez a sik azon pontok halmaza, amelyiknek a
harmadik koordinataja 1. (Nevezziik ezt a sikot alapsiknak.) Azonban mi a helyzet az ezen a
sikon kivil esé pontokkal?

Mivel igazabdl mi egyetlen sik elemeirdl értekezlink a sikgeometria esetében, ezért minden
egyes pontot bijektiv mddon megfeleltetlink az alapsik egy pontjanak, kivéve azon sik pontjait,
amelyiknek a harmadik koordinatdja 0. Ez hasonld elgondoldson alapul, mint az elemi
geometria vektorfogalma.®®

Ezen haromdimenzids tér A és B pontjat akkor nevezziik ugyanannak a pontnak, ha

®® Ebben a dolgozatban eddig csak helyvektorokrdl értekeztiink. A vektor alapveté geometriai definicidja
szerint egy vektor az irdnyitott szakaszok egy ekvivalencia osztdlya. Két vektor pontosan akkor ugyanaz a
vektor, ha hosszuk és iranyuk megegyezik.
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ap by . a b,
as b as b
tovabba as, b; egyike sem nulla. Azon pontok, melyeknek harmadik koordinataja nulla,

semelyik masik ponttal sem ekvivalensek.

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha az origdbdl kdzéppontosan vetitiink egy az alapsikban
l[év6 térelemet, azt ekvivalensnek tekintjik az Osszes az alapsikkal parhuzamos sikban lévé
képével, kivéve azt az esetet, amikor az origdn atmend sikba vetitiink.®

4. Abra: Az S sikban 1évG A pontot és az S' sikban Iévé A' pontot ekvivalensnek nevezziik, és ket ugyanannak a
pontnak tekintjiik
Megjegyzés: Ezen a ponton jogos a kérdés, hogy vajon e pontok, melyeknek harmadik
koordinataja nulla, minek felelnek meg az alapsikon. Errél ebben a dolgozatban nem
értekeziink. Ertelemszer(ien ez felel meg az Euklideszi sikot bvitd idalis pontoknak, ezzel 4164l
a projektiv geometria egy modellje. A téma teljes feltarasahoz természetesen sziikséges
ezeknek a targyalasa, azonban ez a kovetkez6 fejezet témaja lenne.

Erre a felmeriil6 kérdésre természetesen lehet az a vdlasz, hogy ennek a kovetkezé
témakorben adunk jelent6séget, addig is csak a haromdimenzids térnek azon részhalmazat
tekintjik, amelyikben a harmadik koordinata nem nulla.

4.4.1.1. Egybevdgosdgok a kiterjesztett sikban

Ebben a térré Kkiterjesztett sikban vizsgdlva észrevehetjiik, hogy az alapsik
koordinatatengelyeire torténd tiikrézés nem mas, mint az adott koordinatatengely és a
harmadik koordinata tengely altal kifeszitett sikra torténd tikrozés. Az alapsik origdja koril
torténd forgatds nem mas, mint a harmadik tengely korili forgatds. A kozéppontos tiikrozés
sem jelenthet problémat, hiszen tudjuk, hogy ugyanazt jelenti, mint a kzéppont koril 180°-al
torténd forgatast.

Ez azt jelenti, hogy a sik elemi egybevagdsagai, amelyeket eddig fel tudtunk irni matrixszal

torténé szorzas formdjdban tovabbra is felirhatd matrixszal torténé szorzds formdjaban.
Azonban van egy hatalmas el6nye. Az alapsik origdjat ez altal nem egy nullvektor jelképezi,

® Innen ered a projektiv geometria elnevezés, valamint ez nagy szerepet kap a szamitégépi
megjelenitésben is. Helyesebb lenne a projektiv tér megnevezés is, ez azonban a projektiv geometria
alapjainak targyaldsa nélkil tobbé-kevésbé értelmetlen, és félrevezetd.
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hanem egy olyan vektor, amelyiknek a harmadik koordinatdja egy. Ez azt jelenti, hogy az
eltolas is értelmezhet6 matrixszal torténd szorzdsként, hiszen az alapsik egyetlen eleme sem a
nullvektor altal meghatdrozott pont, igy a matrixszal torténd szorzas esetén nem lesz a képe
automatikusan nullvektor.

De hogyan is irjuk fel az eltoldst a kiterjesztett térben?

4.4.1.2. Eltolds a kiterjesztett sikon

Tekintsiik az alapsikban az A pontot, és ennek keressiik a v vektorral eltolt A’ képét. A fenti
bevezetés szerint az A pontot jelképezd a vektor koordinatdia = (a;; ap; 1) mig azA’
pontot jelképez6 a’ vektor koordindtdi a’' = (aq +vy; a,+v,; 1). Feltéve ha ugy
tekintiink a v vektorra, mint egy alapsikbeli vektorra.

A

Y

5. Abra: Eltolas a kiterjesztett sikon

Némi szamitdssal beldathato, hogy az eltolast leiré matrix:

1 0 O
( 0 1 0)
vy vy 1

Megjegyzés: Eszrevehets, hogy a fenti elemi egybevagdsagok matrix szorzds értelmezése
miatt, a szorzds sohasem valtoztatja meg a harmadik koordinatat, igy kijelenthet6, hogy az
elemi egybevagdsagok és az eltoldsok sorozataval elGallitott egybevagdsag képe tovabbra is az
alapsikban van. Ezaltal a kiterjesztett tér ekvivalencia osztdlyainak tobbi elemével nem is kell
foglalkoznunk egybevagdsagok esetében.

4.4.2. A tér kiterjesztése

Jogosan meriil fel a kérdés, hogy mikodik-e ez a mddszer a térre is. A valasz az, hogy igen. Ha
igy gondolunk rda a joél ismert haromdimenzidés tér része egy négydimenzids térnek.
Természetesen nem szemléltethetd egy négydimenzids térben |évé haromdimenzids tér, és
tovabbi nehézséget okoz a parhuzamos tér értelmezése.”” Ezzel szemben kiterjesztett teret
leird algebrajat konnyen kezelhetjilk maga a tér részletes ismerete nélkil. Ennek céljabdl
immaron nevet is adunk a kiterjesztett tér pontjainak.

70 . A . . e . sz . P ; . .
Ennek ellenére a geometria ilyen euklideszi kiterjesztésének is van értelme, és az ilyen rendszerek is
axiomatikusan megalapozottak.
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47. Definicié Az A euklideszi térbeli pont homogén koordindtds megaddsdnak nevezziik azokat
a nem nulla v € R* vektorokat, amelyekre igaz, hogy v, # 0 és:

Vg 4 Vs
Hasonléan a sikbeli esettel, az R* azon vektoraival, amelyekre v, = 0 egyelére nem
foglalkozunk.

48. Definicié Egy f: R* - R*: f(x) = xT fiiggvényt az euklideszi tér elemi egybevdgdsdgdanak
nevezziik, ha v egy euklideszi térbeli pont homogén koordindtdsa megaddsa, és T 4 X 4-es

matrix
0 1 0 O 0
P 0 01 0 0
o) Va8 001 0
0 0 0 1 vy vz vz 1

alaku, ahol P az 4.3. fejezetben tdrgyalt forgatdsok és tiikrézéseket leiro 3 X 3-as mdtrixok
valamelyike, és v = (V1; Vz2; V3) egy eltolds vektora.

Ezen a ponton tehetlink egy sarkalatos megallapitast, amely utat biztosit a tovabbhaladashoz.

30. Tétel A tér elemi egybevdgdsdgait leird 4 X 4-es valds mdtrixok determindnsdnak abszolut
értéke egy.”

Ennek van egy rendkiviil fontos kévetkezménye. Elemi geometriai tanulmanyinkbdl tudjuk,
hogy barmely egybevagdsag felirhatd, mint az elemi egybevagdsdgok egymds utan elvégzése.
Tovdbba a 14. Tételben Iattuk, hogy két azonos alaki négyzetes matrix szorzatanak
determinansa megegyezik a determinansok szorzatdval. Ebbél az kovetkezik, hogy barmely
egybevagdsagot leiré matrix determindnsanak abszolit értéke egy kell, hogy legyen. A 19.
Definicidban lattunk egy specidlis matrixcsoportot, amelyikre ez igaz. Egyszerl szamolassal
igazolhatd, hogy az elemi egybevagdsagokat leiré matrixok fenti P matrixa (beleértve az
eltolasét is) ortogonalis. Belathato tovabbad, hogy az elemi egybevagdsagok tetsz6leges egymas
utani elvégzésével elGallé matrixra ez tovabbra is igaz.”

49. Definicié Egy f: R* - R*: f(x) = xT fiiggvényt az (R3) euklideszi tér egybevdgdsdgdnak
nevezziik, ha v egy (R3) euklideszi térbeli pont homogén koordindtdsa megaddsa, és T egy
0

P 0

0
vy v vz 1

alaku 4 X 4-es matrix, ahol v = (V1;  V2;  V3) egy eltolds vektor, valamint P ortogondlis.”

" Ezt a tételt nem bizonyitjuk, egyszer( szamitassal ellenérizhetS. Didaktikai szempontbdl

mindenképpen érdemes elvégezni orai keretek kozott.

"> Ennek része, hogy ortogonalis matrixok (transzformaciok) szorzata is ortogonalis. Ennek formalis
bizonyitasa megtalalhatd itt: [30]:p259 vagy itt [31]:p5

7 Ez a definici6 eltér a szokasostdl. A kiilonbség az utolsé oszlop elemeiben van. Azzal a céllal targyaljuk
masképp, hogy ne kelljen foglalkoznunk a kiterjesztett tér mas elemeivel. Az ilyen médon definidlt
egybevagdsagi transzformacio esetén egy pont és képének utolsé koordinataja megegyezik.
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Megjegyzés: Az el6z6 két definicid kovetkezménye, hogy minden elemi egybevagdsag is
természetesen egybevagdsag. Az ilyen sorrendli bevezetés sziikséges volt a fejezetben hasznalt
induktiv gondolkoddsi miatt.

Megjegyzés: Hagyomanyosan természetesen a linedris transzformdacidk targyaldsa torténik
meg el6szor, és azok analitikus vizsgdlata vezet oda, hogy a végén kimondhatjuk, hogy az ilyen
jellegli matrixok éppen az euklideszi tér egybevagdsagai, mint az affin transzformaciék egy
esete. Azonban ezen dolgozat olyan gondolatmenetet kdvet, amelyik épit a kozépiskolas
didkok tudasara, és nem egy sokkal mélyebb tudast feltételez geometria és linedris algebra
terén.

Megjegyzés: Habar a dolgozatban nem definialtuk és vizsgéltuk az R* tér szerkezetét, fontos
megjegyezni, hogy a 49. Definiciéban hasznalt f fiiggvény nem egybevagdsig az R* térben.
Ennek oka, hogy ennek origéjat (az R*-beli nullvektort) tovabbra is helybenhagyja, igy nem irja
le az eltolast ebben a térben. Kdnnyl ellendrizni, hogy ha f egy eltolast ir le, akkor barmely
v= V1, V2; Vs3;0)vektorra f(v) = v.

A 49. Definicidban megadott T matrixrdél szamitassal beladthatd, hogy tetszbleges ilyen alaku
matrixok szorzata is ugyan ilyen alaku, tehat az egybevagdsagok egymads utdn elvégzése
valdban egybevagdsag.

4.4.3. Egybevagosag és axiomak

A 49. Definicidval meghataroztuk a 3.B: Osztdlyok az Euklideszi térben cim( fejezetben targyalt
modell egybevagdsagat. A kovetkezd 1épés annak megmutatasa, hogy ez valdban kielégiti a 3.3
részben targyalt egybevagdsagi axiomdakat.

31. Tétel A modelliinkben egy egyenes képe is egyenes, tehdt a 49. Definicid dltal
meghatdrozott egybevdgdsdg fogalma kielégiti az (EA1) egybevdgdsdgi axiomat.

Bizonyitas: Legyen adva az f(x) = xT egybevagdsagi transzformacid, valamint az A pontjaval
és v nem nulla irdnyvektoraval megadott egyenes. Ekkor azt szeretnénk beldtni, hogy az
egyenes barmely C pontjdra igaz, hogy f(C) pont illeszkedik az f (A) pont és f(v) vektor altal
meghatdrozott egyenesre.

A C pont illeszkedése miatt létezik olyan t valds szam, amelyre ¢ = a + tv. Ezadltal a szorzds
disztributivitasat’™® felhasznalva:

f(C)=cT=(a+tv)T=aT +tvT = f(a) +t- f(V)
Azaz az f(C) pont illeszkedik az f (A) pont és f (v) vektor altal meghatdrozott egyenesre. ®

Megjegyzés: Az illeszkedésnél mar indirekt mdédon lathatjuk is, hogy ugyanaz at szam volt
sziilkséges az eredeti és a képpont illeszkedéséhez. Ebbél azt feltételezhetjik, hogy az
egybevagdsagunk valdban tavolsagtarto.

32. Tétel A modelliinkben két pont tdvolsdga, és képeiknek tdvolsdga megegyezik, azaz a 49.
Definicio dltal meghatdrozott egybevdgdsdg fogalma kielégiti az (EA2) egybevdgdsdgi axiomadt.

" Lasd 4. Tétel.
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Bizonyitas vazlat: A bizonyitds harom |épésre bonthatd. Els6 |épésben egyszerl szamitdssal
beldthato, hogy bdrmely a 49. Definicid feltételeinek eleget tevé matrix felbonthatd
egyértelmien két matrix szorzatara ugy, hogy:

0 100 0
P 0 010 0
T=TT,= 0 001 0
000 1/ \vy v, v3 1

Ez a két matrix a definicié szerint tekinthet, mint egy f: R* - R*: f(x) = xT; egybevagésag
és egy g: R* » R*: f(x) = xT, egybevagdsag kompozicidja.
Masodik 1épésben beldthatd, hogy barmely ortogonalis matrix tdvolsagtartd (ezéltal T; matrix

is).”” Ebb| kovetkezik, hogy az f flggvény is tavolsagtartd. Negyedik lépésben egyszerii
szamitassal igazolhato hogy d(4; B) = d(g(A); g(B)).

Ezekbdl pedig kovetkezik, hogy ha f és g kilon-kilon tavolsagtartdak, akkor f o g kompozicid
(egymas utani) fuggvény is tavolsagtartod. Ekkor pedig barmely egybevagdsag tavolsagtarto.

33. Tétel A modelliinkben pontosan egy egybevdgdsdgi transzformdcio létezik, amelyik egy
adott zdszIot egy mdsikba visz, ezdltal a modelliink teljesiti az (EA3) egybevdgdsdgi axiomat.

Bizonyitas vazlat: A tétel bizonyitdsa két lépésben torténhet. El&szor is adunk egy
egybevagdsagi transzformdciét, masodsorban bizonyithatd, hogy ez egyértelmd.

Az elsé lépésben a kdvetkezé elemi transzformacidkat kell végrehajtanunk. Legyen adott a, 8
zaszlok.

1. Hatdrozzuk meg azt az eltoldst, amelyik az a zaszIé6 félegyenesének végpontjit a 8
zasz|6 félegyenesének végpontjaba viszi.

2. Hatdrozzuk meg azt a forgatdst, amelyikre az a zaszI6 félegyenesének iranyvektora
éppen a [ zaszlo6 félegyenesének iranyvektoraba viszi. Ezt legfeljebb harom koordinata
tengellyel parhuzamos tengely korili forgatassal el tudjuk érni.

3. Ekkor, ha a két féltér éppen egybe esik, akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor a két féltér
éppen kiadja az egész teret. Ekkor az immdron mindkét zaszlo félegyenesének
végpontjara tiikrozve megkapjuk a zaszI6k egyezését.

A harom el6z6 miuvelet egymads utani elvégzését felirhatjuk, mint egyetlen matrixszal torténd
szorzas. A 49. Definicié értelmében ez a matrix megfelel pontosan egy egybevagdsagi
transzformaciénak.

A masodik lépésben azt lehet beldtni, hogy ez a transzformacié egyértelm(, amennyiben a
matrixokkal torténé szorzas, és végsé soron a valds szamok szorzasa is az. @

4.5. Az egybevagdsag inverze

A 49. Definicidé szerint az egybevagdsagi transzformacioktol megkoveteljik, hogy az ket leird
matrix determindnsa egy, avagy minusz egy legyen. Ebbdl természetesen (a 2.5. rész 17. tétel
miatt) kovetkezik, hogy létezik inverz matrixa. Az inverz matrix szerepe geometriailag
értelmezhetd, hiszen az egybevagdsagot éppen egy bijektiv figgvénynek tekintjiik. Tehat

> Lasd 72. labjegyzet.
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léteznie kell egy olyan egybevagdsagi transzformacionak, amelyik egy térelem képét éppen az
eredeti térelembe transzformalja vissza.

Egy B matrixot pontosan akkor neveztiink egy A matrix inverzének, ha AB = E. Ahol E az
egységmatrix. Geometriailag ez éppen ugy értelmezhetd, mint a helybenhagyas mdvelete,
hiszen barmely a vektorra igaz, hogy f‘l(f(a)) = aAB = aE = a.

Megjegyzés: Ez azt is el6revetiti, hogy |étezhetnek olyan altaldnos transzformdacidk, amelyek
ugyan bijektivek, de az 6ket leiré matrix determindnsa nem egy, vagy minusz egy.

4.B: Egybevagosagok megvalodsitasa

Az 4.4.2. részben targyaltak és a matrixszorzas asszociativitasanak’® tovabbi hozadéka, hogy ha
nagyszamu transzformaciot kell elvégezniink, akkor nem sziikséges minden egyes szorzast
sorrendben végrehajtanunk, hanem egyetlen egyszer kiszamithatjuk a végs6 transzformacios
matrixot, és elegend6 azzal szorozni. Ez 6éridsi kllonbséget jelent teljes szamitasi idGben
tekintve, ha tdbb transzformaciot is el kell végezniink egymas utan, kilénésen akkor, ha nem
csak elemi transzformacidkrdl van szé. Mint lattuk ahhoz, hogy egy tetsz6leges pont korl
forgassunk, el6szor mindent el kell tolnunk az origdba, ezutan ott forgatni, majd visszatolni. Ezt
a mlveletsorozatot minden egyes szdmon tartott ponttal meg kell tenniink, igy ez rengeteg
szamitast igényel. Ehelyett most mar elegendd kiszdmitanunk azt a mdatrixot, amelyik ezt a
harom |épést helyettesiti, és azzal az egy matrixszal kell minden egyes pontot egyetlen
alkalommal végigszorozni.

Ezt az el6nyt nagymértékben aknazzak ki a szamitégépek grafikus képmegjelenit6 programjai.
Minden egyes idGintervallumban a processzort és memoriat hasznalva a vezérlGegység
Osszegyljti az Osszes szlikséges transzformaciot, és pontosan egyszer, kozvetlenll a
megjelenités el6tt egyszer transzformadlja az 6sszes pontot.

Megjegyzés: Ennek a dolgozatnak nem célja, hogy bemutassa a grafikus megjelenité API-k”’
mikodését. A célja az, hogy bemutassa, miért éppen igy valdsitjuk meg a transzformaciot leird
osztalyunkat.

4.6. Az Egybevagdsag osztaly

Mint lattuk, az egybevagdsag megfeleltethet6 matrixszal szorzasnak. Ennek elénye, hogy a
Matrix osztaly Vektor osztdlyl objektummal térténé szorzasat a 2.10. részben definialtuk.
Azonban problémat jelent ennek megvaldsitasa, tekintettel ra, hogy ugy terveztik, hogy
egyetlen pontot egy valés szamharmas, és nem egy valds szamnégyes reprezental. Ennek
érdekében az egybevagdsagi transzformaciot elvégzé fliggvénynek kell megvaldsitania a

7® Lasd 4. Tétel.

7 Application Programming Interface — Szoftwer fejleszési programozdi feliilet. Olyan fliggvény halmaz
és adatcsomag, amelyet mds programok fejlesztéséhez lehet felhasznalni. Lényegében minden program
API-k segitségével kommunikal a periféridkkal és a szamitégépek alkatrészeivel.
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pontok és vektorok homogénkoordinatds eléallitasat, majd a transzformacid végeztével ennek
visszakonvertdlasat hagyomanyos harom koordinatas pontta és vektorra. Ebbél a célbdl az
Egybevagosag osztdlyt a Matrix osztalybdl vezetjik le, amelyiknek lesz egy transzformalds
fuggvénye.”®

Milyen részekkel kell rendelkeznie egy egybevagdsagi transzformacidkat megvaldsitd
osztdlynak? A legfontosabb hogy rendelkezzen egy transzformalds fiiggvénnyel, amelyik egy
paraméteril kapott pontnak éppen a képét adja vissza. Fontos hogy kényelmesen hozhassuk
létre. EbbGI az okbdl a konstruktorokbdl minden egyes elemi transzformacidnak Iétrehozunk
egyet, kiegészitve azzal, hogy nem kotjiik meg, hogy csak az origdra illeszkedd pont és tengely
koril forgathatunk, vagy tikrozhetiink rd. Ennek kényelmi okai vannak. Konnyebb egy osztdlyt
eleve konstruktornal igy Iétrehozni, mint az osztalyt felhasznaldé programozétdl elvarni, hogy
helyes sorrendben definidlja ezeket.

Tovabba szikség van egy eljaradsra, amelyik hozzafliz egy transzformaciét az éppen meglévé

transzformaciéhoz.” Ez azt jelenti, hogy ha adott egy f: R* — R*: f(x) = xT transzformacid,

és hozzavesziink egy g: R* — R*: f(x) = xS egybevagésagot, akkor értelmezésiink szerint az

g o f kompozicié flggvény (az egybevagdsagok egymas utani elvégzése) éppen az
gof(x) = g(f(x) = (xT)S = x(TS)

figgvénnyel irhatd le. Lényegében tehdat szliikség van a fliggvények kozott értelmezett o

operatort megvaldsitd figgvényre.

Megjegyzés: Ezt az operdtort fliggvényként definialni indokolt, hiszen az operatorok jellemzGen
két objektumhoz visszaadnak egy harmadikat, azonban itt épp azt szeretnénk, hogy a meglévé
transzformacidhoz hozzaflizziink egy uUjat, tehat éppen a meglévé transzformacionkat
szeretnénk mddositani, és nem egy Ujat létrehozni. Ennek memdria hasznalati okai vannak.
Fliggvény esetében minden egyes hozzaflizendd transzformdcié esetében egyetlen példanyt
hozunk létre (azt amelyiket hozzaflizziik), mig operator esetében kett6t (egyet, amelyiket
hozzaflizzlik, és egyet amelyikbe az eredmény keriil). Logikailag tehat jobban megfelel egy
fliggvény, mint egy operator.

Megjegyzés: Az objektum orientdlt programozas elveinek jobban eleget tesz, ha ezt a
transzformacidt megvaldsitd fluggvényt (amelyik paraméteril kapja a transzformdciot leird
osztalyt) minden egyes definialt térelemhez hozzaflizziik. Célszer(ibb ezt az utat valasztani, ha
Osszetettebb térelemekrdl, és alakzatokrél van is szé. Illyenkor célszer(bb lehet szintén egy Gs
osztalyt létrehozni, amelyben mar meghatarozzuk az alakzatot leiré adathalmaz szerkezetét.
Ezutan az egyes specialis alakzatokat leiré osztalyt ebbdl az 6s osztalybdl szarmaztatjuk le, és
itt mar csak az Gs osztdly altal megvaldsitott adattarold tartalmaval kell foglalkoznunk, és nem
a szerkezetével. Ezaltal sok kilénb6z6 jellegli alakzatot egységesen lehet leirni transzformdaciés
szempontbdl, valamint esetleg a kirajzolds céljabdl. Ezt azonban a dolgozat nem targyalja.
Amennyiben a téma targyalasa kiegészil valddi megjelenité program készitésével, ennek a

’® Fontos megjegyezni, hogy amennyiben az egybevdgdsagi transzformacidkkal nem ér véget a téma
targyaldsa, akkor célszerlibb egy altaldanos Transzforméacio osztdlyt bevezetni (ezt leszdrmaztatni a
Matrix osztalybdl), amelyik rendelkezik egy transzformalds figgvénnyel, és ebbdl leszarmaztatjuk az
Egybevagésag osztalyt. Ennek hozadéka, hogy a kiilonb6z6, nem feltétlenll egybevagdsagi
transzformacidkat is lehet egységesen kezelni, és csak a létrehozashoz haszndljuk fel, hogy
egybevagdsag.

" Eztis megvaldsithatja egy altalanos Transzformacié osztaly, amennyiben nem a téma targyaldsa
nem ér véget az egybevagdsagokkal.
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maddszernek a haszndlata javasolt. Ettél fliggetlenil természetesen érdemes az itt bemutatott
modon is definidlni a transzformaciot leird fliggvényt, tekintettel ra, hogy ez segitséget

Py

jelenthet az el6z6kben leirt médszer megvaldsitasaban.

4.7. Az osztaly megvaldsitasa

Az el6z6 részben targyaltuk, hogy milyen részekre lehet egy Egybevagésag osztdlynak
szlikségessége.

4.7.1. Konstruktorok

Milyen konstruktorokra lesz sziikség? Minden egyes elemi egybevagdsaghoz létrehozunk

egyet. Ezek:
Elemi egybevagosag Sziikséges paraméterek
Eltolds Az eltolas vektora

Tengely koriili forgatds i e
gely forg jardsaval megegyez6 iranyu szog, amellyel forgatunk

Sikra tiikrézés

tlkrozink
Tengelyre tiikrézés A koordinata tengely sorszdma, amelyre tikréziink
Kézéppontra tiikrézés A kdzéppont, amelyikre tikroziink

Ezek megvaldsitasa kovetkezik. Emlékeztetiink arra, hogy a Matrix osztalybdl torténd
leszarmaztatas miatt, nem sziikséges az adatrészeket Ujra definidlnunk, hiszen azokat az Gs
osztaly mar tartalmazza.

788 osztaly Matrix:Egybevagdsag

789 {

790 Egybevagbsag (Vektor eltolasvektor) //eltoléas

791 {

792 n := 4

793 m := 4

794 Ciklus i1 = 0-tél 3-ig l-esével

795 {

796 Ciklus j = 0-tél 3-ig l-esével

797 {

798 Ha (i ?= j) akkor elemek[i][]j] := 1

799 egyébként Ha (i ?= 4) akkor elemek[i] [j] :=
eltolasvektor([j]

800 egyébként elemek[i][j] := 0

801 }

802 }

803 }

804

805 Egybevagdség (Egész sorszém, valds fok) //forgatds tengely koril

806 {

807 Ha (sorszam > 3) akkor HIBA

808 Ha (sorszam < 1) akkor HIBA

809 n := 4

810 m := 4

811 Ciklus i = 0-tél 3-ig l-esével

812 {

813 Ciklus j = 0-tél 3-ig l-esével

814 {
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815

816
817
818
819
820
821
822
823
824
825
826
827
828
829
830
831
832
833
834
835
836
837
838
839
840

841
842
843
844
845
846
847
848
849
850
851
852
853
854

855
856
857
858
859
860
861
862
863
864
865
866
867
868
869
870
871
872
873
874
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VAGY

(1 2=

és

Ha (i ?= sorszédm) VAGY (j ?= sorszam) VAGY (i ?= 4)
(j ?= 4) akkor
{
Ha (1 ?= j) akkor elemek[i][]] := 1
egyébként elemek[i][j] := O
}
egyébként Ha (i ?= j) akkor elemek[i] []j] := cos(fok)
egyébként
{
Ha (1 > j) akkor elemek[i][]j] := sin(fok)
egyébként elemek[i] []j] := -sin(fok)
}
}
}
}
Egybevagbsag (Egész sorszl,sorsz2) //tukrozés sikra
{
Ha (sorszl > 3) VAGY (sorsz2 > 3) akkor HIBA
Ha (sorszl < 1) VAGY (sorsz2 < 1) akkor HIBA
Ha (sorszl ?= sorsz2) akkor HIBA
Ciklus i = 0-tél 3-ig l-esével
{
Ciklus j = 0-tél 3-ig l-esével
{
Ha (1 != j) akkor elemek[i][]] := 0
egyébként Ha (i ?= sorszl) VAGY (i ?= sorsz2) VAGY
4)
akkor elemek[i] []j] =1
egyébként elemek[i][j] := -1
}
}
}
Egybevagbsag (Egész sorszam) //tukrbzés tengelyre
{
Ha (sorszam > 3) VAGY (sorszédm < 1) akkor HIBA
Ciklus i = 0-té6l 3-ig l-esével
{
Ciklus j = 0-t6l 3-ig l-esével
{
Ha (1 != j) akkor elemek[i][]] := 0
egyébként Ha (i ?= sorszam) VAGY (i ?= 4) akkor
elemek[i] [§] := 1
egyébként elemek[i] [j] := -1
}
}
}
Egybevagdsag (Pont tukorpont) //kbzéppontos tukroz
{
Ciklus i = 0-tdl 3-ig l-esével
{
Ciklus j = 0-tél 3-ig l-esével
{
Ha (1 != j) akkor elemek[i][]] := 0
egyébként Ha (i ?= 4) akkor elemek[i][j] := 1
egyébként elemek[i] [j] := -1
}
}
4j Egybevagdsag((-1)* (tikoérpont.hely)) origdba tol
uj Egybevagdsag (tikorpont.hely) visszatol
EZ := (origdébatol * EZ) * wvisszatol
}

875 ...

Megjegyzés: A kozéppontos tikrozésnél nem hasznaltuk ki a transzformacidkat Osszef(izé

fliggvényt, habar megtehettik volna. Az OOP esetében nem szamit az eljardsok, adattagok,
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operatorok és egyébként barmely osztaly részeinek definicids sorrendje, egészen amennyiben
azok definidlva vannak. Fontos azonban észrevenni, hogy kihaszndltuk, hogy az Egybevagésag
osztalyt a Matrix osztalybdl szarmaztatjuk, igy értelmezhetjik rajtuk a * operatort, azaz a
matrixok kozotti szorzast.

Megjegyzés: A koordinata tengelyre tlikrozés esetében nem haszndltuk ki az 4.3.2.3. részben
targyalt koordinata tengelyek altal kifeszitett sikra vett tikrozést, tekintettel ra, hogy joval
tobb Iépést kell végrehajtani a két tiikr6zés definialdasdhoz majd azok 0sszeflizéséhez, mintsem
egyszerlien kozvetlenil meghatarozni az egybevagdsag matrixat.

Megjegyzés: A 4.3. részben megadtuk a tetszéleges origora illeszkedd sikra torténé tikrozés,
és a tetsz6leges origora illeszkedd egyenes korili forgatds matrixat is. Ezek ismeretében
érdemes lehet ezeknek is definidlni egy-egy konstruktort, és a kozéppontra tlikrozéshez
hasonldéan definidlhatd a tetsz6leges sikra tilikrozéshez, illetve a tetszGleges egyenes korili
forgatashoz hasznalatos konstruktorok |étrehozasa. Ebben a dolgozat ettdl eltekintiink.

7

4.7.2. A transzformacio és az osszeftlizés

Mint ennek a résznek a bevezetGjében emlitettliik, az egyes transzformacidkat végrehajtd
fliggvényeket helyesebb lenne az adott térelemnél definidlni, azonban fontos, hogy a m(ivelet
szimmetrikus modon mindkét osztalybdél végrehajthatd legyen, és az Egybevagdsag osztalyon
belil is legyen egy ilyen flggvény. Ennek harom varidnsat (tultoltését) definidljuk, aszerint
hogy vektort, pontot, egyenest esetleg sikot transzformalunk. Fontos, hogy mivel a pont
osztalyt nem kozvetleniil a vektor osztalybdl szarmaztattuk, ezért mindkett6t kiilon meg kell
valdsitani, azonban a szakasz osztalyt az Egyenes osztalybdl szarmaztattuk, igy az egyenes
transzformacidja egyben a szakasz transzformacidja is.

Fontos megjegyezni, hogy mivel minden térelemiink végs6 soron a vektor osztalyt hasznalja
fel, a Vektor osztaly transzformacidjat megvaldsité flggvény kivételével, mindegyik
visszavezethetS erre. Ezdltal a Pont, Egyenes és Sik osztdlyok transzformiacidja sokat

egyszer(isodik.

876 ...

877 Vektor transzformacid (Vektor v)

878 {

879 Gj Tomb (valds) [4] seged v

880 Ciklus i = 0-tdél 2-ig l-esével

881 {

882 seged v[i] := v[i]

883 }

884 seged v([3] :=1

885 uj Vektor (seged v) hom v

886 hom v := hom v * EZ

887 4j Vektor (4) kesz v

888 kesz v.koordindtdk[0] := hom v.koordinatdk[0] /
hom v.koordinatak([3]

889 kesz v.koordindtdk[l] := hom v.koordinatdk[1l] /
hom v.koordinatéak([3]

890 kesz v.koordindtdk[2] := hom v.koordinatdk[2] /
hom v.koordinatak([3]

891 transzformacié := kesz v

892 }

893

894 Pont transzformécid (Pont P)

895 {
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896 transzformdcié := Gj Pont (EZ.transzformdcid (P.hely))

897 }

898

899 Egyenes transzformacid (Egyenes e)

900 {

901 transzformacid :=
Uj Egyenes (EZ.transzformacid (e.pontja), EZ.transzformacid (e.iranya))

902 }

903

904 Sik transzformacid (Sik s)

905 {

906 transzformdcidé := Gj Sik(EZ.transzformacid (s.pontja),
EZ.transzformacié (s.iradnyl), EZ.transzformdcid(s.irany?2))

907 }

908 ...

Az 6sszeflizés muvelete lIényegében nem mas, mint a matrixok 0sszeszorzasa. Ezaltal nem is
kell mast tennie, mint az adott példanyhoz hozzdszorozni a paraméterként kapott
transzformacié matrixat.

909 ..

910 Egybevagbsag osszeflz (Egybevagdsag f)
911 {

912 EZ := EZ * £

913 Osszeflz := EZ

914 }

915}

Megjegyzés: Az osszeftiz flggvény nem csak visszaadja értékként az 0Osszef(izott
transzformaciét, hanem meg is vdltoztatja az adott példanyt. Ezaltal nem kell Uj
Transzformaciét felvenni, minden egyes esetben, amikor egy Uj transzformaciét hozzaf(ziink.
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5. Osszegzés

Az el6z6 harom fejezet sordn megismerkedtiink az axiomakra alapozott geometria, valamint az
axiomarendszert teljesité modell kozti kiilonbséggel. Bemutattuk, hogy erre hogyan épilhet fel
egy valds szdamharmasokat pontként és vektorként értelmez6 modell. Megismerkedtiink ennek
matematikai eszkoztardval, az objektum orientdlt programozas alapjaival, valamint
megvaldsitottuk a geometria e modelljét objektum orientalt programozas segitségével.

Ezek utdn kezlinkben van az eszkoztar, amivel komplex alakzatokat definidlhatunk az euklideszi
térben, és ezeket mozgdsra birhatjuk. Ezaltal rendelkezésre dllnak azok az eszkozok,
amelyekkel definidlni tudunk alakzatokat, amelyeket megjelenithetiink a szdmitogép
képerny6jén. Magahoz a megjelenitéshez azonban sziikségiink lenne a transzformacidk
tovabbi analitikus vizsgalatahoz, a projektiv transzformacidk, és a projektiv tér definidlasara. A
dolgozatban kovetett gondolatmenetet kovetve és folytatva javasolhaté ennek kidolgozasa.
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6. Fuggelék

6.A: A fliggvények hibakezelésrdl

Tobb pszeudokdd szegmensben Ilathattunk hibakezelést. Példaul a legutdbbi fejezetben
szerepel a kovetkezG részlet:

916...

917 Ha (sorszl > 3) VAGY (sorsz2 > 3) akkor HIBA
918 Ha (sorszl < 1) VAGY (sorsz2 < 1) akkor HIBA
919 Ha (sorszl ?= sorsz2) akkor HIBA

920 ...

A legtobb OOP nyelv alkalmaz beépitett hiba-, kivételkezel6 rendszert. Ennek oka, hogy a
legtobb esetben egy-egy osztalyt egy-egy ember definidl, igy nem lehet még pontos
dokumentacidval sem kikliszobolni, hogy az egyes fliggvényeket csak az értelmezési
tartomanyuknak megfelel6 paraméterekkel hivjuk meg. A hagyomdnyos esetben ilyenkor a
fliggvény egészen meglep6 eredményeket ad vissza, ami abba hamis feltételezésbe engedi esni
a programozot, hogy a programkddja helyesen mikodik. A masik lehet6ség, hogy a program
futdsi id6ben egyszer csak hibdval kilép. Ezt kdvet6en hosszu és faradsdgos hibakeresés
kovetkezik.

Ennek kikliszobolése érdekében vezették be az ugynevezett kivételkezelést, amelyet a
leggyakrabban haszndlt OOP nyelvek alkalmaznak is. Ennek lényege, hogy a programozo
szamithat ra, hogy habdr egy eljards paraméterei az értelmezési tartomany tipusainak
megfelelnek, nem mindegyiket tudja értelmezni. Ezt a kivételt futdsi id6ben kezelheti, és
felszélithatja ra a felhaszndalot, hogy helyesbitse az adatokat, és eseményeket. Ennek hatalmas
szerepe van az eseményvezérelt programozasban, szimulacidkban.

Ezzel szemben meriil fel a didaktikai ellenvetés, hogy ez a nyelv sajatossagainak kihaszndldsa,
és nem tanit helyes programozasra.®® Az ellenvetés jogos, és kikiiszobdlhet az OOP
alapelveinek felhasznalasaval.

¥ Fontos megjegyezni, hogy a kivételkezelést egyes nyelvek nem csak tdmogatd eszkézként, hanem
els6dleges eszkozként hasznaljak alapveté feladatok megoldasara. llyen médon példaul a C# nyelvben a
fajlbdl olvasast addig folytathatjuk, amig a fajl vége kivétel nem érkezik. [32]
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Ennek egy megolddsa, ha definidlunk egy Hiba nev(i osztdlyt, amely minddsszesen egy logikai
hibas tagot, és esetleg egy hibaszoveget tartalmaz, aminek segitségével a felhasznald
azonosithatja a hiba okat. Ezutdn minden mas altalunk mds osztadlybdl nem szdrmaztatott
osztalyt ebbél az osztdlybdl szarmaztatunk le. Ezaltal a programozé minden egyes osztalyban
rendelkezni fog ezzel az adattaggal, és azonnal felmérheti, hogy hol a hiba.

25. Példa Az el6z6 példat ujra felhasznalhatjuk. Definidljuk a kovetkez6képen az osztalyainkat:

921 osztaly Hiba

922 {

923 logikai hibéas

924

925 Hiba ()

926 {

927 hibas := HAMIS

928 }

929

930 Hiba (logikai h)

931 {

932 hibds := h

933 }

934}

935..

936 0osztadly Hiba:Matrix

937 {

938..

939}

940 ..

941 osztadly Matrix:Egybevagdsag

942 {

943 ..

944 Egybevagbsag (Egész sorszl,sorsz2) //tukrozés sikra
945 {

946 Ha (sorszl > 3) VAGY (sorsz2 > 3) akkor hibéas := IGAZ
947 egyébként Ha (sorszl < 1) VAGY (sorsz2 < 1) akkor hibéas := IGAZ
948 egyébként Ha (sorszl ?= sorsz2) akkor hibas := IGAZ
949 {

950 .

951 }

952 }

953 ..

954 }

A nem megismételt sorokat valtozatlanul hagyjuk. Ezutan ha arra szamitunk, hogy valamelyik
fliggvény véletlenll kaphat az értelmezési tartomanyan kivili értéket, semmi mas dolgunk
sincs, mint megvizsgalni az adott eljaras vagy fliggvény utdn, hogy az adott osztdly hibas tagja
igaz-e vagy sem, és e szerint eljarni.

Példaul:

955 ...

956 aj Egybevagdsag(4,2) £

957 Ha (f.hibéds) akkor ,Mond meg a felhaszndldénak hogy rossz ilyen
tiikrozés nem létezik”

958 egyébként ..

Ezzel a modszerrel felkészithetjilk az osztdlyainkat arra, hogy alapszintl kivételkezelést
végezzenek, és az osztalyt felhasznald programozé is segitséget kap.

Természetesen tovabbra is az osztalyt felhaszndlé programozé dolga elérni, hogy semelyik
fliggvényt, eljdrast és operatort se hivjuk meg az értelmezési tartomdanyan kivili értékekkel. Ezt
sehol sem mutattuk be pszeudokddként, és az olvashatdsag kedvéért irtuk ,Ha feltétel
akkor HIBA” alakban.
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6.B: Targymutato

€gYbEVAZO ..o 53
egybevagosag......ccccevviiieeiiiee e 51, 84
egybevagdsag inverze .......coocceecvveeeenneenn. 86
elemi egybevagodsag ......cccoevveevrcvieerninnnenn, 83
CEYENES. ittt 50, 58
AZONOS E8YENESEK...covvrreeeriireeerreeeeeiiaen 61
egyenld egyenesek .....ccccvvcvieiiiciieeeicinnenn, 61
hataregyenes......cccocveeiiccieee e 52
parhuzamos egyenesek......ccccocvveeevicivennnnns 54
€IVAIaSZtAS....cceiviiiee e 50
fElegYENES ....vveeieiee et 52
1] 1S 53
L] <] S 53
Gauss-eliminacio ......cccccvvvvvvviiiiiiiiininnn, 22,44
NAroMSZOg ...ceeevveee e 53
homogén koordinata........c.ccceeevveeeeciieecennee, 83
illeSzKedEs.....coccuveeeeeiee e 50
illeszkedés egyenesre........ccccoecuveeeecvveeens 59
illeszkedés Sikra .......coceeeeciveeeecciiiee e, 65
T 11 0 SRR 15
AtlOS MALFIX.ueeeeiciieeeeee e, 17
determindns ......cccceeeecveeeeeciiee e, 20
diagonalis MatriX .......coceeeecveeeeeciiee e, 17
EEYSEEMALIIX cevvvvrieeeeiieee e 17
haromszog MatriX......cccceeeveeeviciveeeciiieeenns 17
invertalhatd matrixX.......ccccovvveevieiinienniiennne 23
INVErz MAatriX...ooeeeeeeeeieeeeeieeeeeeeeeeeeeenn, 23, 86
két matrix egyenlG.......ccccvvveviivieeiiiciieeenne 16
kvadratikus matrixX.....cccoccevvveenieeincieeninennne 17
MAtrix K-SZ0rosa .......cccevveevieensieiinieenieenne 18
MALFiX OSSZEEEN ..ccevevveeeerieeeceiree e eeiieee e 17
négyzetes MALriX .ooccvveeevecveeeveiiee e 17

NUIIMALEIX e 17
ortogonalis.....ccovcveeeiccieeeccee e, 23
0SZIOPMALIIX weveeeeiieeeceiiee e, 16
FESZMALIIX .evvveeeeeeeeeeiiiirreee e eeeecrrre e e e 16
SOMMALIIX.eeeeeeeiieciiieee e e e e e 16
SZOrZatMALriX .ooccvvvreeeeee e 18
transzponaltja.....cccceeeeecieeeiiciiee e 16
MEESZES ...ueririeeeeeeeeecrree e e e e e ecearree e e e e e e e sanenns 54
N=SZOE e eeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeee e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 53
PONT. et 50
homogén koordinatas megadasa ............. 83
kollinearis pontok .......ccccccveeeriieeiiiiiennnn. 51
koplandris pontok.......ccccccveeeriiiiiiniiieennn. 51
pontok tavolsaga.........cccccevveeeciiiieciiiee, 57
szakasz belsd pontja ......cccccceveeeeciieeeennneen. 63
STK ettt 50, 65
azonos SIKOK.....coccvveiiieeec e, 72
egyenld sikok ....occvveeiecieeiiee e, 72
hatarsik ...coeeeeeeeeece e, 53
SZAKASZ wuvveieeiiee et 63
€8YENEes SZAKASZ ..ccvveveveeerereie et 52
szakasz bels6 pontja ......ccceeevvveeennenn. 52,63
szakasz hatarpontja .......ccccceveeecrieeeennnenn. 52
szakasz hossSza..........eeevveveveveeeveeeeennnnn, 52,63
szakasz végpontja ......cceceeeeeciei e, 52
szamtest feletti MAtriX......ccooceeviiiiniiennnennns 15
SZOZLArtoOMANY .oocvvveeeciiee e 53
tAVOISAG...vveeieiiee e 51,57
valds szamtest feletti matrix......ccccccveeenneen. 15
vektor
0szlopvektor .....ccvveeeeeiieeee e, 16
SOPVEKEOT .eeieeiieiie et 16
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6.C: Irodalomjegyzék és kiils6 hivatkozasok

6.1.

(1]
(2]
(3]

(4]

(5]

(6]
(7]
(8]

6.2.

(9]

(10]
(11]
(12]
(13]
(14]
(15]
[16]
(17]
(18]
(19]
[20]

Az 1. fejezet hivatkozasai

http://www.felvi.hu/felveteli/ponthatarok rangsorok/jelentkezok es felvettek/2012a felvettek gyorsjelentes
Pszicholdgia pedagdgusoknak - N. Kollar Katalin, Szabé Eva (Osiris Kiadd, Budapest 2004, ISBN 963-289-672-X)
Vizsgaldddas a nemzetek jolétének természetérdl és okairdl I. kotet — Adam Smith (Napvilag kiadd, Budapest 2011,
ISBN 978-963-338-050-5)

Hatékony tanulas: A gyakorlati pedagdgia néhany alapkérdése — Gaskd Krisztina, Hajdu Erzsébet, Kalman Orsolya,
Lukacs Istvan, Nahalka Istvan, Petriné Feyér Judit (ELTE PPK Neveléstudomanyi Intézet, 2006, ISBN 963 970 464 4)
(http://mek.niif.hu/05400/05446/05446.pdf)

Paras tantargyak — Deak Miklds (itBridge magazin, XI. évfolyam 10. szam, 2013. marcius 12.) (IT-Business Publishing
Kft., Budapest)

A gondolkodas iskolaja — Pélya Gyorgy (Masodik kiadas, Akkord kiadd, 2000) (ISBN 963-7803-75-0)

A geometria és hatartertletei — Reiman Istvan (Gondolat kiadd, Budapest 1986) (ISBN 963-281-672-2)

Geometria Il. — V. T. Baziljev, K. I. Dunyicsev (Masodik kiadas, Tankényvkiadd, Budapest 1987, ISBN 963-18-0539-5,
ISBN 963-18-0541-7)

A 2. fejezet hivatkozasai

http://www.scribd.com/doc/19613606/Applications-of-Matrices-to-Business-and-Economics
Linearis Algebra példakkal - Obadovics J. Gyula (Scolar Kiadd, Budapest 2001, ISBN 963-9193-56-9)
http://www.cs.berkeley.edu/~virgi/matrixmult.pdf

http://marekrychlik.com/cgi-bin/gauss.cgi
http://c2.com/cgi/wiki?InheritancelnVbClassic
http://msdn.microsoft.com/en-us/library/dk1507sz(v=vs.80).aspx

http://msdn.microsoft.com/en-us/library/x9fsaOsw(v=vs.80).aspx
http://weblogs.java.net/blog/rbair/archive/2007/01/properties in_j.html
http://msdn.microsoft.com/en-us/library/ms173149.aspx

http://docs.oracle.com/javase/tutorial/java/landl/subclasses.html
http://msdn.microsoft.com/en-us/magazine/bb985010.aspx

http://www.oracle.com/technetwork/java/gc-tuning-5-138395.html

A kovetkez6 link tartalmazza a Gauss eliminacios eljaras egy a fejezetben targyalthoz hasonlé megvalésitasat C# nyelven.

[21]

6. 3 L]
[22]
[23]

[24]
[25]

http://www.codeproject.com/Tips/388179/Linear-Equation-Solver-Gaussian-Elimination-Csharp

A 3. fejezet hivatkozasai

Geometria Il. — V. T. Baziljev, K. I. Dunyicsev (Masodik kiadas, Tankdnyvkiado, Budapest 1987, ISBN 963-18-0539-5,
ISBN 963-18-0541-7)

Axiomarendszerek és modellek — Verhoczki Laszl6 (jegyzet, Budapest 2010)
(http://www.cs.elte.hu/geometry/vl/Axiomak2010.pdf)

Kurt Godel Nem teljességi tételei (1931)

Foundations of Geometry — David Hilbert (The Open Court Pubblishing Co., 1902, valtozatlan Ujranyomtatott kiadas
1950, La Salle, Illinois, USA) (angol forditasa elérhet6 a Gutenberg Projekt oldalardl:
http://www.gutenberg.org/files/17384/17384-pdf.pdf )
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6.4. A 4. fejezet hivatkozasai

[26]

(27]
(28]

[29]
(30]
(31]

6.5

(32]

6.6

Unitary Triangularization of a Nonsymmetric Matrix - Alston Scott Householder (Journal of the ACM 5. évad 4. szam
339-442. oldal)

Bevezetés a geometridba — Hajés Gyorgy (Nemzeti Tankdnyvkiadd Rt, Budapest 1999, ISBN 963-19-0116-5)

Basic Mathematics for Electronic Engineers: models and applications — John E. Szymanski (Van Nostrand Reinhold
(International) Co. Ltd., London 1989) (ISBN 0-278-00068-1)

A [28] kbnyv néhdny részlete a Google Books oldalan: http://tinyurl.com/c6z4h7v

Algebra I.: Elemi és linearis algebra — Fried Ervin ((Nemzeti Tankényvkiadd Rt, Budapest 2000, ISBN 963-19-1176-4)
Isometries of R" — Keith Conrad (egyetemi jegyzet, elérhetd:

http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/grouptheory/isometryRn.pdf)

A fiiggelék hivatkozasa

http://msdn.microsoft.com/en-us/library/db5x7c0d.aspx

. Konszolidalt irodalomjegyzék

http://www.felvi.hu/felveteli/ponthatarok rangsorok/jelentkezok es felvettek/2012a felvettek gyorsjel

entes

Pszicholégia pedagdgusoknak - N. Kollar Katalin, Szabé Eva (Osiris Kiadd, Budapest 2004, ISBN 963-289-
672-X)

Vizsgalddas a nemzetek jolétének természetérdl és okairdl I. kotet — Adam Smith (Napvilag kiado,
Budapest 2011, ISBN 978-963-338-050-5)

Hatékony tanulds: A gyakorlati pedagdgia néhany alapkérdése — Gasko Krisztina, Hajdu Erzsébet, Kdlman
Orsolya, Lukdcs Istvan, Nahalka Istvan, Petriné Feyér Judit (ELTE PPK Neveléstudomanyi Intézet, 2006,
ISBN 963 970 464 4) (http://mek.niif.hu/05400/05446/05446.pdf)

Paras tantargyak — Dedk Miklés (itBridge magazin, XI. évfolyam 10. szam, 2013. marcius 12.) (IT-Business
Publishing Kft., Budapest)

A gondolkodas iskolaja — Pélya Gyorgy (Masodik kiadas, Akkord kiadd, 2000) (ISBN 963-7803-75-0)

A geometria és hatarteriletei — Reiman Istvan (Gondolat kiadd, Budapest 1986) (ISBN 963-281-672-2)
Geometria Il. — V. T. Baziljev, K. I. Dunyicsev (Masodik kiadas, Tankényvkiadd, Budapest 1987, ISBN 963-
18-0539-5, ISBN 963-18-0541-7)

Linearis Algebra példakkal - Obadovics J. Gyula (Scolar Kiadd, Budapest 2001, ISBN 963-9193-56-9)
http://www.cs.berkeley.edu/~virgi/matrixmult.pdf

http://marekrychlik.com/cgi-bin/gauss.cgi

http://c2.com/cgi/wiki?InheritancelnVbClassic

Microsoft Library: http://msdn.microsoft.com/en-us/library/ms123401.aspx

Java.net fejleszt6i forum: http://weblogs.java.net/blog/rbair/archive/2007/01/properties_in_j.html

Oracle Java dokumentacid: http://docs.oracle.com/javase/tutorial/java/landl/subclasses.html

http://www.codeproject.com/Tips/388179/Linear-Equation-Solver-Gaussian-Elimination-Csharp

Axiémarendszerek és modellek — Verhdczki Laszlo (jegyzet, Budapest 2010)
(http://www.cs.elte.hu/geometry/vl/Axiomak2010.pdf)
Foundations of Geometry — David Hilbert (The Open Court Pubblishing Co., 1902, valtozatlan

Ujranyomtatott kiadas 1950, La Salle, Illinois, USA) (angol forditasa elérhet6 a Gutenberg Projekt oldalarol:
http://www.gutenberg.org/files/17384/17384-pdf.pdf )
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e  Unitary Triangularization of a Nonsymmetric Matrix - Alston Scott Householder (Journal of the ACM 5.
évad 4. szam 339-442. oldal)

e Bevezetés a geometriaba — Hajos Gyorgy (Nemzeti Tankdnyvkiadd Rt, Budapest 1999,
ISBN 963-19-0116-5)

e Algebral.: Elemi és linearis algebra — Fried Ervin ((Nemzeti Tankdnyvkiadé Rt, Budapest 2000,
ISBN 963-19-1176-4)

e Isometries of R" — Keith Conrad (egyetemi jegyzet,
elérhet6: http://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/grouptheory/isometryRn.pdf)

®  Basic Mathematics for Electronic Engineers: models and applications — John E. Szymanski (Van Nostrand
Reinhold (International) Co. Ltd., London 1989) (ISBN 0-278-00068-1)
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