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Bevezetés

Dolgozatomban a realisztikus matematika modszerérdl, azon beliil az exponencialis
¢s a logaritmus fliggvény tanitdsarol irok. Az irdnyzat szerint az iskolanak hozza kell
jarulnia ahhoz, hogy a tanulok megértsék a matematikanak a tarsadalomban és a tanulok
egyéni ¢letében jatszott szerepét. Ugyancsak fontos szempont a matematikahoz vald
pozitiv hozzaallas kialakitasa. *

A dolgozatomat a tantervek témakorhoz kapcesolodo részeinek elemzésével kezdem.
Megnézem, hogy az exponencialis és a logaritmusfiiggvény hol helyezkedik el a
kiilonb6z6 tantervekben, és milyen kovetelményeket kell teljesiteniiik a tanuldknak.

Ezutan attekintem a forgalomban 1évé 11. évfolyamos tankonyvek ide vonatkozd
részeit. Az elemzést négy témakor mentén végzem el: az exponencidlis fliggvény
bevezetése, a logaritmus fogalma, a logaritmusfiiggvény, és a logaritmus azonossagai. A
kovetkez6 szempontok alapjan nézem a tankOnyveket: bevezetd, motivalo feladatok,
definici6, fogalomazonositasi feladatok, fogalomrealizalasi feladatok, definicio
kovetkezményei, beagyazas fogalomhierarchidba, alkalmazasi feladatok. Ezek a
feladattipusok a dolgozat késObbi részében is eléfordulnak. A témakor kidolgozasat is ezek
mentén végzem el. Mind a négy témakorhoz kerestem megfelelé feladatokat minden
tipusbol.

A kozeépszintli és emelt szintli érettségi feladatok elemzése utan kovetkezik a téma
kidolgozasa.

A kidolgozast a tankdnyvek elemzésénél is emlitett négy témakdr mentén végzem
el. Egy valosagkozeli, a barna alga példajan keresztiil probalom megértetni a fogalmakat, a

mogotte 1évo tartalmakat.

. Ambrus Andras: Bevezetés a matematika-didaktikaba, ELTE Eo6tvos Kiado, Budapest, 1995, 157. oldal
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1. A tantervek témakorhoz kapcsolodo részeinek elemzése

Ebben a fejezetben attekintem az érvényben 1év6 tanterveknek azon részeit, melyek
az exponencialis és logaritmus filiggvény fogalméhoz kapcsolddnak. A tanterveknél azt
fogom megnézni, hogy milyen kdvetelményeket kell teljesiteniiik a tanuloknak a valasztott
témakornél. A kormany 2012-ben elfogadta az Gj Nemzeti alaptantervet, de a dolgozatomat
a 2007-ben elfogadott Nat dokumentum alapjan irom, hiszen még mindig ez van

érvényben.
1.1. Nemzeti alaptanterv®

A Nemzeti alaptanterv meghatdrozza miiveltségi teriiletenként a kozvetitendd
miiveltség 0 teriileteit, az iskoldban elsajatitandd miiveltségi alapokat, az iskolai nevelés-
oktatas k6z0s értékeit, iranymutatast ny(;jt a tanitando6 témakrol, a fejlesztendd teriiletekrol.

A Nemzeti alaptanterv meghatarozza az iskolai nevelés-oktatas kozos értékeit. Az
iskolaknak gondoskodniuk kell arrél, hogy a tanuldk elsajatitsdk az alapvetd erkolcsi
normakat, kompetencidkat. Az iskoldk hatarozzak meg, hogy ezek a normak,
kompetenciak milyen miiveltségi teriiletek részeként és hogyan keriilnek elsajatitasra.

A kulcskompetencidk azok a kompetencidk, amelyekre minden egyénnek sziiksége van
személyes boldogulasdhoz és fejlddéséhez, az aktiv allampolgari 1éthez, a tarsadalmi
beilleszkedéshez ¢és a munkahoz. Mindegyik egyforman fontos, mivel mindegyik
hozzajarulhat a sikeres élethez egy tudas alapu tarsadalomban. Sok kompetencia részben
fedi egymast, és egymasba fonodik: az egyikhez sziikséges elemek tamogatjak a masik
teriilet kompetencidit. A miiveltségteriiletek fejlesztési feladatai a kulcskompetencidkat

Osszetett rendszerben jelenitik meg. A Nat a kdvetkez6 kulcskompetencidkat emliti:

- Anyanyelvi kommunikacio

- Idegen nyelvi kommunikécio

- Matematikai kompetencia

- Természettudomanyos ¢és technikai kompetencia

- Digitélis kompetencia

2 http://www.nefmi.gov.hu/letolt/kozokt/nat_070926.pdf
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- Szocialis és allampolgari kompetencia
- Kezdeményezdképesség és vallalkozdi kompetencia
- Esztétikai-milivészeti tudatossag és kifejezokészség

- A hatékony, 6nall6 tanulas

A matematikai kompetencia a matematikai gondolkodéas fejlesztésének és
alkalmazéasanak képessége, felkészitve ezzel az egyént a mindennapok problémainak
megoldasara is. A matematikai kompetencia birtokdban az egyén rendelkezik azzal a
képességgel, hogy alkalmazni tudja az alapvetd matematikai elveket és folyamatokat az
ismeretszerzésben és a problémak megolddsdban, a mindennapokban, otthon és a
munkahelyen. Kdvetni és értékelni tudja az érvek lancolatat, matematikai uton képes
indokolni az eredményeket, megérti a matematikai bizonyitdst, a matematika nyelvén
kommunikal, valamint alkalmazza a megfeleld segédeszkozoket.

A Nat a kozoktatas tartalmat miiveltségi teriiletek szerint hatarozza meg. Az egyes
iskolak tantargyi rendszerét a muveltségi teriiletek figyelembevételével a helyi tantervek
allapitjak meg. A kotelezd oktatds 12 évfolyama egységes fejlesztési folyamat, amely négy
képzési szakaszra oszlik, a Nat-ban meghatdrozott fejlesztési feladatok a szakaszokhoz
kapcsolodnak. A Nat-ban meghatarozott képzési szakaszok a kovetkezok: 1-4. évfolyam,

5-6. évfolyam, 7-8. évfolyam, 9-12. évfolyam.

A Nat miiveltségi teriiletei:

- Magyar nyelv és irodalom

- Fl6 idegen nyelv

- Matematika

- Ember és tarsadalom

- Ember a természetben

- Foldiink — kérnyezetiink

- Mivészetek

- Informatika

- Eletvitel és gyakorlati ismeretek

- Testnevelés €s sport
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A Nat matematika miiveltségteriiletre vonatkozo része

Az iskolai matematikatanitas célja, hogy a megfeleld neveld, orientald és iranyitod
funkciok ellatasaval lehetdleg hiteles - ezért egységes, Osszefiiggd - képet nyujtson a
matematikdr6l mint kész tudasrendszerrdl és mint sajatos emberi megismerési
tevékenységrol, szellemi magatartdsrol. A matematikatanitds érzelmi és motivacios
vonatkozasokban is formalja ¢és gazdagitja a személyiséget, a gondolkodast, ¢&s
alkalmazasra érett tudasokat hoz létre.

A matematikai gondolkodas teriileteinek fejlesztésével emeli a gondolkodas
altalanos kultarajat. A matematikatanitas szerepe a matematika kiilonb6zd arculatainak
bemutatdsa €és érvényre juttatdsa: kulturalis 6rokség, gondolkoddsmod, alkototevékenység,
a gondolkodas oromének forrdsa, a mintakban, struktardkban tapasztalhatdé rend és
esztétikum megjelenitdje, maga is tudomany, egyben egyéb tudomanyok és az iskolai
tantargyak segitdje, a mindennapi élet és a szakmak eszkoze.

A kulcskompetencidknak megfeleléen a matematika miveltségi teriilet
fejlesztésének kiemelt teriilete a biztos szamolasi tudas alakitasa.

A matematika tanitasa altal a tobbi kulcskompetenciat is fejleszteni tudjuk. Fejleszti
a kommunikacioét masok szdban €s irdsban kdzolt gondolatainak meghallgatasa, megértése,
sajat gondolatok kozlése révén. A szoveges feladatok altal fejleszteni tudjuk a szovegértést
is. A matematika egyéb tudomanyok és az iskolai tantargyak segitéje, mindennapi élet és
szakmak eszkoze, igy a matematika tanitdsa kozben fejleszthetjiik a természettudomanyos
¢s technika kompetenciat is. Fejleszthetd az esztétikai-miivészeti tudatossdg és
kifejezOkészség is, hiszen a matematika a mintakban, struktirakban tapasztalhaté rend és
esztétikum megjelenitdje.

A matematikai fejlddés és a tanulasi folyamat soran alapvetd jelentdségli a
jelenségekhez illeszkedd modellek, gondolkoddsmodok (analogias, heurisztikus, becslésen
alapuld, matematikai logikai, axiomatikus, valoszinliségi, konstruktiv, kreativ stb.),
modszerek (aritmetikai, algebrai, geometriai, koordindta geometriai, statisztikai stb.) és
leirasok kivalasztasanak ¢és alkalmazasanak tudasa. Ugyanakkor fontos a modellek
érvényességi korének és gyakorlati alkalmazhatosdganak eldontését segité képességek
fejlesztése. A reproduktiv €s a problémamegoldd, alkotd gondolkodasmodd fejlesztése
egyarant Iényeges. Emellett azonban nem szorul hattérbe az alapvetd tevékenységek (pl.

mérés, alapszerkesztések), miveletek (pl. aritmetikai, algebrai miiveletek,
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transzformaciok) automatizalt végzése, a matematikai ismeretek gyakorlati alkalmazasa. A
miveltségi teriilet tanulasa soran elérhetd a matematika szerepének megértése a természet-
¢s tarsadalomtudomanyokban, a human kultira szamos dagaban, a dontésképesség
fejlesztésében. Mindez hozzajarul a torténeti szemléletmodd kialakitasahoz is.

Ekozben érték a pontos, kitartd, fegyelmezett munkavégzés; az oOnellendrzés
igénye, moddszereinek megismerése ¢és alkalmazédsa, a tanulds, a matematikatanulas
szokasainak, képességének alakitasa; a sajatunkétol eltérd szemlélet tisztelete.

A matematika értékeinek ¢és eredményeinek megismerése azt eredményezheti, hogy
a tanulok hatékonyan tudjdk hasznalni megszerzett kompetencidikat az élet kiilonbozd

teriiletein.

A matematika fejlesztési teriiletei
1. T&jékozodas
1.1 T4jékozodas a térben
1.2 T4jékozodas az iddben
1.3 T4jékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban
2. Megismerés
2.1 Tapasztalatszerzés
2.2 Képzelet
2.3 Emlékezés
2.4 Gondolkodas
2.5 Ismeretek rendszerezése
2.6 Ismerethordozok hasznalata
3. Ismeretek alkalmazésa
4. Problémakezelés és - megoldas
5. Alkotas és kreativitas: alkotds ontevékenyen, sajat tervek szerint; alkotasok adott
feltételeknek megfelelden; atstrukturalas
6. Akarati, érzelmi, Onfejlesztd képességek €s egylittéléssel kapcsolatos értékek
6.1 Kommunikéacio
6.2 Egyiittmikddés
6.3 Motivaltsag
6.4 Onismeret, dnértékelés, reflektalas, onszabalyozas

7. A matematika épiilésének elvei
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Az exponencialis és logaritmus fiiggvény tanitasahoz sziikséges fejlesztési feladatok,

kompetenciak

A Nat két helyen emliti ezt a témakort. Az egyik a gondolkodas fejlesztése
témakoron beliil az 5-12. évfolyamon: Az aritmetikai miiveletek ujraértelmezése,
kiterjesztése, uj miiveletek értelmezése (hatvany, gyok, logaritmus). Megemliti az
ismeretek alkalmazasa témakoron beliil is az 5-12. évfolyamon: Ismeretek alkalmazasa a
gyakorlati életben és mas tantargyak keretében (pl. szézalék, kamatos kamat, teriilet-,
felszin-, térfogatszamitas, relativ gyakorisag, valdsziniiség, logaritmus fiiggvény). Ezt a
témakort még tobb fejlesztési teriilethez lehet kotni. Példaul a térben és iddben valod
tdjekozodashoz, mivel az exponencidlis, és logaritmus folyamatok az ¢életben is
el6fordulnak. A megismeréshez, mivel a tanuléonak el kell tudnia képzelni ezeket a
folyamatokat, illetve a problémamegoldashoz, mivel a megszerzett ismereteket a

feladatokban tudnia kell alkalmazni.

1.2. Kerettantervek®

A Nat-ban megfogalmazott elvek, célok, fejlesztési feladatok és miuveltségi
tartalmak a képzési szakasz sajatossagai szerint a Kerettantervekben oltenek testet. A
kerettantervek meghatarozzdk a tantargyak rendszerét, az egyes tantargyak idOkeretét
(6raszamat), a tananyag felépitését €s felosztasat az egyes évfolyamok kozott, tovabba az
adott szakasz befejezd évfolyamanak kimeneti kovetelményeit.

A kozépiskolai matematika kerettanterv a Célok és feladatok cimii résszel
kezdddik, majd ezt koveti a Fejlesztési kovetelmények leirdsa, majd évfolyamonként leirja
a tanitando tartalmakat.

A matematikatanitas célja, feladata a tanulok Onallo, rendszerezett, logikus
gondolkodéasanak kialakitasa, fejlesztése. Mindezt az a folyamat biztositja, amelynek soran
fokozatosan kiépitjik a matematika belsd struktirdjat (fogalmak, axiomak, tételek,

bizonyitasok elsajatitasa), és a tanultakat valtozatos teriileteken alkalmazzuk.

¥ http://www.nefmi.gov.hu/letolt/kozokt/kerettanterv/korrekturas/gimnazium/g06_matematika.doc
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A Fejlesztési kévetelmények cimii rész a kdvetkezd 6t pontot fejti ki részletesen:

- Az elsajatitott matematikai fogalmak alkalmazasa

- A matematikai szemlélet fejlesztése

- Gyakorlottsag a matematikai problémak megoldasaban, jartassag a logikus
gondolkodasban

- Az elsajatitott megismerési modszerek és gondolkodasi miiveletek alkalmazasa

- Helyes tanulasi szokasok fejlesztése

A Fejlesztési kovetelmények utan a kerettanterv konkrét ismereteket fogalmaz meg
évfolyamonként lebontva tablazatos formaban, harom gondolat mentén. A Tartalom
oszlopban minden évfolyamra meghatirozza a tanitand6 tananyagot. A matematika
tanitasa kozben fejlesztend6 képességeket a Fejlesztési feladatok, tevékenységek oszlopban
sorolja fel. 4 tovabbhaladds feltételei cimii oszlopban pedig azt a szintet irja le, amit a
tanuldnak el kell érnie ahhoz, hogy a tovabbi ismereteket is el tudja sajatitani. A tanitand6

ismereteket 5 témakorbe csoportositja:

- Gondolkodési modszerek
- Szémtan, algebra

- Figgvények, sorozatok

- Geometria

- Valoszinliség, statisztika

A kerettantervben az exponencialis és a logaritmus fiiggvény, illetve az ehhez
kapcsolodo, ezt eldkészité hatvanyozas kiterjesztése cimili témakor a 11. évfolyam
tananyagaban szerepel a Szamtan, algebra, illetve a Fiiggvények, sorozatok témakoron

belil. A kerettanterv ide vonatkozo részei:



Toth Eva: Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény tanitsa

11. évfolyam

Szamtan, algebra

FEJLESZTESI
FELADATOK,
TEVEKENYSEGEK

TARTALOM

A TOVABBHALADAS
FELTETELEI

Maisodfoktra visszavezetheto
egyszeri egyenletek,

egyenletrendszerek.

A matematikai fogalom
célszerli kiterjesztése, a
fogalmak altalanositasanal
a permanencia elv

felhasznalasa.

A hatvanyozas kiterjesztése
pozitiv alap esetén racionalis
kitevokre.

A hatvanyozas azonossagai ¢és

alkalmazasuk.

A hatvanyozas
definicidja, miiveletek,
azonossagok ismerete

egész kitevo esetén.

Bizonyités irdnti igény
mélyitése.
Matematikatorténeti
vonatkozasok megismerése
(konyvtar- és

internethasznalat).

A logaritmus értelmezése.
A logaritmus, mint a
hatvanyozas inverz miivelete.

A logaritmus azonossagai.

A logaritmus fogalmanak
iSmerete, azonossagainak
alkalmazasa egyszeriibb

esetekben.

Az absztrakcios €s
szintetizald képesség
fejlesztése.

Az onellendrzés igényének

fejlesztése.

A definicidkon és a megismert
azonossagokon alapulé
Exponencialis, és logaritmikus

és trigonometrikus egyenletek.

A definicid és az
azonossagok egyszerti
alkalmazasa
exponencialis,
logaritmusos €s
trigonometrikus egyenlet
esetén egyszerli konkrét

feladatokban.
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Fiiggvények, sorozatok

Osszefiiggések felismerése
a matematika kiilonb6z6
teriiletei kozott.

A bizonyitéasra valo

torekvés fejlesztése.

vizsgalata, exponencialis
folyamatok a természetben.
A logaritmus fliggvény, mint
az exponencidlis fliggvény

inverze.

FEJLESZTESI ' .
A TOVABBHALADAS
FELADATOK, TARTALOM ,
, , FELTETELEI
TEVEKENYSEGEK
A fiiggvényfogalom A 2%, a 10" fiiggvény, az
fejlesztése. exponencialis fliggvény

Szamitogép hasznalata a
fiiggvényvizsgalatokban és

a transzformacidkban.

A szogfiiggvényekr6l tanultak
attekintése.

A tanult fliggvények
tulajdonsagai (értelmezési-
tartomdany, értékkészlet,
zérushely, szélséérték,
monotonitas, periodicitas,
paritas).

A szogfliggvények
transzformacioik:

f(x) + c; f(x + c); ¢ f(x); f(c x).

Az alapfiiggvények abrai
¢s legfontosabb
tulajdonsagainak
vizsgalata (értelmezési-
tartomany, értékkészlet,

zérushely, szélséeérték).

10.
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1.3. Helyi tanterv

Az iskolak a Nemzeti alaptantervben meghatarozott értékeknek, elveknek,
célkitlizéseknek és kiemelt fejlesztési feladatoknak megfeleléen, a kerettantervek alapjan
készitik el a helyi tanterveket.

A helyi tantervek vizsgalatanal az ELTE Trefort Agoston Gyakorléiskolat
valasztottam, mert itt voltam tanitasi gyakorlaton, igy személyes kotédésem van hozza. A
tanterv a 7-ediktdl a 12-edik évfolyamig tartalmazza az iskola matematika tantervét. A
tantervi célok elérése érdekében 9. évfolyamtol csoportbontasban tanitjak a matematikat.

A tanterv felsorolja a Nat-ben is megtalalhaté kompetenciakat, ezeket kiillonb6zo
betiijelekkel roviditik. A tantervben ezekkel a betlijelekkel jeldlik a kiilonb6zo fejlesztési
feladatok, tevékenységeknél, hogy melyik kompetenciat fejlesztik.

Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény témakor, illetve ennek eldkészitése a
hatvanyozas kiterjesztése racionalis kitevore a 11. évfolyam tananyagaban szerepel. Ebben
az évben az évi 6raszam 111 6ra. EbbAl a Szdmtan, algebra témakorre 31 orat terveznek, a
Fiiggvények, sorozatok témakorre pedig 14 orat.

A tanterv ide vonatkozo részei:
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Szamtan, algebra (31 éra)’

Fejlesztési feladatok,

tevékenységek

Tartalom

A tovabbhaladas
feltételei

Masodfokura visszavezetheté magasabb
foku egyenletek, egyenletrendszerek

megoldasa 0j ismeretlen bevezetésével.

A matematikai fogalom
célszerl kiterjesztése, a
fogalmak
altalanositasanal a
permanencia elv
felhasznalasa.(M4)

A hatvanyozas kiterjesztése pozitiv alap
esetén racionalis kitevokre.

A hatvanyozasi azonossagok.

A hatvanyozas
definicioja, miiveletek,
azonossagok ismerete

egész kitevo esetén.

Bizonyitas iranti igény
mélyitése.
Matematikatorténeti
vonatkozasok meg-
ismerése (konyvtar- és

internethasznalat). (M6)

A logaritmus értelmezése.
A logaritmus, mint a hatvdnyozas inverz
miivelete.

A logaritmus azonossagai.

A logaritmus fogal-
manak ismerete,
azonossagainak al-
lkalmazasa egyszerlibb

esetekben.

Az absztrakcios és
szintetizald képesség
fejlesztése.

Az Onellendrzés igé-

nyének fejlesztése.

(P)(6)

Exponencialis és logaritmikus

egyenletek, egyenldtlenségek.

A definici6 és az
azonossagok egyszerli
alkalmazasa
exponencialis és
logaritmusos egyenlet,

egyenldtlenség esetén.

* http://www.trefort.elte.hu/ped/matematika.doc
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Fiiggvények, sorozatok (14 6ra)’

a fliggvényvizsgalat
soran €s a

transzformacioknal.

(M6)

attekintése.

A tanult fliggvények tulajdonsagai
(értelmezési-tartomany, értékkészlet,
zérushely, szélsdérték, monotonitas,
periodicitas, paritas).

A szogfliggvények transzformacioi:

f(x) + c; f(x + ¢); c f(x); f(cx).

Fejlesztési feladatok, Tartalom A tovabbhaladas
tevékenységek feltételei
A fliggvényfogalom  |a 2X 3 10X fiiggvény, az exponencialis
fejlesztése. (AK) fliggvény vizsgalata, exponencialis
Osszefliggések folyamatok a természetben.
felismerése a A logaritmus fliggvény, mint az
matematika kiillonboz0 oy nonencilis fiiggvény inverze.
teriiletei kozott.
A bizonyitasra valo
torekvés fejlesztése.(l)
Szamitogép hasznalata |A szogfiiggvényekr6l tanultak Az alapfiiggvények

abrai és legfontosabb
tulajdonsagainak
vizsgalata (értelmezési-
tartomany, értékkészlet,

zérushely, szélsoérték).

Az exponencialis ¢és a logaritmus fliggvény, illetve az ehhez kapcsolodd témakorok

tanitasa kozben fejlesztjik a gondolkodast, az

ismerethordozok hasznalatat, a

problémakezelést — és megoldast, az 6nismeretet, onértékelést, reflektalast, onszabalyozast,

az alkotast, a kreativitast, és az ismeretek alkalmazasat.

> http://www.trefort.elte.hu/ped/matematika.doc
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2. A forgalomban lévé tankonyvcsaladok 6sszehasonlité elemzése

Ebben a fejezetben attekintem a forgalomban 1év6 5 tankdnyvcesalad ide vonatkozé

részeit. Az 11. évfolyamosoknak irt tankényvek, amelyeket 6sszehasonlitok:

- Sokszinli matematika
- Vancso-féle

- Hajnal-féle

- Czapary-Gyapjas-féle
- Hajdu-féle

A tankonyvek elemzését négy témakor mentén végeztem el:

1. Az exponencidlis fliggvény targyalasdnak modja
2. A logaritmus fogalmanak bevezetése

3. A logaritmusfiiggvény
4.

A logaritmus azonossagai

Az els6 hadrom témakort a kovetkezd 6 szempont alapjan vizsgaltam:

Bevezetd, motivalod feladatok

Definicio

Fogalomazonositasi és realizalasi feladatok
Definicio kovetkezményei

Beagyazas fogalomhierarchiaba

o a k~ w N E

Alkalmazasi feladatok

A logaritmus azonossagait pedig a kovetkezd szempontok alapjan:

Bevezeto, motivalo feladatok
Tétel megfogalmazasa
Bizonyités

Kapcsolat mas tételekkel

o &~ w0 DR

Alkalmazasi feladatok
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2.1. AZ EXPONENCIALIS FUGGVENY TARGYALASANAK MODJA

2.1.1. Bevezeto, motivalo feladatok

A Sokszinli matematika és a Czapary-Gyapjas-féle tankonyv az egész kitevos
hatvanyozas ismétlése utan, a hatvanyozas kiterjesztéseként vezeti be az exponencialis
fliggvényt, nem tartalmaz bevezetd, motivald feladatot.

A Hajnal-féle tankonyv mashogy kozelit. Az egész kitevés hatvanyozas atismétlése
utdn a baktériumok osztddasanak péld4jan keresztiil értelmezi a 2* fiiggvényt, majd
definidlja az exponencidlis fliggvényt egész kitevd esetén, melyet néhany exponencialis
fliggvény abrazolasa kovet egész kitevore. Ezutdn a tortkitevd értelmezése kovetkezik,
majd 4brazolja a 2* fiiggvényt racionalis kitevére. A grafikonon latszik, hogy most mar
stiriibben helyezkednek el a pontok. Ezutdn értelmezi az irraciondlis kitevoji
hatvanyozast, majd definidlja az exponencidlis fliggvényt a valdés szamok halmazan,
amit kiilonbozd kitevdjli exponencidlis fliggvények abrazoldsa kovet.

A Vancsoé-féle tankonyv szintén mas modszert alkalmaz. A fejezet a hatvanyozasrol
tanultak atismétlésével kezdddik, majd definidlja az exponencidlis egyenletet.
Egyszeriibb egyenletek megoldasa kovetkezik, mint példaul a 2* = 128. A sakkjaték
feltalalojanak példajan keresztiil definialja az exponencialis novekedést, illetve fogyast,
majd ezzel kapcsolatosan vannak alkalmazasi feladatok. A tortkitevo értelmezése a
virusok szamanak exponencialis novekedésének példajan keresztiil vezeti be, hany
virus lesz a szervezetben fél 6ra mulva, 1 6ra 40 perc mulva tipusu kérdésekkel.
Szintén a virusos példa segitségével értelmezi a negativ kitevét a mennyi volt egy
oraval ezeldtt tipust kérdésen keresztiil, majd a grafikon segitségével értelmezi az
irraciondlis kitevOt. Ezt koveti az exponencidlis fliggvény definidldsa. Nagyon sok
gyakorlati példa utan az exponencialis fliggvény tulajdonsagairol esik szo.

A Hajdu-féle tankonyv szintén gyakorlati példaval vezeti be az exponencialis
fliggvényt, a tdpoldatban 1évd élesztégombak szamdnak nodvekedésének példajan
keresztiil. Néhany konkrét esetben ki kell szdmolni a tapoldatban lévé gombak
tomegét. A példan keresztiil vezeti be a tortkitevot, illetve értelmezi a negativ kitevot,
majd matematikai modellt ad a gombatomeg iddbeli valtozasara. Ezutan felsorol

néhany hasonlé matematikai modellel leirhato folyamatot. Abrazolja, majd jellemzi az
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f: R = R, f(x) = 2" fiiggvényt, és rAmutat, hogy barmely pozitiv valés szdm felirhatd 2

hatvanyaként.
2.1.2. Definicio

A Sokszinli matematika, illetve a Hajnal-féle matematika konyv a kovetkezd
definiciét hasznalja: ,Az f: R > R, f(x) = a* a > 0 fliggvényt exponencidlis
fliggvénynek nevezzik.”

A Vancso-féle tankonyv  definicigja  annyiban  kiilonbozik, hogy
f(x) = a-b”* megadast hasznalja és kikoti, hogy a # 1, tehat a konstans fliggvényt nem
tekinti exponencialis fliggvénynek. A hasznalt definicid: Az exponencialis fiiggvény
altalanos alakja: f(x)=b-a*, ahola>0,ésa=1.

A Czapary-Gyapjas-féle konyvben el@szor csak a racionalis szamok halmazan
értelmezve definialja az exponencidlis fiiggvényt: . Altalanosan, legyen az a adott
pozitiv szam, és minden X-hez rendeljik hozzd a-nak x-edik hatvanyat. Ezt
megtehetjiik, ha x racionalis szam. Ez a hozzarendelés egyértelmi, tehat fiiggvény. Az
f. Q - R, f(x) = a" fiiggvényt a alapli exponencialis fiiggvénynek nevezziik.” Ezutin
belatja, hogy a fiiggvény grafikonja 6sszekdthetd ,,folytonos vonallal”, és definidlja a
valds szamok halmazan értelmezett exponencidlis fliggvényt.

A Hajdu-féle tankonyv kétféleképpen is definialja az exponencialis fliggvényt. Az
elsd definicido a Sokszinli matematika és a Hajnal-féle tankonyvhoéz hasonlo: ,,Ha a
adott pozitiv valos szam (a > 0; a €R), akkor az f: R - R"; x+— a*fiiggvényt a alapu
exponencialis fliggvénynek nevezziik.” A tobbi tankonyvtdl eltéréen hasznal egy masik
definiciot is: ,,Az olyan fliggvényt, amely leképezési szabalyaban a valtozo a kitevoben

szerepel, tovabba az alap pozitiv szam, exponencidlis fiiggvénynek nevezziik.
2.1.3. Fogalomazonositasi és realizalasi feladatok

A vizsgalt tankdnyvekben nem voltak ilyen jellegili feladatok.
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2.1.4. Definicié kovetkezményei

A definicio6 kimonddsa utan a tankonyvekben az exponencidlis fliggvény
abrazolasa, transzformacidi és jellemzése kovetkezik kiilonboz6 alapok esetén. A
Czapary-Gyapjas-féle  tankdonyv —nem tartalmaz  mintapéldakat, ¢és kevés
fliggvényabrazolas van benne. A tobbi vizsgalt tankdnyvben tobb fliggvényabrazolasa
is szerepel, kidolgozott mintapéldaként. Ramutatnak, hogy valtozik a fiiggvény
grafikonja kiilonb6z6 alapok esetén. A Hajnal-féle konyv egy mintapéldan keresztiil

elokésziti a logaritmus fogalmat.

2.1.5. Beagyazas fogalomhierarchiaba

Egyik tankonyv sem tartalmaz ilyen jellegli feladatokat. A Sokszinli matematika az
exponencialis fliggvény definidldsa el6tt szot ejt a hatvany- és gyokfiiggvényekrol,
illetve ezek kapcsolatardl. Abrazolija a masod-, harmad- és negyedfoku
hatvanyfliggvényeket, illetve az ezekhez tartoz6 megfeleld gyokfiiggvényeket k6zos
koordinata-rendszerben, és ramutat, hogy mi a kapcsolat kozottiik, definialja az inverz
fogalmat. Az exponencialis fliiggvény targyaldsdnal nem utal arra, hogy ez hogyan

kapcsolodik a témakdrhoz.

2.1.6. Alkalmazasi feladatok

A Sokszinii matematika tankonyv két alkalmazasi feladatot tartalmaz. Az egyik egy
kidolgozott példa a 1égnyomasrol, a masik egy gyakorld feladat a radioaktiv bomlasrol.
A Vancso-féle tankonyv bévelkedik alkalmazasi feladatokban. Tobb kidolgozott példa
is talalhaté benne. Vannak természeti folyamatokat leird példadk, kamatos kamat
szamitas, ¢€letbdl vett gyakorlati példak, példaul egy varosi kozlekedési vallalat bérlet
eladasarol szolo feladat. A Hajnal-féle tankdnyvben egy alkalmazasi feladat szerepel a
baktériumok osztddasardl, ezen keresztiil vezeti be az exponencidlis fiiggvényt egész
kitevére. A Czapary-Gyapjas-féle tankonyv sajnos egyaltalan nem tartalmaz
alkalmazasi feladatot. A Hajdu-féle tankonyv a bevezetd példan kiviil egy alkalmazasi

feladatot tartalmaz.
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2.2. ALOGARITMUS FOGALMANAK BEVEZETESE

2.2.1. Bevezeto, motivalo feladatok

A Sokszinii matematika a baktériumok szaporodasarol szold feladattal vezeti be a
logaritmus fogalmat. Mennyi id6 mulva ér el a baktériumok szdma egy bizonyos
szamot, ha oranként megduplazodnak kérdést teszi fel. A 2% fiiggvény grafikonjarol
olvassa le a kozelité eredményt, majd definialja a logaritmust.

A Vancso-féle tankonyv a tizes alapt logaritmust vezeti be eldszor egy egyenlet
megoldasan keresztiil. Egy konnyebb egyenleten megmutatja, hogy ezt még ki tudjuk
taladlni, de bonyolultabb egyenlet esetén mar nem, igy be kell vezetniink egy uj
fogalmat, a logaritmust. A definicié utan sok gyakorlati példa kovetkezik 10-es alapt
logaritmusra, és csak ezutan definialja a tetszéleges alapu logaritmust.

A Hajnal-féle tankonyv hasonléan vezeti be a logaritmust, mint a Sokszinii
matematika. Az exponencidlis fliggvény targyaldsdnal egy mintapéldan keresztiil
késziti eld a logaritmus fogalmat. Ez a feladat a kovetkezd: Keressiikk annak a
kitevonek a kozelito értékét, amelyre a 2-t felemelve 5-6t, 3-at, 0,5-et, 0,1-et kapunk. A
2* fliggvény grafikonjardl olvassa le a kozelitd megoldast. Ezutan A logaritmus
fogalma cimi fejezetben definialja a logaritmus fogalmat.

A Czapary-Gyapjas-féle tankonyv a 10-es alapti hatvanytablazaton keresztiil vezeti
be a logaritmus fogalmat. A négyjegyli fliggvénytablazatban a megfelel$ tablazatban
megtalaljuk azt a hatvanykitevot, amelyre hatvanyozva a 10-et megkapjuk a szamot.
Ezutan definidlja a 10-es alapu logaritmus fogalmat, majd a tetszOleges alapu
logaritmus fogalmat is.

A Hajdu-féle tankonyv egy szamolasi feladattal kozelit, egy négytagli szorzast kell
elvégezni. Rdmutat, hogy minden pozitiv valos szdm felirhaté valamely pozitiv valos
szam valos kitevdjii hatvanyaként. Ez lehetOséget ad arra, hogy hosszu, bonyolult

szorzéasokat, osztdsokat, hatvanyozasokat egyszeriibben elvégezziink.

2.2.2. Definicié

A Vancso-féle tankdnyv eldszor a 10-es alaptl logaritmust definiélja, és csak ezutan

a tetszbleges alaptt. Egy pozitiv valds szdm tizes alapu logaritmusa azt a kitevot
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jelenti, amelyre tizet emelve a kérdéses pozitiv valos szamot kapjuk, azaz: 1g 'y = x, ha
10" =y, ahol y > 0. A tetszbleges alapt logaritmus definicidja lényegében megegyezik
mindegyik tankényvben: ,,Egy pozitiv b szam a alapt logaritmusa (a >0, a # 1) az a
kitevd, melyre az a alapot emelve éppen b-t kapjuk: log .b =x <> b =a* ahol b> 0, és
a>0,a=1."

A Hajdu-féle tankonyv tobb definiciot is ad még a logaritmusra.
- Legyen a # 1 pozitiv valds szam. Tetszbleges b pozitiv valos szam esetén 1étezik

pontosan egy olyan c valos szam, hogy b =a*. Ekkor a ¢ hatvanykitevot a b szam

a alapu logaritmusanak nevezziik. Jelolés: log, b = x

- Ha egy pozitiv valds szadmot adott, 1-t6l kiilonb6z6 alapu hatvany alakban irunk fel,

akkor ennek a hatvanynak a kitev6jét logaritmusnak nevezziik.

2.2.3. Fogalomazonositasi és realizalasi feladatok

Ilyen jellegili feladat nem volt egyik tankonyvben sem.

2.2.4. Definicié kovetkezményei

A Vancso-féle és a Hajdu-féle tankonyv a logaritmus néhany tulajdonsagat sorolja
fel, példaul log, a=1, log,1=0. A Czapary-Gyapjas-féle tankonyv megemlit néhany
tulajdonsagot a definiciéo utan, hogy miért nem lehet 0 és 1, illetve negativ szamot

valasztani alapnak. A tobbi tankonyvben nem taldltam hasonlé tipusi megjegyzést.

2.2.5. Beagyazas fogalomhierarchiaba

Egyediill a Vancso-féle tankonyv tesz emlitést arra, hogy a logaritmus a
hatvanyozas inverz miivelete, ha a kitevore vagyunk kivancsiak. A hatvanyozas masik
inverz miivelete a gyokvonas, amennyiben az alapra vagyunk kivancsiak. A tizes alapi
logaritmus targyalasa el6tt tisztdzza a hatvanyalap, hatvanykitevd, hatvanyérték,
hatvanyozas és gyokvonas fogalmakat. A hatvanyértéket hatvanyozassal, a

hatvanyalapot gyokvonassal tudjuk kiszamitani. Ebben a tankonyvben szerepel egy
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olyan feladat, ami segitheti a fogalomrendszerbe valé beagyazast. Egy megadott
egyenletet fel kell irni hatvany, gyok, és logaritmus forméban is.
A Sokszinli matematika az ismétlésnél megemliti a gyokvondst, mint a hatvanyozas

inverz mivelete, de aztan nem hozza kapcsolatba a logaritmussal.

2.2.6. Alkalmazasi feladatok

A Sokszinli matematikaban a bevezetd feladaton kiviil egy alkalmazasi feladat van
a radioaktiv bomlasrol, de ez egy nehezebb, csillagos feladatként szerepel. Ezen kiviil a
Gyakorlati alkalmazasok cimii fejezetben szerepel 4 kidolgozott példa. A Vancso-féle
tankonyvben sok alkalmazasi feladat szerepel, leginkabb a tizes alapu logaritmusra. A
Hajdu-féle tankonyvben is sok feladat szerepel a logaritmus alkalmazasara. A masik

két tankdnyvben nem talaltam egyaltalan alkalmazasi feladatot.

2.3. ALOGARITMUSFUGGVENY

2.3.1. Bevezeto, motivalo feladatok

A Hajnal-féle konyv kivételével mindegyik tankonyv az exponencialis fliggvény
inverzeként vezeti be a logaritmus fliggvényt. A Hajnal-féle tankonyv definidlja a
logaritmus fiiggvényt, majd egy koordinata-rendszerben abrazol kiilonb6z6 alapu
logaritmus fliggvényeket. Ez utdn mutat csak ra, hogy a logaritmus fiiggvény és az
exponencialis fiiggvény egymads inverzei.

A Hajdu-féle tankdnyv el8szor abrazolja az f: R — R; x> log, x, majd ezt
jellemzi.

A Vancso-féle matematika konyv felsorolja a logaritmus fliggvény tulajdonsagait,
de nem &brazol kiilonb6z6 alapt fiiggvényeket. A Sokszinli matematika targyalja

szemléletesen a fliggvény-transzformaciokat is.
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2.3.2. Definicio

A definiciok 1ényegében megegyeznek a tankonyvekben. A Czapary-Gyapjas-féle
tankonyv az exponencialis fiiggvény inverzeként definidlja a logaritmus fliggvényt,
elég koriilményesen: ,Altalanosan, az f: R* — R, f(xX) = logx, a > 1
logaritmusfiiggvény a g: R — R", g(x) = a*, a > 1 exponencialis fiiggvény inverze és
megforditva.,,

Konkrét definici6 a Hajnal-féle tankonyvben van, a tobbi konyvben nincs
definialva a logaritmus fiiggvény. A Hajnal-féle definicio a kovetkezo: ,,Az f: R* —» R,
f(x) = log a x (0 < a és a # 1) fliggvényt logaritmus fliggvénynek nevezziik. Mas

jeloléssel: x +— log, x

2.3.3. Fogalomazonositasi és realizalasi feladatok

Egyik tankdnyv sem tartalmaz ilyen jellegli feladatokat.
2.3.4. Definicié kovetkezményei

A definici6 kovetkezményeként a logaritmusfiiggvény tulajdonsagair6l mindegyik
tankonyvben szo esik. A Vancso-féle tankonyv Osszefoglalast ad a logaritmus
fliggvény tulajdonséagairol.
2.3.5. Beagyazas fogalomhierarchiiaba

Mindegyik tankonyv ramutat az exponencidlis €és a logaritmus fliggvény
kapcsolatara. A Hajdu-féle tankonyv 0sszehasonlitja a két fliggvény tulajdonsagait. A
Czapary-Gyapjas-féle tankonyvben szerepel olyan feladat, melyben abrazolni kell

k6zos koordinatarendszerben két fiiggvényt, és meg kell allapitani, hogy milyen

kapcsolat van a kettd kozott.
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2.3.6. Alkalmazasi feladatok

A logaritmusfiiggvényre vonatkoz6 alkalmazasi feladat csak a Sokszinii
matematikaban szerepel a disznovény novekedésérdl. Grafikonrol kell leolvasni

adatokat, és meg kell adni a fiiggvény hozzarendelési szabalyat.

2.4. A LOGARITMUS AZONOSSAGAI

2.4.1. Bevezeto, motivalo feladatok

A Hajdu-féle tankonyv az alga képzédésének példajaval szemlélteti, hogy nagy
szamok esetén a szdmologép hibat jelez, az irasbeli algoritmus pedig koriilményes
lenne, ezért célszeri alkalmazni a 10 hatvanyair6l és a 10-es alapu logaritmusrol
tanultakat. A 10 hatvanyaival is és logaritmusokkal is kiszdmolja parhuzamosan
egymas mellett ugyanazt a példat, és ramutat, hogy a végrehajtott szamitasok esetén
elegendd csak a kitevOket kiirni, igy a hatvdnyozas azonossagait atfogalmazhatjuk a
logaritmusokkal végzett miiveletekre.

A Sokszinli matematika egy konkrét példan keresztiil ramutat arra, hogy a szorzat
logaritmusa megegyezik a tényezok logaritmusanak Osszegével, és hasonldan a tobbi

azonossagra.

2.4.2. Tétel megfogalmazasa

Mindegyik tankonyv lényegében ugyanigy mondja ki a tételeket. Szerepel a tétel
megfogalmazasa szovegesen, majd képletekkel is. Példaul a szorzat logaritmusara
vonatkoz6 azonossag a kovetkezOképpen hangzik: Szorzat logaritmusa megegyezik a

tényezok logaritmusanak osszegével. log, (x-y) =log, x+log, y, ahol x,y > 0; a > 0;

a=l.

2.4.3. Bizonyitas

A vizsgalt tankdnyvekben a bizonyitdsok menete megegyezik. A Czapary-féle és a

Hajnal-féle tankonyvekben elészor a bizonyitas szerepel, és utana mondja ki a
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tételeket. A logaritmus definicidja és a hatvanyozas azonossagainak segitségével
ramutat a logaritmus azonossagaira, ¢s ezutdn mondja ki a tételeket képlettel, majd
szovegesen. A Sokszinli matematika, a Hajdu-féle és a Vancso-féle tankonyv eldszor
kimondja a tételeket és ezutan bebizonyitja. Mind a harom tankonyvben a bizonyitasok

utan szerepel egy mintapélda az azonossag alkalmazasara.

2.4.4, Kapcsolat mas tételekkel

A Vancso-féle tankonyv tobbszor is kihangstilyozza, hogy a logaritmus nem mas,
mint egy kitevd, és kapcsolatba is hozza a hatvanyozas azonossagaival. A szorzat
logaritmuséara vonatkozo tétel kimondasa el6tt emlékeztet arra az azonossagra, hogy
azonos alapil hatvadnyok szorzasakor a kitevOk Osszeadddnak, a szorzat kitevdje a
tényezOk kitevoinek Osszege. Hasonldéan a tobbi tétel eldtt is leirja a megfeleld

hatvanyozasra vonatkoz6 azonossagot.

2.4.5. Alkalmazasi feladatok

Leginkabb kiilonbozé tipusi szamolasi feladatok vannak a tankonyvekben.
Kifejezések pontos értékét kell kiszamitani szamoldgép nélkiil, és a logaritmus

azonossagait gyakoroltato feladatok is vannak szép szammal mindegyik tankdnyvben.

2.5. OSSZEFOGLALAS

Osszefoglalva elmondhato, hogy a tankdnyvek tartalma megfelel a kerettanterv és
érettségi kovetelményeknek. A Hajnal-féle és a Czapary-Gyapjas-féle tankonyvben kevés a
gyakorlatias, életszerli alkalmazési feladat. A madsik harom tankonyv tartalmaz ilyen
jellegli feladatokat szép szammal. Sok példaval és gyakorld feladattal talalkozunk az egyes
fejezetek végén, de fogalomazonositasi €és fogalomrealizalasi feladat alig szerepel a
tankonyvekben.

A Sokszinli matematika, ahogy a neve is mutatja, sokszinii. Sok szép szines abrat,
képet tartalmaz, amelyek segitik a megértést. Tartalmilag is jol fel van épitve. A Vancso-

féle tankonyvben is sok szemléletes abra, illetve feladat van, nagyon jol fel van épitve és
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jol ramutat a fogalmak kozotti kapcesolatokra. A Hajdu-féle matematika tankonyv nagyon
szemléletes bevezetd feladatokat tartalmaz, amely jol elokésziti a témakort.
Elsésorban ebbdl a harom tankonyvbdl meritettem Otleteket, illetve a sajat

elképzeléseim szerint épitettem fel a témakort.
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3. Erettségi feladatok

Ebben a fejezetben megnézem 2005-t61 kezdve, hogy a kozépszintii és az emelt
szintli érettségi feladatsorokban milyen tipust feladatok fordultak el6 ebben a témakorben,
majd megvizsgalom, hogy a forgalomban 1évé tankonyvek megfelelnek-e a
kovetelményeknek, biztositanak-e az érettségi vizsga feladataihoz gyakorlo feladatokat a

témakorbol, jol felkészitik-e a tanuldkat az €érettségi vizsgara.
3.1. KOZEPSZINTU ERETTSEGI FELADATOK®
7 tipust feladat fordul eld a kdzépszintii érettségi feladatokban. Ezek a kdvetkezok:

Exponencialis fliggvény

Exponencidlis egyenletek, egyenlétlenségek
Logaritmus definici6ja

Logaritmus azonossagai
Logaritmusfiiggvény

Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek

N o o a &~ w Db e

Alkalmazasi feladatok

3.1.1. Exponencialis fiiggvény

1. 2010. oktéber 19.

Milyen valds szamokat jeldl az a, ha tudjuk, hogy a valds szdmok halmazan értelmezett
X > a* figgvény szigorian monoton névekve?

2 pont

® http://www.oktatas.hu/kozneveles/erettsegi/feladatsorok
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3.1.2. Exponencialis egyenletek, egyenlétlenségek

1. 2006. majus 9.

Oldja meg a kovetkezo egyenletet!

9*-2.3-3=0 6 pont

2. 2007. oktdber 25.

a) Mely pozitiv egész szamokra igaz a kovetkez6 egyenlStlenség?

5X-2 < 513-2X
4 pont
b) Oldja meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenletet!
9«/; — 3x—3
8 pont

Osszesen: 12 pont

3. 2011. majus 3.

Adja meg az alabbi két egyenlet valos gyokeit!

a) 5 =625 1 pont
1
by 2= 2 1 pont

Osszesen: 2 pont

4. 2012. majus 8.

Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szdmok halmazén!

5X+l +5X+2 — 30
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5. 2013. majus 7.

Adja meg az X négy tizedesjegyre kerekitett értékét, ha 4-3" + 3 = 20.

3.1.3. Logaritmus definicioja

1. 2007. oktdber 25.

Melyik a nagyobb: A = sin 77” vagy B = log, % ?

A B

(irja a megfeleld relacios jelet a valaszmez6be! Valaszat indokolja!)

2. 2009. majus 5.

Adja meg a logs 81 kifejezés pontos értékét!

3. 2011. majus 3.

Melyik szdm nagyobb?

1
A=Ilg— vagy B = cos8r
910 gy

4. 2012. majus 8.

Adja meg azokat az x valos szdmokat, melyekre teljesiil: Ig, x> = 4

Valaszat indokolja!

217.

4 pont

2 pont

2 pont

2 pont

3 pont
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3.1.4. Logaritmus azonossagai

1. 2006. februar 21.

Mekkora x értéke, ha lg x =1g 3 +1g 25
2 pont

2. 2007. oktdber 25.

Adja meg a lg x* = 2 Ig x egyenlet megoldashalmazat!
2 pont

3. 2010. majus 4.

Az R" - R, x> 3+log, x fiiggvény az alabb megadott fliggvények koziil melyikkel
azonos?

A) R" > R, x> 3log, x

B) R* > R, x> log,(8x)

C) R" >R, x log,(3x)

D) R* >R, x> log,(x°)

2 pont
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3.1.5. Logaritmusfiiggvény

1. 2011. oktéber 18.

Istvan az x> log, x x> 0 fiiggvény grafikonjat akarta felvazolni, de ez nem sikeriilt
2

neki, tobb hibat is elkovetett (a hibas vazlat lathato a mellékelt abran).

+.;~<

Dontse el, hogy melyik igaz az alabbi allitasok koziil! N
A) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fliggvény szigorian monoton -
csokkend.

B) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fliggvény 2-hoz —2-t rendel.

C) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fliggvény zérushelye 1.

2 pont
3.1.6. Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek
1. 2005. oktéber 25.
Oldja meg az alabbi egyenletet!
IOgs(\/ X+1 +1)= 2 x valos szam, és x > -1
6 pont

2. 2006. majus 9.

Adott a kdvetkez6 egyenletrendszer:

(1) 2lg(y+1) =Ilg(x+11)
(2) y=2x

a) Abrazolja derékszogli koordinata-rendszerben azokat a P(x; y) pontokat,

amelyeknek koordinatai kielégitik a (2) egyenletet!
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2 pont
b) Milyen x, illetve y valos szamokra értelmezheté mindkét egyenlet?

2 pont
c) Oldja meg az egyenletrendszert a valds szamparok halmazan!

11 pont

d) Jeldlje meg az egyenletrendszer megoldashalmazat az a) kérdéshez hasznalt

derékszogli koordinata-rendszerben!

2 pont

Osszesen: 7 pont

3. 2007. majus 8.

. . 1 .
Oldja meg a pozitiv valds szamok halmazan a log,, X = 3 [Jegyenletet! Jelolje a

megadott szamegyenesen az egyenlet megoldasat!

3 pont
4. 2008. majus 6.
Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket!
a) lg(x+15)* —Ig(3x+5)=1g2 6 pont
b) 25" =5.5%* 6 pont

Osszesen: 12 pont
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5. 2008. oktober 21.

Hatarozza meg az alabbi egyenlet valos megoldasait!

(log, x—3)(log, x> +6) =0 7 pont

3.1.7. Alkalmazasi feladatok

1. 2006. oktober 25.

A szocioldégusok az orszagok statisztikai adatainak Gsszehasonlitdsanal hasznaljak a

6000-G
kovetkezé tapasztalati képletet: E =75,5-5-10 6090

A képletben az E a sziiletéskor varhato atlagos élettartam években, G az orszag egy

fore jutd nemzeti 6sszterméke (a GDP) redlértékben, atszamitva 1980-as dollérra.

a) Mennyi volt 2005-ben a varhat6 élettartam abban az orszagban, amelyben akkor

a G nagysaga 1090 dollar volt?
4 pont

b) Mennyivel valtozhat ebben az orszagban a varhato élettartam 2020-ra, ha a
gazdasagi eldrejelzések szerint ekkorra G értéke a 2005-0s szint haromszorosara

no?
5 pont

c) Egy masik orszagban 2005-ben a sziiletéskor varhato atlagos élettartam 68 év.
Mekkora volt ekkor ebben az orszagban a GDP (G) nagysaga (realértékben,

atszamitva 1980-as dollarra)?
8 pont

Osszesen: 17 pont
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2. 2008. majus 6.

A Kis csalad 700 000 Ft megtakaritott pénzét éves lekotést takarékban helyezte el az A
Bankban, kamatos kamatra. A pénz két évig kamatozott, évi 6%-0s kamatos kamattal.
(A kamatlab tehat ebben a bankban 6% volt.)

a) Legfeljebb mekkora dsszeget vehettek fel a két év elteltével, ha a kamatlab a két év

soran nem valtozott?
3 pont

A Nagy csalad a B Bankban 800 000 Ft-ot helyezett el, szintén két évre, kamatos

kamatra.

b) Hany szazalékos volt a B Bankban az elsé év folyaman a kamatlab, ha a bank ezt a
kamatlabat a masodik évre 3%-kal ndvelte, és igy a masodik év végén a Nagy

csalad 907 200 Ft-ot vehetett fel?
10 pont

€) A Nagy csalad a bankbol felvett 907 200 Ft-ért kiilonféle tartés fogyasztasi
cikkeket vasarolt. Hany forintot kellett volna fizetniiik ugyanezekért a fogyasztasi
cikkekért két évvel korabban, ha a vasarolt termékek ara az eltelt két év soran csak
a 4%-os atlagos éves inflacionak megfeleléen valtozott? (A 4%-os atlagos éves
inflacié szemléletesen azt jelenti, hogy az el6z6 évben 100 Ft-ért vasarolt javakért

idén 104 Ft-ot kell fizetni.)

4 pont

Osszesen: 17 pont

3. 2008. oktober 21.

Csilla és Csongor ikrek, ¢és sziiletésiikkor mindkettdjiik részére takarékkonyvet
nyitottak a nagysziilok. 18 éves korukig egyikdjiik szdmldjarol sem vettek fel pénzt.
Csilla szamlajara a sziiletésekor 500 000 Ft-ot helyeztek el. Ez az 6sszeg évi 8%-kal

kamatozik.
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a) Legfeljebb mekkora 6sszeget vehet fel Csilla a 18. sziiletésnapjan a szamlajarol, ha

a kamat mindvégig 8%? (A pénzt forintra kerekitett értékben fizeti ki a bank.)
5 pont

Csongor szamlajara a sziiletésekor 400 000 Ft-ot helyeztek el. Ez az Osszeg félévente

kamatozik, mindig azonos kamatlabbal.

b) Mekkora ez a félévenkénti kamatlab, ha tudjuk, hogy Csongor a szamlajarol a 18.
sziiletésnapjan 2 millio forintot vehet fel? (A kamatldb mindvégig allando.) A

kamatlabat két tizedesjegyre kerekitve adja meg!
7 pont

Osszesen: 12 pont

4. 2009. oktober 20.

Ha az eredetileg lo (Wat

2 3 intenzitast lézersugar x mm (X > 0) mélyre hatol egy

bizonyos anyagban, akkor ebben a mélységben intenzitasa I(X) =1, 016 [Vr\:ztt J lesz.

watt
m?2

Ezt az anyagot 1o = 800 ( j intenzitasu lézersugarral vilagitjak meg.

a) Toltse ki az alabbi tablazatot! (Az intenzitasra kapott mérészamokat egészre

kerekitve adja meg!)

X (mm) 0 0.3 0.6 1,2 1.5 2.1 3
[ watt )
I(x)‘ waftt |

. m” )

800

3 pont

b) Mekkora mélységben lesz a behatold 1ézersugar intenzitasa az eredeti érték (lo)

15%-a? (A valaszt tizedmilliméterre kerekitve adja meg!)

6 pont
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c) Egy gyermekszinhaz misoranak valamelyik jelenetében dekoracioként az abran
lathat6 elrendezés szerinti négy csillag koziil egyeseket zold vagy kék 1ézerfénnyel
rajzolnak ki. Hany kiilonb6z6 dekoracids terv késziilhet, ha legalabb egy csillagot

ki kell rajzolni a 1ézerrel?

OO0

5. 2010. majus 4.

8 pont

Osszesen: 17 pont

Statisztikai adatok szerint az 1997-es év utani években 2003-mal bezar6lag a vilagon
évente atlagosan 1,1%-kal tobb autdt gyartottak, mint a megel6z6 évben. A 2003-at
kovetd években, egészen 2007-tel bezarolag évente atlagosan mar 5,4%-kal gyartottak

tobbet, mint a megel6z6 évben.
2003-ban 6sszesen 41,9 millio auto késziilt.
a) Hany aut6t gyartottak a vilagon 2007-ben?

4 pont
b) Hany autét gyartottak a vilagon 1997-ben?

4 pont
Vilaszait szazezerre kerekitve adja meg!

2008-ban az el6z6 évhez képest csokkent a gyartott autok szama, ekkor a vildgon
Osszesen 48,8 millid ) autd hagyta el a gyarakat. 2008-ban eldrejelzés késziilt a
kovetkez6 5 évre vonatkozoan. Eszerint 2013-ban 38 milli¢ autot fognak gyartani. Az
elérejelzés ugy szamolt, hogy minden évben az el6z6 évinek ugyanakkora szazalé¢kéaval

csokken a termelés.

€) Hany szazalékkal csokken az eldrejelzés szerint az évenkénti termelés a 2008-at

koveto 5 év soran?

4 pont

34.



Toth Eva: Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény tanitsa

Az eredményt egy tizedes jegyre kerekitve adja meg!

d) Elfogadjuk az elérejelzés adatat, majd azt feltételezziik, hogy 2013 utan évente 3%-
kal csokken a gyartott autok szama. Melyik évben lesz igy az abban az évben

gyartott autok szdma a 2013-ban gyartottaknak a 76%-a?
5 pont

Osszesen: 17 pont

6. 2011. majus 3.

Egy 1j tipusu, az alacsonyabb nyomasok mérésére kifejlesztett miiszer tesztelése soran
azt tapasztaltdk, hogy a miiszer altal mért p, és a valédi py nyomas kozott a

lg p,, =0,8-1g p, + 0,301 6sszefliggés all fenn.

A miiszer altal mért és a valodi nyomds egyarant pascal (Pa) egységekben szerepel a

képletben.

a) Mennyit mér az 4j muiszer 20 Pa val6di nyomas esetén?

4 pont
b) Mennyi valdjaban a nyomas, ha a miiszer 50 Pa értéket mutat?

6 pont
€) Mekkora nyomas esetén mutatja a miiszer a valodi nyomast?

7 pont

A pascalban kiszamitott értékeket egész szamra kerekitve adja meg!

Osszesen:17 pont

7. 2011. oktéber 18.

A 2000 eurds téke évi 6 %-os kamatos kamat mellett hany teljes év elteltével ndne
4024 eurdra? Megoldasat részletezze!

4 pont
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8. 2011. oktober 18.

Ujsaghir: ,, Szeizmologusok szamitdsai alapjin a 2004. december 26-an Szumdtra
szigetének kozelében kipattant foldrengés a Richter-skala szerint 9,3-es erdsségii volt;
a rengést koveté cunami (szokoar) haldlos dldozatainak szama megkozelitette a 300
ezret.”

A foldrengés Richter-skala szerinti ,,er0ssége” €s a rengés kozéppontjaban felszabadulo
. 2
energia kozott fennalld osszefiiggés: M = —4,42 + 3 IgE.

Ebben a képletben E a foldrengés kozéppontjaban felszabaduld energia mérdszama

(joule-ban mérve), M pedig a foldrengés erdsségét megadd nem negativ szam a

Richterskalan.

a) A Nagasakira 1945-ben ledobott atombomba felrobbanasakor felszabaduld energia
1,344 -10"joule volt. A Richter-skala szerint mekkora erésségii az a foldrengés,

amelynek kozéppontjdban ekkora energia szabadul fel?
3 pont

b) A 2004. december 26-i szumatrai foldrengésben mekkora volt a felszabadult
energia?
3 pont
c) A 2007-es chilei nagy foldrengés eréssége a Richter-skala szerint 2-vel nagyobb
volt, mint annak a kanadai foldrengésnek az er6ssége, amely ugyanebben az évben

kovetkezett be. Hanyszor akkora energia szabadult fel a chilei foldrengésben, mint

a kanadaiban?

5 pont
d) Az Oceanban fekvo egyik szigeten a foldrengést elpuszjult terilet
szarazfold
kovetden kialakulo szokSar egy korszelet alakii — TLLLTTIS
enger
részt tarolt le. A korszeletet hatarold koriv 18km\_ |17km
kozéppontja a rengés kozéppontja, sugara pedig 18 foldrengés

kézéppontja

km. A rengés kozéppontja a sziget partjatél 17 km
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tavolsagban volt (lasd a feliilnézeti abran). Mekkora a szarazfoldon elpusztult rész

teriilete egész négyzetkilométerre kerekitve?
6 pont
Osszesen: 17 pont

9. 2012. oktober 12.

Stefi mobiltelefon-koltségeinek fedezésére feltdltokartyat szokott vasarolni. A
mobiltarsasag ebben az esetben sem elofizetési dijat, sem hivasonkénti kapcsolasi dijat
nem szamol fel. Cstucsiddben a percdij 25 forinttal dragdbb, mint csticsidon kiviil. Stefi
az elmult négy hétben Osszesen 2 orat telefonalt és 4000 Ft-ot hasznalt fel kartyaja
egyenlegébdl ugy, hogy ugyanannyi pénzt koltdtt csticsiddn beliili, mint csucsidén

kiviili beszélgetésekre.

a) Hany percet beszélt Stefi mobiltelefonjan cstcsidében az elmult négy

hétben?
11 pont

A mobiltarsasdg Telint néven 0j mobilinternet csomagot vezet be a piacra januar
elsején. Januarban 10 000 uj el6fizetdt varnak, majd ezutdn minden honapban az el6zo
havinal 7,5%-kal tobb 1j el6fizetére szamitanak. Abban a honapban, amikor az adott
havi 0j el6fizetok szdma eléri a 20 000-et, a tarsasdg valtoztatni szeretne a Telint

csomag aran.

b) Szamitsa ki, hogy a tervek alapjan melyik honapban éri el a Telint csomag

egyhavi 4j el6fizetdinek a szama a 20 000-et!
6 pont
Osszesen: 17 pont

A kozépszintii érettségi feladatok értékelése
A 7 tipus kozil az alkalmazasi feladatokbol szerepel a legtobb az érettségi

feladatsorokban. Eléfordul kamatos kamat szamitas, illetve az életbdl vett gyakorlati

példak, amelyek exponencidlis vagy logaritmikus Osszefliggéseket irnak le. Ezek a
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feladatok az érettségi feladatsor masodik részében taldlhatdak, altaldban a véalaszthatd
feladatok kozott.

Az exponencidlis, illetve a logaritmus fiiggvény abrazolasarol, illetve a fliggvény
tulajdonsagairdl szolo feladat kevés van, Osszesen kettot taldltam, egy exponencialis
fliggvényt, és egy logaritmus fiiggvényt.
az érettségi feladatsorok elsd részében.

Exponencialis és logaritmikus egyenletekbdl is elég sok feladat szerepel, illetve egy
egyszerlibb egyenletrendszert is talaltam, és egy konnyebb exponencialis egyenlétlenséget.

A forgalomban 1évd tankdnyvek koziil az érettségire legjobban a Sokszin
matematika és a Vancso-féle tankdnyv készit fel. Minden tankonyvben szerepelnek szép
szdmmal az exponencidlis €és logaritmus fliggvényrdl szo6ld feladatok, a logaritmus
szerepel a tankonyvekben. Az érettségiben pedig ebbdl a tipusbol van leginkabb. A
Sokszinli matematikaban és a Vancso-féle tankdnyvben is tobb kidolgozott példa szerepel
az exponencidlis fliggvény és a logaritmus fliggvény alkalmazisara. A Vancso-féle

tankonyvben ezen kiviil sok gyakorlo6 feladat is szerepel.

3.2. EMELT SZINTU ERETTSEGI FELADATOK

A kozépszintl érettségi feladatsorokban eléfordulo feladattipusokat megnéztem az emelt

szintl érettségi feladatsorokban is.

Exponencialis fliggvény

Exponencialis egyenletek, egyenldtlenségek
Logaritmus definicioja

Logaritmus azonossagai
Logaritmusfliggvény

Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek

N o g s~ w D Pe

Alkalmazasi feladatok
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3.2.1. Exponencialis fiiggvény

Nem talaltam ilyen jellegti feladatot.

3.2.2. Exponencialis egyenletek, egyenlétlenségek

2006. oktober 25.

Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan!

2x :32x+1
6 pont
3.2.3. Logaritmus definicioja
1. 2007. majus 8.
Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan!
2
X -10x-24 .
— = sin = — g1+ 2"°%°
X —X—-6 2
11 pont

2. 2012. oktéber 16.

Az alabbi harom kifejezés mindegyike esetén adja meg a valds szamok halmazéanak azt

a legh6vebb részhalmazat, amelyen a kifejezés értelmezhetd!

a) cos(log, \/x_) 3 pont
b) /log, (cosx) 5 pont
c) log ; (cos® x) 5 pont

Osszesen: 13 pont
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3.2.4. Logaritmus azonossagai

Nem talaltam ilyen jellegtli feladatot.

3.2.5. Logaritmusfiiggvény

Nem talaltam ilyen jellegii feladatot.

3.2.6. Logaritmikus egyenletek, egyenlétlenségek, egyenletrendszerek

1. 2005.oktober 25.

Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!

log, (x*y*) +log, (x°y) =9

cos(x+Yy)+cos(x—y)=0

16 pont
2. 2006. majus 9.
Oldja meg az alabbi egyenletrendszert, ahol x €s y valds szamok!
10 =x-3
lg(x* —4x+3) =2y +1
11 pont
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3. 2006. majus 9.

Oldja meg a valos szamparok halmazan az alabbi egyenletrendszert!

lg(x+y) =2lgx
lgx=I1g2+Ig(y-1)
9 pont
4. 2007. oktdéber 25.
Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan!
lg(x+7)+Ig(3x+1) =2
5 pont
5. 2008. oktober 21.
Oldja meg a valoés szamok halmazan az alabbi egyenletet:
(x—2)-lg(x*-8) =0
5 pont

6. 2009. mijus S.

Igazolja, hogy az alabbi négy egyenlet koziil az a) és b) jelii egyenletnek pontosan egy

megoldasa van, a C) és d) jelli egyenletnek viszont nincs megoldasa a valdés szamok

halmazan!
2x* +x-10
a) ==~ " _0 4 pont
) A, p
b) Vx+16++/x-9=5 4 pont
c) lg(x*+x—6)=Ig(1-x?) 4 pont
d) sinx-—-1= \/Ig(cos 2 x—1,5c0s X) 4 pont

Osszesen: 16 pont
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7. 2009. oktober 20.

Oldja meg az alabbi egyenleteket!
a) 05°°%* =3 aholx>0¢ésxeR

4 pont
1 .
b) 7+6|ng§=|ogzx,ah0|1<XS2€SX€ R

7 pont

Osszesen: 11 pont

8. 2011. majus 3.

Legyen A= Xe RW/X—-1>+/5-X({és B=<xeRvWXx-1>log,(2x—4) > -2
1
2

Adjamegaz AuB,AnB, B\ A halmazokat!
13 pont

9. 2011. oktober 18.

Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszert, ha x és y valos szamok, tovabba x > 0, x # 1,

ésy>0,y=1.

log, y+log, x=2
sin(2x+3y) +sin(4x+y) =1
13 pont
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3.2.7. Alkalmazasi feladatok

1. 2005. oktober 25.

Péter nagypapaja minden évben félretett némi pénzisszeget egy perselybe unokédja
szdmara. 5000 Ft-tal kezdte a takarékoskodast 1996. januar 1-én. Ezutan minden év
elsé napjan hozzatett az addig Osszegylilt Osszeghez, mégpedig az el6z6 évben
félretettnél 1000 Ft-tal tobbet. 2004. januar 1-jén a nagypapa bele tette a perselybe a

megfeleld 0sszeget, majd ugy dontott, hogy a perselyt unokajanak most adja at.
a) Mekkora 0sszeget kapott Péter?
5 pont

b) Péter nagypapaja ajandékabol vett néhany aprosagot, de elhatarozta, hogy a
kapott 0sszeg nagyobb részét 2005. januar 1-jén bankszadmlara teszi. Be is tett
60000 Ft-ot évi 4%-os kamatos kamatra (a kamatok minden évben, év végén
hozzdadddnak a t6kéhez). Legalabb hany évig kell Péternek varnia, hogy a
szamlajan legalabb 100000 Ft legyen ugy, hogy kézben nem fizet be erre a

szamlara?
9 pont

Osszesen: 14 pont

2. 2007. oktober 25.

Egy dolgozo az év végi prémiumként kapott 1 000 000 Ft-jat akarja kamatoztatni a
kovetkezd nyarig, hat honapon at. Két kedvezd ajanlatot kapott. Vagy kéthavi lekotést
valaszt kéthavi 1,7%-0s kamatra, kéthavonkénti tokésités mellett, vagy a forintot
atvaltja eurora, és az Osszeget havi 0,25%-os kamattal koti le hat honapra, havi

tOkésités mellett.

a) Mennyi pénze lenne hat honap utan a forintszamlan az elsé esetben? (Az

eredményt Ft-ra kerekitve adja meg.)

3 pont
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b) Ha ekkor éppen 252 forintot ért egy eurd, akkor hany eurdt vehetne fel hat
honap mulva a maésodik ajanlat valasztdsa esetén? (Az eredményt két

tizedes jegyre kerekitve adja meg.)
4 pont

c) Legalabb hany szazalékkal kellene valtoznia a 252 forint/eurd arfolyamnak
a félév alatt, hogy a masodik valasztas legyen a kedvezdbb? (Az eredményt

két tizedes jegyre kerekitve adja meg.)
5 pont

(A t6késités melletti befektetés azt jelenti, hogy a tokésitési idoszak alatt elért kamatot
az idoszak végén hozzaadjak az iddszak kezdetén befektetett tOkéhez, és a kovetkezd
idészakban az igy kapott, kamattal megndvelt 0sszeg utan szamitjdk a kamatot. Ez a
folyamat annyiszor ismétlodik, ahany t6késitési idészak van a befektetés idétartama
alatt.)

Osszesen: 12 pont

3. 2008. oktober 21.

Egy bank a ,Gondoskodds” nevli megtakaritasi formdjat ajanlja 1jszilottek
csaladjanak. A megtakaritasra vallalkozo6 csaladok a gyermek sziiletését koveto év elsd
banki napjan szdmlat nyithatnak 100 000 forint 6sszeggel. Minden kovetkezd év elsd
banki napjan szintén 100 000 forintot kell befizetnilik a szamlara. Az utolso befizetés
annak az évnek az elsé banki napjan torténhet, amely évben a gyermekiik betolti a 18.
életévet.

A bank év végén a szamlan 1év0 Osszeg utan évi 8%-0s kamatot ad, amit a kdvetkezd
¢év elsd banki napjéra ir jova. A gyermek a 18. sziiletésnapjat kdvetd év elsé banki

napjan férhet hozza a szamlahoz.
a) Mekkora 6sszeg van ekkor a szamlan? A valaszat egész forintra kerekitse!
8 pont

A gyermek a 18. sziiletésnapjat kovetd év elsd banki napjan felveheti a szamldjan 1évo

teljes 0sszeget. Ha nem veszi fel, akkor valaszthatja a kdvetkezd lehetdséget is:
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Hat éven keresztiil minden év els banki napjan azonos Osszeget vehet fel. Az els6
részletet a 18. sziiletésnapjat kovetd év elsé banki napjan veheti fel. A hatodik
pénzfelvétellel a szdmla kiiiriil. Ha ezt a lehetdséget valasztja, akkor a bank — az elsé
pénzfelvételtdl szamitva — minden év végén a szamlan 1évd Gsszeg utan évi 5%-0S

kamatot garantél, amit a kdvetkezo év elsd banki napjara ir jova.

b) Ebben az esetben mekkora Osszeget vehet fel alkalmanként? A valaszat

egész forintra kerekitse!

8 pont

Az emelt szintli érettségi feladatsorokban leginkabb exponencidlis és logaritmikus
egyenletek, egyenldtlenségek, illetve egyenletrendszerek fordulnak eld, ezek koziil is a
legtobb feladatban logaritmus szerepel. Joval kevesebb az alkalmazési feladatok szama,
mint a kozépszintli érettségiben. A fliggvényekkel kapcsolatos feladatok, és a logaritmus

azonossagaira vonatkoz6 feladatok hianyoznak.
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4. Fogalmak tanitasa

A fogalom dolgok, tulajdonsagok, viszonyok stb. gondolati tiikr6zédése, minden
¢ésszerli gondolkodas egyik alapeleme; egy szonak megfeleld jelentéstartalom, amelyben az
objektiv valdsag targyainak és jelenségeinek lényeges, altalanos jegyei, tulajdonsagai és
kapcsolatai kapnak kifejezést. !

Dorfler szerint egy matematikai fogalom tartalmazza a matematikai értelemben
tipikust, a lényegest, a sémat, egy szituacionak, feladatnak, tevékenységnek, folyamatnak
stb. a strukturdjat. Ezaltal a fogalom a sokféle feladatban, szitudcioban meglevd kozdst

mint altalanost reprezentalja. 8
Fogalmak elsajatitasa

Vollrath szerinte egy tanuld akkor sajatitott el fogalmat, ha a kovetkezd ellendrizhetd
képességekkel rendelkezik:
1. A fogalom egy definicidjat képes megadni.
2. EIl tudja donteni, hogy egy adott objektum ez bizonyos fogalomhoz tartozik-e
(fogalomazonositas).
3. Tud példéakat felsorolni (konstrudlni) az adott fogalomra (fogalomrealizalas).
4. Ismeri a fogalom tulajdonsagait.
5. Képes a fogalmat és annak tulajdonsagait adott szituaciok leirdsara, illetve
problémak megoldasara felhasznalni.
6. El tudja helyezni az adott fogalmat fogalmak hierarchikus rendszerébe. (Ismeri az

ala-, ill. folérendelt fogalmakat.)9
A fogalmak bevezetésének harom kiilonféle modja lehetséges:
Induktiv ut

Konkrét egyedi példak dsszehasonlitdsa, kozds tulajdonsagok kiemelése. A tanulo

absztrakcio6 révén jut el az altalanositashoz.

" Ambrus Andras: Bevezetés a matematika-didaktikéaba, ELTE Eotvos Kiado, Budapest, 2004 (57. oldal)
® Ambrus Andras: Bevezetés a matematika-didaktikaba, ELTE Eotvos Kiado, Budapest, 2004 (58. oldal)
9 Ambrus Andras: Bevezetés a matematika-didaktikaba, ELTE Eotvés Kiadé, Budapest, 2004 (66. oldal)
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Az induktiv 0t elényei: jelentds mennyiségli 6nallé tanuldéi munkat tesz lehetévé;

hozzajarul az altalanos szellemi képességek, nyelvi-logikai képességek fejlesztéséhez; mar

a definicio bevezetése elott kialakulhat egy helyes képzet a kérdéses fogalomrol; lehetové

crcr

Az induktiv Ut hatranyai: id6igényesség; csak akkor célszerti a hasznalata, ha megfeleld

mindségl és szamu kiindulési példa, illetve ellenpélda all rendelkezésre; igényes munkat

kovetel a tanartol mind az elokészitésben, mind az ora levezetésében.

Deduktiv ut
A tanul¢ az éltalanostol jut el a konkréthoz.

A deduktiv 1t eldnyei: idémegtakaritas; jol felkésziilnek a tanulok a fels6foku

tanulményokra.

A deduktiv_ut hatrdnyai: olyan altalanos szellemi képességek, mint Gsszehasonlitas,

absztrakci6, hattérben maradnak; feltételezi a modszer a folérendelt fogalom és a

meghatarozo tulajdonsag(ok) ismeretét.

Konstruktiv ut

A széban forgd fogalom egy konkrét reprezentansanak eldallitdsa bizonyos
feltételek mellett, az eljaras altalanositdsa, majd a definici6 megfogalmazasa. A
konstruktiv Ut az induktiv és a deduktiv Ut kozott foglal helyet. Konkrét objektumbdl indul

ki, de ennek eldéallitdsdhoz minden reprezentanst jellemzd tulajdonsaggal f6lhasznal. 10

Az exponencialis és logaritmus fiiggvény tanitdsanal a konstruktiv utat valasztom.
Egy konkrét, gyakorlati életbdl vett példan keresztiil megértetjiik a fogalmat, megismerjiik
a mogotte 1évo tartalmakat, és csak ezutdn fogalmazzuk meg matematikailag a fogalmat. A

fogalmak tanitasanal a kovetkez6 feladattipusokkal dolgozom:

1. Olyan szituaciok elemzése, melyeket egy adott fogalom jol tiikréz vissza,
tulajdonsagok kiemelése, motivacios feladatok.

2. Fogalom definidlasa.

19 Ambrus Andras: Bevezetés a matematika-didaktikaba, ELTE Eotvés Kiadé, Budapest, 2004 (66-68. oldal)

47.



Toth Eva: Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény tanitsa

3. Egy adott fogalommal kapcsolatban kiilonb6z0 definidlasi lehetdségek
keresése, definiciok ekvivalencidjanak megmutatasa. Adott definiciok
feliilvizsgalata, értékelése.

4, Egy adott fogalommal kapcsolatos példak ¢és ellenpéldak adasa.
Fogalomrealizalas.

5. Fogalomazonositds. Szituaciok feliilvizsgalata abbol a szempontbdl, hogy
egy adott fogalmat reprezentalnak-e.

6. Egy fogalom beagyazéasa egy fogalomrendszerbe. (Fogalomspecializacio,
fogalomaltalanositas.) Fogalmakkal kapcsolatos kijelentések értékelése.

7. Egy definicié kovetkezményeinek levonasa.

8. Alkalmazasok™

1 Ambrus Andras: Bevezetés a matematika-didaktikaba, ELTE E6tvés Kiadé, Budapest, 2004 (70-72. oldal)

48.



Toth Eva: Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény tanitsa

5. Az exponencialis és a logaritmusfiiggvény tanitasahoz hasznalt

tanmenet

Ebben a fejezetben a tankonyvek elemzésénél is vizsgalt 4 témakort fogom részletesen

kidolgozni. Ezek a témakorok a kdvetkezok:

Az exponencialis fliggvény bevezetése
A logaritmus fogalmanak bevezetése

A logaritmusfiiggvény

N

A logaritmus azonossagai
A témakorok kidolgozasat a fent emlitett feladattipusok mentén végzem el.
5.1. ATEMA ELHELYEZKEDESE A TANANYAGBAN, A TEMA ELOZMENYEI
Az exponencialis ¢s a logaritmus fliiggvény is a 11-es tananyagban szerepel a Hatvany,
gyok, logaritmus témakorben. Az exponencidlis és logaritmus fiiggvény elokészitése mar

6. évfolyamon elkezdddik. Az alabbiakban attekintem, hogy 11. évfolyamig hogyan jutunk

el az exponencialis és logaritmus fiiggvény bevezetéséig.
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A téma elézményei:

EVFOLYAM TARTALOM

6. évfolyam 10 egész kitevdjli hatvanyai és hasznalatuk atvaltasoknal.

Hatvanyozas fogalma egész kitevore, a hatvanyozas azonossagai
7. évfolyam
konkrét példakon.

8. évfolyam A négyzetgyok fogalma.

A hatvéanyozas értelmezése 0 és negativ egész kitevore, a hatvanyozas
9. évfolyam .
azonossagai.

A négyzetgydkvonas azonossagainak hasznalata egyszerti esetekben,
10. évfolyam .
az n-edik gyok fogalma.

A hatvanyozas kiterjesztése pozitiv alap esetén racionalis kitevokre.
A hatvanyozas azonossagai ¢és alkalmazésuk.

A logaritmus értelmezése. A logaritmus, mint a hatvanyozas inverz
miivelete.

A logaritmus azonossagai.

11. évfolyam
A definicidkon és a megismert azonossagokon alapul6 exponencidlis
és logaritmikus egyenletek.

A 2%, a 10" fiiggvény, az exponencialis fiiggvény vizsgalata,

exponencialis folyamatok a természetben.

A logaritmus fiiggvény, mint az exponencialis fiiggvény inverze.
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5.2. FOGALMAK, TETELEK, ELJARASOK LOGIKAI HALOJA

10 egész kitevojl .| Négyzetre emelés - Négyzetgyok n-edik gyok fogalma
hatvanyozasa o v fogalma I
v \ /
Hatvanyozas pozitiv _ Hatvanyozas o Gydkvonas
egeész kitevore o azonossagai i azonossagai
\ 4
Hatvanyozas értelmezése 0
és negativ egész kitevore
A
Hatvanyozas racionalis Logaritmus »  Logaritmus azonossagai
kitevo esetén
A 4
Exponencialis Logaritmus
fliggvény > fliggvény
A

Exponencidlis és
logaritmusos egyenletek

| / |

Exponencialis és Exponencialis és logaritmusos
logaritmusos egyenletrendszerek és

K egyenldtlenségek egyenl6tlenségrendszerek /

Szoveges és alkalmazasi
feladatok

A 4
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5.3. A TEMA SZAKASZAI, DIDAKTIKAI SULYPONTOK

A téma szakaszai

- A hatvanyozasrol tanultak atismétlése

- A hatvanyozas kiterjesztése racionalis kitevore

- A hatvanyozés azonossagai

- Irracionalis kitev6ji hatvanyozas

- Exponencialis fiiggvény

- Alogaritmus fogalma

- A logaritmus azonossagai

- Logaritmus fliggvény

- Exponencialis és logaritmus egyenletek

- Exponencidlis és logaritmusos egyenl6tlenségek
- Exponencidlis és logaritmusos egyenlet-, és egyenldtlenségrendszerek
- Szoveges feladatok

- Alkalmazasi feladatok

Didaktikai stilypontok

Az exponencialis és a logaritmus fliggvény tanitdsa kozben a kovetkezd kompetencidkat

fejleszthetjiik:

Problémamegoldé kompetencia fejlesztése

Kovetkeztetési kompetencia fejlesztése

Modellalkotasi kompetencia fejlesztése

Kommunikacios kompetencia fejlesztése

Rendszerezett, logikus gondolkodas fejlesztése

Mindennapi problémak értelmezése

Elektronikus eszkdzok (szamoldgép, szamitdgép, Internet) célszerti hasznalata
Tulajdonsagok, dolgok kozti kapcsolatok keresése, felismerése

A matematika hasznosithatosaganak, alkalmazhatosaganak felismerésére vonatkozo

képesség fejlesztése
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5.4. TANMENETRESZLET

Hatvanyozas ismétlése, azonossagok

Hatvéanyozas kiterjesztése racionalis, majd valds kitevére
Exponencialis fliggvények

Alkalmazasi feladatok

Logaritmus fogalma, példak

Logaritmus azonossagai

Logaritmusos gyakorlo feladatok, alkalmazasi feladatok
Logaritmus fiiggvények

Exponencialis és logaritmusos egyenletek

Exponencialis és logaritmusos egyenldtlenségek

Exponencialis és logaritmusos egyenlet- és egyenlétlenségrendszerek

Alkalmazasi feladatok
Osszefoglalas
Témazard

Javitas, tanulsdgok

Osszesen

53.
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5.5. EGY LEHETOSEG AZ EXPONENCIALIS ES A LOGARITMUSFUGGVENY TANITASARA

5.5.1. AZ EXPONENCIALIS FUGGVENY BEVEZETESE

5.5.1.1. Bevezetd, motivalé feladat

1. A tengeri barna alga hetente megduplazza a hosszat. A kezdetben 1 méteres barna

alga mekkora lesz
1 hét, 2 hét, 3 hét, 4 hét mualva?

Toltsiik ki a tablazatot!

1dé (hét) 0 1 2 3 4

Hossz (m) 1
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Abrazoljuk a pontokat derékszogii koordinatarendszerben!

1d8 (hét)

Milyen hosszu lesz a barna alga

1 hét, 3 hét, > hét,
2 2 2

Egészitsiik ki a tablazatot!

g hét malva?

Id6 (hét) | O

N |~

N |~

Hossz (m)
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Jeloljiik be ezeket a pontokat is a koordinatarendszerben!

I1d6 (hét)

A kezdetben 1 méteres tengeri barna alga milyen hosszu volt a megfigyelés elott
1 héttel, 2 héttel, 3 héttel, 4 héttel?

Feltételezhetjiik, hogy a mérés megkezdése eldtt is ugyanilyen torvényszeriiségek

szerint valtozott az alga hossza.

Toltsiik ki a tablazatot!

détét)y | 4 | -3 | 2 | -1

Hossz (m)

Abrazoljuk ezeket a pontokat is!
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hossz (m)

1d3 (hét)

4. Adjunk matematikai modellt a tengeri barna alga id6beli valtozasara! Milyen

figgvénnyel jellemezhetjiik a barna alga hosszanak valtozasat?

5. Abrazoljuk a fliggvény grafikonjat derékszogii koordinatarendszerben!

4,5 -
4_

3,5 A

hossz (m)

3

2,5 A

2

1,5 1

0,5 A

D

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
1dé (hét)

57.



Toth Eva: Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény tanitsa

6. Az abrazolt grafikon segitségével irjuk fel hatvany alakban a kovetkezd szamokat!
5; 9; 7,3; 4, 6; 0,5; 0,8

Szamologéppel ellendrizziik a fiiggvény grafikonjarol valdé leolvasasunk

pontossélg'ci‘[!12

7. A grafikon segitségével hatarozzuk meg 272 ¢rtekét!

5.5.1.2. Fogalom definialidsa, tobbféle definicio

- Az R > R, f(xX)=a"; a > 0 fliggvényt exponencidlis fiiggvénynek
nevezziik.

- Az exponencidlis fiiggvény éltalanos alakja: f(x)=b-a*, ahol a > 0, és
a=1l.

- Az olyan fiiggvényt, amely leképezési szabalyaban a valtozé a kitevében
szerepel, tovabbd az alap pozitiv szam, exponencidlis fiiggvénynek

nevezzik.
Feladat
A kovetkezo definiciok koziil melyik a helyes? Javitsa ki, amelyik nem helyes!

- Az olyan fiiggvényt, amely leképezési szabalyaban a véltozé a kitevében

szerepel, exponencialis fiiggvénynek nevezziik.

- Az f: R > R, f(x)=a*; a > 0 fliggvényt exponencidlis fiiggvénynek

nevezzik.

- Ha a adott pozitiv valos szam, akkor f: R = R*, x> a* fiiggvényt a alapu

exponencialis fliggvénynek nevezziik.

- Az exponencidlis fiiggvény altalanos alakja: f(x)=b-a*

12 Dr.Czeglédy Istvan — Dr. Hajdu Sandor — Hajdu Sandor Zoltdn — Dr. Kovacs Andras: Matematika
Kozépiskola 11. osztaly, Miiszaki Konyvkiadd, Budapest, 2008, 18. oldal
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5.5.1.3. Fogalomazonositasi feladatok

1. Valassza ki az exponencialis fliggvényeket!

f()=3"
g(x) =5>"
h(x) =2x—3
i(x) =x°
j)=2"+1
K(X) = x* +1
I(x) =3-5"

2. Az alabbi kapcsolatok koziil valassza ki azokat, amelyeket exponencidlis fiiggvény

ir le!

- Egy baktériumtorzs egyedei minden nap kettéosztodnak, igy a tenyészet

egyedszdma naponta megduplazodik.
- Az n oldali konvex sokszog atloinak szama.

- Egy n tagu tarsasagban a kézfogasok szdma, ha mindenki mindenkivel kezet

fogott.
- Egy kozlekedési vallalat bérlet eladdsa évente 2,7%-os litemben nd.

- A hasznalat soran egy fénymasold gép mindenkori értéke egy év alatt 20%-kal

csokken. Id0 €s a fénymasolo gép ara kozotti kapcesolat.
- Négyzet oldala és keriilete.

- Ev elején betesziink a bankba 100 ezer forintot, évi 8%-os kamatra. Id6 és a

kamatokkal megnovelt 6sszeg kapcsolata.
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3. A kovetkezd folyamatok linearis vagy exponencialis fliggvénnyel irhatok le?

Vilaszat indokolja!

- Egy hasznalt autdo ara az autokatalogus szerint minden évben 25%-kal

kevesebb, mint az el6z6 évben.

- Egy gépnek a nyilvantartasban szereplé értéke évente az 1) ar 20%-aval

csOkken.

- Egy szakszervezeti képviseld kovetelése: az egy havi bér minden évben a

jelenlegi minimalbér 5%-aval emelkedjen.

- Egy szakérté azt ajanlja, hogy egy idiilodvezetben a féréhelyek szama az

elkdvetkezo tiz évben mindig az el6z6 évi 2, 5%-aval novekedjen.

4. Az alébbi grafikonok koziil véalassza ki azokat, amelyek exponencialis fliggvény

grafikonjai lehetnek!

454

3,5 1
35

2,5

15

0,5
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80 35
60 30
40 =
20
20
15
1 2 3 4 5 0
-20 s
-
-40 r T T B
3 2 -1 0 1
-60

-80

5.5.1.4. Fogalomrealizalasi feladatok

1. Adjon meg egy exponencialis fliggvényt
- szoveggel
- grafikonnal
- szimbolikusan

- tablazattal!
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2. Toltse ki a kovetkezo tablazatot!

Szévegesen

Grafikonnal

Szimbolikusan

Tablazattal

A tavirdzsa a
megfigyelés kezdetekor
1 m? vizfeliiletet fed le.
Havonta megduplazodik

a lefedett teriilet.
Vizsgaljuk az id6 és a
lefedett teriilet

kapcsolatat.

ffR>R"
f(x) =100- 2"

1dé
(hét)

Hossz

(m)

| —
| —

|
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3. Azf: R > R fiiggvénynek csak néhany értékét ismerjiik. Lehetséges-e, hogy f egy
f(x) =b-a*alaka exponencidlis fliggvény? Valaszat indokolja! Ha ilyen alaku a

fliggvény, adja meg a hozzarendelési szabalyat!

a) f(1)=2; f(-2) = 0,25; f(3)=8
b) f(-1)=0,1; f(0)=0,3; f(2)=3
¢) f(0)=1; f(1)=2; f(3) =10

5.5.1.5. Beagyazasa fogalomhierarchiaba

1. Venn diagram segitségével d&brdzolja a hozzarendelések, fliggvények ¢és

exponencialis fliggvények kapcsolatat!

2. Venn diagram segitségével abrdzolja a monoton, szigoran monoton, €s az

exponencialis fliggvények kapcsolatat!

3. Nevezzik el a kovetkez6 egyenletben szereplé szamokat!
10° =1000

Melyik a hatvanykitevd, a hatvanyalap, hatvanyérték?

4. A kovetkezo egyenleteknél milyen miivelettel kaphatjuk meg az x ismeretlent?
Ha a kérdés a hatvanyérték: 10° = x.
Ha a kérdés a hatvanyalap: x> =1000.

Ha a kérdés a hatvanykitevs: 10" =1000.
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5.5.1.6. Definicié kovetkezményeinek levonasa

- Azf:R > R, x> a*fiiggvény szigoraan monoton novekve, haa> 1.
- Azf:R - R, x> a*fiiggvény szigoraan monoton csdkkend, ha 0 <a < 1.
- Azf:R—> R", x> a*fiiggvény allando, haa=1.

- Valamely a (a > 0; a # 1) valos szam minden valos kitev6jli hatvanya pozitiv
valdés szam, ¢és minden pozitiv valdos szam felirhatdé a wvalds kitevoji

hatvanyaként.

- Azf:R > R", x—>a*, ahol a>0; a=1, ae R fiiggvény kdlcsondsen
egyértelmii megfeleltetést 1étesit a valos €s a pozitiv valds szamok kozott. Az

exponencialis fiiggvény invertalhato fliggvény.

Feladatok

1. Egy baktériumtenyészet egyedszamanak (N) novekedését az N =120- 2> képlettel

irhatjuk le, ahol t az eltelt 6rak szama.
a) Hany egyedbdl allt a tenyészet a kisérlet kezdetekor?
b) Hany egyed lesz jelen 10 6ra mulva?
c) Hany egyedbdl allt a populacid 2 oraval a kisérlet kezdete el6tt?
d) Hény ora alatt duplazodik meg a baktériumok szama?
e) Koriilbeliil hany 6ra alatt tizszerezédik meg a baktériumok szama?*?

Viltoztassuk meg a képletet ugy, hogy a baktériumok szama oranként a felére

csokkenjen, és valaszoljunk a kovetkezd kérdésekre!

f) Hany egyedbdl allt a tenyészet a kisérlet kezdetekor?

3 Domel Andras — Dr. Marosvéri Péter — Mezei Jozsef — Nagyné Szokol Agnes — Szasz Antonia - Székely
Péter — Dr. Szabadi L4szl6 — Dr. Vancsé Odon: Matematika 11. osztalyosok szdmara, Miiszaki Konyvkiado,
Budapest, 2004, 73. oldal
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g) Hany egyed volt jelen a kisérlet megkezdése eldtt 10 oraval?
h) Hany egyed lesz jelen 2 6ra mulva?
i) Hany ora alatt felez6dik meg a baktériumok szama?

J) Koriilbeliil hany éra alatt lesz tizedannyi a baktériumok szama?

2. Abrazoljuk az eléz6 feladatban szerepld két fiiggvény grafikonjat derékszogi

koordinata-rendszerben, és jellemezziik dket!

3. Irjuk fel az 5-6t a kovetkezd valos szamok hatvanyaként!

1

% 3 5 25 L. =+ 1
2 3 5 25

5.5.1.7. Alkalmazasi feladatok

1. Egy biologus megfigyelte, hogy egy taptalajon nevelt sejtkultira teriilete 6ranként

45%-kal novekszik. Szamitsa ki, hogy mekkora lesz a sejtkultura teriilete
1, 2, 3, 4, 5, n

6ra mulva, ha a megfigyelés kezdetén 1000 mm? nagysagu volt! (Tegyiik fel, hogy
a taptalaj elég nagy.)

Adjon matematikai modellt a folyamat leirasara!

Megoldas:

Ha kezdetben 1000 mm? volt a sejtkultura teriilete, és 6ranként 45 %-kal novekszik

a teriilete, akkor 1 6ra mulva 1000 - 1,45 mm?.

1 6ra mulva 1000 - 1,45 mm? = 1450 mm?
2 6ra mulva 1450 - 1,45 = 1000 ' 1,45% = 2103 mm?
3 6ra mulva 2103 " 1,45 = 1000 ' 1,45° = 3049 mm?
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4 6ra malva 3049 1,45 = 1000 ‘ 1,45 = 4421 mm?
5 6ra mulva 4421 - 1,45 = 1000 * 1,45° = 6410 mm?
n 6ra mulva 1000 " 1,45"

Matematikai modell a folyamat leirasara:

Legyen a sejtkultra teriilete kezdetben a mm? Ha a teriilete 6ranként 45%-kal

ndvekszik, akkor X 6ra mulva a sejtkultira teriilete: a * 1,45

. Egy baktériumkultaraban a megfigyelés kezdetén 10000 baktérium volt. A sejtek 3

oranként osztodnak.
- Szémitsa ki, hogy 12 dra, 1 nap, illetve 2 nap mulva hany baktérium lesz!

- Hatéarozza meg az 6rankénti szazalékos novekedést!

Megoldas:

Ha kezdetben 10000 baktérium volt, akkor 3 6ra mualva 10 000 - 2 = 20 000
baktérium lesz. 12 6ra = 4 * 3 o6ra, ezért 12 6ra mulva 10 000 - 2* = 160 000

baktérium lesz.
1 nap = 24 ¢6ra, 24 6ra = 8 ' 3 6ra, azért 24 6ra mulva 10000 28 = 2 560 000

2 nap = 48 6ra, 48 Ora =16 3 6ra, ezért 48 6ra malva 10000 - 2'° = 655 360 000

. A radioaktiv bomlasi folyamatok kozelitdleg exponencidlisan mennek végbe. A
kovetkezd képlet alapjan szamithatd ki, hogy t masodperc mulva hany darab lesz a

bomlé anyag atomjaibol:
N(t)=N,-a',

ahol N az atomok szama a megfigyelés kezdetén, N(t) pedig a t masodperc mulva
még fel nem bomlott atomok szdma.

Hény atom van 1, 2, 10 méasodperc mulva, ha:

- N =1000 a=09
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- N=10° a=0,2

- N=10* a=0,05

Megoldés:
- N=1000 a=09

1 masodperc mulva: N(t)=N,-a'=1000 0,9*=900
2 masodperc mulva: N(t)=N,-a'=1000" 0,9%=810
10 masodperc mulva: N(t)=N,-a'= 1000 0,9%°=349
- N=10° a=02
1 masodperc milva: N(t) =N, -a'= 10 0,2'= 20 000
2 masodperc mulva: N(t) = N, -a'=10°"0,2°= 4000
10 mésodperc mulva: N(t) =N, -a'=10"0,2'=0,01024

- N=10" a=0,05

1 masodperc mulva: N(t)=N,-a'= 10" 0,05*=5-10"
2 méasodperc milva: N(t)=N,-a'=10"0,05°=2,5 10"
10 mésodperc mulva: N(t)=N,-a'=10"0,05"°=9,77
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5.5.2. ALOGARITMUS FOGALMANAK BEVEZETESE

5.5.2.1. Bevezeto, motivalo feladat

A tengeri barna alga hetente megdupldzza a hosszat. Az aldbbi grafikon a barna alga

novekedését abrazolja 1 m-rdl kiindulva.

Hossz (m)

D

D

=y
[d

[« Y

-4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5
Idé (hét)

- A kezdetben 1 méteres barna alga hany hét mulva lesz 4 méter, 8 méter, 16
méter hosszi?
- Hany hét mulva lesz 20 méteres? Becsiild meg a grafikon alapjan! Ellendrizziik

szamologéppel az eredményt!
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- Hany hét mulva lesz 40 m, 80 m, 10 m hosszu? Az utolso kérdésre adott valaszt

ellendrizd a grafikonon!

Ezutan keriil bevezetésre egy kontextusfiiggd definicio: log, 20jelenti azt az

iddmennyiséget, amely sziikséges ahhoz, hogy a tengeri barna alga hossza 20 m legyen,
ha a novekedési faktor 2 ¢s a kiindulasi hossz 1 m.

Altalanosan az algas definicio: Ha a tengeri barna alga kezdetben 1 méteres és hetente

a-szorosara valtozik a hossza, akkor log, bjelenti azt az id6t, amennyi id6 alatt b

hosszu lesz az alga.

- Fogalmazzuk meg a definici6 alapjan, hogy mit jelent log,40, log, 80,

log,10?
- Mennyi az értéke a kovetkezd kifejezéseknek?
log,4, log,8, log, 16
- Miért igazak az alabbi egyenldségek?
log, 27 =3
log,25=2
log,16=2

5.5.2.2. Fogalom definialasa, tobbféle definicio

- Legyen a # 1 pozitiv valos szam. Tetszbleges b pozitiv valoés szam esetén létezik
pontosan egy olyan ¢ valos szam, hogy b =a*. Ekkor a ¢ hatvanykitevét a b szam

a alapu logaritmusanak nevezziik. Jelolés: log, b = x

- Az a alapt logaritmus b jelenti azt az x kitevot, amelyre a-t emelve b-t kapunk. (a >

0,a#1,b>0).

- Egy pozitiv b szam a alapu logaritmusa (a > 0, a # 1) az a kitevd, melyre az a

alapot emelve éppen b-t kapjuk:

log,b=x < b=a",aholb>0,ésa>0,a=1.
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- Ha egy pozitiv valds szamot adott, 1-t6l kiilonb6z6 alapu hatvany alakban irunk fel,

akkor ennek a hatvanynak a kitevjét logaritmusnak nevezziik.

Feladatok

A kovetkezo definiciok koziil melyik a helyes? Javitsa ki, amelyik nem helyes!

- Tetszbleges b valos szam esetén létezik pontosan egy olyan C szam, hogy
b =a”. Ekkor a ¢ hatvanykitev6t a b szam a alapt logaritmusanak nevezziik.

Jelolés: log, b =x

- Az a alapu logaritmus b jelenti azt az x kitevét, amelyre a-t emelve b-t kapunk.
@>0,a=#1,b>0).

- Egy pozitiv a szam b alapt logaritmusa (a > 0, a # 1) az a kitevo, melyre a b

alapot emelve éppen a-t kapjuk:
log,b=x & b=a* aholb>0,ésa>0,a=1.

- Ha egy pozitiv valds szamot adott, 1-t6l kiilonb6z6 alapt hatvany alakban irunk

fel, akkor ennek a hatvanynak a kitevjét logaritmusnak nevezziik.

5.5.2.3. Fogalomazonositasi feladatok

1. Melyik a helyes atirdsa a 3° =9 egyenletnek?

log,3=9
log,9=2
log,9=3
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2. Irjuk le, hogy kell kiolvasni a kévetkezd kifejezéseket!

log, 27
log, 3
log, 5

Ig8

3. Irjuk le szimbolikusan!
5-0s alapu logaritmus 9

10-es alapt logaritmus 100

1 alapu logaritmus i
g AP I0E 4

5.5.2.4. Fogalomrealizalasi feladatok

1. Egy taptalajon nevelt sejtkultira teriilete oranként meghiromszorozodik. A
megfigyelés kezdetén a sejtkultira 1 cm? teriilet nagysagi volt. Fejezziik ki
logaritmussal azt az idémennyiséget, amely sziikséges

9 cm? 10cm?, 20 cm?, 27 cm?

tertilet lefedéséhez.
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2. Irja 4t logaritmusra!

3° =9

7% =49

3. Irja at hatvany alakba a kovetkezd egyenleteket!
log, 27 =3
log,16=2
log,4=1
log:1=0
Ig1000 =3

1
log, — =-2
9416

1
log, —=-1
922

4. Hatarozza meg X értékét!

log, 36="2 Iogx4:% Iogx8:g log,10° =-3
log,x=4 log, x=-5 log, x=0,5 log, x=-2

1 3
lgx=3 lgx=-3 lgx == lgx=—
g g g > g >

72.



Toth Eva: Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény tanitsa

5.5.2.5. Beagyazasa fogalomhierarchiaba

A megadott egyenleteket irja fel hatvany- gyok- és logaritmus formaban is!*
Hatvany Gyok Logaritmus
2°=8 8 =2 log,8=3
10°=1000 e

log. 625 =4

5.5.2.6. Definiciéo kovetkezményeinek levonasa

log,a=1, hiszen a' =a
log,1=0, hiszen a° =1
log, a* =X, hiszen a* =a”*

a°%* = x, mert tudjuk, hogy log, x azt a kitevt jelenti, amelyre a-t emelve éppen

x-et kapjuk.

Feladatok

frjuk fel logaritmussal a kovetkezoket!

- A megfigyelés kezdetekor a tengeri barna alga 1 méter hosszi. Hosszat

hetente megduplézza.

% Domel Andras — Dr. Marosvéri Péter — Mezei Jozsef — Nagyné Szokol Agnes — Szasz Antonia - Székely
Péter — Dr. Szabadi L4szl6 — Dr. Vancsé Odon: Matematika 11. osztalyosok szdmara, Miiszaki Konyvkiado,

Budapest, 2004, 95. oldal
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- A kezdetben 1 méteres tengeri barna alga mennyi id0 mulva lesz 2 méter

hosszt, ha hetente megdupldzza a hosszat?
- Haazalga 1 hét alatt kétszeresére nd, akkor hanyszorosara né 4 hét alatt?

- Ha a tengeri barna alga hetente megduplazza a hosszat, akkor a kezdetben 1
méteres alga mennyi id6 mulva lesz 3 m hossz(? Logaritmussal kifejezve

mennyi X értéke?

2* =3
5.5.2.7. Alkalmazasi feladatok

1. Egy oldat pH értéke az oxoniumion-koncentracid 10-es alapu logaritmusanak
(-1)-szerese.

a) A fenti meghatarozas szerint mennyi annak az oldatnak a pH értéke,
amelyben az ox6niumion-koncentracié 10~ mol/dm??

b) Imi szerint ez is lehetne a definicio: Egy oldat pH értéke az oxdéniumion-
koncentracio reciprokanak 10-es alapt logaritmuséaval egyenld.” Dontse
el, hogy igaza van-e Iminek!

c) Luagos kozeg pH-ja 13. Mekkora az oldatban az oxdoniumion-

koncentracio?*®

Megoldés:
a) pH=—Ig|H,0"|=-1g10°=-(-3)=3

b) Imi szerint a definicié: pH = Ig [H:LT] = Ig[H 30*]71 = —Ig[H3O+]
3

Igaza van Iminek.

¢) pH=13= —Ig[H,0"]

!> Hortobagyi Istvan — Marosvari Péter — Palmay Lorant — Pésfai Péter — Siposs Andras — Vancso Odon:
Egységes érettségi feladatgyiijtemény — Matematika I., Konsept-H Ko6nyvkiadd, Piliscsaba, 2003, 69. oldal
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-13 = Ig|H,0" |
g 10 = 1g|H,0" |
102 = [H,0"|

Tehat az oxéniumion-koncentracio 10™* mol/dm?.

2. 150 ezer Ft-ot évi 20%-0s kamatos kamatra betesziink a takarékba.
a) Hany forintunk lesz 13 év mulva?

b) Hany év mulva lenne kétmillio Ft a betétiink névértéke?™

Megoldas:
a) 150000 1,213 =1 604 898

Tehat 13 év mulva 1 604 898 forintunk lesz.

b) 2000 000 = 150 000 " 1,2*
13,33 =1,2*
913,33 = Ig1,2*
913,33 = x ' Ig1,2

‘o Ig13,33 —1421
91,2

Tehat 14 év mulva lenne kétmillid forint a betétiink névértéke.

3.  Egyerd6 fadllomanya a tapasztalat szerint évente 3,8%-kal nd.
a) Héany ¢év alatt fog a faallomany megkétszerezddni, illetve
megharomszorozddni?
b) Jelenleg a fadllomany 7200 m®. azt tervezik, hogy a kévetkezd harom
évben 2000 m* fat kivagnak. Mikorra lesz Gijra annyi fa az erdében, mint

jelenleg?

16 Hortobagyi Istvan — Marosvéri Péter — Palmay Lorant — Posfai Péter — Siposs Andras — Vancsd Odén:
Egységes érettségi feladatgyiijtemény — Matematika I., Konsept-H Ko6nyvkiadd, Piliscsaba, 2003, 69. oldal

75.



Toth Eva: Az exponencialis és a logaritmus fiiggvény tanitsa

Megoldas:
a) 2=1,038"
lg2=1g 1,038
lg2=x1g1,038
x=_192 _1g59
Ig1,038

b)

Tehat koriilbeliil 19 év mulva kétszerezodik meg a faallomany.

3=1,038"
lg 3=1g 1,038
lg3=x1g 1,038

x=—193 5946
lg1,038

Tehat kortilbeliil 29 év mulva hdromszorozodik meg a faallomany.

A harmadik év végén 7200 - 1,038° = 8052 m® fa lesz, ebbdl 2000 m®-t
kivagnak, igy 6052 m® fa lesz.

Ezutan mér nem vagnak ki fat.

7200 = 6052 - 1,038"

1,19 =1,038"

lg 1,19 =g 1,038

lg 1,19 =x1g 1,038

‘= 19119 _
Ig1,038

Tehat a nyolcadik évben lesz az erd6 fadllomanya ugyanannyi.
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5.5.3. A LOGARITMUSFUGGVENY

5.5.3.1. Bevezeto, motivalo feladat

A tengeri barna alga hetente megduplazza a hosszat. Az aldbbi grafikon a barna alga

novekedését abrazolja 1 m-rdl kiindulva.

Hossz (m)

D

=y
C

[« )

-4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5
Idé (hét)

A kezdetben 1 méteres barna alga mennyi idé mulva lesz

- 2 méteres
- 4 méteres

- 10 méteres
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16 méteres
20 méteres

30 méteres

?

A grafikon alapjan becsiiljiikk meg ¢és toltsiik ki a tablazatot!

Hossz (m) 4 10 16 20 30
1d6 (hét)
Mikor volt a tengeri barna alga hossza
1 1 1
— méter, — méter, — méter?
2 4 8
Egészitsiik ki a tdblazatot!
1 1 1
Hossz (m) - — > 2 4 10 16 20 30
1dé6 (hét)

Adjunk matematikai modellt a folyamat leirasara!

Abrazoljuk az eltelt id6t a barna alga hosszanak fiiggvényében!

Milyen fiiggvénnyel jellemezhetjiik a folyamatot?

Jellemezziik a fliggvényt!
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5.5.3.2. Fogalom definialidsa, tobbféle definicio

- AzfiR" > R, f(x)=log,x (0 <aésa=l) fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek

nevezzuk.

- AzfR" 5> R, x>log,x (0 <aésa= 1) fliggvényt logaritmusfiiggvénynek

nevezziik.
- Az R" »> R, f(X)=log,x (0 < aés a = 1) fliggvény a g0 R - R,

X) = a” exponencialis fiiggvény inverze.
p ggveny

Feladatok

A kovetkezo definiciok koziil melyik a helyes? Javitsa ki, amelyik nem helyes!

- Azf.R" > R, f(x)=log,x (0 <aésa=l) fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek

nevezzik.

- Azf:R" >R, x> log, x fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek nevezziik.

- Az f(x)=log, x (0 <aésa=1)figgvény a g(x)=a"exponencialis fiiggvény

inverze.

5.5.3.3. Fogalomazonositasi feladatok

1. Valassza ki a logaritmus fiiggvényeket!

f(x)=Igx

g(x) =In(x+6)

h(x) = 2*
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i(x)=x°

2

j(x) =5log, x
K(X)=7x+2

I(X) — 6|0g6 X

Az alabbi kapcsolatok koziil valassza ki azokat, amelyeket logaritmus fliggvény ir

le!

- Négyzet oldala és teriilete.

- Evi 10%-0s kamatra betesziink 20 000 forintot az OTP-be. Id6 és a
kamatokkal megnovelt 6sszeg kapcsolata.

- Afrika lakossaga évente atlagosan 3%-kal nd. Id6 és a lakossdg szama
kozotti kapcesolat.

- Auto fékezése esetén a megtett Ut és id6 kapcsolata. (allando gyorsulast
feltételeziink)

- A radioaktiv izotop felbomlasa.

Az aldbbi grafikonok koziil valassza ki azokat, amelyek logaritmus fliggvény

grafikonja lehetnek!
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5.5.3.4. Fogalomrealizalasi feladatok

1. Adjon meg egy logaritmus fliggvényt

- szoveggel
- grafikonnal
- szimbolikusan

- tablazattal!
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2. Toltse ki a kovetkezo tablazatot!

Szévegesen

Grafikonnal

Szimbolikusan

Tablazattal

A tavirozsa a
megfigyelés kezdetekor
1 m? vizfeliiletet fed le.
Havonta megduplazodik

a lefedett teriilet.
Vizsgaljuk a lefedett
teriilet és az id6

kapcsolatat.

/12345678910111213141151517

fR" >R
f(x) =log, x

Hossz

(m)

N

1dé
(hét)
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3. Azf:R" > R fiiggvénynek csak néhany értékét ismerjiik. Lehetséges-e, hogy f egy
f (x) =log, balaku logaritmus fiiggvény? Valaszat indokolja! Ha ilyen alaku a

fliggvény, adja meg a hozzarendelési szabalyat!

a) f(2)=1; £(0,25) = -1; f(8)=3
b) f(0,1)=-1; £(0,3) = 0; f(3)=2
) f(1)=0; f(2)=1; f(10) = 3

4. Istvanaz X+>log, x x> 0 fliggvény grafikonjat akarta felvazolni, de ez nem
2

sikertilt neki, tobb hibat is elkovetett (a hibas vazlat lathatd a mellékelt abran).

Dontse el, hogy melyik igaz az alabbi allitdsok kozil!

A) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fliggvény szigoruan
monoton csokkend.

B) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fiiggvény 2-hoz —2-t

rendel.

C) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fliggvény zérushelye 1.

5.5.3.5. Beagyazasa fogalomhierarchiiaba

1. Venn diagram segitségével dbrazolja a hozzarendelések, fliggvények, exponencialis

fliggvények, logaritmus fliggvények kapcsolatat!

2. Venn diagram segitségével &brazolja a monoton, szigoruian monoton, az

exponencialis €s a logaritmus fliggvények kapcsolatat!
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3. Abrazolja kozos koordinatarendszerben a kéovetkezd fliggvényeket, és jellemezze

Oket!
f:R" >R, f(X)=log,x és g:R—> R, g(x)=2*
Milyen kapcsolat van a két fliggvény kozott?

4. Parositsa ossze a kovetkez6 fogalmakat! {rjon mindegyikre 1-1 példat! Fogalmazza

meg, hogy milyen kapcsolat van kdzottiik!
Hatvanyozas
Négyzetre emelés
Gyokfiiggvény
Négyzetgyokvonas
Hatvanyfiiggvény
Exponencialis fliggvény
Gyokvonas

Logaritmusfliggvény

5.5.3.6. Definicié kovetkezményeinek levonasa

- Azf:R" > R, x> log, xfiiggvény szigorian monoton ndvekvo, ha a> 1.
- Azf:R" > R, x> log, xfiiggvény szigortian monoton csékkend, ha 0 <a < 1.

- Két azonos alapu logaritmus egyenldségébdl kovetkezik, hogy a kifejezések,
melyeknek a logaritmusat  vettik, maguk is egyenldk, azaz ha

log,b=Ilog,c<b=c,ahola>0,a=1,b>0,c>0.
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Feladatok

1. Egy baktériumtenyészet egyedszamanak (N) novekedését az N =120- 2> képlettel

irhatjuk le, ahol t az eltelt 6rdk szama.
a) Hany egyedbdl allt a tenyészet a kisérlet kezdetekor?
b) Hany 6ra mulva lesz az egyedek szama 4807
€) Mikor volt az egyedek szama 30?
d) Hany ora alatt duplazodik meg a baktériumok szama?

e) Koriilbeliil hany ora alatt tizszerez6dik meg a baktériumok szama?

Valtoztassuk meg a képletet tigy, hogy a baktériumok szdma oranként a felére

csokkenjen, és valaszoljunk a kovetkezd kérdésekre!
f) Hany egyedbdl allt a tenyészet a kisérlet kezdetekor?
g) Mikor volt az egyedek szama 4807
h) Mikor lesz az egyedek szama 30?
i) Hany ora alatt felez6dik meg a baktériumok szama?

J) Koriilbeliil hany ora alatt lesz tizedannyi a baktériumok szama?

2. Fejezziik ki logaritmussal az el6z6 feladatban szerepld két egyenletbdl az eltelt

1dét!

3. Abrazoljuk a két fiiggvény grafikonjat derékszogii koordinata-rendszerben és

jellemezziik dket!
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5.5.3.7. Alkalmazasi feladatok

1. A Fold népessége 1995-ben mintegy 5,7 milliard {6 volt.
a) A népesség egyes becslések szerint ebben az idészakban mar csak évi 1,2%-
kal nétt. Ha ezt a novekedési ratat allandonak tekintjiik, mikorra érné el a
népesség a 10 milliardot?
b) Mas becslések szerint 2020-ra a népesség eléri a 7,9 milliardot. Mas
eredményt ad-e ez a becslés, mint az el6z6? Ha igen, e szerint mikorra érné

el a népesség a 10 milliardot?"’

Megoldés:

a) 10=57" 1,012
1,754 = 1,012"
Ig 1,754 = Ig 1,012"
Ig 1,754 = x " 1g 1,012

L 191754
Ig1,012

=4712
Tehat a népesség 47 év mulva érné el a 10 milliardot, ha a novekedési ratat

allandonak tekintjiik.

b) 1995-t61 2020-ig 25 év telt el. Kiszamoljuk, hogy évi hany szazalékkal n6 a

népesség az adott iddszakban.

79=57x*
1,386 = x*°
1,386 = x*°
x=1,013

17 Domel Andras — Dr. Marosvari Péter — Mezei Jozsef — Nagyné Szokol Agnes — Szasz Antonia - Székely
Péter — Dr. Szabadi Laszl6 — Dr. Vancsé Odon: Matematika 11. osztalyosok szamara, Miiszaki Konyvkiado,
Budapest, 2004, 103. oldal
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Ez évi 1,3%-0s novekedést jelent, tehat mas eredményt ad, mint az el6z6

becslés.
10=5,7 1,013"
1,754 = 1,013*

Ig 1,754 =1g 1,013*
Ig 1,754 = x " 1g 1,013

‘- lg1,754
191,013

43,52

Tehat 44 év mulva érné el a népesség a 10 milliardot, ha évente 1,3%-kal

novekszik a népesség.

2. Egy szigeten egy ragcsalo-populacié 6561 egyedbdl all. Tudjuk, hogy ez a ragcsalo
fajta évente 2 alkalommal szaporodik. Minden egyes szaporodasi iddszak végén az
allomény létszama 1,5-szeresére nd. Hany évvel ezeldtt telepedett meg a szigeten

ez a kis ragesalo, ha kezdetben a populacié 256 egyedbdl allt2*

Megoldas:

6561 = 256 * 1,5"

25,63 =1,5"

Ig 25,63 =1g 1,5

lg25,63=x"1g15

‘o Ig 25,63 _3
lgl5

Tehat a ragesald 8 alkalommal szaporodott, ami azt jelenti, hogy 4 évvel ezel6tt

telepedett meg a szigeten.

3. A Fold kiilonboz6 ndvényzetli dvezeteit vizsgalva a kutatok arra jutottak, hogy az

éves csapadékmennyiség €s a termelddott ) hajtasok kozott a IgT =0,8-1gC +1,2

'8 Hortobagyi Istvan — Marosvari Péter — Palmay Lorant — Posfai Péter — Siposs Andras — Vancso Odon:
Egységes érettségi feladatgyiijtemény — Matematika I1., Konsept-H Konyvkiado, Piliscsaba, 2003, 313. oldal
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tapasztalati Osszefliggés allithatdo fel, ahol T a termékenység (szarazanyag-
tartalomra szamitva, g/m?%/év egységben), C pedig az éves csapadékmennyiség, cm-
ben. Kb. mekkora termékenységiick az évi 1 m-es csapadékti 6vezetek (pl. a

mérsékelt égovi flives te:riile:tek)?lg

Megoldas:

1 m=100cm
IgT =08-lgC+1,2=0,8-19g100+1,2=0,8 ' 2+1,2=2,8

Tehat kb. 2,8 g/m%/év termékenységlick az évi 1m-es csapadéka dvezetek.

19 Hortobagyi Istvan — Marosvéri Péter — Palmay Lorant — Posfai Péter — Siposs Andras — Vancsd Odén:
Egységes érettségi feladatgyiijtemény — Matematika I1., Konsept-H Konyvkiado, Piliscsaba, 2003, 328. oldal
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5.5.4. A LOGARITMUS AZONOSSAGAI

5.5.4.1. Bevezeto, motivalo feladat

log, b+log, c=1log, b-C azonossag

1. Atengeri barna alga hetente megduplazza a hosszat.
- 2 hét, illetve 3 hét alatt hanyszorosara n6 a hossza?

- Hanyszorosara n6 5 hét, azaz 2 + 3 hét mulva?

log,4+log,8=1og, 4-8=1log, 32

2. A tengeri barna alga hetente megduplézza a hosszat.

- Héany hét mulva lesz négyszerese, illetve nyolcszorosa a kezdeti

hosszanak?

- Hany hét mulva lesz 32-szerese, azaz 4 * 8-szorosa a kezdeti hosszanak?

log,32=1log,4-8=1log,4+log,8

3. Magyarazzuk meg, miért teljesiil!
- log,3+1=log, 6
- log,7+1=log,14

- log,6+log,2=1log,12
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b
log, b—log, c =log, c azonossag

1. Magyarazzuk meg, miért teljesiil!
log,10-1=1log, 5
- log,12-1=1log, 6

log,14—-log,2=1log, 7

2. A tengeri barna alga hetente megduplazza a hosszat.
- 2 hét, illetve 7 hét alatt hanyszorosara n6 a hossza?

- Hényszorosara n6 5 hét, azaz 7 - 2 hét mulva?

log,128—log, 4 = Iogz% =log, 32

3. A tengeri barna alga hetente megdupldzza a hosszat.

- Hany hét mulva lesz négyszerese, illetve 128-szorosa a kezdeti

hosszanak?

- Hany hét mulva lesz 32-szerese, azaz % -szerese kezdeti hosszanak?
log, 32 =log, % =log,128-1log, 4

K
log, X" =k-log, X azonossag
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A tengeri barna alga hetente megdupldzza a hosszat.
- Hény hét mulva lesz a hossza 2 m, 4 m, 8 m, 16 m, 32 m?

- Hanyszorosara n6 5 hét alatt?

log, 2° =5-log, 2

A tengeri barna alga hossza 2 hét alatt a négyszeresére nd.
- Hanyszorosara n6 4 hét, 6 hét, 8 hét, 10 hét alatt?

- Hényszorosara n6 24 hét alatt?

12-log, 4 = log, 4*

A tengeri barna alga hossza 2 hét alatt a négyszeresére nd.
- Hany hét mulva n6 8-szorosara, 16-szorosara, 64-szorosara?

- Hany hét mtlva nd 412_szeresére?

log, 4> =12-log, 4

log, b= log.b

log. a tétel, attérés mas alapra

A tengeri barna alga hetente megdupldzza a hosszat.

- Hany hét alatt lesz 64 m a hossza, ha kezdetben 1m hossz?

- Hény hét alatt lenne 64 m hosszu, ha hetente négyszeresére none?
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log, 64 log, 64 _3

log, 64 =
9 2 log, 4

- Hany hét alatt lenne 64 m hosszu, ha hetente nyolcszorosara néne?

_log, 64 log, 64_2
3 log, 8

log, 64

5.5.4.2. Tétel megfogalmazasa

Az eldz6 feladatok segitségével fogalmazzuk meg a logaritmus azonossagaira

vonatkozo tételeket.

1. log,4-8=1log,4+log,8
log, x-y=Ilog, x+log, y,aholx,y>0;a>0;a=1

Szovegesen: Szorzat logaritmusa megegyezik a tényezok logaritmusanak

Osszegével.

2. Iog?_% =log,128-log, 4

Iogaﬁzlogax—logay,ahol x,y>0;a>0;a=1
y

Szovegesen: Tort logaritmusa a szamlald €és a nevezd logaritmusanak

kiilonbsége.

3. log,4" =12-log, 4
log, x“ =k-log, x,ahol x>0;a>0;a=1;keR

Szovegesen: Hatvany logaritmusa az alap logaritmusanak és a kitevOnek a

szorzata.
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4. Iog464zlog—264
log, 4
log, b= Iogcb,ahol a,b,c>0;a=1;c=1.

log, a

Szovegesen: Tetszéleges b > 0 szam a > 0 és a # 1 alapu logaritmusa

atirhat6 tetsz6leges ¢ alapu logaritmussa (C >0 és ¢ = 1)

5.5.4.3. Kapcsolat mas tételekkel

Mivel a logaritmus kitevdt jelol, ezért a hatvanyozds azonossdgaival hozhato

kapcsolatba, ahogy ezt a tételek bizonyitasanal fel is fogunk hasznalni.

a*-a’=a""
X

a_ =a*Y

ay

@)’ =a"

A bizonyitds megkezdése eldtt atismételjiik ezeket és megnézziik mi a kapcsolat a
hatvanyozas azonossagai, illetve a logaritmus azonossagai kozott, melyikkel
hogyan lehet szamolni. A feladat a Hajdu-féle matematika tankonyvben szerepel a
logaritmus azonossagai el6tt. Parhuzamosan egymds mellett szdmol a 10
hatvanyaival, illetve logaritmussal nagyon szemléletesen. A feladat Gtletet nytjthat

a logaritmus azonossagainak bizonyitasahoz.
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Feladat®:

Az 6ceéan valamely térségében 48,5 mg alga képzddott, amelynek tdmege naponta
3,6-szeresére nd. Valtozatlan ndvekedési iitemet feltételezve 180 nap mulva

hanyszorosa lenne az algak tomege a Fold tomegének?
A Fold toémege mintegy: 5,97 -10*° mg.
Az algatdmeg valtozasa: 48,5-3,6'%

48,5-3,6'

A keresett arany: k =
Y- 2= 59710

A 3,6"° érték kiszamitasanal a szamologép hibat jelez. Az irasbeli miiveletek
algoritmusat alkalmazva kicsit koriilményes lenne a miveletek elvégzése.
Célszertien alkalmazhatjuk viszont a 10 hatvanyairdl és a 10-es alapu logaritmusrol

tanultakat.

% Dr.Czeglédy Istvan — Dr. Hajdu Sandor — Hajdu Sandor Zoltin — Dr. Kovacs Andras: Matematika
Ko6zépiskola 11. osztaly, Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 2008, 38. oldal
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A 10 hatvanyaival szamolva

A logaritmusokkal szamolva

Ha a szamokat 10 hatvanyaként irjuk fel,

akkor alkalmazhatjuk a hatvanyozas
azonossagait. Hatvanyt ugy hatvanyozunk,

hogy az alapot a kitevok szorzatara emeljiik.
3 6180 — (10|g3,6)180 — 10180|g3,6

Egyenld alapu hatvanyokat ugy
szorozhatunk 0Ossze, hogy az alapot a

kitevOk 0sszegére emeljiik.

485.3,6%° =10'9485 .10'80036 —

1g48,5+1801g3,6
—1Q's 48518019

Egyenld alapi hatvanyokat tigy oszthatunk
el egymassal, hogy az alapot az osztando és

az oszt6 kitevdjének kiillonbségére emeljiik.

K 485.3,6'% 10'948.5+1801g3,6
N 5,97.1030 - 1030+195.97

10'9% — 1(09485+1801g3,6)~(30+1g5,97)

A bal oldali hasabban végrehajtott
szamitasok esetén elegendd csak a kitevoket
kifrnunk. fgy a hatvanyozis azonossagait
atfogalmazhatjuk a logaritmusokkal végzett

muveletekre.

A hatvany logaritmusat megkapjuk, ha az

alap logaritmusat szorozzuk a kitevivel.
Ig(3,6'%°) =180-19 3,6 ~180- 0,556

A szorzat logaritmusa egyenld a tényezok

logaritmuséanak dsszegével.

g(48,5-3,6'%°) = Ig 48,5+180-1g3,6 ~
~1,686+180-0,556

A hanyados logaritmusa egyenld az
osztandd6 ¢és az osztd logaritmusanak
kiilonbségével.
gk =lg| 485367 _

5,97 -10%

= (Ig48,5+180-1g3,6) — (30 +1g5,97)

A hatvanyalapok ¢és a kitevok megegyeznek, ezért a kitevoknek is meg kell egyezniiik.

Igk = (Ig48,5+180-1g3,6) — (30 + I 5,97)

Igk ~ (1686 +180-0,556) — (30 +0,776)

lgk ~ 70,99 ~ 71

k~10™
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5.5.4.4. Bizonyitas

1. Tétel:

log, x-y=Ilog, x+log, y,aholx,y>0;a>0;a=1

Szovegesen: Szorzat logaritmusa megegyezik a tényezOk logaritmusanak
Osszegével.

Bizonyitas:

Az eldz6 példa alapjan haszndljuk a logaritmus tulajdonséagait és a hatvdnyozas mar

ismert azonossagait. frjuk fel x-et, y-t és x * y-ot a hatvanyaként.

X = aIogax
X-y = aloga Xy

Felhasznaljuk a hatvanyok szorzatara vonatkozo Osszefiiggést:

X - y — aIogax . a.Iogay — a‘Ioga x+log, y

Ebbdl kovetkezik.

aIoga Xy _ aIoga x+log, y

Az exponencialis fliggvénykolcsonds egyértelmiisége miatt a kitevok egyenlok:

log, x-y=Ilog, x+log, y
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2. Tétel:

Iogaizlogax—logay,ahol Xx,y>0;a>0;a=1
y

Szovegesen: Tort logaritmusa a szdmlalo és a nevezd logaritmusédnak kiilonbsége.
Bizonyitas:

A bizonyitas menete ugyanaz, mint a szorzas logaritmusanak bizonyitasa. rjuk fel

X
x-et, y-t és — -t a hatvanyaként.
y

X = aIogax
y = q'°% Y
X IOgai
—=a /7
y

Felhasznaljuk a hatvanyok osztdsara vonatkozd Osszefiiggést:

— — IOga X_IOga y

y ak’ga y

X aIoga X

Ebbdl kovetkezik:

X
log,—
a : y — aIOQa X_IOQa y

Az exponencialis fliggvénykolcsonds egyértelmiisége miatt a kitevok egyenlok:

Ioga§: Ioga X_Ioga y
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3. Tétel:
log, x“ =k-log, x, ahol x>0;a>0;a=1;k e R

Szovegesen: Hatvany logaritmusa az alap logaritmusanak és a kitevonek a szorzata.
Bizonyitas:

Most is a hatvanyozas azonossagait fogjuk felhasznélni a bizonyitashoz. {rjuk fel x-

et és X’-t a hatvanyaként!
X = a-Ioga X

k log, X

X =a

A hatvanyozas azonossagait felhaszndlva:

Xk — (aloga X )k — a‘k-logax
Ebbdl kovetkezik:

k
aIoga X ak~|oga X
Az exponencialis fliggvény kdlcsonds egyértelmiisége miatt a kitevok egyenlok:

log, x =k-log, x
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4. Tétel:

log, b

,ahola,b,c>0;a=1;c=1.
log, a

log, b=

Bizonyitas:

frjuk fel b-t a hatvanyaként!

b= aIogab

Induljunk ki log, b-bél, helyettesitsik be b helyére 2% ¢ & hasznaljuk a

hatvany logaritmusara vonatkozé szabalyt!

log. b =log, a°*°=log,b-log, a

Ebbdl kapjuk:

log b = log, b
log, a

5.5.4.5. Alkalmazasi feladatok
1. Egy taptalajon nevelt élesztdgomba havonta megharomszorozza a tomegeét.

a) Hany honap alatt lesz 729 kg a tomege, ha kezdetben 1 kg?

b) Hany honap alatt lenne 729 kg, ha havonta 9-szeresére néne a tomege?

Megoldas:

a) 109,729 =6, tehat 6 honap milva lesz 729 kg a tomege.

b) log, 729 = 3, tehat 3 honap alatt lenne 729 kg a tomege.
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A logaritmus azonossagaival megoldva:

log, 729 _ 6 _3
log,9 2

2. Egy baktériumtenyészetben a baktériumok egyedszama 10 000. Szadmuk o6ranként
megnégyszerezodik. Egy masik tenyészetben csak 5000 baktérium van, viszont
szémuk oranként 6tszordsére nd. Melyik tenyészetben lesz tobb baktérium 10 hét

mulva? Hanyszor tobb?

Megoldas:

10 hét = 1680 o6ra

Az egyik tenyészetben:
10 000 - 41°%

Szamologéppel nem tudjuk kiszdmolni az eredményt.
A masik tenyészetben:
5000 - 51680

A szamologép erre se ad eredményt.

Becslések alapjan a masodik tenyészetben lesz tobb baktérium, mivel ott nagyobb

szamot hatvanyozunk.

A keresett arany:

1680
. _ 5000-5

= 1000045 = 05125
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lgk =19(0,5-1,25"°%)

lgk =1g0,5+191,25"°* =1g0,5+1680- 191,25 =

=-0,301+1680-0,09691 =162,51

k — 10163

0163

Tehat a masodik tenyészetben lesz tobb baktérium, 107°°-szor tobb mint az

els6ben.
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Osszegzés

Szakdolgozatomban igyekeztem bemutatni a realisztikus matematika oktatas elényeit,
fontossagat. A tankonyvek egy része megprobalja kovetni ezt a szemléletet, de sajnos van
olyan tankonyv is, amelyikben szinte egyaltalan nem szerepelnek ilyen jellegli feladatok,
hidnyoznak az olyan jellegli feladatok, amelyek a fogalmak azonositdsara, a fogalom
realizélasara szolgalnak.

A 2005-ben bevezetett 1j tipusu érettségi vizsgakban szép szammal vannak a
hétkoznapi €letbdl vett, életszerti, alkalmazasi példak. Sajnos nem mindegyik tankdnyv
késziti fel megfeleléen a didkokat arra, hogy gordiilékenyen meg tudjak oldani az ilyen
tipusu feladatokat.

A nehezebb fogalmaknal, mint példaul a logaritmus, sokat segithet a didkoknak a
megértéshez a kézzel foghatd, valosagbol vett példa, és a megfelelden felépitett tanitasi

folyamat.
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