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1. Bevezetés

”Benoit Mandelbrot: A felhdk nem gombok, a hegyek nem kupok, a ten-
gerpart vonala nem koriv, a fa kérge mem sima, és a villim nem egyenes

vonalban halad.”

Az elmélet természettudomany hagyomanyos modelljei az olyan objek-
tumok, mint a gorbék és a feliiletek. A kalkulus alkalmazhatdsaga érdekében
altalaban simasagot feltételeziink roluk, ami azt jelenti, hogy elég nagy
léptékkel mérve laposnak tiinnek. A fold példaul durva kozelitéssel gomb
alakl, mi foldlakék viszont laposnak érzékeljiik, mert nem latszik beldle elég
ahhoz, hogy a nagyon gyenge gorbiiletet észrevegyiik. A brit tengerpart,
és a tiidofeliilet azonban még egy erds mikroszkop alatt sem mutatkozik
laposnak.  Gytirottek maradnak. A természet bévelkedik az ilyen ob-
jektumokban, amelyek sok nagyitasi skalan is részletesen strukturaltak,
azonban a természettudosok, és a matematikusok csak nemrég vették észre,
hogy ezzel a témakorrel érdemes onmagaért foglalkozni. Ennek eredménye
egy ujfajta geometriai alakzat, a fraktal lett. A latin ”torni” igébol
szarmazo6 kifejezést Benoit Mandelbrot, a New York allambeli Wattson
IBM-kozpont kutatéja vezette be. Elsosorban Mandelbrot érdeme, hogy
sikeriilt a fraktalt, mint olyan ujfajta matematikai objektumot megho-
nositani, amely kivaléoan alkalmas azoknak a természeti jelenségeknek a

modellezésére, amelyek tobb skélan vizsgalva is szabélytalansagot mutatnak.

Azt szoktuk mondani, hogy haromdimenziés térben éliink (hosszisag,
szélesség, magassdg), a sik dimenzibja 2, az egyenesé 1, a ponté 0. A
matematikusok tetszoleges egész szamhoz csindltak olyan teret, amelynek
éppen annyi a dimenzidja. Kideriil, hogy a fraktalokhoz értelmes mdédon
hozzarendelheté dimenzidk nem egész szamok lesznek. Ezek a dimenzidk
tetszoleges, akar negativ, de még irracionalis szamok is lehetnek. Ez a
kiilonos tulajdonsag egészen alapvetd, és azt tiikrozi, hogyan viselkedik a
fraktal a 1épték megvaltozasakor. Az ilyen alakzatoknak a puszta léte ha-

talmas mennyiségti 1j fizikai és matematikai kérdést vet fel azaltal, hogy
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eltereli figyelmiinket a simasag irdnti klasszikus ragaszkodastél. A mnilt
szazadforduld tdjékan sorra jelentek meg a kiilonb6z6 matematikusok &ltal
konstrualt rendkiviil ”szabalytalan” gorbék, feliiletek, melyeket a klasszi-
kus analizis korlatait demonstralé ”patologikus” objektumoknak tekintettek.
Olyan ellenpéldakrol volt szd, amelyek emlékezetiinkbe vésték, hogy a ma-
tematika rondasdg-alkotd képessége hatartalan. Gorbék, amelyek egy teljes
négyzetet kitoltenek; amelyek onmagukat minden pontban atmetszik; ame-
lyek véges teriiletet fognak kozre, de végtelen hossziak, vagy amelyeknek
egyaltalan nincs hosszuk. Weierstrass 1872-ben a Berlini Akadémian tartott
el6adasan olyan fiiggvényeket mutatott be, amelyek mindentitt folytonosak,
de sehol sem differencialhaték. A Weierstrass fiiggvény grafjaban nincsenek
szakadasok, de annyira szabalytalan, hogy egyetlen pontban sincs érintéje.

Ezt stindiszno6 fiiggvénynek szoktdk nevezni, mert a grafikonja csupa tiiske:
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A korszak legtobb matematikusa elfogadta, hogy ezek a kiilonos halmazok
valoban megmutattak, a klasszikus analizis alkalmazhatésaganak hatérait.
Ugyanakkor teljesen természetes volt szamukra, hogy tovabbra is eze-
ken a hatarokon beliil dolgozzanak, és csak kevesen érezték, hogy a ”pato-
logikus” eseteket érdemes lenne énmagukért tanulményozni. Ezeket mes-
terséges objektumoknak tekintették, és valdszintitlennek tartottak, hogy a
tudomanyban, vagy a matematikaban fontos szerepiik lehetne. Poincaré ”a
szornyuségek panoptikuma’-nak nevezte 6ket. Az igazsaghoz hozzatartozik,
hogy az ilyen 1j halmazok minden kiilonosebb cél nélkiil torténé indokolat-
lan tulburjanzasa, csak hasztalan tornamutatvanynak tiinik. Ert6 rélatasban
viszont észre kell venniink, hogy hogyan kezd a matematika meghirkézni a

fraktalok szerkezetével.
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2. Dimenzié a matematikatorténetben

Dimenzié: latin sz, jelentése: méret, kiterjedés. A testek harom dimenzidja:
hosszisag, szélesség, magassag.

A dimenzié témaja mar a gorog kultiura fénykoraban is foglalkoztatta nem
csak a matematikus Ptolemaioszt, Fuklelideszt, hanem a filozéfusokat:

Arisztotetélszt és Platont is.

Ptolemaiosz tanulmanyt is irt ”A dimenzionalitasrél” cimmel, melyben
azt allitotta, hogy nem lehetséges harom dimenzional magasabb dimenzidji
tér, vagyis harom féle kiterjedésnél tobb irdnyban nem terjedhet ki egy test.

Platon szerint a valésag alarca mogott egy dllandé tokéletes vilag huzodik,
az idedk viladga.

Ez a nézet reneszanszat élte a 17. szazadban, amikor a platonista Henry
More, aki el0szor hasznalta a negyedik dimenzié fogalmat. Az ” Ancgiridon
Metaphysicum” cimii miivében (1671) nem a tér kiterjedésének képzelte a ne-
gyedik dimenziot, hanem egy titokzatos helynek, ahol Platon ideai 1éteznek.

A matematikusok koziil el6szor d’ Alembert hasznalta a negyedik dimenzio
elképzelést majdnem 100 évvel késébb, 6 az id6vel azonositotta azt. A dimen-
ziokrél valé gondolkodas nagyot valtozott a matematika egyik legnagyobb
felfedezésével, amelyet Boélyai Janos, Nicolai Lobachevsky, és Karl Fried-
rich Gauss tett egymastol fiiggetleniil, mégpedig hogy Euklidesz 6todik posz-
tuldtuma fiiggetlen, és ha kicseréljiik a komplementerére, akkor is ”értelmes
geometria épithetd”.

Ennek hatdsidra Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) egy
el6adasaban egy ujfajta differencidlgeometria bevezetését javasolta, mely a
tér tetszoleges gorbiiletét is megengedi. Ezekre a felfedezésekre alapozta
kés6bb Einstein is az altalanos Relativitaselméletet,mely leirja a gravitécié
jelenségét.

David Hilbert volt az elso, aki komoly lépést tett a geometria tapasz-
talastol fiiggetlen megalapozasaban , és egy 1j axidmarendszert vezetett be a
geometridban. Hilbert, a Grundlagen der Geometrie (magyarul: A geometria
alapjai) 1899-ben megjelent miivében egy formélis axiémarendszert javasolt

a hagyomanyos euklidészi axiémék helyett.
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Hilberttol fliggetleniil, de vele egyidében egy 19 éves amerikai didk,
Robert Lee Moore is publikalt egy ekvivalens axiémarendszert. A két
axiomarendszer kozott a kiilonbség csak annyi, hogy bizonyos axiémék az
egyik rendszerben tételként vezethetdk le és forditva, bizonyos tételek a masik
rendszerben axiémaként vannak kimondva. Hilbert elgondoldsa a modern
axiomatizaldsi eljards megjelenését jelentette. Az axiémékat nem tekintet-
te magatol értetddo igazsdgoknak. A geometria olyan dolgokkal foglalkozik,
amelyekrol igen erés intuiciénk van, de nem kotelezé hétkoznapi jelentést
hozzarendelni a geometriai fogalmakhoz. Az olyan elemeket, mint amilyen a
pont, egyenes és sik, Hilbert szerint helyettesithetnénk asztalokkal, székekkel,
soroskorsokkal és méas targyakkal is. A koztiik 1évé kapcesolatok allnak a
vizsgalat kozéppontjaban.

Hilbert el6szor felsorolja az alapfogalmakat, melyek kozott a kovetkezd

relacidkat vezeti be:

e illeszkedés (bindris reldcid, egy pont és egy egyenes, egy pont és egy

sik, egy egyenes és egy sik kozott allhat font);
o clvélasztas, két pont kozott lenni (haromvéltozds relacid);
e cgybevdgdsdg (bindris reldcid, szakaszok, ill. szogek kozott)

Az ezutan megadott axidémaék egyetlen rendszerben egyesitik az euklidészi

sikgeometriat és térgeometriat.
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3. A dimenzidorol

3.1. A hagyomanyos dimenzié fogalom

A klasszikus geometridban az idomoknak egész dimenzidja van. A pontnak 0,
a vonalnak 1, egy teriilettel rendelkezé idomnak(pl négyzet) 2, egy térfogattal
rendelkezonek, mint amilyen egy kocka, illetve az Osszes valosadgban 1étezo
testnek hétkoznapi tapasztalataink alapjan 3 dimenzidja van. Az ilyen egész
dimenzidés alakzatokbodl épitjik fol a klasszikus geometriat: haromszogek,

négyzetek, korok, kupok, kockdk, gombok...

e

Egyes targyak dimenziéjat nem-térbeli dimenziéval novelhetjiikk, mint
amilyen az id6, a szin és perspektiva. Példaul egy 2 dimenziés rajz lehet
3-dimenzids megjelenésii. Ennek koszonhetéen vagyunk képesek példaul 3-
dimenzids valdsdgot dbrazolni a 2 dimenziids képernyén. Ettol élethi egy vi-
dedjaték, vagy térhatasu egy mérnoki CAD program, amellyel végigvezetnek
minket egy még meg sem épiilt haz folyosoin. A valésdgot mi is csak 2 dimen-
ziéban érzékeljiik, de 3 dimenzidban észleljiik. A 2 szem kicsit eltéré szoghen
egy-egy 2 dimenzios képet alkot, és az agyunk rakja ossze 3 dimenzids képpé
a 2 dimenzidés képek, eltérései, és élettapasztalatok eredményeként.

Erdekes lenne eljatszani a gondolattal, hogyan latszédna a vilag, ha
valéban 3 dimenziéban latnank. Persze ezt hasonléan nehéz elképzelni, mint
egy 4-dimenziés testet. Mindenesetre valdszintileg nem lehetne élethii képet

festeni 2 dimenziéban, amely a valédi 3-dimenzids latvanyt adné vissza.

10
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A nem-térbeli dimenzidk segitségével lehetséges - persze bizonyos
korlatok kozott - a magasabb dimenzids testek abrézolasa is. Ilyen példaul

a 4-dimenziés kocka, a tesseract.

Ez a test 3 dimenziora vetitve 8 "kocka” unidjanak latszik. Ezek a tes-
seract 3-dimenzids hatarfeliiletei. A kozépso kocka, a 6 db csonka gulanak

latszo kocka, és a nagy kocka. Ezzel analdg alakzatot kapunk, ha a fenti

11
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csonka gulak egyikét vetitjiik 2 dimenzioba az egyik lapjanak a sikjara. Itt
a z alap, és a feddlap négyzetnek fog latszani, az oldallapok pedig ”csonka
héromszogeknek”, és 6 db lesz beloliik, mint a kocka hatérold lapjaibol.
Ugyan a valdésagban nem érzékelhetiink 3 nal tobb dimenzidt, a tu-
domany nagy hasznat veszi a tobb dimenzids tereknek, és matematikai mo-
delleket sokszor ilyen terekben alkotnak, mivel sok konnyebbséget jelent a
szamolasoknal. Rengeteg valds életbeli problémanak a matematikai repre-

zentacidja magasabb dimenziéba vezet minket. Ilyen problémak:

e Egy halézatban 2 pont kozotti legrovidebb 1t megkeresése

e Fizikai részecskék allapotainak reprezentalasa az allapottérben - gyak-

ran tobb mint 10 dimenziéban torténik.

Edwin A. Abbott megprobalja érzékeltetni a magasabb dimenzidt. Itt
idézek egy kis illusztraciét a “Flatland” cimii konyvébol, ahol nagyon
plasztikusan sikeriilt a szerzonek vizualizalni a kiilonb6z6 dimenziok kozotti

mozgasokat.

A vilagunk laposorszag. Nem csupan azért, mert mi igy hivjuk, ha-
nem azért is, hogy a természetét tisztabban lassad, kedves olvasom, akinek
megadatott a térbeni létezés. Képzelj el egy hatalmas papirlapot, amelyen
egyenesek, haromszogek, négyzetek, 6tszogek, hatszogek, és mindenféle més
alakzatok ahelyett, hogy egy helyben allnanak, szabadon mozognak a papir
feliiletén anélkiil, hogy képesek lennének folé emelkedni, vagy ala stillyedni,
hasonléan, mint az drnyékok - csak hatarozott, és fényes széllel -. fgy mar
hatarozott elképzelésed lehet orszagom lakéirol.

Par éve még azt mondtam volna, hogy ”az univerzumomrol”, de immaéar
a tudatom kinyilt a dolgok "magasabb” szemlélésére.

Egy ilyen orszagban egybol raébredsz, hogy nem létezik olyan targy,
amit te "szilard”-nak neveznél a te értelmezésed szerint, de azt hiszem,
feltételeznéd, hogy azért a haromszogeket, négyzeteket, koroket meg tudjuk
kiilonboztetni egymastél. Pedig épp ellenkezdleg: Fogalmunk sincs ezekrol
a dolgokrdl, ugyanis mi, ebben az orszagban semmit nem latunk vonalakon,

szakaszokon, és pontokon kiviil. Hadd demonstraljam neked!

12
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Helyezz egy pénz érmét az asztalra, és tekintsd meg foliilrol! Egy kornek
fog latszani, ha minden igaz. Most kezdjél el a szemeddel az asztal széléhez
kozeliteni, igy helyezheted bele magad laposorszag lakéinak a nézépontjaba.
Ahogy fokozatosan kozelited a szemed, a kor mindinkdabb ovalissa valik,
majd amint az asztal sikjaba érsz, teljes egészében elveszti az ovalissagat,
és csupan egy egyenes szakassza valik, pont olyanna, amilyennek a laposor-
szagiak latjak.

Ugyanez torténne, ha mindezt egy kartonbdl kivagott haromszoggel,
négyszoggel, vagy egyéb alakzattal jatszanad el: Amint az asztal szélére ér

a szemed, csupan egy szakaszt latnal.”

Nehéz elképzelni, hogy ennek az analdgiajara, amennyiben mi egy tesseract-
ot latunk, illetve feltételezziik, hogy a targyak, amiket latunk a valésagban:
a szék, az asztal, a labda, igazabdl legaldbb 4-dimenziés targyak, és 2
egyforma labdanak latszé targy valdjaban lehetséges, hogy egyaltalan nem
hasonléak, csupan a mi 3-dimenziés tapasztaldsunkban tiinik annak.

Ha mar arnyékokrdl beszéltiink, érdekes, hogy lehetséges olyan targyakat
késziteni 3 dimenziéban, melyeket harom kiilonboz6 iranybdl viladgitunk
meg, akkor akar 3 egészen tetszdleges arnyékot kapunk, melyek fiiggetlenek

egymastol.

13
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Erdekes abba is belegondolni, hogy a sikban zartnak tiiné alakzatok, mint

példaul egy kor, ha a sajat dimenzidjabol kozelitenénk meg, akkor a teret 2
kiilon részre osztja, és kiviilr6l nem tudunk a belsejébe jutni. Viszont a
térbdl konnyen rabokiink a sikba rajzolt kor belsejére. Ennek az analogidja
valahogy ugy nézne ki, hogy példaul egy 3-dimenziés labda 4-dimenzidsként
egyaltalan nem lenne zart alakzat, és egy 4-dimenzids szuperlény bele tudna

nyulni a belsejébe anélkiil, hogy kilyukasztana azt.

3.2. Toplogikus dimenzié

Egy tér dimenzidjanak sokféle megfogalmazasa koziil az egyik a topologikus
dimenzié. A mérnkock szemében példaul a "szabadsagi fokok” szama. A

topoldgusoknak pedig

Topologikus dimenzid:

Ha az euklideszi tér feliileteinek megfeleldit tekintjiik magasabb dimenzids

14
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terekben, akkor nevezhetjiik dimenziénak a fiiggetlen paraméterek szamat.

Az analitikus kezelés miatt szokds differencidlhatésagi feltételeket meg-
fogalmazni. Ha példaul feltételezziik, hogy sima sokasagrol van szé, akkor
jelentosen lesziikitjiik a vizsgalhatd sokasagok korét, de kizarjuk a peano
gorbével kapcsolatos problémakhoz hasonlékat is.

A Gomb feliillet példaul 2 dimenziés, mert a "foldrajzi” hosszisdg és
szélesség 2 valtozos koordinatarendszert szolgaltat. Vildgos, hogy ebben az
értelmezésben a dimenzié csak pozitiv egész szam lehet. Poincaré ezt a fo-

galmat tetszoleges topologikus térre a kovetkezéképpen éltalanositotta:
e Az iires halmaz dimenzidja -1

e Ha a tér valamennyi pontja koril a kis kornyezet hatarai n-1 dimen-

ziosak, akkor a tér n dimenzios.

Ez egy induktiv definicié, 0- dimenzios teret a -1 dimenzios tér segitségével
definidlja, majd az 1 dimenzidést a 0- dimenzios révén, és igy tovabb. Az igy
kapott értéket nevezziik topologikus dimenziénak. Természeténél fogva ez
egy topologikus invaridans(topologikus leképezéseknél véltozatlan marad), és
ismét csak pozitiv egész lehet.

A fraktalok jellemzésére a topologikus dimenziéo nem alkalmas, hiszen
példaul a hépehely gorbe topolégiailag a korrel azonos. Ha finomabb
megkiilonboztetést akarunk, akkor a metrikus strukturat is figyelembe kell
venni. Olyan definiciét kell keresni a dimenziéra, amely sokasagokra a
szokésos értéket adja, azonban nem topologikus, hanem metrikus tulaj-

donsagokon alapul. Ez motivéalta a més tipusi dimenzié fogalom bevezetését.

3.3. Dimenzid az iskolaban

Az &ltalanos iskolaban a gyerekek hamar kozel keriilnek a hagyomanyos
vektortér fogalmon alapulé dimenzié fogalomhoz. 5. osztdlyban kezdik
el a sikot felfedezni, megismerkednek a koordinatarendszerrel. A pontok
meghatarozasa ”természetesen” 2 paraméter segitségével torténik ilyenkor,
mely lehet sakktabldhoz hasonlé modon egy betli és egy szam, vagy egész

szamparok, vagy késébb akar valds szamparok is. Altalédban elsiklunk afélétt
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a kérdés folott, hogy miért pont 2 adat sziikséges a sikon vagy gombfeliile-
ten valo tdjékozodashoz. Az ugyan egyértelmiien kideriil, hogy ennyi adat
elégséges, de mar az sem kertl megtargyaldsra, hogy vajon sziikséges-e, azt
pedig nem is érintjiik, hogy min alapul a sziikséges és elégséges mivolta a 2
adatnak. A foldrajzban a foldgombon vald tajékozdédasnal hamar felfedezik,
hogy ugyanazon pontot tobbféleképpen is ki lehet fejezni

Rengeteg gondolkodtatd, fejtoro kérdésre térhetiink ki mar ilyen koran is,
amely nagyban el6segiti a gyerekek analitikus gondolkodédsanak kialakitasat,
fejlesztését. Amennyiben még csak az egész szamparokon értelmezziik a
Descartes koordinatarendszert, fel lehetne vetni, hogy az altalunk hasznalt
2 paraméter még sok is, ha az origdtdl kezdve ”csiga vonalban” 0Osszekotve
a racspontokat, egy torottvonalra fol tudjuk flizni az Osszes altalunk kife-
jezheto pontot a sikon. fgy a pontok meghatarozasahoz elég csupan annyit
tudni, hogy a ”pontfiizériinkon” hanyadik pontrél van szé, ezzel a 2 adatot

egy adatta csokkentettiik.

-3

Ez persze messze tilmutat az altaldnos iskolas tananyagon a halmaz-
elmélet és a szamossagok iranyaba.

Tovabbmenve, amennyiben megengedjiik, hogy valods értékeket is folvehes-
senek az egyes koordinatak, igy a teljes sikot be tudjuk jarni. Jatszhatunk
azzal, hogy a sik tartomanyait bijektiven leképeziink a szdmegyenes eggyes in-
tervallumjaira. Ez csupan annyit jelent persze, hogy a két halmaznak ugyan-

annyi pontja van, semmi tobbet.
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A dimenzi6é fogalméat az iskoldban rengeteg helyen érintjiik. A
stkidomoktél kezdve a testeken, poliédereken keresztiil, egészen a geometriai
transzformaciokig. FEzek a témakorok 1jbol,és ujbdl elokeriilnek az iskolai
gyakorlatban. A megismert geometriai alakzatokon keresztiil sok tapasztala-
tot szerziink a dimenziérdl is, teriilet, térfogat, kertilet.

A geometriai transzformaciok hatdsa a geometriai alakzatokra, vala-
mint a transzformaciok csoportositdsa, és jellemzoi ugyancsak szorosan
kapcsolédnak a dimenzié fogalmahoz. A dimenzié fogalmanak egyik
megkozelitése, amellyel talan szorosan kotodik a vektortérhez, és kimondva

vagy kimondatlanul a gimnaziumban is el6keriil:

Definicié: Egy vektortér dimenzidja a bazisanak az elemszama.

Ehhez a teriilethez tartozik a generatorrendszer, fiiggetlenség és egyéb
fogalmak. Ezen az uton szigorian véve vektorterek és linedris altereik di-
menzidjat hatarozzuk meg.

A dimenzi6é azonban masik oldalrél nem csupan maganak a vektortérnek
a tulajdonsdga, hanem a vektortérben 1évé ponthalmazé, idomé is. Bar
nem teljesen fiiggetlen egymastdl a két értelmezés, lényegesen el kell
kiiloniteniink, hiszen sok halmaz dimenziéjat nem lehet valamely bazis

elemszamaval definidlni.

Az egyes térelemek dimenzié préobajat a Hausdorff-dimenzié segitségével
konnyt elvégezni, mely egyben azt is szemlélteti, hogy az idomok dimenzid
tulajdonsiga a linearis nemelfajuld transzformécidkra invaridns, tehat nem
valtozik a dimenzidjuk ezek hatasara.

Példaként megvizsgaljuk néhany hagyomanyos sikidom és térelem dimen-
ziojat a Hausdorff-dimenzié szamitasi mdodszere alapjan.

A kor dimenzidja:

A kor kertilete:

Tertilete:

17
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Nézziik meg, hogy ha a méretét A-szorosara valtoztatjuk, hogy valtozik a
tertilete és a keriilete.

A hasonlésaggal kapott idom keriilete:
K, =2 \rmr = \K

Tertilet pedig:
Ty = (r\)?m = \*T
ezekbdl az adatokbodl a

log(meret novekedes)

log(nagyitasi arany)

formulaval lehet meghatarozni a korvonal, illetve a korlap dimenzidjat:

. ~log(\)
dim(korvonal) = Tog(N) 1
dim(korlap) — (29 _

im(korlap) = log(N)

Vizsgéljuk meg a héromszoget is, ami azért fontos, mert véges sok

haromszog uniéjabdl felépithetjiik a sokszogeket.

K:ZCLZ'
T:am
2

a hasonlésagi transzformacié utan:

KA:ZAai:)\Zai:AK

valamint a tertletre
T, = )\aA% —\2T,

Véges sok haromszog unidjara: S sokszogre:

K\(S) =) AK; =) K,

18
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a teriletre:
T(S)=> NTi=X>Y T,

Tehat haromszog és a sokszog dimenzidjara ugyanaz elmondhato, mint a
kornél, vagyis a kertilet dimenzdja 1, a teriileté 2.

A térben is vizsgalhatunk olyan halmazokat, melyeknek van és olyat is
amelynek nincs bels6é pontjuk.

Példaul: Egy gomb feliilete nem linedris altere a térnek, mégis 2 dimenzids

alakzat. 43
yoo A
A=4r’z
ez hasonldséagi transzformacié utan:
4(r T
Vi = 3 =\V

Ay =4(r)\)?m = N2A.

Tehat a dimenzié a Hausdorff-dimenzi6 alapjan itt is konnyen kiszamithato:

dim(gdmb) = 3 es dim(gémbhéj) = 2.
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4. Ismertebb fraktalok dimenzidéjanak
vizsgalata

Roviden attekintjiik azokat a matematikai eszkozoket, melyek segitenek a

fraktalok megértésében.

4.1. Végtelen hossz és skalazhatéosag: a fraktalok

” eloszele”

A fraktdlgeometria sok alapvetése megtalalhaté a korabbi matematikdban.
Példaul a nagyithatésag, a vonalak hossza elengedhetetlen fogalmak mar a
hagyomanyos geometriaban is.

Euklidész (ie. 330-275) az Elemekben a parhuzamosok fogalmanak beve-
zetéséhez, illetve illusztrdlasahoz a végtelen fogalmat, valamint az 6n-hasonlo

héaromszogeket hasznélta.

-1000 —

1. dbra. logaritmikus spiral

Arkhimédész (ie. 287-212) egy spirdlt haszndlt az ismételhet6 transz-
formacio illusztraldsara. Ez egy egyenes vonali egyenletes mozgas, és egy

allandé szogsebességli kormozgas kompozicidja.
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Kés6bb, Jacob Bernoulli (1654-1705) kiterjesztette ezt a gondolatot, és
megmutatta, hogy létezik olyan spiral, melynek végtelen a hossza (mindkét
iranyban). Ezek koziil a logaritmikus spirdl a legismertebb. Masik ismert

spirédl, melynek végtelen a hossza, az arany- (Fibonacci) spiral,

_/

2. abra. arany spiral

mely az 0si aranymetszés ardanyat hasznalja:

L1 VB
s

SzembetinG a hasonlésag az arany spirdl és a csigahézas polip haza kozott.

3. dbra. nautilus
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4.2. A logaritmus

John Napier (1550-1617) fedezte ol a logaritmust, hogy leegyszertisitse a
szorzast. A két szamot a logaritmusukka transzformalta, Osszeadta Oket,
majd az adott alapot hatvanyozta az osszeggel. Megmutatta, hogy konnyen
kaphatunk kozelitéleg helyes eredményt. Miel6tt a computer megjelent, a
logaritmus elengedhetetlen eszkoz volt a nagy szamok szorzasanal, osztasnal,
, hatvanyozasnal, és gyokvondsnal. A kozépiskolaban is ismertek a logaitmus

azonossagai:

logamn = log,m + log,n
loga@ = logam — log,n
n
log.m" = rlog,m
1
log,v/m = —logym
r

Evszdzadokkal késébb a logaritmus nélkiilozhetetlen volt a fraktal dimen-
zi6 szamitasanal. A kozépiskolaban ma is tanitjuk a logaritmus azonossdgait,

bar a numerikus szamoldsban csokkent a jelentdsége.

4.3. Ut a Hausdorff-dimenzié felé

”Ameddig a matematika torvényei utalnak a valdsdgra, addig nem bizonyosak,
amikor azonban bizonyossd vdlnak, elvesztik a kapcsolatot a valdsdggal.”
Albert Einstein

Felix Hausdorff (1868-1942) és Abram Besicovitch (1890-1970) forra-
dalmasitottak a matematikat a nem egész értékii dimenziok bevezetésével.
Megmutattak, hogy bar egy egyenes 1 dimenzidval bir, a négyzet 2-vel,
sok gorbének "koztes” dimenzidja van, melyet az ¢ tiszteletiikre Hausdorff-

Besicovitch dimenziénak hivnak.
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&
[(. ',
o,
E,r3
.ﬁ"’l_\:i:l; _ULI.

Hogy megértsiik a Hausdorff-Besicovitch dimenziot, elészor alkalmazzuk
ismert alakzatok ”klasszikus” dimenziéjanak kiszamitdasara! a dimenzid

szamitasara 3 kilonbozd mddszert szokds hasznalni.

e Az 6nhasonl6 alakzatokra vonatkozd képlet;
e Richardson-moddszer a dimenzionalis "lejtd” szamitasara;

e A doboz-szamlalé moddszer a fraktal teriilet, valamint térfogat

aranyanak szamitasara

Ezek koziil az elsot ténylegesen bemutathatjuk az iskoldban.

Hogy a fraktal dimenzi6 szamitdsat bevezessiik, egyszeriien a hagyomanyos
dimenzi6 szamolasat kiterjesztjik. Egyszeri formulaval kezdiink! Erdemes
megvizsgalni, hogy egy szakasz, egy négyzet , és egy kocka milyen kapcsolat-

ban van egymassal.
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hosszisag b i }
A 1 2 3
terilet
A2 1 4 3
z = =
Py
térfogat
Pq
'f,r-“
L~
A3 1 9 27

Ha szakaszokkal akarok ”kirakni” egy A- szorosan nagyitott szakaszt, ak-
kor A-szor annyi szakaszra van sziikségem. Ha négyzetekkel akarok ”kirak-
ni” egy \- szorosan nagyitott négyzetet, akkor A%-szer annyi négyzetre van
sziitkségem. Ha pedig kockakkal akarok ”kirakni” egy A- szorosan nagyitott
kockat, akkor A\3-szor annyi kockara lesz sziikségem. Valéjdban az egyetlen,
ami valtozik a példakban, az a nagyitas hatvanykitevojét, is nevezhetnénk

dimenziénak.
n =\

mindkét oldal logaritmusat véve:
logn = log(\?) = dlog(\)
tehat a fraktdl dimenzidja:

_log(n)
1= Tog(n)
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A dimenzidk kiterjeszthetoek ilyen médon, de ezek mind egész dimenzidk

maradnak. A fraktalok azonban itt nyitnak kaput 4j vilagok felé.

4.4. Onhasonlé fraktslok dimenzigja

Az onhasonlé alakzatok dimenzidjanak szamitasa elég egyszeri. FEz a
moédszer azonban csak olyan fraktaloknal mikodik, amelyek matematikai

modszerekkel megjésolhatoak, és énhasonld részalakzatok vannak benne.

e
4
- ”
_-_.{ 4 1 ) ((
- s
— 2. _-__'éf’{\\
- £ My
-’
R A
T . Y L
B R A R
1 YA
S A T -
= el b
_—{\ > VA wr S
{ T

oy b
[} 1
Sl

oA

III i :‘:::__
U
Dy
3 *\

Az el6bb definidlt 4j dimenzié ugyan egész szam volt, de nem kotottitk
ki, hogy minden esetben annak kell lennie. ~Ahhoz, hogy a dimenzid
altalanosithaté legyen, ki kell fejezni, meg kell tudni, hogy valdjaban mi

is az. Ezért atalakitjuk egy kicsit a
n=M\

egyenloséget. Arrdl van szé, hogy n azt fejezi ki, hogy a A ardnyd ha-
sonlésaggal nyert alakzat mértéke hényszorosa a kiinduldsi alakzat (ugyan-

annyi dimenzids) mértékének. Tehat n valjaban

V(AU)
V(U)

n =
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4.5. A Hausdorff-dimenzid

Mit tehetiink, ha a halmazunknak nem lehet a fenti modon megallapitani
a dimenzidjat? Ebben az esetben altalanosithaté ez a fogalom a kovetkezo

gondolatmenettel.
e Definialjuk a halmaz atmérojét
e Definialjuk a halmaz Hausdorff mértékét
e Definidljuk a halmaz Hausdorff-dimenzigjat

A Hausdorff-dimenzié definidlasa a Hausdorff-mérték segitségével
torténik.

Eloszor definialjuk egy halmaz atmérdjét a kovetkezéképpen.

Definicié: egy halmaz atmérdje legyen U C R”, nem ftires halmaz. Ekkor
az atméroje:
U] = supf{|z —y[: 2,y € U}
Ez szemléletesen a kovetkezot jelenti: Ha vesziink 2 egyenest, amelyek
egymassal parhuzamosak, és az adott halmaz két ”szélére” illesztjiik, mintha
egy tolomérovel fognank kozre, akkor az 6sszes iranyban mért tavolsaguknak

a suprémuima.

Definicié: Az U; megszamlalhaté halmazrendszert F' halmaz § fedésének
nevezzik, ha 0 < |U;| <6 , és

FC EOJUi
i=1

Definicié: Az s-dimenzids o-fedés:

H3(F) =inf{ Z U;|® : {U; }egy 6 fedése — F' — nek}.

i=1
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Definici6: tekintsiik a 6 — 0 hatdrértéket!

Ho(F) = lim H3(F),

0—0
ezt az I halmaz s - dimenziés Hausdorff-mértékének nevezziik.
A Hausdorff-mérték néhany tulajdonsaga:
1.tulajdonsag: Ha S egy hasonldsagi transzformécié A arannyal, akkor

HP(S(F)) = NH(F)

Tehat a halmaz s dimenziés Hausdorff-mértékét a nagyitasi arany s-edik
hatvany szorosra valtoztatja a hasonlésdag. Pont ezt hasznaljuk ki az

onhasonlé halmazok dimenzié-szamitasara.

2.tulajdonsag: Legyen FF C R" és f : F' — R™ leképezés, ami teljesiti
a Holder-feltételt, tehat ha

[f(x) = f(y)| < e —y[*

egy ¢ > 0 és a > 0 szamara, akkor minden s esetén

3.tulajdonsag: Ha U; egy d-fedése F-nek, akkor

MU <Y U < 6 (U
=1 =1 =1
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Magyarazat: az els6 egyenltlenség, mivel itt valds szamokrol van szo,
az azonos alapu hatvanyok hatvanykitevoire vonatkozo tételbol kovetkezik,
a masodik pedig a d-fedés definicigjabdl kivetkezd felsé becslés a halmazok
atméroire.

Kovetkezmény:

HE(F) < S H3(F).
Ha vessziik a 6 — 0 hataratmenetet,
és ha H*(F) korldtos, akkor H'(F) = 0 minden ¢t > s esetén. Azaz
egyértelmiien létezik olyan s, ahol H*(F') 0-ra valt.

Definicié: F' halmaz Hausdorff-dimenzidja

dimyF =inf{s: H*(F)=0}.

4.6. A Koch gorbe dimenzidjanak kiszamitasa

A Koch gorbe egy hépehely alakt fraktédl, melynek magja egy egyenl6 oldalu

héromszog 2 szara, és néhany kezdo 1épése a kovetkezo:
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Hogy is kaptuk ezt a gorbét? Mint mar emlitettem, a maggal helyet-
tesitiink minden lépésben minden szakaszt.

Alkalmazzuk a formuldt, amit a fentiekben kaptunk a Koch gorbére! Ez
nagyszer illusztracionak, mivel igen egyszertien konstrualhato, és a dimen-
zi6jat is konnyen meg lehet allapitani.

A Koch gorbe 4 szakaszbdl all, és minden szakaszt helyettesitiink az ere-
deti alakzat, %— ara kicsinyitett képével.

A dimenzié kiszamitasdhoz az eredeti formulat hasznaljuk, és mivel s =

%d = 4, a formula alakja jelen esetben

Ebbol kifejezziik d-t:
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ugyanezt a modszert hasznaljuk a Koch hépehely dimenzidjanak
kiszamitasdra: Mivel a Koch hopehely pontosan 3 Koch gorbe Gsszeflizve,
ezért a Koch gorbével megegyezo értéket kapunk.
Szamoljuk ki a Koch gorbe dimenzigjat a Hausdorff-dimenzié definicigjanak
segitségével! Ehhez sziikség lesz egy olyan a; halmazrendszerekbol allé soro-

zatra, ahol a; halmazrendszer ¢; fedése a Koch gorbének, és

1—00

ezeknek a halmazrendszereknek az elemeinek a halmazai legyenek az (%)Z
atméroju korok. Ekkor, mivel a Koch gorbe i. iteracidjaban szerepld sza-
kaszok hosszai megegyeznek ezen korok, atmérdinek hosszaival, ezért az i.
iteracidban sziikséges halmazok szdma 4°.

Ezért a Koch gorbe s-dimenziés Hausdorff mértéke:

1 4

M (Foch) = 41((3)") = (5,

Hogy a dimenziét ebbdl megkapjuk, azt az s-t kell megkeresniink, amire

a fenti sorozat ¢ — oo hatarértéke ”el0szor kisebb” mint végtelen. Ez pont
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akkor lehetséges, ha

amit atrendezve kapjuk, hogy

log(4)
log(3)

S =

Tehat ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a masik modszerrel.

A Koch hoépehely gorbe érdekessége, hogy végtelen hosszisagi gorbével
véges tertiletet hatdarol. A gorbe ugyan folytonos, de semelyik pontjaban
nincsen érintéje.

A Koch hoépelyhet mésképp is generalhatjuk. Ennél a technikandl a
hopelyhet egy magbdl inditjuk, amelyet tobbféleképpen lehet megvalasztani.

% AW W:SCD

: 73%\33

"/ 2; / E‘:

Mivel az egész hopehely egyetlen ilyen magbdl indul ki, ezért ez meg-
hatarozza az egész gorbe dimenziéjat. Tekintsiik a 7- szakaszos (baloldali)
hoépelyhet! Mint lathatd, nem minden szakasz egyforma hosszi, ugyhogy
az eddig hasznalt egyenloséget nem tudjuk kozvetlen hasznalni a dimenzié

kiszamitasdhoz. Tudjuk, hogy mag 7 szakaszbdl all, ebbdl 6 darabot %—éra
csOkkentiink, és egyet pedig \/g ~ 0.577 részére. Amennyiben minden sza-

kaszt % ara csokkentettiink volna, a dimenzio

log(7)

‘= log(3)

lenne. Azonban van egy szakaszunk, amit hosszabbnak hagytunk. Ezért a

dimenziénak nagyobbnak kell lennie. Az eredeti metédust altalanositjuk, a
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dimenziét szakaszonként osszegezve irjuk le.

Zzl"sle

i

Ez pedig a mi 7 szegmenses hépelyhiink esetében a kovetkezot jelenti:

Ha ezt az egyenletet megoldjuk, a dimenziéra d=2 eredményt kapjuk
Ez az érték megegyezik a megfigyelt értékkel, miszerint a sik egy nemnulla

teriiletli részének minden pontjat felftizi.
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5. Egyéb fraktalok vizsgalata

5.1. A sarkanygorbe
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Az egyik legismertebb fraktal a sarkany gorbe, melyet gy kapunk, hogy
szakaszra egy egyenlo szari derékszogli haromszoget emeliink, majd igy

tesziink minden kapott szakasszal.

W2

1/42

Ennek a gorbének a dimenzigjat kiszamithatjuk a kovetkezé modon: két
egység hosszi szakaszt helyettesitiink egyenként 2 db % aranyu hasonld
képével. Ilyenkor egy szakaszt helyettesits torottvonal hossza v/2-szorose az

eredeti szakasznak igy a dimenzio:

dim(U) = log(onhasonlo reszekszama)

log(hasonlosag aranya)
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g log(2)

= —2
log(%)

ez pontosan azt jelenti, hogy a sarkanygorbe pontjai kiadnak egy 2 dimen-
zibban pozitiv mértéki tartomanyt, illetve hogy nagyitasra pont ugy vi-
selkedik, mint egy 2 dimmenzios alakzat. A sarkanygorbében még az az
érdekesség, hogy a kezdeti szogtol fiiggden nagyon kiilonbozé gérbéket kap-
hatunk. Példdul, ha a szakaszra allitott haromszog szarak nagyobb szoget

zarnak be.

J1a/2 %
o 1 v 5

fgy egy olyan gorbét kapunk, melynek a dimenzidja 2-nél kisebb. Most nézziik
meg, hogy mi torténik a sarkanygorbével, ha ezt a szoget, és igy a haromszog

alapjat lecsokkentjiik?

1/V2

] ] V2 1 ]
\'#3
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Ezzel természetesen ellentétes eredményt ériink el, mint a szog noveléssel,
tehdt nagyobb lesz a dimenziGja. Erdekes médon gy a gorbének akér 2 folé is
novelhetjilk a dimenzidjat annak ellenére, hogy sikban van. A sarkany gorbe
eredeti valtozata korlatos sikrészt fed le, viszont a médositott alakzatra igaz,
hogy nem hatarolhato be az altala elfoglalt sik teriilet. Nem nehéz ezt beldtni
a monoton névekvo szakaszok segitségével, hogy barmely atméroji korbol ki
fog logni egy adott mennyiségil iteracié utan. Specidlis eset még, amikor a
szakaszok egymassal 60 fokos szoget zarnak be, mivel igy gyakorlatilag egy

haromszoghalét novesztiink, bar ennek a dimenziéja nem meghatarozott:
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N
\VAANAVAV,

ANRVA
VAVAN

AVAVAN
NN/
\\/>/V\ AVAY

kérdés Mit jelent, hogy a gorbének a dimenzidéja nem meghatarozott?
MEGOLDAS:

A fenti gorbén egy egynel6 oldali haromszog 2 szaraval helyettesitiink min-

den szakaszt, igy a nagyitasi arany 1, az 1j részek szama: 2 , tehat d = lf)‘;—g(?)

A kérdés most az, vajon nagyobb e a dimenzidja ezeknek a fraktaloknak
mint 27 A fizikai és matematikai valasz erre az, hogy nem, mivel 2 dimenzios
térbe rajzolhaté. Elméletben azonban igen a vélasz, bar ez inkabb filozofiai
értelmezés. A tény azonban az, hogy a sarkany gorbe ezen valtozatai
tobb "matematikai informéaciét tartalmaznak”, mint amennyivel a sikot
meg lehetne tolteni. Ha talalnank modot arra, hogy felszabaditsuk ezt a
fraktélt a sikbol, magasabb dimenzidju teret is meg tudna tolteni (csak ugy,
mint a Hilbert-gérbe szakaszai?). Valdjaban akar egy 4-dimenzids teret is
megtolthetiink egy ilyen konstrualt gorbével, ha talalnank egy modot ahogy

megkonstrualjuk.
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feladat: Mennyi a sarkanygorbe n-ik iteracidéjanak hossza?
MEGOLDAS: minden szakasz helyére 2 db \/Li tehat az n-ik iteracioban a

hossz:

40 T T T T T T T T

30

20

hossz

10

Ollllllll
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

iteracid

feladat: Mekkora a gorbe altal lefedett teriilet(minél pontosabban
becsiilje meg)?

MEGOLDAS:
Alsé becslés:
Alulrdl lehet kénnyen becsiilni a kovetkezéképpen: csak a haromszogeket
szamoljuk Ossze az n. iteraciéban, és ezeket adjuk Ossze. A legegyszeriibb
gondolatmenet a kdvetkezd: ha Tj az elsé hajtasnél kapott haromszog tertile-
te, akkor minden hajtasnal 2 db fele akkora teriileti haromszoget kapunk, ha
megfigyeljiik, hogy az egyik kapott haromszoget tiikrozziik az alapjara, ak-

kor pont az el6z0 iteraciéban 1évé haromszoget kapjuk, tehat az eredmény Ty.

feladat:

Mennyi a dimenzidja az 50° - os sarkanygorbének lasd altaldnos eset
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feladat:
Adjon képletet az a szoglu sarkanygorbe dimenziéjanak kiszamitasahoz!
MEGOLDAS:
elszor is kiszamitjuk a nagyitasi aranyt a kovetkez6 médon: (az egyenld

szaru haromszog alapjat egységnek tekintve) a szar hossza a kovetkezd:

1
a 252’71%

és mivel nagyitasi ardny % mert egység az alap:

A= 232'71g
2

ez alapjan a dimenzio:
_log(2)
~ log(2sing)
feladat:

Abrzizolja a sz0g - dimenzid Osszefliggést grafikonon

T T T

T
|

20

dimenzid
o
1%

—20 | §

| |
0 50 100 150
SZOg
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5.2. L-rendszerek

Az Aristrid Lindenmayer &ltal 1968-ban kidolgozott moédszer eredeti
célja a novényi fejlodés tanulméanyozasa volt. Az L-rendszer segitségével
konnyen leirthatunk egy tekndcgrafika megalkotasanak, vagy egy novény
novekedésének lépéseit. Szimbolumai a toll mozgasiranyat, 1épéshosszait fe-
jezik ki.

Lassunk egy példat az L-rendszer alkalmazasara! Mivel novények nove-
kedésének modellezésére szolgalt, a vizsgalat targya egy fraktél fa lesz. A raj-

zolas lefrasa a kovetkezokben osszefoglalt elemek felhasznélasaval lehetséges.

e | El6re mozgas
e 1 Jobbra fordulés

e - Balra fordulds
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e []| A belsé miiveletek elvégzése utan visszatérés az eredeti poziciéba
e [xtra hosszu vonal

A szerkesztés tényleges végrehajtdsahoz sziikséges még a kiindulasi
allapot (axiémék), szabalyok és konstansok definidlésa.
1.példa: Tekintsiik illusztracioul a kovetkezot:
konstans:X
axioma: X
szabalyl: F=FF
szabély2: X=F[-X]F[+X]

A konstrukcié szemléletesen gy torténik, hogy kiindulunk az axiomabdl,
és minden iterdciéban az elozo formuldban 1évd konstansokat és valtozdokat

helyettesitjiik a szabdly alapjan. A mddszer jol latszik, a kovetkezo grafon.

Egy fat épitiink, amelynek az els6 6 iteracidja a kdvetkezoképpen néz ki:
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NN, Y

2.példa: konstans:X
axioma: X
szabalyl: F=FF
szabaly2: X=F-[[X]+X]+F[+FX]-X.

Ennek a fraktalnak mér sokkal inkdbb buga virdgzatra emlékeztetd alakja

val:
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1.feladat:

Mi az l-rendszeres leirdsa a sarkanygorbének?

2.feladat:

Mi az l-rendszeres leirasaa Koch gérbének?

3.feladat:
Fésiilje 6ssze a Koch, és sarkanygorbe szabalyait!
4.feladat:

Mennyi a dimenzidja a fenti a fraktalnak?

5.feladat:

Szamit e az Osszefésiilés sorrendje a dimenzidé szamitasanal?
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5.3. Az IFS (iterdlt fliggvényrendszerek) pontosabban

Mandelbrot szerint a fraktal egy olyan halmaz, amelynek Hausdorft-
dimenzidja nagyobb a topoldgiai dimenzidjanal.

Egy IFS fraktal a kovetkezo tételek alapjan éllithaté elo.

Tétel: Legyenek Sy, ..., S,, hasonlésagok R™- ben, a hasonlésagok ardnyai
legyenek 1-nél kisebb pozitiv valdos szamok. Ekkor egyértelmiien létezik egy

olyan F' C R" nem iires kompakt halmaz, amire

Ezt a halmazt nevezziik a hasonlésaghalmaz attraktoranak.
Definicié: Definialjuk R™ nem tires kompakt részhalmazainak I hal-

mazan az alabbi transzforméciét: legyen E € K esetén

Ezt hivjuk kombinélt transzformécionak.
Ez lényegében egy idomon halmazon vagy halmazrendszeren végrehajtott
tobbféle transzformacié altal kapott halmazok unidja.
Jelolje S* azt a transzformAciét, amit igy kapunk, hogy S-t egymés utan
elvégezziik k-szor, azaz S°(E) = F, és k > 1 esetén S*(E) = S(S*1(E)).
A fenti egyértelmiien meghatarozott F' halmaz eléallithaté ugy, hogy ha
E € K olyan halmaz, amire S(E) C £

F= G SH(E).
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6. Vegyes szakkori feladatok

A kovetkezokben néhany ismert onhasonlé alakzat altaldnositasaval foglal-
kozunk. Megvizsgédljuk a dimenzidjuat is.

Elscként tekintsiik a Sierpinski haromszoget és annak egy bovitését, a
Sierpinski tetrix-et, mely 3-dimenziés térbe boéviti a Sierpinski haromszoget.
Majd vizsgaljuk ennek a tobb dimenziéra valé altaldnositasat. Az
aldbbiakban mindig az Onhasonlésagot fogjuk felhasznalni a feladatok

megoldasaban, altaldban a halmaz i. iteracidjanak jelolése Uj; lesz.

1.1 Feladat: Mennyi a Sierpinski haromszog n-ik iteraciéjanak kertilete?

Mi jellemzo a teljes Sierpinski hdromszog teriiletére és kertiletére?

MEGOLDAS: Az egyszeriiség kedvéért TFH. a 0. iteracionak a keriilete:

K(Up) =1
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. Mivel a kovetkezo iteraciét ugy kapjuk, hogy 3 db % aranyban kicsinyitett

halmazt helyeziink egyméds mellé, igy

K(U) = SK (o)

. Minden iterdciéban ugyanigy jarunk el, ezért rekurzivan a kertilet: K(U,) =

(3)K(Un—1) tehdt a zért képlet a kovetkezé:

K(U,) = (5)"K(U0)

Hasonldéan gondolkozva a tertiletrol: egységnek tekintve az egyenld szaru
haromszog teriiletét, mivel a tertilet nem a felére, hanem a negyedére csokken,
igy T(U,) = 3T(U,—1) a zért képlet pedig:

T(U,) = (3)"T(0)

érdemes megfigyelni, hogy a sorozatok hatarértékeire:

lim T'(U,) =0, lim K(U,) = oo

n—oo n—oo

Tehat végtelen kertilet és 0 teriilet.

1.2.Feladat: Mennyi a Sierpinski-tetrix n-ik iteracidjanak térfogata,

felszine? Mi jellemzo a teljes Sierpinski-tetrix felszinére és térfogatara?
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MEGOLDAS: Az eléz8 megolddshoz hasonléan most is tetszélegesen
megvalaszthatjuk a kiinduld tetraéder méretét, az egyszeriiség kedvéért le-
gyen ez A(Up) és V(Up). Ekkor a felszine: A(U,) = A(U,-1), mivel 4 db 1

felszinfi tetraéder unidja, térfogata: V(U,) = 2V (U,_1).

— 2
Zart képletek tehat:

A hatarértékek:
lim A(U,) = A(Uy), lim V(U,) = 0.

n—oo n—oo

1.3.Feladat: Mennyi a fenti halmaz 4-dimenzids altalanositasanak a di-

menzioja?
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MEGOLDAS: Tekintsilk most a dimenzié valtozdsét! A Sierpinski
héaromszog dimenzidja az onhasonlé halmazok dimenzidjara vonatkozé tétel
alapjan
_log(onhasonlo reszekszama)

dim(U) =

log(hasonlosag aranya)

a haromszogre:

g = log(3)
log2
a tetrixre:
log(4)
d =
log?2

Nem nehéz megsejteni a halmaz konstrukcidjabol, hogy az alkalmazott
hasonlésag ardanya mindig %, illetve a tetraédernek csakigy, mint a maga-
sabb dimenziés megfeleléinek minden csiicsaba kicsinyitiink egyet az el6z6
iteraciobdl, igy a 4-dimenzids valtozat dimenzidja d = log(5) lesz, altalaban

log2
az n-dimenziésnak pedig:

_log(n)
1=ty

2.1.Feladat: Mennyi a Sierpinski szonyeg n-ik iteracidjanak keriilete,

tertilete? Mi jellemzo a teljes Sierpinski szonyeg tertiletére, és kertiletére?
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MEGOLDAS: Hasonléan jarunk el, mint a Sierpinski hdromszog esetében,
az elso iteracidval % ara csokkentjik az eredeti alakzatot, és 8 db vele egy-

bevagdt tolunk el a négyzet oldalai mentén. igy a kertiletre jellemzo:

Ky ~=8
KUTL = K o _n,
(Un) = Ko+ = +;(3>

ahol K, az egységnégyzet kertilete. Ennek a hatarértéke ismét oo. A teriile-

tekre a kovetkezd 4ll fent:

T(Uy) = 5T ) = (5)"T(0),

aminek a végtelenben vett hatarértéke: 0, tehat végtelen kertiletii, 0 tertiletii

sikidom.

2.2.Feladat: Mennyi a Menger szivacs n-ik iteraciéjanak térfogata,

felszine? Mi jellemzo a teljes Menger szivacs felszinére és térfogatara?
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MEGOLDAS: A Menger szivacs esetében a felszin megint nehezebben
kezelhet6, mint a térfogat. Elmondhaté a Menger- szivacsrdl, hogy min-
dig 20 db kisebb onmagdhoz hasonlé alakzatbol all, igy az i. iteracibban
20°kis kockdnak az oOsszessége. Ezeknek a térfogata az eredeti kocka
térfogatanak(o)" szerese .

A felszin meghatarozasa: Mivel minden lépésben a kis kockakban 24 db 1j

négyzet keletkezik, ezért az i-ik lépésben keletkezo 1j négyzetek Osszfelszine:

(20(@) ",
0 '

Az elveszett négyzetek pedig az el6zé felszin %—ed része.

Az i. iterdciéban maradd rész:

Aw) = (S awe) + ED s,
A térfogat: 20
V(Un) - %(E)na
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ahol Vj a kezdo kocka térfogata.

2.3.Feladat: Mennyi a fenti halmaz 4-dimenzidés altalanositasanak a di-
menzidja?

MEGOLDAS: A Sierpinski szényeg dimenziGja: dim = %. A Menger
log(20)

szivacs dimenzidja: dim = Tog(3) -
Erdemes észrevenni, hogy a Menger szivacs vetiilete az oldalai sikjara Sier-
pinski szonyegek. Ennek belatasahoz gondoljunk arra, hogy hogyan is &ll el6
a Sierpinski szényeg és a Menger szivacs! Mindketténél az egyes koordinatak
szerint a négyzet, illetve a kocka egyes oldalai 3 intervallumra vannak osztva,
és az olyan kis négyzetek, illetve kockak lesznek elhagyva, amelyek pontjai
legaldbb 2 koordinata szerint a kozépso intervallumba esnek. Legegyszertibb
ugy szamolni, hogy osszeszdamoljuk azokat a kockdkat, amelyeknek a pont-
jai egyik koordinata szerint sem esnek a kozépsé intervallumba, majd azokat,
amelyeknek a pontjai pontosan egy koordinata szerint esnek a kozépsobe. Ez
a 3-dimenziés Menger szivacsndl: 2*¥2*2 +2*2*3 = 20, mig 4 dimenziéban:
2XQHKQ*Q 4 2%2%*4 = 16 + 32 = 48.

Tehat a 4-dimenziora altalanositott Menger szivacs dimenzidja:

log(4
_ 10908 3 5937
log(3)
2.3.Feladat: Mennyi a fenti halmaz i-dimenzids térre vald

altalanositdsanak a dimenziéja?
Az altalanositott Menger szivacs onhasonlé részeinek szama az i. dimen-
ziéban:

n; = 20 4+ 2071,

Ez alapjan az i-dimenziés Menger szivacs dimenzidja:

_log(n;)  log(2" +2"71)

%= Tog(3) l0g(3)

3.1.Feladat: Egy szalaghdl konnyen lehet szabalyos tetraédert hajtogat-
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ni. Vajon hogyan?

MEGOLDAS: Vegyiink egy kb 2 cm széles szalagot! A tetraéder oldallap-
jai szabalyos haromszogek, tehéat 60 fokosak az élszogei, igy a szalagot ugy kell
hajtogatni, hogy minden keletkezd haromszog szabalyos legyen, tehat a sza-

lag oldalara illeszkedo csicsnal harom darab szabalyos haromszog talalkozik.

Hajtogassuk tehét a szalagot a kovetkez6 modon:
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7. ésszegzés

Ezzel a dolgozattal csak ablakot nyitottunk egy nagyon érdekes, és mate-
matikailag is Osszetett vilagra, amelyben tudos, didk egyarant talalhat neki

tetszo problémakat, és alkalmazasokat.
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