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Bevezetés

Szakdolgozatom témaéja egy szakkorsorozat kidolgozasa, elemzése. A feladatsorok
feladatait a véges geometridk teriiletérdl vilasztottam gy, hogy azok fogalmilag
ne legyenek til nehezek. A feladatsorokat tehetséges, kombinatorikus megfonto-
lasokban jartas, 1j teriiletek irant érdekl6dd didkoknak szanom — a feladatsorok
magas szintli absztrakciés készséget, a pontos logikai kdvetkeztetés képességét
kovetelik meg. A bevezetett ismeretek megértését minél tobb konkrét példaval, a
szemléltetés eszkozeivel, ismétlésekkel, a definidlt fogalmak lehet6 legegyszeriibb
leirasaval igyekeztem megkonnyiteni. Csak a feladatokban hasznalt fogalmakat
definidltam pontosan, a kapcsolédo fogalmakrol — melyekrol néhol emlitést teszek
— csupan intuitiv kép kialakitasat probaltam el6késziteni, hogy azok absztrakt
definidldsa mér ne terhelje a tanuldkat.

A feladatsor egyik célja a véges geometridk bevezetése, egyszerlibb kérdéseinek
megértése. Masik {6 cél az axiomatikus felépités, modell, konstrukcié fogalmanak
megértése, valamint az axiomatikusan felépitett struktirak egyszeri problémai-
nak csak axiomakat felhasznalé megoldasaiban vald jartassag megszerzése.

A feladatsorozat nyolc feladatsorbol all. Az egyes feladatsorok feladatai egy, vagy
néhany Osszefiiggd véges geometriai fogalomhoz kapcsoldodnak. A feladatsorok
elején az érintett fogalmak megértését, megerositését célzé feladatok szerepel-
nek. A feladatsorok tovabbi feladatai a fogalom tulajdonsigairdl fogalmaznak
meg allitasokat. A feladatok megolddsai a fogalom problémamegoldasban vald
hasznalatanak moédszereibe, technikaiba adnak betekintést.

A definiciékat és feladatokat Kiss Gyorgy - Szényi Tamaés: Véges geometridk
cimi kényvébol valogatott definicidk, allitdsok, tételek alapjin fogalmaztam
meg.

Minden feladatsor elején Osszefoglalom, milyen 1j fogalmakat, dsszefiiggéseket
vezet be az 1j feladatsor. Leirom, fogalmilag miben épit, mennyiben kapcsolodik
az adott feladatsor kordbbi ismeretekhez, el6z6 feladatsorokhoz, hogyan integral-
hatok az 1j ismeretek a fogalmi haléba. Didaktikailag elemzem még a feladatsor
felvezetésében a feladatsor céljait, mddszereit.

Az egyes feladatok, majd megoldasuk ismertetése utan leirom a feladat céljat,
a megoldasahoz hasznalt eszkozoket, a tanuléknak szdnt ravezetd, kapcsolodo
problémakat felvetd kérdéseket, megjegyzéseket.

Ko6sz6n6m Vancsé Odonnek a szakdolgozat megtervezésében és megirdsaban
nyujtott segitségét, hasznos tanicsait, segitOkészségét.

Koszonetet mondok Szényi Tamdsnak, aki a Véges geometria szeminarium
vezetOjeként, nagyszeri eléaddjaként felkeltette érdeklodésemet a teriilet irant,
majd phd témavezetémként segitett jobban megismernem e teriiletet.

Ko6sz6n6m matematika szakos édesanyam, gimnéziumi matematikatanaraim,
férjem matematikatanarnéje és az dltala megismert tanaregyéniségek nagyszerii
példajat, melyekbdl tanulhattam a matematika tanitasardl, a palya szeretetérdl.

Megkoszonom férjemnek és fiaimnak, hogy tamogattak a dolgozat megirasaban.



I. Feladatsor (Projektiv sik)

A feladatsor két f6 célja a a projektiv sik fogalmanak bevezetése és dltalaban
az axiomatikus felépitéssel valo ismerkedés. A feladatok megoldasa példakon
keresztiil bevezeti a modell fogalmat. A modellekkel val6é ismerkedés soran a
projektiv sik axioméainak megerGsitése torténik. A feladatsor a projektiv sik
hiarom modelljét is bemutatja, mely ramutat az axiomatikus felépités azon
jellemzG6jére, hogy nem egy adott struktira pontos leirasarél van sz, hanem
strukturak kozos, alapvetd tulajdonsagait fogalmazzdk meg az axidémak.

Projektiv sik axiémai
Nevezziik egy alaphalmaz elemeit pontoknak, bizonyos részhalmazait egyene-
seknek, a tartalmazist pedig hivjuk illeszkedésnek. Ha az egyenesek, mint

részhalmazok halmaza kielégiti az aldbbi axiomakat, akkor a pontokat, egyenese-
ket és a koztiik fenndllé illeszkedések egyiittesét projektiv siknak nevezziik:

P1. Barmely két ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, melyre mindkét pont
illeszkedik.

P2. Barmely két egyeneshez pontosan egy olyan pont van, mely illeszkedik
mindkét egyenesre.

P3. Minden egyenesre legalabb harom pont illeszkedik.
P4. Minden pont legalabb harom egyenesre illeszkedik.

1. Feladat: A projektiv sik axiomai kézil melyek teljesiilnek az euklideszi sikra?

Megoldas: P1, P3, P4 axiémék teljesiilnek az euklideszi sikon. P2 parhuzamos
egyenesek esetén nem teljesiil. [l

A feladat az axiémaék jelentésének megértését segiti eld, és egyben el6késziti a
masodik feladatot.

2. Feladat: Miként egészithetnénk ki az euklideszi stkot, hogy minden axiéma
teljesiiljon?

Megoldéas: Parhuzamos egyenesek minden csoportjahoz, tehat minden irdnyhoz
rendeljiink egy 0j pontot — nevezziik ezeket idealis pontoknak. Minden egyenes
tartalmazza még — a ,régi” pontjai mellett — az iranyahoz rendelt 4j pontot. Az
idedlis pontok alkossanak egy Gj egyeneset, amit nevezziink idealis egyenesnek.
Ez a struktura kielégiti a P1-P4 axiémékat. O

A masodik feladat szemléletességre torekedve, a jol ismert euklideszi sikban mo-
zogva mélyiti el az ismertetett axiémak jelentését. A tanuldk a szokdsos egyenes
fogalommal dolgozva operalhatnak, hogy az axiémakat kielégité konstrukcidhoz
jussanak.



3. Feladat: Igazoljuk, hogy a pontok egy halmaza és a részhalmazaikként
értelmezett egyenesek halmaza pontosan akkor alkot projektiv sikot, ha a P1 és
P2 axiomak mellett kielégiti az alabbi két axioma egyikét:

P3’: Létezik négy altalanos helyzetli pont, azaz négy olyan pont, melyek koziil
semelyik harom nincs egy egyenesen.

P3": A sik barmely két egyeneséhez létezik olyan pont, amelyik a két egyenes
egyikén sincs rajta.

Megoldas: {P1, P2, P3, P4} = {P1, P2, P3’} = {P1, P2, P3"} = {P1, P2, P3,
P4} kovetkeztetéseket fogjuk beldtni, melyekbdl kovetkeznek az ekvivalencidk.

Tegyiik fel, hogy egy sik kielégiti a P1, P2, P3 és P4 axiémakat. Egy tetszOleges
P ponton at P4 miatt megy harom kiilénb6zé egyenes, legyenek ezek e, f és g.
P3 miatt léteznek F, és Fs az e-re illeszkedd, F az f-re illeszkedd és G a g-re
illeszkedé pontok. Az F'G egyenesen az Fy és Fo pontok koziil legalabb az egyik
nincs rajta — feltehetd, hogy ez Fy. Ekkor P, F', G és E; négy altalanos helyzetii
pont, tehat a sik kielégiti a P1, P2 és P3’ axiomakat.

Tegyiik fel, hogy egy sik kielégiti a P1, P2, és P3’ axioméakat, de nem elégiti
ki a P3" axiémat. Ha két egyenes, az e és f egyenesek tartalmazzik a sik
Osszes pontjat, akkor P3° miatt 1éteznek F; és Eo e-re illeszkedd, Fy és Fy f-re
illeszked6 pontok, melyek mind kiilonboznek e és f metszéspontjatol. Viszont
P1 és P2 miatt 1étezik az E1Fy és FoF5 egyenesek metszéspontja, mely sem az e,
sem az [ egyenesen nem lehet rajta. Ellentmondas, tehat a sik kielégiti a P1, P2
és P3" axiémakat.

Ha egy sik kielégiti a P1, P2 és P3" axiémékat, akkor P3" miatt a stk minden
pontjan at legalabb hiarom egyenes megy, tehat P4 teljesiil. Ha e tetszOleges
egyenes, akkor P3" miatt 1étezik rajta nem 1évé P pont. P-n &t legalabb harom
kiilonb6z6 egyenes megy, ezek P2 miatt metszik e-t, tehat e-n legalabb harom
kiiléonb6zé pont van, vagyis P3 is teljesiil. O

A harmadik feladat az axiomatikus felépités azon jellemzdjére mutat ra, hogy az
nem tartalmaz olyan allitast, mely a tobbibdl kévetkezik. Emellett megerdsiti
azt, hogy csupan az axiémakbol indulhatunk, ha az axiémarendszer minden
modelljére igaz kovetkeztetést szeretnénk levonni.

A feladat megoldasa 1j kornyezetben koveteli meg a logikai miiveletek biztos
hasznélatat, az ekvivalencia bizonyitasdban val6 gyakorlatot.

4. Feladat: Tekintsiik egy haromszog csucsait, oldalfelezé pontjait és stulypont-
jat. Hatarozzunk meg ezeken a pontokon egyeneseket gy, hogy ezen pontok,
egyenesek és a koztiik fennallo illeszkedések kielégitsék a projektiv sik axiémadit.

Megoldas: Alkosson egyenest a haromszog két csiicsa a rajtuk fekvd oldal
felez6épontjaval. Igy kapunk hdrom egyenest, melyek paronként egy pontban, a
haromszog valamely csicsaban metszik egymast.

Alkosson egyenest a hdromszog egy csicsa, a szemkozti oldal felez6pontja és a
sulypont. Igy kapunk tGjabb harom egyenest, melyek paronként egy pontban,



a sulypontban metszik egymast. Ezen egyenesek az els6 hdrom egyenessel is
paronként egy pontban metszik egymast.

Hetedik egyenes legyen a harom oldalfelez6 pont. Ez az egyenes a tobbi egyenest
egy-egy pontban metszi, mert azok mindegyike egy oldalfelezd pontot tartalma-
zott. (]

A 4. Feladatban a projektiv stk fogalmdnak produktiv gyakorldsa torténik. A
kapott konstrukci6 arra is raimutat, hogy az axiémakban szerepld egyenes fogalom
joval tagabb értelemben értelmezendd, mint ahogy az euklideszi sikon, vagy akar
a kiegészitett euklideszi sikon az egyenesre gondoltunk.

A feladat kapcsan megfogalmazhatjuk, mit neveziink egy axiémarendszer mo-
delljének.

5. Feladat: Tekintsiink egy szabalyos 13-szoget.

(a) Valasszunk ki négy csiicsot gy, hogy koziiliik barmely ketté tavolsiga
kiilonb6z6 legyen.

(b) Igazoljuk, hogy ha a pontok a 13-sz0g cstcsai, az egyenesek a fenti négyszog
csucsokba vald elforgatottjainak cstuicsai, akkor ezek kielégitik a projektiv
stk axiémait.

Megoldas:

(a) Szdmozzuk sorban a 13-sz0g csucsait 1-t6l 13-ig. Az 1,2,5,7 csticsok
kielégitik a feladat feltételeit.
(b) A P3 és P4 axiémdk nyilvanvaldan teljesiilnek.

Az K négyszog 1,2,5,7 csticsai kozott - az (a) feladat szerint - mind eléfordulnak
az 1,2,3,4,5,6 ,oldalnyi” tavolsagok. Ha tetszélegesen valasztjuk két kiillonb6z6
csucsat a 13-szognek, azok tavolsidga legfeljebb 6 ,oldalnyi”, igy a K négyszog
vele megegyez6 hosszi oldala raforgathaté a 13-sz6g kozéppontja koriil. Tehat
barmely két pontra illeszkedik egyenes, azaz P1 axiéma teljesiil.

Legyen a = 27/13. A K négyszog aa szoggel valdé K, és ba szoggel vald
Ky elforgatottjainak pontosan akkor kozos pontja a P pont, ha aa + ka =
ba + la + m27 , ahol a,b € {0,1,...,12}, k,l € {1,2,5,7} P pont pedig a
13-as cstcs (a + k)a = (b + l)a + m27 szoggel valo elforgatottja. Ez pontosan
akkor teljesiil, ha a — b =1—k (mod 13). Mivel pontosan egyféleképpen tudjuk
ugy véalasztani l-et és k-t, hogy a —b = [ — k (mod 13) legyen, a K, és K,
négyszogeknek pontosan egy kozos pontja van, tehdt P2 teljesiil. (Il

Az 5. Feladat kombinatorikus jellegli. Az (a) rész nem hasznél 4j fogalmat. A
(b) rész kombinatorikailag is nehezebb mddon gyakoroltatja a projektiv sik axi6-
madinak ellenOrzését. Ez akar hazi feladatként is szerepelhet, az el6z6 feladatok
par napos érlelédése, Gjragondolasa utan.



I1. Feladatsor (Projektiv sik rendje, affin sik)

A feladatsor ismeretanyagban a véges geometridk rendjének bevezetését tartal-
mazza, illetve a projektiv és affin sikok kapcsolatat vizsgalja. Epit az eléz6
feladatsor 4. és 5. feladatdban latott példakra. Ezek példat szolgaltatnak a
masod- és harmadrendl projektiv sikra, és egyben felidézhetjiik a mar latott
példakat.

A feladatok megoldasi mddszerei kozott megjelenik az altaldnositas, a gondo-
latmenet megforditasa. A konstrukciok megalkotasat célzo feladatok a mér
megszerzett ismeretek produktiv gyakorldsara nytjtanak lehetéséget, megkivan-
jék a formalizélds képességét. Az 1j fogalmak, ismeretek bevezetése, megerdsitése
azok kombinatorikus megfontolasokban valé hasznédlatdval torténik - azon tanu-
16k, akiknek e feladatsorozatot szdnom, igen jartasak, sikeresek és motivaltak
kombinatorikus megfontolasokban.

1. Feladat: Igazoljuk, hogy ha egy projektiv siknak van olyan egyenese, amelyre
n + 1 pont illeszkedik, akkor

(a) minden egyenesén n + 1 pont van,
(b) minden pontjdn 4t n + 1 egyenes megy,
(c) 6sszesen n? + n + 1 pontot és ugyanennyi egyenest tartalmaz.

Megoldas:

(a) Jeloljiik az n + 1 pontot tartalmazé egyenest e-vel, a rajta 1évé pontokat
pedig Pi, Ps,...,P,y1-gyel. Ha @Q olyan pont, mely nincs rajta az e
egyenesen, akkor a P1 axiéma miatt Q-t valamennyi P; ponttal (i =
1,2,...,n+ 1) 6ssze tudjuk kotni, és a QP; egyenesek mind kiilonb6zbek,
mert () nincs rajta e-n. Mésrészt minden @-n atmend egyenes metszi
e-t a P2 axiéma miatt, s ez a metszéspont csak a P; pontok valamelyike
lehet, tehat Q-n n + 1 egyenes megy at. A gondolatmenetben a pontok
és egyenesek, illetve a P1 és P2 axiéma szerepét felcserélve kapjuk, hogy
ha van olyan F pont, amelyen at n + 1 egyenes megy, akkor minden olyan
egyenesen n + 1 pont van, amelyik nem megy at E-n.

Ha f tetszéleges, e-t6l kiillonb6z6 egyenes, akkor P4 miatt az e és f metszés-
pontjan it megy legalabb egy e-t6l és F-t0l is kiillonb6z6 egyenes, aminek
P3 miatt van az e és f metszéspontjatol kiilonb6z6 R pontja. Mivel R
nincs rajta e-n, ezért rd n + 1 egyenes illeszkedik. De az R f-en sincs rajta,
ezért f-re is n + 1 pont illeszkedik, amivel az (a) allitdst belattuk.

(b) Ha P a sik tetsz6leges pontja, akkor P3 és P4 miatt van a siknak rajta 4t
nem mend egyenese. Ezen az egyenesen az (a) 4llitds miatt n + 1 pont
van. Az (a) rész bizonyitdsiban latottak miatt {gy P-re n + 1 egyenes
illeszkedik.

(c) A P1 axiéma szerint a sik Osszes pontjainak a szamat megkapjuk, ha egy
rogzitett P ponttal 0sszekotott pontokat megszamoljuk. Tudjuk, hogy



P-n 4t n + 1 egyenes megy, melyek mindegyike P-n kiviil n darab pontot
tartalmaz. Tehat a projektiv sik pontjainak a szama 1+ (n+1)n = n?+n+1.

A P2 axiéma szerint a sik egyeneseit megkaphatjuk tigy, hogy megszamoljuk
egy rogzitett e egyenes pontjaira illeszkedd egyenesek szamat. Az (a) és (b)
allitas eredményei szerint e mind az n + 1 pontjara e-n kiviil még n darab
egyenes illeszkedik, igy a sik egyeneseinek szdma 1+ (n+1)n =n?+n+1.
|

Véges geometridkkal foglalkozva a projektiv sik axiomainak rutinszeri alkalma-
zésa sziikséges. A feladat megolddsa kombinatorikus megfontolasokat igényel,
emellett az axiémak hasznalatat gyakoroltatja a tanulokkal. A feladat allitasa
pedig megmutatja, hogy a projektiv sik rendjének alabbi definici6ja értelmes
definicié.

Definicié: Egy projektiv sik rendje n, ha van olyan egyenese, amelyre n + 1
pont illeszkedik.

A definicié megértése utan beszéljiik meg a tanulokkal, miért értelmes a definicio,
és miért lehettek volna aggalyaink a definicidval, ha az elso feladat el6tt szerepel.

2. Feladat: Ha egy projektiv sik egyeneseit tekintjiik pontoknak, definidljunk
egyeneseket és illeszkedést gy, hogy projektiv sikot kapjunk!

Megoldas: Feleltessiik meg az egyeneseket az eredeti sik pontjainak. Azon
pontokat tartalmazza egy egyenes, mely pontoknak megfelel6 egyenes az eredeti
sikon illeszkedett az egyenesnek megfelel6 eredetei sikbeli pontra. Ez a struktira
kielégiti a projektiv sik axiémait. O

A feladat a dualis sik fogalmanak konstruktiv bevezetése. Megoldasahoz elég
az az Otlet, hogy a pontokat definidljuk egyeneseknek. Felvethetjiik a kérdést
a tanuldknak, mibdl adodik, hogy a pontok és egyenesek szerepe felcserélheto.
Fontos tapasztalat, hogy barmely, minden modellre érvényes kérdés esetén
csak az axidomakbdl indulhatunk ki — e kérdés valaszat keresve is oda kell
visszanyulnunk. Fogalmazzuk meg, hogy a pontok és egyenesek szerepe az
axiémékban felcserélhetd!

Definicié: Egy projektiv sik dudlis sikjat gy kapjuk, hogy az eredeti sik
egyeneseit, illetve pontjait tekintjiik a dudlis sik pontjainak , illetve egyeneseinek,
az illeszkedést pedig tgy definidljuk, hogy a dudlis sik egy pontja pontosan akkor
van rajta a dudlis sik egy egyenesén, ha az eredeti sikon a pontnak megfeleld
egyenesre illeszkedik az egyenesnek megfelel6 pont.

3. Feladat: Ha egy n-edrendii projektiv sikbdl elhagyunk egy egyenest (a ra
illeszkedd pontokkal egyiitt), mely axiémdk teljesiilnek tovabbra is?

Megoldas: A P1 és a P4 axiomak teljestilnek tovabbra is biztosan. O



Affin sik axiémai
Nevezziik egy alaphalmaz elemeit pontoknak, bizonyos részhalmazait egyene-
seknek, a tartalmazast pedig hivjuk illeszkedésnek. Ha az egyenesek, mint

részhalmazok halmaza kielégiti az alabbi axiémakat, akkor a pontokat, egyenese-
ket és a koztiik fennall6 illeszkedések egyiittesét affin siknak nevezziik:

A1. Bérmely két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes van, melyre
mindkét pont illeszkedik.

A2. Ha a P pont nem illeszkedik az e egyenesre, akkor pontosan egy olyan
egyenes van, melyre illeszkedik P, de egyetlen e-re illeszked6 pont sem illeszkedik
ra.

A3. Minden egyenesre legaldbb két kiilonbozé pont illeszkedik.

A4. Minden pont legalabb harom egyenesre illeszkedik.

4. Feladat: Van egy affin sikunk. Hogyan egészithetnénk ki projektiv sikka?

Megoldas: Nevezziik parhuzamosnak a diszjunkt egyeneseket. Az ekvivalen-
ciarelacio fogalmanak bevezetése nélkiil, a tranzitivitas belatasaval elfogadjuk,
hogy ha a parhuzamos egyeneseket egy osztalyba soroljuk, diszjunkt osztalyokat
kapunk, melyek egyiittese az Osszes egyenest magaba foglalja.

Ezt kovetben az I./2. Feladathoz hasonléan fejezziik be a megoldést. O

A feladat megolddsa komoly absztrakciés készséget igényel. A megoldas az
euklideszi stk kibovitésének mintajara vihetd végig, &m most nem a megszokott
parhuzamossag fogalommal kell dolgozniuk a tanuléknak, hanem sziikséges
megfogalmazniuk maguk szaméra egy absztrakt parhuzamossag fogalmat.

5. Feladat: Ha egy affin siknak van olyan egyenese, amelyre n pont illeszkedik,
akkor

(a) minden egyenesén n pont van,
(b) minden pontjan at n + 1 egyenes megy,
(c) Osszesen n? pontot és n?4+n egyenest tartalmaz.

Megoldas: A megoldds a 4. és 1. Feladat eredményeit hasznalva kénnyen
adodik. O

Definicié: Egy affin sik rendje n, ha van olyan egyenese, amelyre n pont
illeszkedik.

Az 5. Feladat lehet6séget ad arra, hogy a tanuldk a feladatsor korabbi feladatainak
eredményeivel kombinaljanak. A megoldas végigvitele megerdsiti a projektiv-,
illetve affin-sik rendjének fogalmat.



ITI. Feladatsor (Illeszkedési matrix)

A feladatsor bevezeti az illeszkedési méatrix fogalmat.

Az €l6z6 feladatok sok 1j, absztrakt fogalmat tartalmaztak. E harmadik feladat-
sor 1j ismeretként kevéssé absztrakt fogalmat vezet be, egy konkrét projektiv sik
leirdsanak lehetGségét mutatja be.

Az els6 két feladat megoldasa mechanikus. Ezek részben az illeszkedési mat-
rix fogalmanak megerésitését célozzak, masrészt megoldasuk soran a tanuldk
atismételhetik a projektiv sikra mar latott példakat.

A felrajzolt illeszkedési méatrixok szemléletesen, més reprezentacios sikon is
mutatjak az axiomak jelentését, a projektiv sik eddig megismert tulajdonsagait.

A feladatsor utolso6 feladata bar 4j fogalmat nem hasznal, mégis komoly abszt-
rakciés készséget igényel, 11j ismeretek tekintetében ez a feladat nevezhetd e
feladatsor céljanak, lényegének.

Definicié: k xn-es méatrixon egy olyan téglalap alaki tablazatot értiink, melynek
k sora és n oszlopa van, és amelynek elemei szamok.

Definicié: Egy n-edrendit projektiv sik illeszkedési matrixan egy (n? +mn+1) x
(n? + n + 1)-es méatrixot értiink, melynek oszlopait a sik pontjaival, sorait pedig
a stk egyeneseivel indexeltiink. Egy pontnak megfelel6 oszlop és egy egyenesnek
megfelel6 sor keresztez6désében pontosan akkor all 1, ha a pont illeszkedik az
egyenesre, ellenkez6 esetben 0 4ll a mezdében.

1. Feladat: Rajzoljuk fel a Fano-sikot, és nevezziik el a pontjait és egyeneseit.
Rajzoljuk fel a Fano-sik illeszkedési matrixat.

Megoldas:

Q G 0O Q0 T
—HO R OO O I
oOrRr oo o+~ Iy
—ooor ko Q
coor~rror g
COoO RO~ O I
orRr RO, OO M
—RRr O, OoCOOQ

O

A feladat konkrét példdn keresztiil erdsiti meg az illeszkedési métrix fogalmat.
A Fano-sik felrajzolasa, az illeszkedések attekintése egyben az ismert példa atis-
métlése is. Az illeszkedési matrix szemléletesen mutatja a masodik feladatsorban
bevezetett rend fogalméanak jol definidltsagat, és ravilagit a sik szimmetridira. A



szimmetridk emlitése visszautal a II./2. Feladatban bevezetett dudlis sik fogal-
maéra, és el6késziti az 6todik feladatsoron bar nem definialt, de intuitive érintett
kollineéci6 fogalmat. E kérdések felvetésének egy modja lehet annak megvitatasa,
miért fordulhat el6, hogy a tanuldk kiilonboz6 illeszkedési matrixokat kaphattak
(a sorok és oszlopok kiilénb6z6 pontokkal, illetve egyenesekkel valé indexelése
biztosan el6 fog fordulni).

2. Feladat: Rajzold fel az I./5. Feladatban ismertetett projektiv sik illeszkedési

matrixat!

Megoldas:

€1
€2
€3
€4
€5
€6
er
€s
€9
€10
€11
€12
€13

3. Feladat: Induljunk ki 4 pontbdl (P, ..

~

H OO R OFROOOOoOOo o

P

OO O R OO0 o —H

P

o

O R O OO0 OO

Py

o

— O OOOOOOoORFEO

Ps

—_

O R OO OO R~ FOO

Ps

o

—H O OO0 OoO R, MF,FOOoO—

Py

—

OO OO OO OO PR OOR,O

Py

o

DO O OO R R OO RO

., P1) és 6 egyenesbdl (eq, ...

Py

o

OO OO PR OO, OFHO

Pio

o

SO OoOH PR OO, OHFHOO

Py

o

oSO R, OOHFH,HOF,OOO

Pia

o

O P OO R OFOOOO

koztiik fenndlld illeszkedéseket a kovetkezd 6 x 4-es matrix irja le:

€1
€2
€3
€4
€5
€6

Py

O OO ===

P,

O == OO+

P
0

— O Rk O

Py
0

_—_= 0 = O

(a) Igazold, hogy P1 teljesiil, P2 pedig nem teljesiil ezen a sikon!

(b) P2 ,érdekében” mit tehetiink?

Pi3
0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
0
1
1

O

ye6). A

(c) Ellendrizd, hogy a mddositott sikon P1 nem teljesiil. Mit tehetiink a
moédositott sikon P1 ,,érdekében”?

(d) Ha végtelenszer , javitunk”, teljesiil-e mind a négy axiéma?
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Megoldas:

(a)
(b)

Sikunk nyilvanvalbéan kielégiti a P1 axiomat, P2-t viszont nem, mert vannak
olyan egyenesparok, amelyeknek nincs metszéspontjuk.

Tekintstik az 6sszes nem metsz6 egyenespart, és mindegyikhez definidl-
junk egy olyan 4j pontot, amelyik csak erre a két egyenesre illeszkedik.
Az 1j pontoknak megfelel§ oszlopokat vegyiik hozzd a tablazatunkhoz.
Moédositott sikunk kielégiti a P2 axiomat.

Moédositott sikunk nem elégiti ki a P1 axiémat, mert vannak olyan pont-
parok, amelyeknek nincs 0sszekoto egyenesiik. Tekintsiik az 6ssze ilyen
pontpart, és a kovetkezo 1épésben mindegyikhez definidljunk egy olyan j
egyenest, amelyik csak erre a két pontra illeszkedik. Az 1j egyeneseknek
megfelel sorokat vegyiik hozzd a tablazatunkhoz. Az igy kapott tdbldzat
kielégiti P1-et.

A kapott tablazat ismét nem elégiti ki P2-t. A kovetkezd 1épésben ezért
ismét definidljunk pontokat, az azutaniban egyeneseket, és igy tovabb.
Eljarasunk minden egyes 1épésében véges sok pontot vagy egyenest vesziink
hozzé a téablazathoz, maga az eljards azonban nem véges. Az igy kapott
végtelen tablazat projektiv sik illeszkedéstablaja:

Py | Py | P3| Py | Ps | Pg| P | Pg | Pg | Pig| Pyy| Prp| Prs|Pus
e | 1] 1 1 1
e, | 1 1 1 1
es | 1 1 1 1
e, 11 1 1
(= 1 1 1 1
€g 1 1 1 1
e, 1)1 1]1
eg 1 1 1 1
e, 11111 1
€10

P1 axioma teljesiil, mert ha A és B a sik két kiilonb6zé pontja, akkor pontosan
egy olyan k természetes szam létezik, melyre igaz, hogy mindkét pont definidlva
van a k-adik 1épésben, de a k — 1-edik lépésben legalabb az egyikiik még nincs.

A és
Ba
pont

B a k-adik 1épés utan legfeljebb egy egyenessel vannak osszekotve. Ha A és
k-adik 1épés utan még nincsenek 6sszekotve, akkor a k + 1-edik 1épésben
osan egy egyenessel fogjuk 6sszekotni dket.

Ugyanigy lathaté, hogy P2 is teljesiil.
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A P3 és P4 axi6omak pedig azért teljesiilnek, mert amikor egy pontot vagy egy
egyenest definidlunk, akkor az pontosan két régi elemhez illeszkedik, viszont
vannak olyan régi elemek is, amelyekhez nem illeszkedik. Ezért a rdkévetkezd
lépésben biztos, hogy legaldbb egy 1j elemhez fog illeszkedni.

O

A feladat a Hall-féle szabad sik konstruktiv bevezetése. Példat szolgaltat egy
végtelen sok lépésben megalkotott konstrukciéra, bevezet a végtelen konstrukcid
tulajdonsdgainak vizsgalataba. A feladat megolddsahoz sziikséges a projektiv sik
axiémainak és az illeszkedési matrix fogalmanak ismerete, és lehetdséget nyuijt
ezen ismeretek alkalmazott gyakorlasara.

A feladatot részfeladatonként beszéljiik meg a tanulékkal, mert bér a részfeladatok
megoldasa egymasra épiil, megoldasuk azonban ujszeri gondolkodast igényel,
elakadhatnak a tanulék az egyéni munka folyamén.
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IV. Feladatsor (Ivek)

A feladatsor bevezeti az iv, teljes iv, ovalis és hiperovilis fogalmat. A fogal-
makkal kapcsolatos allitasok bizonyitasa kombinatorikus megfontolasok utjan
véghezvihets. A megolddsok szépek, frappansak, olyan téren igényelnek komo-
lyabb teljesitményt a tanuloktél, melyben mar jartasak, sikeresek. A feladatok
megoldasa azt példazza, a tanulék immar képesek a véges geometriak teriiletén
szép megoldasok kigondolasara, megfogalmazéasara.

Definicié: Projektiv sik olyan ponthalmazat, amelynek nincs hdrom pontja egy
egyenesen, ivnek nevezzilk. Ha az iv k pontid, akkor k-ivrol beszéliink.

1. Feladat: Bizonyitsd be, hogy n-edrendi sik barmely k-ivére k < n + 2.

Megoldas: Valasszuk ki az iv egy P pontjat. Ezen a ponton n + 1 egyenes
megy at, melyek mindegyikén a P-n kiviil legfeljebb egy tovabbi pontja lehet az
iviinknek. Igy Gsszesen legfeljebb 1+ (n 4+ 1) = n + 2 pontd lehet az iv. O

A feladat megoldasahoz a projektiv sik axiémainak és a rend fogalmanak ismerete
sziikséges. A feladat ezen fogalmak alkalmazott gyakorldsa kozben segit megérteni
a fent definidlt iv fogalmat, és alapvetd ismeretet nydjt az 4j fogalomrol.

A feladat megoldasa egy szép Otletre épiil: tekintsiink egy pontot, és a rajta
atmené egyeneseket. A feladat megoldasa rovid, frappans, konnyen értheto - ez
sikerélményhez juttathatja a tanulékat a véges geometriak teriiletén.

2. Feladat: Igazold, hogy ha n paratlan, akkor k < n + 1 is igaz.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy n paratlan, de létezik n + 2 pontt iv. Ekkor az
iv barmely P pontjat valasztva igaz, hogy a P-n atmend egyenesek P-n kiviil
tovabbi egy pontot tartalmaznak. Mas szdval, barmely egyenes, mely metszi az
ivet, pontosan két pontban metszi azt. Vegylink egy R pontot, mely nincs az
iven. Az R-en atmend egyenesek 0 vagy 2 pontban metszik az iviinket, tehat ha
az v pontjait 6sszekotjiik R-rel, akkor ezzel az iv pontjait parba allitjuk, azaz
iviink mérete paros szam kell legyen. Ha viszont n + 2 paros, akkor n is paros,
ellentmondés a feladat feltételével. (]

A kovetkez6 kérdésekkel vihetjiik elore a gondolatmenetet:

Javasoljuk az indirekt megoldast az els6 feladat fényében. Segitsiik megfogal-
mazni a tanuléknak, hogy az indirekt feltétel a (n 4 2)-iv 1étezése.

Hény pontot tartalmazhat a (n + 2)-ivbél az iv egy pontjan dtmend egyenes?
Metszheti-e a (n + 2)-fvet egy egyenes paratlan sok pontban?
Lehet-e paratlan sok pontja egy (n + 2)-ivnek?
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3. Feladat: Igazold, hogy egy n-edrendii projektiv stk minden pontjanak egye-
nesekkel val6 lefedéséhez legalabb n + 1 egyenes sziikséges!

Megoldas: Tegyiik fel, hogy ez e, eq, ..., er egyenesek lefogjak a sik pontjait.
Legyen f egy semelyik e;-vel nem azonos egyenes. Az f egyenes minden pont-
jara illeszkedik legalabb egy e; egyenes, és a kiilonb6z6 pontokra illeszkedd e;
egyenesek kiilonbozéek. Igy k> n + 1. O

A feladat mind allitasdban, mind a projektiv sik egyenesekkel valo lefedettségének
gondolataban a 4. Feladat elOkészitése. Emellett megolddsanak otlete igen
hasznos, sokszor alkalmazott technika véges geometriai problémak megoldasaban.

Definicié: Egy projektiv sik k-ivét teljesnek mondjuk, ha tartalmazasra nézve
maximalis, azaz nem része k + 1-ivnek.

4. Feladat: Igazold, hogy k-fv nem lehet teljes {v, ha n > k(k —1)/2.

Megoldas: Ha a k-iv teljes, akkor az ivre nézve szel6 egyenesek a sik minden
pontjat lefedik. Mivel a 3. Feladat szerint a pontok lefedéséhez legaldbb n + 1
egyenes sziikséges, adodik, hogy a k-iv pontjai dltal meghatarozott egyenesek
szama legaldbb n 4+ 1. Tehat ha a k-{v teljes, akkor k(k — 1)/2 > n + 1, azaz
n > k(k —1)/2 esetén a k-iv nem lehet teljes. O

A feladat megolddsdnak otlete, hogy egy teljes iv pontparjai meghatarozzak a
sik Gsszes egyenesét. Ez a gondolat segit megérteni a teljes iv fogalmanak lénye-
gét. Ennek megértése utan csupdn egy egyszeri kombinatorikai megfontoldssal
megoldhato a feladat.

Definicié: Az iv érinté egyenese a projektiv stk olyan egyenese, melynek az
ivvel egy kozos pontja van.

Definicié: Ovalisnak olyan ivet neveziink, amelynek minden pontjdban egyetlen
érint0 egyenese van.

5. Feladat: Igazold, hogy az ovélisok az n + 1 ivek.

Megoldas: Az ovélis egy pontjara illeszkedd egyenes vagy érint0, vagy az ovalis
két pontjara illeszkedik. Mivel az ovalis egy P pontjara illeszked6 egyenesek
pontosan egyike érintd, a tovabbi n egyenes az ovalis pontosan két pontjara
illeszkedik, azaz P-n kiviil az ovalis még egy pontjat tartalmazza. Mivel a P-re
illeszked& egyenesek a sik minden pontjat, igy az ovalis minden pontjat is lefedik,
az ovalis pontjainak szamat a P-re illeszked6 egyenesek szerint 6sszeszamolhatjuk,
és kapjuk, hogy 1+ n. |

A feladat megoldasa az ovalis fogalméan kiviil az el6z6 feladatokban gyakorolt
fogalmakat, az ott latott megoldasi stratégidkat hasznélja, novelve ezzel a tanulok
jartassagat az ilyen jellegii gondolatmenetek végigvitelében.

Definicié: Hiperovélisnak az olyan iveket nevezziik, melyeknek nincs érinto
egyenestik.
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6. Feladat: Igazold, hogy a hiperovalisok a n + 2 ivek.
Megoldas: A hiperovalis egy pontjara illeszked6 egyenesek mindegyike a hipe-

rovalis pontosan egy tovabbi pontjit tartalmazza. Mivel az egy pontra illeszked6
egyenesek lefedik a sik, igy a hiperovélis pontjait is, a hiperovalis pontjaina a
szdma 1+ (n+ 1) =n+2. O

A feladat megoldédsa a hiperovalis fogalmanak megerdsitését, valamint legfonto-

sz 2

oldhat6 meg.
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V. Feladatsor (Lefogé ponthalmazok)

A feladatsor bevezeti a lefogd ponthalmaz, blokkolé ponthalmaz, (k,m)-iv és
t-szeresen lefogé ponthalmaz fogalmat.

Az elsé hdrom feladat az el6z6 feladatsor technikdival, 6tleteivel oldhaté meg, a
jelen feladatsor némely allitasa az IV. Feladatsor egy adott allitdsdnak analé-
gidjara igazolhaté. A megfogalmazott allitdsok valamivel nehezebbek, mint a
IV. Feladatsor allitasai, mely nehézséget az ilyen jellegii fogalmak hasznédlataban,
illetve a megoldasi technikdkban szerzett nagyobb jartassig kompenzal.

Definicié: Egy projektiv sik valamely B ponthalmaza lefogd ponthalmaz, ha
minden egyenes metszi B-t.

1. Feladat:

(a) Igazold, hogy egy n-edrendii projektiv sik barmely B lefogé ponthalmaza
legalabb n + 1 pontbdl All.
(b) Igazold, hogy ha a B lefogé ponthalmaz elemszdma n + 1, akkor az egyenes.

Megoldas:

(a) Tekintstink egy P pontot, mely nem eleme a B lefogé ponthalmaznak.
Ezen a P ponton n + 1 egyenes megy at, melyeknek a P-n kiviil nincs
koz0s pontja, és mindegyikiik metszi a B lefogd ponthalmazt, tehat a B
lefogbé ponthalmaz legaldbb n + 1 elemii.

(b) Tekintsiik az n + 1 elem{i B lefogd ponthalmaz P és @) pontjit, valamint a
rajuk illeszked? e egyenest. Ha B lefogd ponthalmaz nem maga az e egyenes,
akkor van az e egyenesnek egy R pontja, mely nem eleme a B lefogd
ponthalmaznak. Az (a) feladat megolddsdnak gondolatmenete alapjin
minden R-re illeszked6 egyenes metszi a lefogé ponthalmazt, emellett az e
egyenes legaldbb két pontban (P és Q), igy a lefogd ponthalmaz mérete
legalabb n + 2 kell legyen, ami ellentmondas. O

Erdemes Gsszevetni a feladat megoldésat a IV. /3. Feladat megoldasaval. Prébél-
jak meg a tanulék maguk megfogalmazni, min alapszik a két megoldas kozotti
analégia. Ha mar atgondoltdk, hogy a pontok és egyenesek szerepének felcse-
rélésérol van szd, megkérdezhetjiik, milyen fogalommal taldlkoztak a korabbi
feladatsorokban, mely a pontok és egyenesek szimmetridjat irja le. Végiil ponto-
san felidézhetjiik a II. Feladatsorban ismertetett dudlis sik fogalmat.

Felvethetjiik, hogy felhasznalva a dudlis sikr6l valé tudasukat valamint a
IV./3. Feladat eredményét, tudnak-e mondani egy mdsik megoldast a tanuldk
az (a) feladatra? Majd megkérhetjik, fogalmazzdk meg a didkok a IV./3.
feladat (b) részét - ott nem szerepelt az n + 1 elemi lefed egyenes halmaz
egyértelmiiségének bizonyitdsa, ami a jelen feladat (b) részének dudlis allitasa.
Végiil megfogalmazhatjuk, mit neveziink duélis probléméanak.
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Definicié: Az olyan lefogd ponthalmazt, amely nem tartalmaz teljes egyenest,
blokkol6é ponthalmaznak nevezziik.

2. Feladat: Igazold, hogy egy n-edrendii projektiv sik B blokkolé ponthalmazat
minden egyenes legfeljebb |B| — n pontban metszi!

Megoldas: Legyen e egy tetszdleges egyenes, P pedig az e egyenes egy olyan
pontja, mely nincs B-ben. P-re az e egyenesen kiviil n egyenes illeszkedik, melyek
lefogdsdhoz legalabb n darab B-beli pont szitkséges, tehit |B \ e| > n. Ebbél az
allitds adodik. |

Beszéljiink a feladat megoldasa elétt a tanulékkal arrél, mit is jelent a meg-
fogalmazott allitds. El&szorre talan nem vilagos, hogy az allitasban szereplo
egyenl6tlenség a blokkolé ponthalmazok méretérol mond-e valamit, vagy mas
tulajdonsigot fogalmaz meg. Jussunk el addig a meglatasig, hogy az allitas
arrél szol, ,mennyire tomoriilhetnek” a blokkolé ponthalmaz pontjai egy egye-
nesre. Ennek megértése ravezet a megoldds azon otletére is, hogy tekintsiink egy
egyenest, és az azon kiviili pontokat vizsgaljuk.

Definicié: egy n-edrendii projektiv vagy affin sik K részhalmazat (k,m)-ivnek
nevezzik, ha |K| = k, minden egyenes legfeljebb m pontban metszi, és van olyan
egyenes, amely pontosan m pontban metszi K-t.

3. Feladat:

(a) Igazold, hogy egy n-edrendii sik barmely (k, m)-ivének méretére k <
mn — n + m teljestl!
(b) Igazold, hogy egyenldség esetén m osztdja n-nek!

Megoldas:

(a) Jeldlje a (k, m)-ivet K. Legyen P a K egy pontja, és tekintsiik a P-n 4tmend
egyeneseket. Ezek mindegyikén P-t nem szamitva legfeljebb m — 1 tovabbi
pontja van K-nak, amibél adédik, hogy k < 1+(n+1)(m—1) = nm—n+m.

(b) Ha fenti egyenl6tlenségben egyenléség &ll fenn, akkor — a fenti megfontolds
alapjan — minden olyan egyenes, amely metszi K-t, pontosan m pontban
kell messe. Mas széval minden egyenes 0 vagy m pontban metszi K-
t. Legyen most P’ egy K-n kivili pont, és tekintsiik az ezen atmend
egyeneseket. Ezek mindegyikén 0 vagy m pontja van K-nak, tehit Gsszesen
m-mel oszthat6 pontja kell legyen K-nak. Mivel |K| = mn +m —n, az
el6bbi oszthatdsagbol adédik, hogy m osztja n-et. O

s sz

IV. Feladatsor 1. és 2. feladataban is az iv egy pontjara illeszked6 egyeneseket
vizsgaltuk - kombinalva.

A (b) feladat megoldésa a IV./2. Feladat megolddsanak dltalanositdsa. Mivel
mér az (a) feladat megolddsakor felidéztiik a IV./1. és 2. feladatokat, valamint a
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IV./2. feladatban parossigrol, jelen feladatban az {v paraméterével valé osztha-
tésagrol van szo, mindezek segitik megsejteni a megoldésok kozotti analogiat.

Definicié: Egy n-edrendii projektiv vagy affin sik B részhalmazat t-szeresen
lefogbé ponthalmaznak nevezziik, ha B-t minden egyenes legalabb ¢ pontban
metszi, és van olyan egyenes, amely pontosan ¢ pontban metszi B-t.

4. Feladat: Igazold, hogy egy n-edrendii projektiv vagy affin stk barmely
t-szeresen lefogd ponthalmazanak mérete legaldbb ¢(n + 1) !

Megoldas: Tekintsiink egy B t-szeresen lefogd ponthalmazt, és rajta kivil egy
P pontot. A P ponton atmend n+1 egyenes mindegyikén legalabb ¢, igy Gsszesen
legalabb (n + 1)t pontja kell legyen B-nek. O

A hasznalt fogalom, a feladat és megoldasa a feladatsor 1. feladatdban hasznalt
fogalomnak, az 1. feladatnak és megolddsanak altalanositdsa. A megoldas annyit
kivin meg a tanuldktél, hogy egy tjonnan definidlt fogalommal operalva is
hasznaljak a mar tobbszor latott megoldasi modszert.

A t-szeresen lefogd ponthalmaz fogalmanak bevezetése 1j kérdések megfogalma-
zésara motivalhatja a tanuldkat. Az érdekl6dé tanuldék belegondolhatnak, mely
allitasok altalanosithatok, esetleg mely eddig hasznalt fogalmak dltalanosithatok
még.
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VI. Feladatsor (Altalanositott négyszogek)

A VI. és VII. Feladatsor témajaban és céljaiban is eltér a megeléz6 feladatsoroktol.
Mig eddig a projektiv- és affin-sik axidmaéival, tulajdonsagaival, fogalmaival
ismerkedtek a tanuldk, ez a feladatsor egy 10j axiémarendszert, egy 0j strukturat,
az altalanositott négyszoget vezeti be.

A tanulék 6t feladatsoron keresztiil dolgoztak a — lassan természetessé vald —
projektiv sik axidmaival. Jartassidgot szereztek abban, hogy magyarizataikban
csupan az axiomara, vagy a mar axiomak felhasznéalasaval belatott allitasokra
hagyatkozzanak — a szemléletet, intuitiv képet megtanultak ,,csupan” az Otletek
kitaldlasara, megoldasi modszer megvalasztasara hasznalni.

A VI. Feladatsor feladatainak megoldasa soran a tanuldéknak ismét egy 1j, is-
mét nem természetes axidmarendszer axiémaival kell dolgozniuk. Mivel mar
van jartassdguk egy axiémarendszerbdl valé kiinduldsban, ezen a feladatsoron
- két modell bemutatasat kovetéen - mar megjelennek kombinatorikailag nehe-
zebb feladatok, melyeket az altalanositott négyszogek axiomarendszerének ,1Gj
kornyezetében” kell megoldaniuk.

A feladatsor célja tehat az altaldnositott négyszog fogalmanak bevezetése mellett
az 1j axidomarendszerekkel val6 munka gyakorlasa.

Definicié: Nevezziik egy alaphalmaz elemeit pontoknak, bizonyos részhalma-
zait egyeneseknek, a tartalmazast pedig illeszkedésnek. Ha az egyenesek,
mint részhalmazok kielégitik a kovetkezo axidémakat, akkor a pontokat, egye-
neseket és a koztiik fenndllo illeszkedés egytittesét (s, t)-rend(i altaldnositott
négyszognek nevezziik:

GQ1. Barmely pont pontosan ¢t + 1 egyenesre illeszkedik.
GQ2. Barmely egyenes pontosan s + 1 pontot tartalmaz.

GQ3. Minden (P, e) nem illeszked pont-egyenes parhoz pontosan egy olyan
(P’ €¢’) pont-egyenes par taldlhat6, ahol P’ pont illeszkedik az e egyenesre, és e
egyenes illeszkedik a P és P’ pontokra. (Azaz egyértelmfiien létezik adott ponton
atmend, a pontra nem illeszkedd egyenest metsz8 egyenes.)

1. Feladat: Tekintsiik a K;y; .41 teljes paros grafot. Definidlj pontokat és
egyeneseket a graf objektumain gy, hogy azok eleget tegyenek az altalanositott
négyszog axiomainak!

Megoldas: Legyenek a pontok a graf csticsai, az egyeneseknek pedig feleltessiik
meg a graf éleit. Egy pont akkor illeszkedjen egy egyenesre, ha a graf megfeleld
cstucsat tartalmazza a megfelelé él. Az altaldnositott négyszog axiémai itt
teljesiilnek. (I

A feladat lehet&séget biztosit az axiémak megértésének ellendrzésére.
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A feladat egy példat szolgdltat az dltalanositott négyszog axiémakkal definialt
fogalmara. A latott példa segiti a definialt struktarardl alkotott intuitiv kép
kialakitasat, sejtet valamit az altalanositott négyszog tulajdonsagairol.

2. Feladat: Tekintsiink a klasszikus euklideszi sikon egy derékszogii koordi-
nitarendszert, és rogzitsiink egy s pozitiv egész szdmot. Tekintsik az (z,vy)
racspontokat, ahol 0 < z, y < s. Definidlj ezen racspontokon, mint alaphalmazon
egyeneseket gy, hogy azok kielégitsék az altaldnositott négyszog axiémait!

Megoldas: Legyenek az egyenesek az © = ¢ és y = d egyenletii egyenesek,
ahol 0 < ¢, d < s. Az illeszkedés legyen az euklideszi sikbeli illeszkedés. Az
altalanositott négyszog axiémai itt teljesiilnek. (Il

Egy tjabb példa konstrualasa elmélyiti az axidméak megértését, ismeretét.

A feladat egy ,nagyobb” példat szolgaltat az dltaldnositott négyszog fogalmara.
A két példa Osszevetése tovabb segiti annak leolvasasat, mi jellemzé dltalaban az
altalanositott négszogre, és mi a példak sajat jellemzGje.

3. Feladat: A pont, egyenes és illeszkedés fogalmat hasznélva ird le a haromszog
definiciéjat! Tartalmazhat-e altalanositott négyszog haromszoget?

Megoldas: Nevezziink haromszognek olyan harom kiil6nb6z6 pontot, melyek
nincsenek egy egyenesen, és koziiliik barmely kettore illeszkedik egyenes.

Tegyiik fel, hogy A, B és C egy &ltaldnositott négyszog pontjai, és a fent
meghatdrozott értelemben haromszoget alkotnak. Tekintsiik az A és B pontokat,
valamint a rajuk illeszkedd e egyenest. A GQ3 axiéma szerint pontosan egy olyan
C-n 4tmend egyenes van, mely metszi az e egyenest. Igy az A és C, illetve B
és C pontpar valamelyike biztosan nem illeszkedik egy egyenesre, ellentmondés.
Altaldnositott négyszog tehat nem tartalmazhat hiromszoget. O

A feladat egy a tanulék szamdra természetes fogalom absztrahdlasat kéri. Preciz
matematikai gondolkodast kivan a korrekt definicié megadasa. Varhaté hiba,
hogy a tanulék nem teszik meg azt a kitételt, hogy kiillénb6z6é pontokrdl beszél-
junk, illetve a kollinearissag kizarasanak elhagyésa is el6fordulhat. Barmelyik
hiba el6forduldsa esetén jelezziik a definicié nem pontos voltat a hiba elaru-
lasa nélkiil, és kérjiink példat a hidnyos definiciot kielégité, 4&m a haromszog
yelképzelésiinknek” nem megfelel6 objektumra.

A feladat masodik felében megfogalmazott kérdés megvalaszoldsa a legnehe-
zebb axidéma alaposabb megértését segiti. A kérdésre adott valasz pedig az
altaldnositott négyszog egy fontos tulajdonsagat fogalmazza meg.

4. Feladat: Igazold, hogy ha az S altaldnositott négyszog rendje (s,t), akkor

(a) S-nek v = (s + 1)(st + 1) pontja van,
(b) S-nek b= (t+ 1)(st + 1) egyenese van!
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Megoldas:

(a) Legyen e az S dltaldnositott négyszog egy rogzitett egyenese. A GQ2 axiéma
miatt e-re s+ 1 pont illeszkedik, GQ1 miatt ezek mindegyikén ¢ darab e-t6l
kiillonb6z6 egyenes megy at. Ezeken az egyeneseken Gsszesen (s + 1)ts e-re
nem illeszked6 pont van. A GQ3 axiéma miatt minden e-re nem illeszked6
pont pontosan egy ilyen egyenesen van rajta. Tehat az S Gsszes pontjainak
széma (s + 1)+ (s+ 1)ts = (s + 1)(st + 1).

(b) A (b) allitds az (a) allitds dudlis problémadja. O

Az (a) feladat megolddsi moédszere az el6z6 feladatsorokon alkalmazott, a
projektiv-sikon megfogalmazott problémak megoldasa soran latottakhoz ha-
sonld. A | szokasos” leszamoldsa helyességének ellenorzésekor nyilvanvaldéan
adodik, mikor kell a nem szamossagrol szolo GQ3 axiomat alkalmazni.

A (b) allitds kapcsan felmeril, dltaldnositott négyszog esetén is beszélhetiink-e
dualitasrol. Ekozben felidézziik, 4j axiomék koérében dolgozunk a dualitas fogal-
méaval. Az Gjabb példa meger@siti azt a tapasztalatot, a megismert axiomatikus
felépitésii struktirak problémaéi esetén hasznos bizonyitdsi modszert, hogy ér-
demes egy probléma duélis problémajat tekinteni, hatha arrél tobb ismeretiink
van mar.

Definicié: Ha az S altalanositott négyszog két nem feltétlentil kiillonb6z6é P és
@ pontjahoz van olyan egyenes, amelyik P-re is és Q-ra is illeszkedik, akkor a
pontokat kollinedrisnak mondjuk, és ezt P ~ Q-val jeloljiik. Jeloljiik P*-vel a
P-vel kollinearis pontok halmazat.

5. Feladat: Igazold, hogy ha az S altaldanositott négyszog két kiilonbozé pontja
P és Q, akkor

1, ha P~
PragH = st @il
t+1, hanem P~ Q

Megoldas: Ha P ~ @, akkor P-NQ+ nyilvan tartalmazza a PQ egyenesen 16v
s+ 1 pontot. Més pontot viszont nem tartalmaz, mert altaldnositott négyszog
nem tartalmaz haromszoget (3. Feladat). Tehat [P NQ*|=s+1, ha P~ Q.

Ha P és @ nem kollinearis, akkor GQ3 axiéma miatt minden P-n atmené egyenesen
pontosan egy (-val kollinearis pont van — ezek a pontok paronként kiilonb6zoek
a 4. Feladat szerint. A GQ1 axiéma szerint P-n at ¢ + 1 egyenes megy, ezért
|P-NQY| =t+1, ha P és Q nem kollinedris. O

A feladat megoldasanak mddszere az el6z6 feladatsorokban, a projektiv sikon
megfogalmazott feladatok megoldasi médszereihez hasonlit. A tanul6knak azt
kell megvaldsitani, hogy a eddig alkalmazott technikékat (jol megvalasztott
pont, egyenes vizsgdlata) most nem a kordbbi feladatsorokban megszokott P1-
P4 axiémék, hanem az altaldnositott négyszog 1j axiémdinak felhasznédlasaval
alkalmazzak.
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VII. Feladatsor (Mobius-sikok)

A feladatsor bevezeti a Mobius-sik fogalmat. A fogalom ismertetése mellett a
VII. Feladatsor célja hasonlé a VI. Feladatsoréhoz: 1j axiémarendszerrel vald
dolgozas gyakorlasa.

Definicié: Nevezziik egy alaphalmaz elemeit pontoknak, bizonyos részhal-
mazait koroknek, a tartalmazast pedig illeszkedésnek. Ha a korok, mint
részhalmazok kielégitik a kovetkez6d axiémaékat, akkor a pontokat, korcket és a
koztiik fennallé illeszkedés egytittesét Mobius-siknak nevezziik:

M1. Barmely harom ponthoz pontosan egy olyan kor 1étezik, mely illeszkedik
mindharom pontra.

M2. Bérmely P és P’ pontokhoz, és a P-t tartalmazd, 4m a P’-t nem tartalmazd
k korhoz pontosan egy olyan k' kor létezik, melyre k és k' egyetlen kozos pontja
P, és k' tartalmazza P’-t. (Azaz egyértelmiien létezik adott kort adott pontjaban
érinté és egy masik adott ponton dtmend kor.)

M3. Létezik négy olyan pont, amelyek nincsenek egy koron.

1. Feladat: Mobius-sikot alkotnak-e az euklideszi sik korei és pontjai az eukli-
deszi illeszkedéssel?

Megoldas: Tekintsiink egy k kort, rajta egy P pontot, a k kor P pontbeli e
érint6 egyenesét, és az e egyenes egy P-t0l kiilonb6z6 @ pontjat. A k kor, a ré
illeszkedé P pont és a rd nem illeszkedd @ pont nem teljesitik az M2 axiémat. Az
euklideszi sik korei és pontjai az euklideszi illeszkedéssel nem alkotnak Mobius-
sikot. ]

A feladat megoldasa az axiémak megértésének ellenérzését szolgalja. A feladat
felvetése és megoldasa sejteti, hogy az euklideszi sik koreinek tulajdonsigai
alapjaul szolgalnak egy intuitiv kép kialakitasdnak, &m ramutat az euklideszi sik
koreinek , hibajara”.

2. Feladat: Mobius-sikot alkotnak-e az euklideszi térben egy gémbfelszin pontjai,
mint pontok és a gobmbon 1év6 kérvonalak, mint korok?

Megoldas: Az M1 és M3 axiémék nyilvanvaldéan teljesiilnek.

Tekintsiik a gombfelszinen egy k kort, rajta egy P pontot, és a k korre nem
illeszked6 @ pontot. Legyen e a k kor sikjaban a P-beli érint6 egyenes. Az
e egyenes és a () pont altal meghatarozott sik és a gombfelszin metszeteként
kapott k' kor kielégiti az M2 axiéméban megfogalmazott feltételeket.

Tehat az euklideszi térben egy gombfelszin pontjai és a gémbon 1évé korvonalak
Mobius-sikot alkotnak. (]

A feladatban latott példa mér alapja egy helyes intuitiv kép kialakitasanak, mely
elokésziti az absztraktabb, véges példakkal valé problémamegoldést.
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3. Feladat: Legyen P a Mobius-sik egy pontja, Kp pedig a sik P-t tartalmazé
korei. Tekintsiik a Mobius-sik pontjait P-t kivéve, mint egy alaphalmaz elemeit,
a Kp koreit elvéve belolik P-t, mint részhalmazokat, és a Mobius-sikon koztiik
fennallo illeszkedéseket. Igazold, hogy ezek, mint pontok, egyenesek és a koztiik
1év¢ illeszkedések affin sikot alkotnak! (Jeloljiik ezen pontok, egyenesek és a
koztiik 1év6 illeszkedések egytittesét M p-vel.)

Megoldas: Ha A és B két P-t6l kiilonbozé pont, akkor M1 axiéma miatt
egyértelmiien létezik az A, B és P pontokra illeszked6 kor. Tehat M p-ben
barmely két pontra illeszkedik egyenes, azaz M p kielégiti az Al axiomat.

Ha adott egy k € Kp kor, valamint egy rajta kivil fekvé A pont, akkor az M2
axiéma miatt egyértelmiien létezik A-n dtmend, k-t P-ben érint6 k' kor. Igy
k' \ P létezésével Mp kielégiti az A2 axiémat.

Az A3 és A4 axidéma trividlisan kovetkezik M3-bdl. O

E feladat ismét ,szigorubban” axiomatikus gondolkodést kovetel meg a tanuldk-
tél — szemben az el6z6 két feladattal, mely az intuitiv gondolkodés alakitdsat
célozta a Mobius-sik fogalméanak megerdsitése mellett. A Mobius-sik axiémainak

hasznéalata mellett a tanuléknak fel kell idéznitik az affin sik axiomait is.

Erdemes megemliteni, hogy mint azt korabban lttuk, az affin sikot a projektiv
siktol egy egyenes, a Mobius-siktél egy pont ,véalasztja el” — ez motivalhatja a ta-
nulékat arra, hogy 6sszevessék a megismert struktirakat, azok axiémarendszerét,
keressék az Osszefliggések gyokerét.

Definicié: A fent definidlt Mp affin sikot a Mobius-sik P szerinti derivélt
sikjanak nevezziik.

4. Feladat: Mi a 2. Feladatban szereplé Mobius-sik egy derivalt sikja?

Megoldas: Sztereografikus vetitéssel lathato, hogy az euklideszi-sikot kapjuk a
derivalt sik képzésével. (Il

Ez a feladat 6sszefogja a feladatsor els6 harom feladatat. Amit absztraktan,
axiomatikusan végiggondoltak a tanuldk a 3. Feladatban, azt e feladat megoldasa
soran atvihetik a bevezetd példékra. Ezzel intuitiv képet alkothatnak arrdl, mi
tortént a 3. Feladatban, mit jelent a derivalt sik képzése.

Felvethetd a kérdés, mit tesz a sztereografikus vetités inverze az euklideszi sikkal.
Megfogalmazhatunk errdl egy szemléletes képet a tanulékkal: Osszecsipjiik
az euklideszi-sik ,szélét” egy pontta. Nevezziik ezt végtelen pontnak, mellyel
egészitsiik ki az Osszes egyenest. Megkérdezhetjiik, hogy ezzel ,,megoldédott-e
az a probléma”, amely miatt az 1. Feladatban az euklideszi-sik nem bizonyult
Mobius-siknak.

Megallapithatjuk, hogy mig korabban egy egyenes hozzavételével projektiv-
sikka alakitottuk az euklideszi sikot, most egy pont hozzavételével Mobius-sikké
tettiik azt. Fontos kiemelni, hogy ez tobb, mint egy tetszéleges Mobius-sik és
derivalt sikjanak kapcsolata, melyrol a 3. Feladat utdn beszéltiink: Nem csupan
a kiegészitett egyenesek, az eredeti sik objektumai, az euklideszi-sik korei is
koroknek felelnek a konstrudlt Mébius-sikon.
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Ezek a felvetések elésegitik a tanuldk divergens gondolkozasat, valamint a végig-
vitt gondolatmenetek mélyebb megértését.

5. Feladat: Igazold, hogy ha egy véges Mobius-siknak van olyan kére, amelyre
n + 1 pont illeszkedik, akkor

(a)
(b)
()
(d)

a sikon sszesen n? + 1 pont van,

a sik minden korén n + 1 pont van,

a sfk minden pontjan 4t n(n + 1) kor megy,
a sfkon dsszesen n(n? + 1) kor van.

Megoldas:

(a)

Ha az M Mobius-siknak van olyan k kore, melyre n + 1 pont illeszkedik,
akkor k£ minden P pontja esetén igaz, hogy az M p derivalt affin sik rendje
n. Az M sik pontjainak a szdma eggyel tobb, mint a derivalt sik pontjainak
a szama. Mivel az n-edrendfi affin sik pontjainak a szama n?, az M sik
pontjainak a szdma n? + 1.

A fenti megfontolast a k£ kor minden pontjara alkalmazva, illetve az n-
edrendii affin sik egyeneseinek szdmara és az egy egyenesen fekv6 pontok
szamara vonatkozo ismereteket felhasznédlva kapjuk, hogy a k kér minden
pontjan it n(n + 1) kor megy, és minden k-t metszé kor n + 1 pontot
tartalmaz. Ha k' az M Mobius-sik egy tetszdleges kore, akkor 1étezik a
sikon olyan M kor, melynek k-val és k’-vel is van kozos pontja. Mivel a
k-t metsz6 korokre, igy M-re is lattuk, hogy n + 1 pontot tartalmaz. Igy
M-16]l mindaz elmondhaté, amit k-rol belattunk. Tehéat az M-et metszo
korok, {gy k' is n + 1 pontra illeszkedik,

valamint M minden pontjin n(n + 1) kor megy. Mivel barmely pont
illeszkedik k-t metsz6 korre, ezzel belattuk a (b) mellett a (c) allitast is.
Az (a) és (c) allitast haszndlva kapjuk, hogy az M sikon a pont-kor
illeszkedések szdma (n? + 1)n(n + 1), s mivel minden kérre n + 1 pont
illeszkedik, a sfk kéreinek szdma ezek hanyadosa, azaz (n? + 1)n. O

Definicié: A fenti n szdmot a Mobius-sik rendjének nevezziik.

Az (a) feladat megolddsa a 3. Feladat és az m-edrendii affin sikrdl szerzett
ismeretek alkalmazasa.

A (b) és (c) feladat megolddsahoz preciz logikai gondolkodds sziikséges. Kevéssé
Otletre épiil a bizonyitas, inkabb mar latott technikdk adodé alkalmazésat, oda-
figyelést, pontos kovetkeztetéseket igényel — ami az Gj struktiardban gondolkozva
egy komoly feladat.

A (d) feladat megoldasa olyan médszert alkalmaz — illeszkedések szdmoldsat —,
ami mar lattak a tanuldk, és szamtalan mas kombinatorikai probléma megoldasa
soran hasznos lehet még szamukra.
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VIII. Feladatsor (Alkalmazas)

A feladatsor célja, hogy az eddigi, csupan a véges geomatridk jonnan megismert
fogalmaival dolgozé feladatsorokkal szemben, a feladatsor sorozat zarasaként egy
pici kitekintést adjon a véges geometriak és mas teriiletek kapcsolatara.

Egy komolyabb feladatot a SET jaték kiprobalasa kovet, ezzel jatékosabba,
kénnyedebbé téve a zard szakkori alkalmat.

1. Feladat:

(a) Igazold, hogy egy n x n-es matrixban legfeljebb 7 (14-/4n — 3) egyes lehet,
ha nincs két-két olyan sor és oszlop, amelyek keresztezési mezdiben négy
egyes volna!

(b) Igazold, hogy ha n > 4, akkor egyenléség esetén a matrix egy projektiv sik
illeszkedési matrixa!

Megoldas:

(a) Jelolje a matrix sorvektorait a;, oszlopvektorait aj. A csupa egyes kizart
részmatrix pontosan azt jelenti, hogy a;a; = 0 vagy 1, és ajaj = 0 vagy 1
(a;a; a skalarszorzatot jeloli). Az a;a; = r; az i-edik sorban, afaf = ¢; az
i-edik oszlopban 1év6 egyesek szdma. Az r;-ket illetve a ¢;-ket Gsszegezve
is a matrixban taldlhaté egyesek szamat kapjuk, jelolje ezt e.

Tekintsiik a kovetkezo egyenlGséget:

(a1 +ag+...+a,)? = (a] +...+a2) +2(ajag + ...+ an_1a,)
A bal oldal ¢2 + ... + c3-tel egyenlé. Mivel a c;-k dsszege e, ez az Osszeg a
szdmtani és négyzetes kozép kozti egyenlétlenség szerint leglabb e? /n.
A jobb oldal els6 tagja az r;-k Osszege, ami e, masodik tagja pedig legfeljebb
n(n — 1), hiszen minden benne szerepl§ skaldris szorzat 0 vagy 1. Ebbdl
kapjuk, hogy €2 /n < e+n(n—1), mely egy e-ben masodfoki egyenlétlenség,
amibdl az e-re vonatkozo felsé becslés azonnal adédik.

(b) Az (a) rész bizonyitasabdl lathatjuk, hogy az egyenldség pontosan akkor
teljesiil, ha barmely két kiillonb6z6 sor, illetve oszlop skalaris szorzata 1,
tovabba, ha minden sor és oszlop ugyanannyi egyest tartalmaz. Ez azt
jelenti, hogy a matrixunk altal definialt illeszkedési struktirara teljestl a
projektiv sik elsé két axidmaja, és benne minden egyenes azonos méreti.

A P3 és P4 axiémak is teljesiilnek ezen a struktiran, ha valamely egyenesen
legaldbb harom pont van. A fentiek miatt ugyanis minden egyenesen
ugyanannyi pont van, és az egyenes-pont illeszkedések szamat vizsgalva
kapjuk, hogy a pontokra is az egyenesek elemszamaval megegyez6 szamu
egyenes illeszkedik.

Ha nem lenne legaldbb harom ponta egyenes, akkor e = n vagy 2n lenne.
Igy az egyenl6ségbdl n = 1 vagy 3 adddna. Tehat P3 és P4 is teljesiil, a
matrix altal definialt illeszkedési struktira egy projektiv sik. O
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Az (a) részt kozosen, a sorok és oszlopok skaldr szorzatanak vizsgdlataval, az
egyesek szdménak veliikk valé leirasaval, 1épésrol-l1épésre ravezeto kérdésekkel
oldandm meg, ezt kovetden a (b) rész mar 6ndlléan megoldhato.

A feladat megoldésa sordan mas, a feladatsoron kiviili ismereteket, médszereket
kell kombinélniuk a tanuléknak az 1j ismereteikkel — szemben az eddigi feladatso-
rokkal, melyek a megel6z6 feladatokra, itt definialt fogalmakra épitettek csupéan.
A feladat allitasa pedig picit ramutat arra, hogy a véges geometridk kapcsolatban
all mas teriiletekkel, eredményei alkalmazhatoak.

2. Feladat: A SET jaték ismertetése:

A SET jaték csomag 81 kartyabol all. Minden kartya kiilonb6z6. A kartyak a
kovetkez6 paraméterekkel jellemezhetok:

Darabszam: A kartyan 1, 2 vagy 3 alakzat taldlhaté.

Szin: A kdrtyan lathat6 alakzat/alakzatok pirosak, kékek vagy zoldek (az egy
kértyén taldlhaté alakzatok azonos szintiek).

Forma: A kirtyan lathat6 alakzat/alakzatok formaja ellipszis, téglalap vagy
hulldm (az egy kdrtyan taldlhaté alakzatok ugyanolyan formajiak).

Kitoltottség: A kartydn lathaté alakzat/alakzatok kitoltottsége lehet tires, tele
vagy sraffozott.

Harom lap egytitt SET-et alkot, ha a fenti jellemz6k mindegyike vagy mind a
harom lapon egyforma, vagy mind a harom lapon kiilénb6zé.

A jaték menete:
A 81 lapot 6sszekeverjiik, és szinnel lefele egy pakliban az asztalra helyezziik.

12 lapot a pakli tetejérol felvesziink, és szinnel felfelé 3 sorban és 4 oszlopban az
asztalra helyezziik.

A jatékosok arra torekszenek, hogy minél gyorsabban SET-et talaljanak. Aki
SET-et vél felfedezni, az bemondja, hogy SET. Ha valoban SET-et talalt, elveheti
a harom lapot. Ha tévedett, addig nem jatszhat, mig egy masik jatékos SET-et
nem taldl.

A felvett lapokat a paklibél pétoljuk. Ha nincs SET az asztalon, akkor tovabbi
harom lapot helyeziink az asztalra.

A jaték akkor ér véget, ha elfogytak a kartydk a paklibdl, és mar nincs SET az
asztalon. Az a jatékos nyer, aki legtobb lepot vette fel.

Milyen kapcsolatban all a SET jaték a véges geometriakkal?

El6szor jatsszanak a tanulok a SET jatékkal. Ha mar j6l megismerték a kartyakat,
raéreztek a jatékra, felvethetjiik a fenti kérdést. Javasoljuk, hogy elészor csak
a piros teli kartyakat vizsgaljak. E kilenc kartyarél konnyen belathatd, hogy
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megfeleltethetdk egy harmadrendii affin sik pontjainak — el is helyezhetSk a
kartyadk szemléletesen 1gy, hogy jol lathatd legyen, mely harmasok alkotnak
egyeneseket.

A fogalmak pontos definidlasa nélkiil emlitést tehetiink arrél, hogy az egész
pakli pedig egy négy dimenzids affin tér pontjainak felel meg, ahol a kartyak
paraméterei a dimenziék megfeleléi.
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A szakkorsorozat folytathatésaga

A feladatsorok révén megismert fogalmakra, megszerzett ismeretekre épitve
Osszeallithatok tovabbi véges geometridk témaju feladatsorok.

Bevezethet6 a projektiv sikok koordindtédzasa, ami alapja a véges geometridk to-
vabbi problémaéi vizsgalatanak. Konkrét, kis rendii koordinatazott projektiv stkon
dolgozva megfogalmazhatok kozépiskolas tanuldék szamaéra is érthetd, kezelheto
problémak.

Mutathatunk példét a tanuléknak primhatvany rendii projektiv sikra. Erintheté
a probléma, milyen egész szam lehet projektiv sik rendje. Ez egy motivacio lehet
a test fogalmanak bevezetésére.

Bevezethetd - az e feladatsorok altal el6készitett - kollinedcié fogalma, mely
alapveto jellemzdbinek bizonyitasa feladatként kijel6lheto.

A koordindtézas megértését kovetéen definidlhaté a magasabb dimenzids pro-
jektiv terek fogalma, vizsgalhatdk alaptulajdonsigai.

A matrix miiveleteket bevezetve, a kollinedciék fogalmanak ismeretére épitve
megfogalmazhatdk geometriai dllitasok, transzformaciokkal kapcsolatos észrevé-
telek.
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Irodalomjegyzék:

[1] Ambrus Andras: Bevezetés a matematikai didaktikaba

[2] Kiss Gyorgy - SzOnyi Tamés: Véges geometridk
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