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~Mondd el és elfelejtem; mutasd meg és megjegyzem; engedd, hogy csinaljam, és
megértem.” (Konfuciusz)

Bevezetés

Az altalanos- és kozépiskolakban jelenleg a 2-es szamrendszerrel kapcsolatos tananyag
nagyon szerény helyet kap. Ugyanakkor, mai vilagunkban — kulondsen a szamitogépek
rohamos terjedésével — a 2-es szamrendszer és alkalmazasai jobban athatjak életlnket,
mint valaha. Erdekes moédon, a 10-es szamrendszerrel szemben a 2-es szamrendszer
gyakorlati megértése nagyobb nehézséget okoz a diaksag korében, mint gondolnank.

Jelen dolgozat abban kivan segitséget nyujtani, hogy atgondolt interaktiv modszerekkel
konnyebbé, gyorsabba és mélyebbé tegye ezen terllet megértését és elsajatitasat a
tanuldk szamara. Az anyag szOveges részeit kiegészitendd, mikodd és Internetrdl
kozvetlenll hozzaférhetd oktatasi programokkal egészitettem ki. Ezen programok és rajzok
sajat készitéslek.



A szakdolgozat célja

A szamitastechnikai eszk6zok fejlédése és egyre szélesebb korl hozzaférése okan az
interaktiv oktatoprogramok jelentésége egyre nagyobb. A tanuldk ilyen iranyu el6zetes
tapasztalatai is el6segitik azt, hogy az ilyen jellegl oktaté anyagokat nagyon jo hatasfokkal
tudjak hasznalni. Dolgozatomban tobbek ko6zott arra akartam ramutatni, hogy mennyire
élményszerivé lehet tenni egy-egy tananyagrész elsajatitasat. Egyben batoritasnak
szanom, hogy a jovében mennél tobb ilyen jellegli tananyagrész készuljon.



Rovid torténeti attekintés

Kina, Kr. e. 3000 kortiil

A konfucianizmus egyik szent kdnyve, a Ji Csing, Kr. e. 3000 koérnyékén irédott.
Alapjelei, a nyolc kua létrehozasat Fu-Hszi csaszar nevéhez kotik.
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Kun 1

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) német polihisztor az Explication de
I'arithmétique binaire ciml mdvében is foglalkozik ezekkel a jelekkel, melyek a 2-es
szamrendszer alapjanak tekintheték, ahol a zart vonal jelenti az 1-et és a torott vonal a 0-t.
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11 100 101 110 111
3 4 5 6 7

Egyiptom, Kr. e. 1750 kériil, a Rhind papirusz

1858-ban Henry Rhind skot régiségkereskedd Egyiptomban megvasarolt egy
papiruszt (amit ma Rhind papirusz néven ismerink), mely kb. Kr. e. 1750-ben irédhatott.
ir6ja Ahmesz kiralyi irnok volt, és a papirusz a mindennapi élettel kapcsolatos matematikai
feladatokat tartalmazott megoldasokkal egyltt. Az egyiptomiak a négy alapmi{iveletet mind
az 6sszeadasra prébaltak visszavezetni. Az az érdekes, hogy az egész szamok szorzasat a
kettézés miiveletével hajtottak végre. igy szamoltak a 12-12-t:

! A kép a https://hu.wikipedia.org/wiki/Ji_csing weboldalrél szarmazik.
* A kép Gottfried Wilhelm Leibniz: Explication de I'arithmétique binaire cim{ m(ivébdl szarmazik.
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1-112=12
2:12 =24
412 =48
812 =96

Itt észrevették, hogy a 12-12 az a 4-12 és a 8:12 Osszege, ezeket a sorokat
megjelOlték és 0sszeadtak. Az egyik altalam készitett programnak is ez a ,trukkds szorzas”
az alapja, mely mind a 10-es, mind pedig a 2-es szamrendszerben is alkalmazhaté.

Thomas Harriot (1560-1621)

Thomas Harriot angol matematikus és asztrondmus utan tobb ezer oldal publikalatlan
kézirat maradt. Az egyiken mindenféle magyarazat nélkul ez allt:

16 16

1 1 17 16+1

2 2 18 16+2

3 2+1 19 16+2+1

4 4 20 16+4

5 4+1 21 16+4+1

6 4+2 22 16+4+2

7 4+2+] 23 16+4+2+1

8 8 24 1648

9 8+1 25 16+8+1
10 8+2 26 16+8+2
11 8+2+1 27 16+8+2+1
12 8+4 28 16+8+4
13 8+4+1 29 16+8+4+]
14 8+4+2 30 16+8+4+2
15 8+4+2+1 31 16+8+4+2+1



Francis Bacon (1561-1626)

Francis Bacon brit filozéfus |étrehozott egy — 6nmaga altal ,bi-literal”’-nak nevezett —
kodot®, melyben az akkori abécé 24 betiijét feleltette meg egy dsszesen 2 karakterbdl (A és
B) alld, 5-jegyl jelrendszernek. Az A-t 0-nak, a B-t pedig 1-nek véve Bacon matematikailag
pontos egymasutanisagban irta le a szamokat a 00000-t6l 10111-ig.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Gottfried Wilhelm Leibniz 1703-ban az Explication de I'arithmétique binaire mivében
leirta a 2-es szamrendszer szamainak alakjat, és példakat adott a négy alapmivelet

hasznalatara a 2-es szamrendszerben:

Y " 110|| 6 101 §  1110|1
Pour I'Addirion - xnl 7 xou\n 10001 x;
par exemple. S | | _
1101/[13 1000016  Trr11if31
1101[[13 10000||16 xrr1I|[31
53:: la Soufirac- 111l 7 xorxf1r 30001 17
" 110f| 6 xox' 5§  I110[[14
1j 3 xo1ll § 101l 5
11| 3 i1 3 101] %
Pour la Mubi- 1”09 To1l| T ronf|

plication, 11 101 1010 |
1001 9 1y "0°l|2—i

Igllesrn 101 § ®
Pour la Divifion. 3|l se2 1 I ]

r I

Leibniz ugyanugy 0-t és 1-et hasznalt szamjegyeknek, ahogyan ma is hasznaljuk.

Pierre (vagy Petr) Dangicourt (1664-1727)

Pierre Dangicourt francia matematikus 1710-ben publikalt a Miscellanea Berolinensia
folydirat els6 szamaban. Leibniz-cel ellentétben — aki nem hasznalt hatvanyokat az
Explication de I'arithmétique binaire mivében — Dangicourt az alabbi kijelentést tette a 2-es

szamrendszerben: az fedcba kifejezés megfelel az

f2° +e2*+d-2° + c2? + b-2' + a:2°

dsszegnek, ahol a betiik 0-k vagy 1-ek lehetnek.*

® Francis Bacon: De Augmentis Scientarum, 1623.
*Anton Glaser: History of Binary and Other Nondecimal Numeration (Tomash Publishers, 1924), 53. oldal
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A 2-es szamrendszer alkalmazasa

Bar mi a 10-es szamrendszert hasznaljuk mindennapi életunkben, mivel ez neklnk
JLesthezalld” a tiz ujjunk miatt, de a szamitastechnikaban sokkal egyszeriibb az adatok
tarolasara és tovabbitasara, ha azokhoz csak kétféle jelet hasznalunk. A kapcsoldk, relék,
majd késbbb ezek elektronikus utddai, a kapcsoléaramkorok csak két allapotban lehetnek:
zartan vagy nyitottan (illetve a tranzisztorok esetén alacsony illetve magas feszulltségrél van
sz0).

Bar ma mar a szamitastechnika miatt teljesen egyértelmiek a 2-es szamrendszer
elbényei, azonban Leibniz szerint a korai id6kben is szamos elénye lett volna az
alkalmazasanak:

,Mert, ez olyan, mintha valaki azt mondana, hogy példaul az 111 vagy 7 az a 4-nek,
2-nek és 1-nek az Osszege, vagy pedig az 1101 vagy 13 a 8, 4 és 1 Osszege. Ez a
felismerés lehetéveé teszi, hogy a becsusok a kulonféle tomegek meghatarozasat kevesebb
suly felhasznalasaval tudjak elvégezni. Tovabba pénzérméket lehet ugy megtakaritani,
hogy az adott értékeket kisebb szamu érmével lehet megadni.”

Francis Bacon az altala megalkotott ,bi-literal” kddot rejtjelezésre hasznalta.

Azonban napjainkban is él egy olyan népcsoport, aki a mindennapi életben hasznal
egy 2-es szamrendszerhez hasonlé szamlalasi modot. Ok a Papua Uj-guineai Morobe
Tartomanyban élnek, és egy specialis ausztronéz nyelvet beszélnek, a ,Middle Watut’
nyelvet. igy szamlalnak:

1 = morots

2 = serok

3 =serok a morots (=2 + 1)

4 = serok a serok (=2 + 2)

5 = serok a serok a morots (=2 + 2 + 1).

Ebben a megkdzelitésben jol felismerheték a 2-es szamrendszer egyes elemei, bar
nem hasznaljak a kett6 hatvanyait, de nem is szamolnak olyan nagy szamokkal, hogy erre
szukséguk lenne.

> ,Car ici, c’est comme si on disait par exemple, que 111 ou 7 est la somme de quatre, de deux et de un, et que 1101 ou
13 est la somme de huit, quatre et un. Cette propriété sert aux Essayeurs pour peser toutes sortes de masses avec peu
de poids et pourrait servir dans les monnaies pour donner plusieurs valeurs avec peu de pieces.” (részlet Gottfried
Wilhelm Leibniz: Explication de I'arithmétique binaire cim{ m(ivébdl) Ford: Ranky Miklds
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A 2-es szamrendszer tanitasanak szokasos modja

Altalanos iskoldban

Altalanos iskoldban a 2-es szamrendszert csoportositdsos moédszerrel tanitjuk. Példaul:
Hoéfehérke hét torpéje a kibanyaszott gyémantokat csomagolja. A folyamat mdgoétt az a
hallgatélagos megegyezés all, hogy a torpék mindig csak egy gyémantot vagy zsakot tart a
kezében, és ha kozben kap még egyet, akkor azt 6sszecsomagolja a masik kezében
lévével és tovabbadia.

a két kezében Iévd két gyémantot 6sszecsomagolja,
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lly médon, a torpék akkor csomagolnak, amikor mindkét kezikben van valami.

Ezzel a modszerrel elszamolunk addig, amig minden gyerek meg nem érti a modszert.
Ehhez atlatszé zsakokat rajzolunk, hogy latszédjon, melyik zsakban mennyi gyémant van
O0sszesen (és mennyi zsak). Példa a 14-re:

A gyerekek felismerik, hogy a térpék mellkasan 1évé szamok azt mutatjak, amennyi
gyemant van egy kezikben, illetve azt is, hogy a kovetkez6 szam mindig az el6zének a
kétszerese.

Példa: 125 gyémant hogyan osztédik el ilyen médon a torpék kezében?

Mivel a 125 nagyobb, mint a 64, ezért a zdld térpe (Tudor) kezében lesz egy zsak (abban
64 gyémanttal). Maradt 125 - 64 = 61 gyémant. Az nagyobb, mint a 32, ezért a barna térpe
(Vidor) kezében is lesz egy zsak (32 gyémanttal). Mar csak 61 - 32 = 29 gyémantot kell

12



elosztanunk. A narancssarga ruhas (Morgd) torpe kezében is lesz zsak, hiszen a 29
nagyobb, mint a 16. Marad 29 - 16 = 13 gyémant. igy folytatva a feladat végéig, az
eredmény ez lesz:

Ezek utdan mar adhatunk olyan feladatot, amiben csak azt hatarozzuk meg, hogy mely
torpék kezében van zsak, és ebbdl kell kiszamolniuk a diakoknak, hogy ez 0sszesen
mennyi gyemantot jelent.

Példaul:

Ebben a példaban kiszamoljak, hogy a narancssarga ruhas torpe (Morgd) kezében lévd
zsékban 16 gyémant van, a piros ruhaséban (Szundi) pedig 4. Osszesen tehat 20 gyémant
van.
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Kézépiskolaban

Kozépiskolaban a 2-es szamrendszer tanitasat a 10-es szamrendszer bemutatasaval
kezdjiik. Eszrevessziik, hogy — amit mar az altalanos iskola 2. osztalyaban tanultunk — a
helyiérték tablazat a 10-es szamrendszer alapja. Az egyes helyiértékek a 10 hatvanyait
jelentik, és hogy a 10-es szamrendszerben 10 szamjegyet hasznalunk.

Példa: 32547 = 7-1 + 4-10 + 5-100 + 2-1000 + 3-10000, azaz
32547 = 7-10° + 4-10* + 5-10% + 2-10° + 3-10%.

A 10-es szamrendszer analogiajara bemutatjuk, hogy a 2-es szamrendszerben 0sszesen 2
szamjegy van, ezek a 0 és az 1, és a 2-es szamrendszerbeli szamok is egy helyiéerték
tablazat szerint irédnak.

Példa:

Mit jelent a 10010101 2-es szamrendszerbeli szam?

10010101, = 1:2° + 0-2' + 1-22 + 0-2° + 1-2* + 0-2° + 0-2° + 1-27, azaz
10010101, =11+ 02+ 1-4 + 0-8 + 1-16 + 0-32 + 0-64 + 1-128 = 149,

Azt mar latjuk, hogy a 2-es szamrendszerbdl hogyan tudunk atszamolni egy szamot a 10-es
szamrendszerbe, de hogy mikddik ez forditva?

Példa: irjuk le a 213, 2-es szamrendszerbeli alakjat (az alsé indexben 1évé szam a
szamrendszer alapjat jeloli)!

1. mddszer (hatvanyozds)

A legnagyobb 2-hatvany, ami megvan ebben a szamban, a 128. 128 = 2, azaz a szam,
amit keresunk, 8-jegyl. Ennek els6 szamjegye 1. (A keresett szam: 1xXxXxXxxxx.)

213 =1-128 + 85.

A kovetkezd 2-hatvany a 2° = 64. A 64 megvan a 85-ben egyszer, tehat a kdvetkezd
szamjegy is 1 lesz. (A keresett szam: 11xxxxxx.)

213 =1-128 + 1-64 + 21.

A kévetkez6 2-hatvany a 2° = 32. A 32 nincs meg 21-ben, ezért a kdvetkezd szamjegy
értéke 0. 2* = 16, ami megvan a 21-ben, tehat a kdvetkezd szamjegy értéke 1 lesz. (A
keresett szam: 1101xxxx.)

213=1128 +1:64 + 0-32 + 1-16 + 5.

A kdvetkez6 hatvany: 2° = 8, ami nincs meg az 5-ben, tehat a kdvetkezd szamjegyiink is O.
Nézziik a kdvetkezé hatvanyt: 2% = 4, ez megvan az 5-ben, tehat a kdvetkez6é szamjegyiink
1. (A keresett szam: 110101xx.)
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213=1128+ 164 +0-:32+ 116 + 0-:8 + 14 + 1.

2% = 2 nincs meg az 1-ben, igy a kdvetkezd szamjegylink 0, 2° = 1 marad a végére, az
utolsé szamjegyunk 1 lesz. A keresett szam: 11010101.

Tehat: 213, =11010101,.
2. modszer (0osztasos)

A 213-mat 2-vel osztva 1 maradékot kapunk, ez lesz a keresett szamunk utols6 szamjegye
(paros szamnal 0 kerulne a végére), azaz a végére a 2-vel valé osztasi maradék kerdl.
Marad a 213 felének egészrésze, azaz 106. Ennek a 2-vel val6 osztasi maradéka 0, ez lesz
hatulrdl a kovetkezd szamjegyunk. 106/2 = 53, ezt osztva 2-vel megint 1 maradékot kapunk,
ez hatulrdl a kdvetkezé szamjegy, marad 26. igy folytatva megkapjuk a keresett szamot,
ami az 11010101.

Egy latvanyosabb abrazolas:

213 |1 A\
106 |0
53 |1
26 |0
131
6o
3|1
11

Itt a nyil a szam kiolvasasanak iranyat mutatja.

Ezt a modszert kdnnyebb megérteni, ha 10-es szamrendszerbél 10-esbe probalnank meg
egy szamot ,atirni”.

Vegylnk a 3245-6t. A 3245-nek a 10-zel valé osztasi maradéka 5. Ez lesz az utolso
szamjegyunk. Marad a 324. Ennek a 10-zel val6 osztasi maradéka 4, ez lesz az utolso eldbtti
szamjegyunk. A 32-t 10-zel osztva 2 maradékot kapunk, ez lesz hatulr6l a 3. szamjegy.
Végul megkapjuk a 3-mat, ez lesz az elsé szamjegy.

Tizedestortek atvaltasa
10-es szamrendszerbeli tort atvaltasa 2-es szamrendszerbeli tortté:

Egy tortszam egészrészét valamelyik fenti modszerrel szamoljuk ki, a tortrészét azonban az
alabbi médszerrel:
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Leirjuk a tortrészt. Huzunk egy flggbleges vonalat a jobb oldala mellett, és melléirjuk az
egészrészt (ami az elején természetesen 0). Ezutan a bal oldali szam tortrészét
megszorozzuk 2-vel, alairjuk, majd emellé leirjuk ennek az egészrészét. Ezt addig
ismételjik, amig a bal oldalon 1-et nem kapunk vagy egy olyan tortet, ami mar szerepelt. Az
els6 esetben véges, a masodikban végtelen szakaszos tizedestort lesz az eredmény, amit
ugy kapunk, hogy a jobb oldalon Iévé szamokat egymas mellé irjuk, az els6 szam (a 0) utan
irjuk a tizedesvessz6t.

Példa 1.:

irjuk fel a 0,593751¢ 2-es szamrendszerbeli alakjat!

59375 | O,
0,59375-2=(D1875 |1
0,1875-2 = (0) 375 0
03752=0Q)75 0
0,752=(5 1
052-= 1

0,59375,, = 0,10011,

Példa 2.:

irjuk fel a 0,18, 2-es szamrendszerbeli alakjat!

HHHHOOOHOHOOOOHHHOHOO‘O

0000000000000 O00D
WOODWVWOUOANIOINOWI=OOUINO AN Wi
TOHANOOANORLNO BN AN
PPN N NN
B0 R0 0O RN BECA R AN RNAN A A e uca
LW ON0O\O\O I N TR O ) = O O U1~ 00 4~ )
NOOANOO AN RANTOARANORANN

0,18,,= 0,001011100001010001111,
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Eszrevessziik, hogy egy 10-es szamrendszerbeli véges tizedestort 2-es szamrendszerbeli
alakja lehet végtelen szakaszos tizedestort is.

2-es szamrendszerbeli tort atvaltasa 10-es szamrendszerbeli tortté:

Itt is csak a tortrész atalakitasat fogjuk vizsgalni, az egészrészt a fenti modszerrel lehet. A
tortrész atalakitasa kétféle modszerrel torténhet:

1. moédszer:

Tudjuk, hogy a tizedesvessz6 utan a szamjegyek a helyiérték-tablazat azon részén
helyezkednek el, ami a 2 negativ hatvanyait tartalmazza, agy mint %, % stb. igy csak annyi
a teenddénk, hogy ahol 1 van irva, ott azokat a 2-hatvanyokat 6sszeadjuk.

Példa:

irjuk fel a 0,01101, 10-es szamrendszerbeli alakijat!

1

001101, ( Lo, !

%1%@-16 -—) (0+0.25+0.125 + 0 + 0,03125),,= 0,40625,,

2. modszer:

irjuk le a tortrész szamjegyeit visszafelé irva a bal oldalra egymas ala. A jobb oldalon feliil
irjunk egy O-t (a bal fels6 szammal egy vonalban), majd a két oldalt valasszuk el egy
fuggéleges vonallal. A jobb oldal kdvetkez6 soraba mindig az a szam kerul, amit ugy
kapunk, hogy az el6z6 sor bal és jobb oldali szamat 6sszeadjuk, majd ezt osztjuk 2-vel. A
végeredmény a legalso kapott érték lesz.

Példa:

irjuk fel a 0,01101, 10-es szamrendszerbeli alakjat (az utébbi médszerrel)!

1|0

0]05 = (1+0)/2
11025  =(0+05)/2
110625 = (1+0,25)/2
0|08125 = (1+0,625)/2

0,40625 = (0+0,8125)/2

Lathatjuk, hogy mindkét mdédszerrel ugyanaz lett az eredmény.

Alapmiiveletek a 2-es szamrendszerben

A 2-es szamrendszerben az alapmuveleteket ugyanugy veégezzik, mint a 10-es
szamrendszerben.
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Osszeadas:
Példa:

Adjuk 6ssze az 10110, és 1010, szamokat!

Lépésenként:
+ 1010
0
10110 141=10
+ 1010
— 00 leirjukaO-t, maradaz1

10110 1+1+0 = 10
+ 1010
000 leirjuk a O-t, marad az 1

10110 pig<
. 1010 1+0+1 =10
w leirjuk a O-, marad az 1

10110  141-
. 1010 1+1=10

100000

Az eredmeényt leellenérizhetjik a 10-es szamrendszerben: 22 + 10 = 32.
Kivonas:
Példa:

Vonjuk ki az 10110, szambdl a 1011, szamot!

10110 10-1:=1
;011 leirjuk az 1-ef, marad az 1
10110 11-(1+1)=11-10 =1
- 1011 = g
11 leirjuk az 1-et, marad az 1
10110 1 (0+1)=1-1=0
- 1011 L
011
10110 1=
1011 10-1=1
1011

18



Az eredményt leellenérizhetjik a 10-es szamrendszerben: 22 - 11 = 11.
Szorzas:
Példa:

Szorozzuk 6ssze a 10110, és 1011, szamokat!

10110-1011

10110
00000
10110
+ 10110

11110010

Osztas:
Példa:

Osszuk el az 10110, szamot az 101, szammal!

101'10'/101 = 100,0110

—

10
100
1000
110
10
100

Az eredmeényt leellenbrizhetjik a 10-es szamrendszerben: 22/5 = 4,4. Ez a szam a fenti 2-
es szamrendszerbeli végtelen szakaszos tizedestort 10-es szamrendszerbeli megfeleléje.

19



Az elkészitett programok felépitése, ismertetése és alkalmazasa
az oktatasban.

Az altalam elkészitett programok a hagyomanyos modszereket kiegészitve segitik a 2-es
szamrendszer jobb megeértését, egyben interaktiv gyakorlasi lehetéséget nyujtanak.

Atszdamité program

http://rita.ranky.hu/egyetem/kettesszratszamitas.html

ATSZAMITAS
2-es szamrendszer-beli természetes szam: 10-es szamrendszer-beli természetes szam:
=) (=)
10-es szamrendszer-beli szam: 2-es szamrendszer-beli szam:

A program mikodésének leirasa:

A fluggblegesen kettéosztott program a 2-esbél 10-es, illetve a 10-esbdl 2-es
szamrendszerbe torténé atszamitast végzi el. Ertelemszeriien, a bal oldali szévegmezébe
(1) beirva egy 2-es szamrendszerbeli szamot, majd az egyenléségjelre (2) kattintva alatta
(3) kijelzi az ahhoz tartozé 10-es szamrendszerbeli szamot. A jobb oldalon (4, 5, 6)
pontosan forditva torténik mindez. A program a bal oldali szévegmezdbe csak 0 és 1-es
karaktereket, mig a jobb oldaliba a 0-9 karaktereket engedi csak beirni.

A program hasznalhatésaga:

A programot leginkabb ellenérzésre készitettem.

Példafeladat 1.:

Adjuk meg a 10-es szamrendszerbeli 635 szam 2-es szamrendszerbeli alakjat!

Akar a hatvanyozés, akar az osztasos moédszert hasznaljuk, az eredmény 1001111011 lesz,
ezt utana ezzel a programmal le is tudjuk ellenérizni.

20


http://rita.ranky.hu/egyetem/kettesszratszamitas.html

Példafeladat 2.:
Adjuk meg a 2-es szamrendszerbeli 1010011101 szam 10-es szamrendszerbeli alakjat!

Itt is leellendrizhetjuk, hogy az eredmény a 669.

Korong-bedobos program

http://rita.ranky.hu/egyetem/kettesszrbemutato.html

210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20
1024/ 512 |[256/128| 64 32 | 16 | 8 | 4 | 2 1

A program mikdodésének leirasa:

A fenti villogé korongra (1) kattintva a korong bepottyan a gépbe, amely aztan Iépésenként
elrendezi a 2-es szamrendszernek megfeleléen. Amig az elrendezés nincs készen, nem
jelenik meg tobb bedobhaté korong. Amint a lépések végéhez érkezett, a program
magyarazé szoveggel alul (2) kiirja az aktudlis szam 2-es és 10-es szamrendszerbeli
alakjat, és egy ujabb bedobhaté korong jelenik meg. Amikor elérttk a programban
meghatarozott legnagyobb szamot (2''-1 = 2047), mar nem jelenik meg tébb bedobhaté
korong.

A program hasznalhatésaga:

A program a 2-es szamrendszer megértését segiti el6. A rendezés utan lathatdé, hogy
melyik helyiérték-oszlopban van korong, azok 1-es értéket kapnak, az Uresek pedig O-t. A
korongokon 1év6 szam mutatjia 10-es szamrendszerbeli értékuket, amelyiket az
Osszeolvadasokbdl keletkeztek. A gépben I1évé korongokon szereplé szamok 0Osszege
kiadja az aktualis szam 10-es szamrendszerbeli értékét.

Példafeladat:
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Szamlalj a 2-es szamrendszerben 10-ig, és ird le a szamok 2-es szamrendszerbeli alakjat!
A programban tizszer a villogoé korongra kattintva latszik, hogy a megoldas:
1,10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010.

A program és a 2-es szamrendszer konnyebb megértéséhez elkészitettem a program 10-es
szamrendszerbeli verzidjat:

http://rita.ranky.hu/egyetem/tizesszrbemutato.html

10° 10° 10" 10°
1000 100 10 1

A két program kozul ajanlatos az utébbit bemutatni elészor, hogy a didakok raismerjenek az
analdgiara.
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Demonstracios eszk6z-bemutato program

http://rita.ranky.hu/egyetem/ketteslapforgatas.html

DEMONSTRACIOS ESZKOZ BEMUTATASA

J
0000000000O
d i d i d

A program mikodésének leirasa:

Ez a program egy 2-es szamrendszerbeli mechanikus szamlalé interaktiv valtozata. Egy
rudra fel vannak huzva olyan lapkak (2), melyek egyik oldalara 0, a masikra 1-es van irva. A
lapkak also felén — amikor a 0-s oldaluk latszédik — egy kallantya (3) van, amely forgatasra
— amikor a lapka 1-es allapotba kerul — a lapkak felsé részén lesz és racsapodik a téle balra
lévé lapkara. Emiatt a kdvetkez6 forgatasnal a lapka a téle balra |évé lapkaval egyutt fordul
el. A szamlalot a nyillal (1) jelzett lapkara torténé kattintassal lehet 1éptetni.

A program hasznalhatésaga:

A program az el6z6 programhoz képest ugyancsak a 2-es szamrendszer megértését seqiti
el6. Ebben a programban az is lathatd, hogy a 0 és 1 szamokon kival semmilyen mas
szamot nem hasznalunk.

Példafeladat:
Hany 5-jegyl szam van a 2-es szamrendszerben?

Az eszkozt eltekerjuk addig, amig jobbrél az 5. lapkan 1-es all, a tobbin pedig 0. Ez az els6
5-jegyl szam. Az eszkozt utana addig tekerjuk, amig jobbrdl a 6. lapkan lesz 1 és a tobbin,
0, ez mar 6-jegyd szdm, ez mar nem tartozik a megoldashoz. Lathatjuk, hogy a
megoldashoz tartozé szamok:

10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 10101, 10110, 10111, 11000, 11001, 11010, 11011,
11100, 11101, 11110, 11111. Ez 6sszesen 16 szam.

A ,matekosabb” megoldas természetesen igy néz ki:

az 1. helyre csak 1-es kerulhet, de a tobbi szamjegy helyére kerllhet 0 és 1 is, tehat
mindegyiknek 2-féle értéke lehet. Az eredmény igy tehat: 1-2-:2-2-2 = 16.
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Ujjakon szamlalés program

http://rita.ranky.hu/egyetem/kettesujjszamolas.html

SZAMOLAS AZ UJJAKKAL 2-ES SZAMRENDSZERBEN

A szdm a 10-es szdmrendszerben:

1:2+1+1=3

A szdm a 2-es szdmrendszerben:
11

A program mikodésének leirasa:

A program elinditasakor egy oOkolbe szoritott kezet (1) latunk, az ujjak folott a 2-es
szamrendszer hatvanyaival (2). Az 0kdl jobb oldalan Iévé ,+1” gombra (3) kattintva
kezdhetjlk a szamlalast, az utdana megjelen6 ,-1" gombbal (4) pedig visszafelé
szamolhatunk. Alul (5) a program kiirja a szam 10-es és 2-es szamrendszerbeli alakjat is.

A program hasznalhatésaga:

A program azon az elven alapul, hogy egy kézen nemcsak 5-ig szamolhatunk el, hanem — a
2-es szamrendszer hasznalataval — akar 31-ig is. Ehhez az ujjainkat elnevezzik a 2-es
szamrendszer helyiértékeinek megfeleléen (amint a programban az lathato, 1,2,4,8,16
,nevet’” kapnak). Minden kiegyenesedett ujj 1-et, a zartak O-t jeldlnek. Az el6z6 — a 2-es
szamrendszert bemutatd — programokhoz képest ez annyi pluszt nyujt, hogy ezzel
visszafelé is lehet szamlalni.

Példafeladat 1.:

Az ujjakon szamlalassal mutasd meg a kezeiden a 21;p-es szam 2-es szamrendszerbeli
képét és ird le a szamot!

A program hasznalataval latszik, hogy a megfelel§ kéztartas a kdvetkezd: A kis-, a kdzépsé-
és a hiivelykujj kinyujtott allapotban van, a tobbi zartan. Ertékiik pedig: 10101..

Példafeladat 2.:

Vajon két kézzel meddig lehet elszamolni ezzel a mdédszerrel?
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Vegyiik észre, hogy egy kézen 2* = 16 az utolsé ujj értéke, ezért egy kézen 2°-1 = 32-1 =
31-ig tudunk elszamolni (hiszen a 32-hez még egy ujjra lenne szukségunk, 31-ig viszont
elég 5 ujjat hasznalni — a 32 hasznalataval jutnank el a 6-szamjegyl 2-es szamrendszerbeli
szamokhoz).

Két keziinket hasznalva az utolsé ujj a 2° = 512 ,nevet” kapna, ami azt jelenti, hogy két
kézen 6sszesen 2'%-1 = 1024-1 = 1023-ig tudnank elszamolni.

Triikkos szorzas a 10-es szamrendszerben

http://rita.ranky.hu/egyetem/tizestrukkosszorzas.html

TRUKKOS SZORZAS

a 10-es szamrendszerben:

Kérek két 10-es szamrendszerbeli pozitiv egész szamot: | | | ©)

@ Kézi Iéptetés
vagy

O Automata

A program mikodésének leirasa:

A program elinditasakor a két szovegmezdbe (1) egy-egy 10-es szamrendszerbeli pozitiv
egész szamot kell irni, a program ezekkel a szamokkal fog dolgozni a tovabbiakban. Bal
oldalt (2) megadhatd, hogy a felhasznalé 6nmaga szeretné-e Iéptetni a sorokat vagy hagyja
automatikusan futni. A trikkds szorzas kdnnyebb megértéséhez érdemes a kézi léptetést
valasztani, mivel a program soronként magyaraz.

A program hasznalhatésaga:

A program a Rhind-papiruszon talalhaté matematikai szamolasra épul. A pozitiv egész
szamoknak azt a tulajdonsagat hasznalja ki, hogy a szam vagy oszthatd kettével, azaz
paros, vagy paratlan, ebben az esetben a szambdl 1-et kivonva paros szamot kapunk,
amely természetesen megint oszthaté 2-vel. igy tehat egy szorzatot tgy at tudunk alakitani,
hogy a végén egy — viszonylag rovid — 6sszeadast kapjunk. Ezt ugy tehetjik meg, hogy a
szorzét elsé lépésként megvizsgaljuk. Abban az esetben, ha paratlan, kivonunk beldle 1-et,
és a szorzandot (azaz a szorzandd egyszeresét) leirjuk, ez lesz az dsszeg egyik tagja.
Matematikailag:

ab=(a-1)b+1-b.
Ezutan folytatjuk tovabb a szamolast (mar a paros szorzéval).
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Abban az esetben, ha a szorzd paros, a szorzatot atalakitjuk, mégpedig olyan médon, hogy
a szorzot elosztjuk 2-vel, a szorzandot megszorozzuk 2-vel. Matematikai leirasban:

ab = (a/2) -(b-2), ahol (jelen esetben) a, b €Z", és a paros szam.

Ez a folyamat addig folytatédik, amig a szorz6 1 nem lesz. Ekkor a szorzandd lesz az
0sszegunk utolso tagja.

Véqgul az 6sszeg tagjait 6sszeadva megkapjuk a szorzas eredmenyét.
Példafeladat:

Szamoljuk ki a 245-3124 szorzatot trikkds szorzassal!

245 - 3124 3124 +
244 - 3124
122 - 6248
61 - 12496 12496 +
60 - 12496
30 - 24992
15 - 49984 49984 +
14 - 49984
7 - 99968 99968 +
6 - 99968
3199936 199936 +
2 - 199936
1399872 399872
765380

Ez a program bevezetdje csak a kdvetkezének, annak megértését seqiti eld.
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Triikkos szorzas a 2-es szamrendszerben

http://rita.ranky.hu/egyetem/kettestrukkosszorzas.html

TRUKKOS SZORZAS

a 2-es szamrendszerben:

Kérek két 2-es szamrendszerbeli pozitiv egész szamot: \ \ \ \ &)

@ Kézi léptetés
vagy

O Automata

A program mikodésének leirasa:
A program az el6z6h6z hasonléan mikodik, csak a 2-es szamrendszerre atalakitva.
A program hasznalhatésaga:

Az el6z6 feladathoz képest kdnnyebb dolgunk van, hiszen a 2-es szamrendszerben az
egész szamok kdérében a duplazast ugy végezzik, hogy ,hozzairunk egy 0-t", a felezést
pedig ugy (paros szamnal), hogy ,leszedlink a végérdl egy 0-t”.

(Megjegyzés: véleményem szerint a 2-es szamrendszerben a trikkds szorzassal megoldott
és az altalanos moédon megoldott szorzat kiszamitasanak nehézségében nincs kildénbség.)

Példafeladat:

Szamoljuk ki a 110010,-100101, szorzatot trikkos szorzassal!

110010-100101
11001-1001010 1001010 +
11000-1001010
1100-10010100
110-100101000
11-1001010000 1001010000 +
10-1001010000
1-10010100000 10010100000

110010-100101 = 1001010 + 1001010000 + 10010100000 = 11100111010

Mit vesziink észre?
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A szorzat tényezdi szamjegyeinek dsszege allandé. Miért?

A feladatban 6sszesen 2 miiveletet végeztink, az egyik, amikor a paratlan szorzébol
kivontunk egyet, ez ugye nem jar szamjegy csOkkenéssel, hiszen az utolsé helyen
lévdé 1 helyett lesz 0, ebben az esetben a szorzandéhoz nem nyultunk. A masik
miveletben a paros szorzét felezzuk, a szorzandodt pedig duplazzuk, ebben az
esetben — mint el6bb mar irtam — a szorz6 végérél ,leszedunk egy 0-t”, azaz eggyel
kevesebb szamjegye lesz, a szorzando ,végéhez hozzairunk egy O-t’, tehat ennek
eggyel tobb szamjegye lesz.
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Osszegzés

A dolgozat roviden attekinti a 2-es szamrendszer iskolai oktatasanak jelenlegi helyzetét, és
kisérletet tesz szamitogépes interaktiv programok Iétrehozasa révén ezen terulet
elsajatithatdosaganak javitasaban. A programok ugy vannak elkészitve, hogy az oktatasban
és a szakkorokon jol beépithetbk a tananyagba.

A programokat Adobe Flash CS6 programmal készitettem el, a forrasédokat és az .exe
valtozatokat a szakdolgozatom hatuljaban egy CD-n mellékeltem.
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Melléklet

Mellékelem a programjaim mikodés kozben készult vagokepét.

Atszamité program

ATSZAMITAS

2-es szamrendszer-beli természetes szam:

[ 1101101100

o

10-es szamrendszer-beli szam:
876

10-es szamrendszer-beli természetes szam:

| |
®

2-es szamrendszer-beli szam:

ATSZAMITAS

2-es szamrendszer-beli természetes szam:

|

L

=)

10-es szamrendszer-beli szam:

30

10-es szamrendszer-beli természetes szam:
| 1425 !

=)

2-es szamrendszer-beli szam:
10110010001



Korong-bedobds program a 2-es szamrendszerben

210 29 28 27 26 25 24 23 22
1024/ 512 256/128 1 64 132 | 16 | 8 | 4

A szdm a 10-es szdmrendszerben:
1-16+0-8+0+4+1-2+1-1=19

A szdm a 2-es szdmrendszerben:
10011

210 29 28 27 26 25 24 23 22
1024/ 512 256128 64 1 32 16 | 8 | 4

A szdm a 10-es szdmrendszerben:
1-32+1-16+0+8+1-4+1-2+0-1=54

A szdm a 2-es szdmrendszerben:
110110

31




Korong-bedobdés program a 10-es szamrendszerben

1

(o)
()
10°| 10°| 10
1000 100 10

A szdm a 10-es szamrendszerben:
2:10+4-1=24

@
Ly
@
@
10
1
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Demonstracios eszkbéz-bemutaté program

DEMONSTRACIOS ESZKOZ BEMUTATASA

¢
0000010100

A szdm a 10-es szdmrendszerben:

1-16+0:8+1-4+0-2+0-1=20

szdm a 2-es szdmrendszerben:
10100

DEMONSTRACIOS ESZKOZ BEMUTATASA

)
0000111011

1+ 32+1+16%1+8+0“4+1+2+1+-1=59

zdm a 2-es szdmrendszerben:
111011
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Ujjakon szamlalas program

SZAMOLAS AZ UJJAKKAL 2-ES SZAMRENDSZERBEN

A szdm a 10-es szdmrendszerben:
1:8+0:4+0-2+1-1=9

A szdm a 2-es szamrendszerben:
1001

SZAMOLAS AZ UJJAKKAL 2-ES SZAMRENDSZERBEN

S

A szdm a 10-es szamrendszerben:
1-8+1-4+1-2+0-1=14

A szdm a 2-es szdmrendszerben:
1110
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TriikkOés szorzas a 10-es szamrendszerben

TRUKKOS SZORZAS

a 10-es szamrendszerben:

Kérek két 10-es szamrendszerbeli pozitiv egész szamot: | 12 || 23 |
12-23 ®
6-46
3-92

TRUKKOS SZORZAS

a 10-es szamrendszerben:

Kérek két 10-es szamrendszerbeli pozitiv egész szamot: | 12 || 23 |

12-23 2)
6-46

392 92'%
292

TRUKKOS SZORZAS

a 10-es szamrendszerben:

Kérek két 10-es szamrendszerbeli pozitiv egész szamot: | 12 || 23 | (3

12-23
6-46

O Kézi léptetés 3-92 92 +
2:92

vaoy 1-184 184

@ Automata
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TriikkOs szorzas a 2-es szamrendszerben

TRUKKOS SZORZAS

a 2-es szamrendszerben:

Kérek két 2-es szamrendszerbeli pozitiv egész szamot: | 1001 || 1101 |

1001-1101 101+ @
1000-1101

TRUKKOS SZORZAS

a 2-es szamrendszerben:

Kérek két 2-es szamrendszerbeli pozitiv egész szamot: | 1001 || 1101 | 3

1001-1101 1101 +
1000-1101
(W) Keziléptetés 100-11010
10-110100

e 1-1101000 1101000

O Automata
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