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BEVEZETES

A ,matematika torzsfejlddésében” kultiranként hosszan végbemend fejlodési utak
kellettek, mire példaul a negativ szam 1éte valodi polgarjogot nyert a szamok vilagaban.
Tudvalevé az is, hogy a gordg matematika milyen hosszan ,emésztette” az
Osszemérhetetlen szakaszparok felfedezését. A feltételezésem, hogy a szamkorbovitések
nemcsak a matematikatudomany-torténetben igényeltek hosszan tarto érési folyamatokat,
hanem az 0j elfogadasa a matematikat tanuloktol is energidt, érési idét és olykor
,gondolkodasbéli gatszakadast” kivan.' Szakdolgozatomban a természetes szamoktol a
valos szamokig mutatom be a szamkdrbovitések felsébb matematikai mikéntjét, a rajtuk
értelmezett miiveleteket, és ezek tulajdonsagait. Ezzel parhuzamosan kovetem nyomon a
szamkor-boévitéseket az iskolai matematikaban. Szakdolgozatomban e kettd viszonyara

fokuszalok.
Ami a szakdolgozat szerkezetét illeti. ..

A szamkorok és a rajtuk értelmezett miiveletek esetében a fogalmi struktardk alakulasa a
tanulds kulcskérdése, ezért az elsé fejezetben a tanuldspszichologia ¢és a
matematikadidaktika idevagd részeinek Osszefoglalasa mellett dontdttem. Ezt kdvetden
fejezetenként foglalkozom a kozoktatasban megjelend szamkorokkel: a fejezetek elsd
felében tisztdzva az axiomatikus, absztrakt algebrai vagy éppen analizisbeli hatteret,
melyet az adott szamkorhoz tartozo iskolai matematika kovet. A teljesség kedvéért a
kitekintésben ismertetem a komplex szamokon tal a kvaterniokat és Frobenius nevezetes

tételét a testbdvitésekrol.
Modszertani szakdolgozat 1évén...

Amikor a szamkorok és a rajtuk értelmezett miveletek kozoktatasbeli targyalasaval
foglalkozom, elid6zom a fels6bb matematikaval k6zos pontokon. Izgalmas kérdéssorozat,
hogy ezen Osszefliggésekre, sziikséges vagy érdemes-€ ravezetni a didkokat. A ravezetés
szlikségessége €s érdemessége persze a gyerekek életkori sajatossagainak, motivacidinak,
tanterveknek, a megfeleld modszerek ismeretének, a matematikara szant (vagy szanhato)
idoének is fliggvénye. Véleményem szerint azonban erre a dilemmadra i1d6t 4ldozni a

tudatos algebratanitas kulcsa.

! V.56. Ernst Heackel biogenetikai alaptorvényével. Ez egy 1866-ban kimondott — és a biologidban
alapvetésnek tekintett — allitas, miszerint az él6lények egyedfejlodésiik soran megismétlik a torzsfejlodés
fobb allomasait.



1 TANULASPSZICHOLOGIAI ES DIDAKTIKAI HATTER

., Egy-egy jo dtlet a tanulok aktivizalasara, és az étlet tigyes kivitelezése, nagyon megkdnnyiti az utat az

absztrakt gondolkoddshoz.” Varga Tamas [1]

A szamfogalmak ¢és az egyes szamkorOkben értelmezett miiveletek fogalmanak
kialakitasakor nemcsak matematikai ismeretekkel dolgozunk, hanem
matematikai fogalomalkotds folyamata és a szellemi struktarakrol, szkémakrol szo6lod
szakasz a diplomamunka késébbi fejezeteiben ugyantugy hivatkozasi alap lesz, ahogy a
matematikai reprezentaciokrol szold szakirodalmi Osszefoglald. E témakoroket Varga
Tamas [1], Jerome Bruner [2], Richard Skemp [3], Vasarhelyi Eva [4], Ambrus Andras
[5], valamint Ambrus Gabriella, Munkéacsy Katalin, Szeredi Eva, Vasarhelyi Eva és

Wintsche Gergely k6zos miivére [6] timaszkodva dolgoztam fel.

1.1 FOGALMAK

1.11 Fogalomalkotas

Eletiink soran kiilonb6zé objektumokrol, beleértve egy kialakitando fogalom
reprezentacioit is, tapasztalatokat gytjtiink. Amikor felismerjiik tapasztalatainkban a
lényeges és koz0s vonasokat, akkor ezek alapjan osztalyokba soroljuk az objektumokat.
A tanitasi folyamatban az objektumok leggyakrabban példak, melyeket a tanité vagy a
tanar olyan mddon valasztott ki, hogy rendelkezzenek azokkal a k6zos tulajdonsédgokkal,
melyek a kialakitand6 fogalom szempontjabol 1ényegesek, s lehet6ség szerint ne

rendelkezzenek mas kozos tulajdonsaggal.

A kiépitendd fogalom szempontjabol irrelevans tulajdonsagokra kezdetben ugyanis nem
szabad, hogy nagy figyelem jusson. Ha ezeket a figyelemelterel6, megtéveszto,
lényegtelen tulajdonsagokat zajnak nevezziik, akkor mondhatjuk, hogy a fogalmak
kialakitdsanak kezdeti szakaszaban a minél kevesebb zaj a kivdnatos. Azonban, ahogy a
fogalom egyre jobban kifejlodik, a tanulénak egyre nagyobb zajra van sziiksége ahhoz,
hogy a fogalom tulajdonségait egyre ,,nehezebb” példakbol vonatkoztassa el. Ha elég sok

ilyen objektumrol szerziink tapasztalatot, akkor a meghatdrozo, kozos jegyet el tudjuk



valasztani az objektumoktol: a folyamatot absztrakcionak, elvonatkoztatasnak hivjuk, az

eredménye pedig a fogalom.

Elsérendii fogalom esetén a kiilvilaggal valo érzékleti és mozgasos tapasztalatokbol
torténik meg az elvonatkoztatast, masodrendii fogalmak esetén pedig az elsérendi
fogalmakbdl, stb. Ha egy els6dleges fogalmat megalkottuk, akkor a fogalomra vonatkozd
példak kozott ott talaljuk azokat az érzékleti és mozgasos tapasztalatokat is, melyekbdl a

fogalmat absztrahaltuk.

Egy magasabb rendii fogalom esetében pedig a megalkotasahoz sok olyan fogalomra van
sziikség, melyet elég jol ismeriink, hogy tisztan lassuk, mi benniik a k6zos. Ha pedig egy
magasabb rendii fogalmat megalkottunk, akkor a fogalomra vonatkozé példak kozott
azokat az alacsonyabb rendi fogalmakat is megtalaljuk, melyek segitségével az illetd

fogalmat absztrahaltuk.

Az egész szamok fogalmanak kialakitasakor a gyerekekkel megallapithatjuk, hogy
tapasztaltunk mar 5 Celsius fok hideget, és ha valaki mégsem, megmutathatunk neki
mélyhiitébe rejtett, tobbféle tipusu hémérét, és a kezébe adhatébunk egy tasak —

ugyaninnen szarmazo6 — mirelit zoldborsot és egy zacsko szedret is.

Eljatszhatjuk, lerajzolhatjuk, elmondhatjuk tovabba, hogy a 2 jatékpénzt tartalmazo
pénztarcaba 7 pénz elvesztése esetén 5 adéssigcédula marad. Erzékleti és mozgasos

tapasztalatokbol absztrahaljuk tehat az egész szdmok elsédleges fogalmat.

Azt gondolom, hogy tobb hémérét és zoldséget ,behiitve”, és a pénztarcaval
sokféleképpen manipulalva elkeriilheté, hogy az egész szamfogalom szempontjabol

irrelevans tulajdonsagokra kezdetben nagy figyelem jusson.

Magasabb rendii fogalomra példaként a valdos szdm fogalmat emlitem meg:
absztrahalasahoz ugyanis sziikség van példaul a szakaszparok, a mérés, a végtelen tizedes

tortek, vagy a szamegyenes fogalmara.

1.1.2 A fogalmak elnevezése, felismerése és felidézése

Az emberi nyelv szoros kapcsolatban all a fogalmakkal. Mig a fogalom tulajdonképpen

egy eszme, addig a fogalom jelolésére hasznalt, rendezett betii n-es a fogalom neve vagy



szimbdluma. A szamok példaul matematikai fogalmak, mig a szamjegyek pedig a szamok

nevei.

Ha megneveziink egy targyat, akkor egyszersmind besoroljuk valamilyen osztilyba. A
gyors osztalyba sorolds lehet elény és hatrany is. Hatrany, hiszen, ha egy objektumot
valamilyen modon osztalyba soroltunk, kevésbé vagyunk hajlamosak arra, hogy mas
szempont szerint is gondolkodjunk roluk. A megnevezés viszont hasznos az osztalyok
elkiilonitésénél, ugyanis, ha kiilonb6zé neveket asszocidlunk egymastol kevéssé
kiilonb6z6 osztalyokhoz, akkor ez segit a megkiilonboztetd jegyek felismerésében ¢és

ugyancsak segitség a késébbi példak osztalyozasakor.

A kiilonb6zé szamkorok nevei szolgalhatnak a kiilonbozo tulajdondggal bird algebrai

struktirakba tartozo szamok elkiilonitésére is, azonban keveset gondolunk a 13-ra, mint

r I . I . P 2
valds szamra, vagy a m-re, mint komplex szdmra, vagy a —v 2-re, mint kvaterniora.

1.1.3 A fogalmak atadasa, tanuldsa-tanitasa

Egy fogalom kialakulasa olykor magatol értetddik és a folyamat gyorsan lezajlik, olykor
pedig nehézségekbe iitkozik. Ekkor egy — a fogalmat ismeré — személy részérdl sziikség

van a fogalom atadasara. Richard Skemp ehhez kapcsolddodan két alapelvet fektet le.

I. alapelv: ,Definici6 segitségével nem kozvetithetink a befogad6 altal ismert
fogalmaknal magasabb rendii fogalmakat. Ezt csakis oly modon tehetjiik meg, hogy
megfelelé példak sokasagat nyujtjuk.” [3]

Az 1. alapelvhez kapcsolodo két megjegyzést irok le:

1. megjegyzés: A definicié sem hasztalan; pontosithatja a fogalmat, vilagossa téve annak

hatérait, és megadja a ,,kdrnyezetében 1évé” fogalmakhoz vald viszonyat.

2. megjegyzés: A mindennapi életben eléforduld 0j fogalmak elég alacsonyrendiiek, s
altalaban rendelkeziink elég sok nala magasabb rendli fogalommal, melynek az Uj

fogalom egy példdja, s akar definicio segitségével is konnyen kdzvetitheto.

2 Tovabbi példaként irom le az osztilyba sorolds hatranyéval kapcsolatos szilveszteri élményemet. A
tarsasagunk egyik tagja Activity jatékban a munkaeszk6z szot huzta, melyet el kellett mutogatnia.
Eszk6zhasznalati tilalom okan szegény ember jobb hijan a két kézfejét kezdete el 16balni maga el6tt.
Reakcidiban a tarsasag nem tudott elszakadni el6bb a szamnevek, majd a kiilonb6zé koszonések
bekiabalasatol. (Az illetd késébb egy csakannyal dolgozo ember mozdulatait utanozva ért célt.)
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Skemp II. alapelve: ,,Mivel a matematikai fogalmak donté tobbségében az 1. alapelvben
irott példak is magasabb rendi fogalmak, ezért mindenckel6tt arrdl kell meggy6z6dni,

hogy a befogadd — specialisan a tanulo — rendelkezik-e ezekkel a fogalmakkal.” [3]

Maguk az alapelvek egyszeriiek, de az alkalmazasuk a matematikatanitas soran munkat
igényel. Képzeljiik el egy 9.-10. osztalyos tankonyvben a valds szamok témakdrének elsé
mondataként a kdvetkezd definiciot: Valos szamokon egy olyan arkhimédészien rendezett
testet értiink, melyben teljesiil a Cantor-axioma. Ez a matematikatanar szamara persze
kell6en tomor, csodalatosan pontos és tokéletesen vilagos lenne. Alkalmazéasakor persze a
tanuld szamara a valos szdmfogalom tovabbra is teljesen értelmezhetetlen volna, viszont a
fogalomhoz — sok hasonld élmény esetén pedig magahoz a matematikdhoz — az

inkompetencia és valdsziniileg a félelem érzése kapcsolddna.
A 1. alapelv utan pedig két kovetkezményt emelek ki:

1. kovetkezmény: egy 0j fogalom kozvetitése el6tt meg kell taldlnunk a kiépitendd
fogalomnal alacsonyabb rendii fogalmakat, melyekbdl a tanulok az illeté fogalmat
absztrahalhatjak. Majd ezek mindegyikéhez meg kell taldlnunk a hozzajuk tartozd
fogalmakat, és igy tovabb egészen az elsdleges fogalmakig, melyeket adottnak
tekinthetiink.

2. kovetkezmény: ha felépitiink egy fogalmat, mint az egyre fokozodo szintli absztrakciok
struktarajat, és kdzben a tanuld egy bizonyos kozbiilsd szintet nem ért meg, a rendszer

egész tovabbi része veszélyben van.

C. Neményi Eszter hasonlataval élve: ,olyan [ez], mint egy Oridsi varkastély. Az
épitkezést is a teljes alap kialakitasaval kell kezdeni, s aztdn minden falat, minden szinten

folyamatosan 0sszekapcsolva, egyiitt huznak fel.” [7]

Egy gyermekvédelmi intézmény vezetdjeként az a tapasztalatom, hogy még azok a
gyerekek is, akik elonyos feltételekkel indulnak el az iskolai életben, ha — hianyzas,
figyelmetlenség miatt — elmulasztjak a sziikséges alapvetd fogalmak kialakitasat, akkor
sohasem vagy csak nagy nehézségek aran tudjak majd megérteni azokat a késGbbi
fogalmakat, melyek megértése ezektdl fiiggott. A helyzet akkor nem reménytelen, ha a

tanulasi folyamatot ugy tervezték meg, hogy legyen elegendd id6 az ismétlésre.
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1.2 A SZKEMAK

1.2.1 A szkéma integralo szerepe

A fogalmak kozotti gazdag és valtozatos kapcsolatok egymadssal 6sszefonddo struktarakat
eredményeznek. ,,A struktirdk tanulmanyozdsa a matematika fontos részét képzi, a
struktarak felépiilésének ¢és miikodésének tanulméanyozéasa pedig a matematikatanulas
pszichologiajanak 1ényege.” [3] A pszichologiaban a szellemi struktirakat szkémaknak
nevezik, melynek két f6 funkcioja van: integralja a meglévé tudast, és eszkozként szolgal

az Uj tudas elsajatitasara.

Amikor egy objektumrol felismerjiik, hogy egy fogalmat példaz, akkor a kérdéses dolgot
kétféle szinten tudatosithatjuk: Onmagaként és az illeté osztaly tagjaként. Egy
osztalyfogalom pedig szkémainkon keresztiil oridsi mennyiségli mas fogalommal all
kapcsolatban. A fogalmak kozti szovedékes kapcsolatok rendszerének felderitése
lehetetlen vallalkozas lenne, azonban leirhato, hogy egyrészt minél tobb szkémank van a
matematikatanuldsban, anndl inkabb képesek lesziink az 10 tananyag integralésara,
masrészt minél tobb szkémaval rendeziink az életben, annél jobb problémamegoldok

vagyunk. [3]

1.2.2 A szkéma, mint a tanulas eszkoze

Skemp konyvében [3] részletesen ismertet egy kisérletet, melynek eredménye ravilagit,
hogy milyen mértékli kiilonbséget okoz a megfeleld szkéma megléte vagy hianya az
elsajatitott anyag mennyiségében.3 A szkémdk szerinti tanulds esetén a vizsgalati
személyek kétszer annyi objektumra emlékeztek kozvetleniil a tanulds befejezése utan,

mint a magolas esetén. Az arany 4 hét mtlva 7 : 1 lett.

®A kisérlet végrehajtoi mesterséges szkémat terveztek, melynek jelei egy indiannyelvhez hasonlitottak. A
vizsgalt személyek megtanultak az alapjelek jelentését, majd a kisérletvezetok két, harom szimbolum
egylittesé¢hez rendelek hozza jelentést, melyben az egyes szimbdlumcsoportok jelentése kapcsolatban van a
szimbdolumcsoportot alkoté egyedi szimbdlumok jelentésével. A megtanuland6 csoportok ndvekedtek, de a
nagyobb jelcsoportok jelentése tovabbra is kapcsolatban allt a kisebb jelcsoportokéval. Végiil a vizsgalati
személyeknek meg kellett tanulniuk kétoldalnyi (oldalanként 100-100) szimbolumot, melyben az egyik
oldalon 1évé szimbolumok ,bovitményei” voltak a mar ismert szimbolumcsoportoknak, mig a masik
oldalon olyan jelcsoportok alltak, amelyek egy masik csoport, a kontrollcsoport szamara birtak értelmes
jelentéssel, a kisérleti csoport szamara nem. Mindkét csoport tehat épp egyik oldalt tudta értelmes modon
megtanulni, a masik oldalt nem. A két csoport bar ugyanazokat a jeleket sajatitotta el, kiillonbozd jelentést
asszocialtak hozzajuk: mindkét esetben felépiilt egy-egy szkéma, melyek kiilonboztek egymastol.
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A szkémak szerint megtanult anyagot a kisérleti személyek tehat nemcsak jobban
megtanultdk, de tovabb meg is tartottadk emlékezetiikben. Elmondhatd, hogy a szkémak,
melyeket egy tantdrgy tanuldsdnak a kezdetén felépitiink, dontd jelentdségliek lesznek

abban, hogy konnyen vagy nehezen fogjuk-e késébb elsajatitani a kérdéses teriiletet.

1.2.3 A szkémaik szerinti tanulas elényei és hatranyai

Ha szkémdk szerint tanulunk, ami ebben az Osszefliggésben azonos az értelmes

tanulassal, akkor

e hatékonyabban tudjuk megtanulni azt, amivel éppen foglalkozunk,

e olyan szellemi eszkdzt dolgozunk ki a magunk szdmara, amellyel megkonnyithetjiik
az adott teriileten a késébbi tanulast,

e ha kovetkezetesen haszndljuk ezt az eszkozt, akkor a szkéma kordbban elsajatitott

részeit is megszilardithatjuk.
Van azonban néhany hatrany is, amit érdemes figyelembe venni.

e Ha egy feladatot elszigetelten néziink, akkor a szkémék szerinti tanulds hosszabb idot
vesz igénybe.

e Mivel sokkal jobban emlékeziink azokra az 0j tapasztalatokra, melyek beleillenek egy
bizonyos meglévé szkémaba, a szkémaknak erds szelektiv hatasuk van a friss
tapasztalatainkra. Vagyis, ami nem illik bele a szkémainkba, azt nem tanuljuk meg, és

ha id6legesen mégis, akkor hamar elfelejtjiik.

1.3 REPREZENTACIOK

1.3.1 Bruner tanulaselméletének lényege

Bruner [2] olyan megismerési folyamatokat iS tanulmanyozott, mint az esetiinkben
izgalmas fogalomalkotds. Szerinte minden tantargy anyagénak az adott tudomany
fundamentalis strukturaira kell épiilnie, igy a matematikaoktatasnak is olyan alapelvekre,
amelyek feltarjak a valosag és a matematika kapcsolatat, és lehetové teszik annak

magyarazatat.
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Alaphipotézise, hogy a matematika — és valamennyi tantargy — alapvet6 elvei minden
gyermek szamara érthetd reprezentacios mod segitségével tanithatok. Ezt kortdl és
szocialis kornyezettdl fiiggetleniil érvényesnek tartja, de kiemelt jelentséget tulajdonit a
kultaranak, mely meghatarozdja a kognitiv folyamatoknak, s melynek a gyermeket érd

hatasrendszerét az oktatas szempontjabol is kiaknazandonak tartja.

A tananyag megértés¢hez alapvetéen sziikséges, hogy a tanul6 a neki megfeleld
formaban, korai fazisokban, intuitiv moédon mar feldolgozza azt. Eletkori fejlettségének
megfelelden pedig Gjra és ujra eldkeriiljon az adott tananyag, s ezt a tanulé szdmara

érthetd formaban kell kdzolni. Ezt az elvet a spiralitas elvének nevezziik.

Bruner szerint abbdl a célbol, hogy a fogalmakkal dolgozni tudjunk, sziikséges, hogy
valamilyen moddon reprezentaljuk azokat. A kognitiv pszichologia kiilsd és belsod

reprezentaciokrol beszél, melyeket az alabbiakban réviden vazolok.

1.3.2 Kiilso reprezentaciok

Mig a kiils6 reprezenticiok a fogalom elsajatitdsanak f6 eszkdzei, addig a belsd
reprezentaciokat az egyén maga alakitja ki tapasztalatai €és ismeretei alapjan. A
matematikaoktatasban a kiils6 reprezentaciok Bruner szerinti [2] mindharom szintje

szerepet jatszik:

1. A targyi vagy enaktiv reprezentacids sik esetén konkrét cselekvések révén megy
végbe az ismeretszerzés. A targyi sikot hasznaljuk, amikor a miiveletek és a miiveleti
tulajdonsagok fogalmanak kialakitasakor korongokkal, palcikakkal, szines rud
készlettel, fogpiszkaldval, az ujjaival stb. manipulal a gyermek.

2. A képi vagy ikonikus sik esetén az ismeretszerzés képek és elképzelt szituaciok
segitségével torténik. A szemléltetés a kdzoktatas teljes spektruman szerepet jatszik a
matematikatanulasban, példaul az egész szamok bevezetésekor mar emlitett modellek
IS ezen a sikon segitik a fogalomalkotast.

3. A szimbolikus sik esetén a matematikai szimbolumok és a nyelv segitségével torténik
az ismeretszerzés. A szimbolikus sik a matematikatanulds teljes spektruman

végigkisér benniinket.

A tanuloi aktivitas sordn az egyes reprezentacids sikok egymdasba mennek at, egymast

kolcsondsen kiegészitik és erdsitik. ,,A hadrom reprezentacid egylittes haszndlata segiti a
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megértést ¢és tanulast. Egyik reprezentaciérol a madsikra valo attérés pedig noveli a

problémamegoldas hatékonysagat és a rugalmassagot.” [8]

1.3.3 Bels6 reprezentaciok

A belsé reprezentaciok nem a kiilsé reprezentaciok masolatai, hanem az egyén formalja
ki ezeket tapasztalatai és tudasa alapjan. A targyi, képi, szimbolikus belsd reprezentaciok
rendszere egyiittesen alkotja meg a fogalmak mentalis képét, mig a koztiik 1év6 kapcsolat

az ismeretek halgja.

Egy fogalmat akkor értiink meg, ha el6bb a kiilsé reprezentaciok segitségével az
absztrakcid megtorténik, majd a fogalom belsé reprezentacidja a reprezentacios
halézatunk részévé valik. A megértés fokat ezen kapcsolatok szédma, erdssége ¢€s

stabilitasa jellemzi. [5]

2 A TERMESZETES SZAMOK REGULARIS FELGYURUJE

,,Lehet 5 gombot haromszorozni, de nem lehet a 3-at 5-gombszorozni.” [9]

2.1 TERMESZETES SZAMOK A MATEMATIKABAN

A XIX.-XX. szazad fordulojan a matematika targyalasat a kor matematikusai preciz
alapokra kivantak helyezni. A természetes szamok halmaza is logikai, axiomatikus
vizsgalatok targya lett, mely fejlodési vonal legszélesebb korben ismert eredménye a
természetes szamok Peano-féle axiomarendszere.* Egy masik elképzelés halmazelméleti
alapfogalmakra hivatkozik, és erre épiti fel a természetes szamok korét. Az absztrakt
bevezetési mod pedig elébb az egész szamokat definialja két mivelettel és bizonyos
miiveleti tulajdonsagokkal, majd ezek alkalmas részhalmazaként allitja el6 a természetes
szamokat. Tovabbi felépitések is lehetségesek: Fried, Korandi és Torok [10] jegyzetében
egy negyedik tton halad.

* Itt jegyzem meg, hogy kiilonb6z8 konvenciok vannak abban a tekintetben, hogy a 0 természetes szam-e.
Peano nem tekintette természetes szamnak a 0-t, az 6 koraban a legkisebb szam az 1 volt. A legkisebb
természetes szam kijelolése azota is szokas vagy megallapodas kérdése. Modszertani szakdolgozat 1évén a
0-val a (magyar) kozoktatasban elfogadottak szerint banok, és természetes szamnak tekintem.
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Kozoktatasbéli jelentésége miatt dolgozatomban a Peano-féle axiomarendszerbdl

kiindulo épitkezést €s a halmazelméleti bevezetést vazolom fel.

2.1.1 A Peano’—féle axiomarendszer

Alapfogalmai a nulla (0), az n szam (természetes szam), és a rakovetkezés /

tovabbszamlalas egyvaltozos algebrai miivelete® ().

1.0 € N, (a 0 természetes szam,)

2neEN=n€eN, (ha n természetes szam, akkor a rakovetkezdje is az,)

3 n=m=>n=m, (a rakovetkezés egyértelmd,)

4.Vn:n # 0, (a 0 egyik természetes szamnak sem rakovetkezdje,)
5AcN0eA(neA=>n€eA)=>A=N. (A teljes indukcid axiomaja.)

Az axidmarendszerben nem szerepel a kijelentés, hogy pontosan ezek a természetes
szamok, de igy kell érteni. Megfeleltetve a Peano-axiomak jelrendszerét a szokasosnak:
0:= 1,(0):= 2,..,(...((0"))"..):= n, ahol n db rakovetkezés miiveletet végeztiink.
[10]

2.1.2 Miiveletek értelmezése a Peano—féle axiomarendszer alapjan

Az axidmak rogzitése utan az épitkezés az alapmiiveletek definialasaval indul:

n vymeN: n+0=n, ill. n+m’ =m+m)’,

n vymeN: n-0=0, ill. nN-m’ =n-m+m.

Az igy definialt + 6sszeadasrol és - szorzasrol belathatd, hogy

¥n vm vk € N: (n+m)+k=n+(m+Kk), az + asszociativ,

n vm eN: n+m=m-+n, a + kommutativ,

> Giuseppe Peano 1889-ben jelentette meg a természetes szamokra vonatkozo, az aritmetika axiomatikus
alapjat képez6 axidmarendszerét, mely maig a nevét viseli.

® A 3.1.1 fejezetben tekintem at az algebrai strukturdkhoz kotédé fogalmak: az algebrai miivelet fogalma is
ott keriil preciz bevezetésre.
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¥n vm vk € N (n-m)-k=n-(m-Kk), a - is asszociativ,
n m e N: n-m=m-n, a - kommutativ is,
¥n vm vk € N: (n+m)-k=n-k+m-Kk,

vagyis a - disztributiv az +-ra nézve. Jelent6ségiik miatt szokas az iméntieket
alapazonossagoknak is nevezni. [11] A dolgozatban a tovabbiakban igy hivatkozom

ezekre. Tovabba fennall
Vn eN: n-l1=n.

A természetes szamok halmaza az 0sszeadasra €s a szorzasra nézve nem alkot gytrit,
hiszen egyik miivelet Sem invertalhato. Ezt az algebrai struktarat kommutativ félgytriinek

nevezzik, és a 3.1.1. fejezetben részletesen ejtek rola szot.

A Peano-axiomakbol vald épitkezés eredményeképpen minden természetes szamkorben

megszokott eredmény ¢és tulajdonsag levezethetd. Példaként az
a+b=c+b =a=c

egyszeriisitési szabalyt latom be:
at+tb#0ésc+b#0 = Ix:x'=a+b ésAy:y'=c+bh.

Tudjuk, hogy x* = y’. A 3. axidmat hasznalva x =y is fennall. Ezt végrehajtjuk, amig

tudjuk, s b Iépésben arra jutunk, hogy a = c¢. [10]. Ezzel a tulajdonsaggal bird félgytriit

regularis félgylirtinek szokas nevezni.
A Peano-axiémak segitségével a < relacié’ az alabbi modon definialhato:
m < nfenndl,Lha3dk (m + k) = n.

A < relaciora belathatd, hogy m < m, azaz reflexiv; hogy m < n és n < m esetén
m = n, azaz < antiszimmetrikus; illetve m < nésn < k = m < k, azaz tranzitiv:

tehat < relacié rendezés.®

" Kétvaltozos relacionak nevezziik egy halmaz elempérjainak egy S nem iires részhalmazat.
® A reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciokat rendezésnek vagy rendezési relacionak hivjuk.

17



2.1.3 A halmazelméleti modell

A Zermelo-Fraenkel halmazelmélet a téma gyakran alkalmazott, axiomatizalt elmélete,
melyet a szakirodalom ZF-halmazelméletként rovidit. A vazolt ZFC elmélet a kivalasztasi
axiomaval bovitett ZF elmélet, melyet sztenderd halmazelméletnek is neveznek.

Alapfogalmai a halmaz, az elem, és az elemnek a halmazhoz val6 tartozasa.

1. Meghatarozottsagi axioma: Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor a két halmaz

megegyezik.

2. Par axioma: Barmely két halmazhoz van olyan halmaz, melynek ezek a halmazok az

elemei és nincs mas eleme.

3. Uni6 axiéma: Halmaznyi sok halmaz unidja is halmaz.

4. Hatvanyhalmaz axioma: Egy halmaz 6sszes részhalmazainak a halmaza is halmaz.
5. Részhalmaz axiéma: Egy halmaz bizonyos tulajdonsagti elemei halmazt alkotnak.
6. Végtelenségi axioma: Van végtelen halmaz.

7. Potlas axidmaja: Egy halmaz operécional® vett képe is halmaz.

8. Jolfundaltsagi axidma: Minden nem iires halmaznak van téle diszjunkt eleme.

9. Kivalasztasi axioma: Nem lres halmazok nem fiires rendszerének Descartes-szorzata

nem fires. [12]
Az axidomak ismeretében a cél a szamossag fogalmanak preciz bevezetése.

Ha két véges halmaz elemei kozott 1étezik kolcsondsen egyértelmii hozzarendelés,

bijekcid, akkor azt mondjuk, hogy a két halmaz k6z6tt az ,,ugyanannyi” relacio all fenn.

Erre teljesiil az imént emlegetett reflexivitas és tranzitivitas, valamint szimmetrikus is,
hiszen ha A-nak ugyanannyi eleme van, mint B-nek, akkor B-nek is ugyanannyi eleme

van, mint A-nak.

°f halmaz fiiggvény, ha minden eleme rendezett par és minden x-hez legfeljebb egy olyan y van, amellyel
(X, y) € f. Az eddig folsorolt axiomakbol kovetkezik, hogy egy fiiggvény értelmezési tartomanya és
értékkészlete is halmaz. Vannak olyan hozzarendelések, amik nem fliggvények, mert az értelmezési
tartomanyuk nem halmaz: ezeket operacioknak nevezziik.
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Az ,ugyanannyi” tehat ekvivalenciarelacio™. Az ,ugyanannyi” ekvivalenciarelacio

szerinti osztalyba sorolas soran pedig megkapjuk az Osszes véges halmaz egy

. sy 11
osztalyozasat.

Az egy osztalyba sorolt, ekvivalens halmazok kozos tulajdonsagat a halmazok
szamossaganak hivjuk, s egy-egy természetes szammal jeloljik. Az A halmaz

szamossaganak jele |A|, az tires halmaz szamossaga 0.

2.1.4 A miiveletek értelmezése a halmazelméleti modellben

A, B, C véges halmazok, a: = |A|,b:= |B|,c:= |C|. Az 6sszeadas és a szorzas miiveletét

¢s tulajdonsagaik igazolasat halmazmiiveletekre vezetjiik vissza:
a + b:= |A U B|,feltéve,hogy A N B = {0},
a - b:=|A x B|."?
Az igy definialt + 6sszeadasrol belathatd, hogy
VAVB:a+b=b+a, hiszen AU B = B U A4, valamint
VAVBYC:(a+b)+c=a+(b+c), ugyanis(AUB)UC =AU (BUD?O).
A - szorzas terén
VAVB:a-b=b-a, barAX B # B X A,de |[A X B| =|B x 4|,
VAVBVYC:(a -b) - c =a- (b-c),

ha ugyanis a, 3,y rendre az A, B,C halmazok egy-egy eleme, akkor az ((a,f),y) <
(a,(B,y)) kolcsondsen egyértelmiien rendeli egyméashoz az (A X B) X CésA X
(B x () halmazokat. Tehat elemszamuk egyenld. Tovabba fennall, hogy

19 A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciokat ekvivalenciarelacionak hivjuk.

! Ha egy nem iires halmazt felirunk diszjunkt részhalmazainak egyesitéseként, akkor a halmaz egy
osztalyozasat nyerjilk. Ha A halmazon adott egy ekvivalenciarelacio, akkor az egy-egy osztalyba sorolt
elemek, mint A részhalmazai az A-nak egy osztalyozasat adjak meg.

A ¢és B halmaz A N B metszetén azoknak az elemeknek a halmazat értjiik, melyek A-nak és B-nek is
elemei, A U B uni6ja azon elemek halmaza, melyek A és B halmaz koziil legalabb egyiknek elemei, A x B
Descartes-szorzaton pedig az dsszes olyan (a, b) rendezett szampar halmazat hivjuk, ahol a €A és b €B.
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VAVBYC:(a+b)-c=a-c+b-c, (AUB)XC=AXC)Uu(BxC0)
miatt. Az alapazonossdgokon tal belathatjuk a tovabbi, a természetes szamkorben

megszokott azonossagok helyességét is.

2.2 TERMESZETES SZAMOK AZ OVODABAN

2.2.1 A Peano-féle axiomarendszer felbukkanasa

kapcsolatos iskola el6tti tapasztalatok jelentik. Tomi fiamnak 4 éves koraban kettével
tobb kocka csokit adtam, mint a névérének. Felhaborodva kérte, hogy adjak a testvérének
egyet, meg még egyet! Kérdésemre: ,Kett6t?”, kikérte maganak: , Egyet, meg még
egyet!” Ennél tobbet arul el az 6vodas koru gyermek miiveletfogalmardl az a szituacio,
amikor az asztalon 1év0 négy drazsé mellé, melyek Osszességét szamlalassal
meghatarozta, odatesziink még kettét. A 4-ig torténd szdmlalas utdn akarmilyen gyorsan

is tesszik le a 2 drazsét, a szamlalast elolrdl kezdi.

A tovabbszamlalas egyvaltozos miivelete az ovodas kort gyermekek elsé algebrai
mivelete, ami pedig nem mas, mint a Peano-axiomarendszerben szerepl6 rakovetkezés. A
matematikatanitds szempontjabdl ez rendkiviil szerencsés egybeesés! Az n-szer ismételt
tovabbszamlalassal ugyanis az Osszeadas egyik fontos miiveletértelmezését, az n
hozzaadasat nyerjiik (az n-szer ismételt hozzaadasa ugyanannak a szamnak pedig az n-nel
vald megszorzas, mig az n-szer ismételt megszorzas ugyanazzal a szammal az n-edik

hatvanykitevore emelés).

Figyelembe véve a spiralitas elvét és a fent detektalt egybeesést, az 6vodai matematikai
nevelésnek érdemes a miiveletfogalmak elokészitésével foglalkozni. A miiveletfogalom
kiépitésének elsé allomasa ravezetni a gyermekeket a kornyezetiikben 1évé valtozasok
detektalasara. Erre a munkara C. Neményi Eszter a Mi valtozott meg? nevl jaték
szolgalhatjak egyébként olyan népszerii és modern tarsasjatékok, mint a Dobble ¢és a

Difference, de olyan klasszikus feladvanyok is, mint a kdvetkezo:
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Figyeld meg alaposan a két képet! Mi a kilonbség? Karikazd be a masodik ké-
pen, hogy mi valtozott meg!

1. abra - Példa a Mi valtozott meg? elnevezésii jaték egy klasszikus tipusara.

(A kép forrasa: M. Kuruczné Borbély: Az én matematikam 1. évfolyam, Apaczai Kiado, Celldomolk, 2010.)

2.2.2 A halmazelméleti modell megjelenése

Daroczy Erzsébet az Ovodai matematikai nevelésrél szoldé mivében [13] ebben a

sorrendben jegyzi a természetes szamok bevezetését:

1. a halmazok dsszehasonlitdsa tulajdonsagaik (szin, alak, helyzet, stb.) szerint,?
2. a halmazok 6sszehasonlitasa becsléssel,

3. a halmazok 6sszehasonlitasa parositassal,

4. a halmazok szamossaganak megallapitasa, a tdszdmnevek bevezetése,

5. a halmazok rendezése szdmossaguk szerint,

6. halmazok képzése,

7. halmazok bontasa részhalmazokra,

8. halmazok elemeinek csoportositdsa tulajdonsagaik szerint,

9. halmazok egyesitése,

10. halmazok tulajdonsagainak valtoztatasa hozzatevéssel, elvétellel

3 Als6 tagozaton a logikai készlet 6vodai megfelelSje is létrehozhatd - formajanak pedig csak a képzelet
szabhat hatart. Torok Judit tanarnd tanusaga szerint egy hallgatoi csoport ebbdl a célbol készitett kiilonb6zo
szinii, nyakkenddjii, arcu bohocfejeket, de varrtak olyan kiilonb6z6 szinil és anyagu kis zsakokat is, melyek
kiilonbdz6 szemcsenagysagu anyagokat tartalmaztak.
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Lathato, hogy az 1. és 2. az érzékleti tapasztalatszerzés, a 3. a kolcsondsen egyértelmii
megfeleltetés, a 4. pedig a halmazok szamossaganak megfeleltetése a szamlalas soran
megismert toszamnevekkel. Az 5. a rendezési relacio alkalmazasa, mig a 6.-10. a

miveletvégzés halmazokkal.

A 3. pontban szerepld bijekcid Szamtalan mddon, életkori sajatossdgokhoz adekvaltan
elvégezhetd (parkereséssel, szinezéssel, 6sszekotéssel stb.), mely nemcsak megmutatja a

fogalom Iényegét, hanem a kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésre konstrukceiot is ad.

y——
ieee | = he® !

Ugyanannyi torpe van, mint lampa. Egyenlé szamu torpe és lampa van.

2. abra - A bijekcio jelolése osszekotéssel

(A kép forrasa: I. Arvainé Libor, Sz. Langné Juhasz, A. Szabados: Sokszinii Matematika 1. elsé félév, Mozaik
Kiadé, Szeged, 2016.)

2.3 TERMESZETES SZAMOK AZ ISKOLAI MATEMATIKABAN

2.3.1 Tantervi elvarasok és médszertani alapelvek

A természetes szamfogalom kialakitasakor a tankonyvek alapvetden a halmazelméleti
bevezetési modot kovetik, mig a Peano-axiomak szemlélete markansan a
miiveletfogalmak esetében bukkan fel. Ezekre ,,az eredetkérdésekre” a késébbiekben

ramutatok.

Piaget [14] kutatasai igazoljak, hogy egy elsé osztalyos gyermek gondolkodasa még
erosen kotddik a targyi valosaghoz, cselekvések segitségével, cselekvésbe agyazottan
gondolkodik. ,,Az absztrakci6 alapja a sokszinii, sokféle konkrétum megismerése.” — irja

a Kerettanterv [15] is.
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A Kerettanterv az 1-2. évfolyam fejlesztési céljai kozott szerepelteti a ,.targyak,
személyek, dolgok Osszehasonlitasa, valogatasa, rendezése, csoportositasa, halmazok
képzése kozos tulajdonsagok alapjan.” [16] A fejlesztés vart eredményei kozott 4.
évfolyam végére a kovetkezoket fogalmazza meg: ”Halmazok Gsszehasonlitasa az elemek
szdma szerint. Halmazalkotds. Osszehasonlitds, azonositds, megkiilonbdztetés. Kozos

tulajdonsag felismerése, megnevezése.” [16]

A miveletek fogalmanak kialakitasahoz Skemp [3] szerint azokat a torténéseket és
cselekvéseket kell Osszegyljteni, melyek ,,a mivelet elvégzését” jelentik. A példak

1** rendelkeznek.

kinalatabol eldbb olyanokat érdemes valasztani, melyek kevés zajja
Ezekbdl a gyermek képes elvonatkoztatni, s 1étrejon egy absztrakcid, mely tobbé-kevésbé
a kivant miiveletfogalom. Majd egyre ,,zajosabb” példakkal kinalva meg a gyermeket,
egyre koriilhataroltabb lesz az absztrakcio és megerésodik a fogalom. Végil a

muveletfogalom megszilarditdsdhoz hozzatartozik a forditott ut sokszori bejarasa is.

Hogy meddig kell csinalni? ,,Néhany tanulénak esetleg 2-5 hasonl6 szitudcié elegendd,
hogy a benniik k6zos 1ényeget meg tudjak ragadni, masok még masodik osztalyban is
raszorulnak a konkretizalasra. Az utdbbiakat azzal segithetjiik, ha sok alkalmat

biztositunk az Gt kétirany( bejarasara: az absztrahalasra és a konkretizalasra.” [7]

2.3.2 Osszeadas, kivonas

Lényegileg mas szituacido meglévé 7 gylimdlcsfahoz 5-6t venni, mint az egyik
kertészetben 7, a masikban 5 gylimolesfat vasarolni. Az elsé eset egyvaltozos algebrai
miivelet, a hozzdadas, melynek a 7 a ,,kiinduldpontja”, a +5 a ,,szabalya”. A masodik eset

kétvaltozos algebrai miivelet, ahol a két szam viselkedése szimmetrikus.

\ ¢/ Af};\é
+7 +
/ &N\ 74X
3. abra

A gyerekek szamara is jol szemlélteti a valtozok szerepét a Varga Tamas nevéhez kitheté miiveletgép.

Z7a4j itt: a kiépitendé fogalom szempontjabol irrelevans, figyelemeltereld, st megtévesztd tulajdonsagok.
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A hozziadds a Peano-axiomak struktirdjat mutatja, mig a kétvaltozos Osszeadas a
halmazelméleti modellt koveti. Amennyire a két modell jellege eltér, annyira e két
miiveletfogalmat kiilon kezeljik a matematikatanitasban. A hozzaadas esetében a
kommutativitasnak mar a felvetése is értelmetlen, mig az 6sszeadasnal a gyerekek hamar

¢észreveszik, melyet az 6sszeadandok €s a tagok elnevezéssel meg is erdsitiink.

Az dsszeadas harmadik értelmezése az egyesités, 6sszedntés, Osszetoldas, mig a negyedik
értelmezése halmazok, mennyiségek egymassal vald Gsszehasonitasa alapjan torténik. [7]
Tisztazasra szorul, hogy ha az egységes miveletfogalom kialakitasa a cél, akkor miért
szikkséges a kiilonboz6é értelmezéseket tanitani. A konkrét élethelyzetek kiilonféle
értelmezéseket szolgaltatnak, igy kényszerpalyan vagyunk: ezeket sorra kell venni;

azonban ez egyben lehet6ség is a miiveletfogalom szilard alapjainak lefektetésére.

Csupan megemlitem a kivonast, mely bar nem algebrai mivelet a természetes szamokon,
a kozoktatas okkal foglalkozik vele. A kivonas értelmezései illeszkednek az Gsszeadas

kiilonb6z6 miiveletfogalmaihoz.

2.3.3 Szorzas, osztas, hatvanyozas

Mivel a masodik osztalyos tanuloknal is konkrét helyzetekhez kell kapcsolnunk a
miiveletet, a szorzas bevezetése ismételt Gsszeadasként jelenik meg. Ez tulajdonképpen
nem ,,szamit” ) miveletnek, csupan egy praktikumnak, mely nem mads, mint csupa
egyenld tagokbol allo 0Osszeg roviditése. Ez a Peano-axiomakbol definiélt
szorzasfogalmon alapul, és megszorzasnak nevezziik. Itt a gyermekek szemében nincs
jelentdsége a 2-vel torténd megszorzasnak, és értelmetlen a O-val és az 1-gyel valo
megszorzas. Emellett egy fontos szemléletmodbeli gat is Kialakul: a tanulokban fel sem
meriil a megszorzas résztvevoinek™® felcserélése, hiszen a szorzandé az, amit ismételten
Osszeadunk, a szorz6 pedig ahanyszor 6sszeadunk. Erre szemléletes példat a fejezet elején

lathat6 idézet szolgaltat.

Ezzel parhuzamosan érik a gyerekeket impulzusok a hétkoznapi életbol, melyek a
kétvaltozos miiveletfogalom kiépitését kivanjdk meg. A kétvaltozos Osszeszorzas a
Descartes-szorzat ,,szellemében” gondol a szorzotényezokre, ahol a miveleti

tulajdonsagok is latvanyosabbak. A cél ennek a miiveletfogalomnak is a kiépiilése, majd

15 Okkal nem a tényez6 szot hasznalom.
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pedig a két miiveletfogalom egységesitése. Az egységesedett miiveletfogalom miveleti

tulajdonsagait pedig érdemes gondosan koriilj arni.'®

A természetes szamkorben tanitott osztdsfogalmat elobb kétféleképpen, bennfoglalasként
¢és egyenld részekre osztasként értelmezik a gyerekek. A bennfoglalas soran egyenld
elemszamu csoportokat készitiink, s azt szeretnénk megallapitani, hogy a rendelkezésre
allo elemekbdl hany csoport keriil ki. Az egyenld részekre osztas soran adott, hogy hany
egyenld darabszamu csoportot kell létesiteni, s a kérdés, hogy a rendelkezésre allo
elemekbdl hany elem keriil egy csoportba. Vildgos, hogy egyik sem miivelet a
természetes szamok halmazdn, azonban a két fogalom miutan (pontos’’)
osztasfogalomként egységesedik, kiterjeszthetd lesz az egész szamokra, a racionalis

szamkorben pedig miveletté is valik. Harmadik osztalyban ugyancsak természetes

szamokon értelmezik a gyerekek a maradékos osztast is.

A hatvanyozas fogalma a halmazelméleti modellben a hatvanyhalmazok szamossagabdl,
mig a Peano-féle aritmetika szerint ismételt megszorzasbol ered. A kozoktatas a
hatvanyozas miveletét ez utobbi szerint vezeti be a 7.-8. évfolyamon. [17] Ami az
alapazonossagokat illeti: nem kommutativ és nem asszociativ, de (a X b)¢ = a® X b€
fennall V a,b,c € N-re. A hatvanyozés tovabbi kdzismert azonossagai™ a hatvanyozas
definiciobol kozvetleniil kovetkezik, segitségiikkel (€s a permanencia elv mentén) tovabbi

szamkorok hatvanyozas-értelmezései nyerhetdk.

2.4 JATEK

2.4.1 A készlet bemutatasa

E fejezet tervezése soran célul tliztem ki, hogy 6vodai €s altalanos iskolaban egyarant
hasznalhato jatékot készitsek. Egy miveleteket elokészitd jaték mellett dontottem. A
korabban emlitett Mi valtozott meg? cimil jaték ezzel a céllal a valtozas detektalasara
hivja meg a gyermeket. Az altalam kitalalt jaték ennek ,.komplementere”: egy izgalmas

jatékszituacioban kell tetten érni a hasonlot.

1 Nem magatol értetédd, hogy 3 tanyéron 2 szem cseresznye ugyanannyi, mint 2 tanyéron 3-3 darab.
Ahogy az sem, hogy 3 lap wc papirt egymasra, majd félbehajtva ugyanolyan vastag lesz az eredmény,
mintha egy ugyanekkora darabot eldszor hajtunk félbe, s utdna a harmadold pontoknal egymasra.

" A maradékos osztastol valo megkiilonboztetésiil.

18 Azonos alapii hatvanyok szorzésa és osztasa, azonos kitevéjii hatvanyok szorzasa és osztasa, valamint a
hatvany hatvanyozasa.
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A jaték 9 kartyalapbol all, melyek mindegyikén 8-8 kép talalhato olyan objektumokrol

melyek felismerése az 6vodas korosztalynak sem jelent problémat.

@Y 3@ @M
- D #RD

Vi %} % m@ﬂ

4. dbra - A jatékkartyak
Hogy konnyebb legyen bemutatni a kartyak tartalmat, megfeleltetem a képeket az ABC
betliinek: A = alma, B =banan, C = cica, D = di6, E = egér, F = fa, G = gitar, H=hdaz. [ =
indian, J = jégcsap, K = kincsesladda, L = labda, M = mézes csupor, O = ora. P = pénz, Q
= kukorica, R = retek, S = salata, T = torta, U = uborka. V = var, W = wc papir, X =
xilofon, Y = yeti / szorny, Z = z4sz16. a = asztal, b = béka, ¢ = csiga, d = dinnye, e = eper,

f = fokhagyma. g = gomba, h = horgony, i = iranyti, j = jegygytrt.
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A kartyak kozti 6sszefliggést az alabbi matrix mutatja. Leolvashato, hogy barmely két
kartyan a 8-8 kép koziil pontosan egy kozoset talalunk. (Kék szinii betiivel az ismétlddo
objektumokat jeloltem.) Kézenfekvd tovabbd az objektumokat egy graf éleinek, a
kartyakat a graf cstcsainak megfeleltetni, igy egy 9 csucsu teljes grafban az egy csticsbha
futé ¢élek pontosan az ugyanazon kartyahoz tartozé objektumokat adjak. (Az

attekinthet6ség kedvéért csupan egy kartya esetét abrazolom.)

A B C D E F G H
A I J K L M N O

/I B P Q R S T U

J P C V W X Y [Z

K Q VvV D a b ¢ d

L R W a E e f g
M S X b e F h i

N T Y ¢ f h G j

6. abra - A kartyan talalhaté informaciok matrixa 5. abra - Szemléltetés graffal

2.4.2 A jaték menete

A jatékot két személy jatssza. A pakli kartyabol a legfelsét kozépre helyezziik, a maradék
8-at kettéosztjuk és minden jatékos eldzetes vizsgalodas nélkiil maga eldtt helyezi el a 4

kartyat — fejjel lefelé, egymason.

Egyszerre forditjak meg a legfelsd lapot, €s keresik a kozépen 1év0 kartya és a sajatjuk
kozott az ugyanolyan objektumot. Aki elébb észreveszi, az beteheti a sajat kartyajat
kozépre, és mar forditja is fel a maga eldtt 1évo kartyak koziil a legfelsét. Majd indul a

masodik kor. A jaték 4-7 korben véget ér: az gydz, akinek eldbb elfogynak a kartyai.

2.4.3 Tapasztalatok és variaciok

A jatekot egy gyermekvédelmi intézménybe, a Szent Imre Iskolahazba™ jaro 4
gyermekkel probaltam ki: koziiliik 1 nagycsoportos €s 3 elsd osztalyos. Koziiliik persze

mindig két-két gyermek jatszott. A tapasztalatom az volt, hogy a jatékszabalyokat

9 A Szent Imre Iskolahéz a Dévai Szent Ferenc Alapitvany gyermekvédelmi intézménye Székesfehérvéron,
ahol 3-20 éves korig kapnak tamogatast - napkozbeni ellatas soran - a helyi, nehéz helyzetben é16 fiatalok.
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konnyen megértették, a jatékhoz motivaltan fogtak hozza, és nagy hévvel jatszottak. A
jaték soran a rovid fiirkészé szakaszokban erdsen koncentraltak a gyerekek, mig az
»elkapasok” izgalmassd, reflexszeriivé teszik a jatékot. Néhany objektum a gyerekek
szamara nem volt felismerhetd, ezt (a dolgozatban rogzitett verzidban) javitottam. Erds
¢lményem, hogy a jaték hamar véget ér, €s nagyobb szabadsagot adna az alkalmazésara,

ha nem csak paros jatéklehetdség lenne.

Ennek orvoslasara egy haromszemélyes, nem legfeljebb 7 korig tartd verziot talaltam ki.
A harom jatékos kozott egyenléen osztjuk ki a kartydkat (és kozépre nem tesziink).
Ugyancsak leforditva helyezik el egymason a jatékosok a kartydkat. A jaték akkor indul,
amikor egyszerre felforditjak a legfelsd lapjaikat, és a masik két jatékos kartyajan 1évo
objektumok koziil a sajatjukkal kozds objektumot keresik. Aki elébb megtalalja, az

odaadja a kartyajat annak, akinél ezt észrevette.

A jaték gydztese az, akinek elfogynak a lapjai. A jaték igy legalabb 3 kords és
,akarmeddig” eltarthat.

3 AZEGESZ SZAMOK INTEGRITASTARTOMANYA

,, Az egész szam tehat egy absztrakt fogalom, a 2+2 = 4 pedig egy absztrakt tétel.” Kiss Emil [18]

Nagyobbik lanyom nagy szemekkel meredt ram, amikor eldszor felmertilt, hogy mennyi
3 — 5. Mas gyermek jatékpénzzel és adossagkartyaval dolgozik, amikor szembesiil
azzal, amit precizen ugy mondanank, hogy az a + x = b egyenletnek nincs megoldasa

Va,b € N-re a természetes szamok halmazan.

A cél, olyan kétmiiveletes algebrai strukturat 1étrehozni, mely tartalmazza a természetes
szamokat, létezik minden elemének additiv inverze, és ez a legsziikebb ilyen. De vajon a
bévebb szamkorben minden korabban megszokott miiveletfogalom ¢és miiveleti

tulajdonsag ugyanaz maradhat?
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3.1 EGESZ SZAMOK A MATEMATIKABAN

3.1.1 Az egész szamok az algebrai strukturakban

Egy H halmazon értelmezett (n valtozos) algebrai miiveleten egy H X H X .. X H —

H leképezést értiink (ahol a Descartes-szorzat n-szeres).

Ahhoz, hogy az egész szamok megkonstrualasarol érdemben irni lehessen, sziikséges

attekinteni az idevag6 algebrai struktirakat.

Az algebrai struktaranak hivunk egy (S,8,0,...) legalabb kéttagu rendszert, ahol S

nemiires halmaz, a @,0, ... pedig ezen a halmazon értelmezett miivelet.

(R,D,0) félgytira, ha

b asszociativ,
kommutativ,
©) asszociativ,

és Va,b,cER:a O (b B c)=aOb@Da®gcil(b®c)®©a-=
b ® a® c® a, melyre a tovabbiakban kétoldali disztributivitasként

hivatkozok.

Kommutativnak nevezziik a félgytriit, ha © kommutativ. Kénnyen ellendrizhetd, hogy N
az iménti fejezetben definidlt 6sszeadas- és szorzasmiiveletre nézve kommutativ félgytriit

alkot. S6t regularis félgytiriit, hisz” Va,b,c EN:a @ b =c @ b = a = c fennall.

(RJ@;Q) gyﬁrﬁl ha

&) asszociativ,
kommutativ,
Va€e R-redn € Rhogya @ n =n& a = a, azaz létezik a @ -ra nézve
egységelemzo,
VaeR-re dale€ R, hogy a®@a'l=a'@a=n, azaz minden
elemhez 1étezik (egy tole fiiggd) inverzelem?',

©) asszociativ,

2 melyet 6sszeadas esetén nullelemnek, vagy nullanak hivunk, és 0-val jeldliink.
! melyet az 5sszeadas miivelete esetén az a elem ellentettjének neveziink, és ~a-val jeldliink.
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és a O mindkét oldalrol disztributiv. [19]

Ha O© kommutativ, akkor kommutativ gyiirtir6l besz¢liink. Ha Va € R-re 3e € R, hogy
a®e=e® a= a, (azaz, ha © miveletre nézve is 1étezik egységelem,) akkor R
egységelemes gyliri.?? Végiil R nullosztomentes, ha nem létezik olyan a nemnulla eleme,
mellyel egy b nemnulla elemre aOb=b O a=0 fenndll — hasznalva itt a

hivatkozasban rogzitett 0 jelolést.

Integritastartomanynak nevezziik a kommutativ, nullosztomentes gytriiket. Ellendrizhetd,

hogy Z egységelemes integritastartomany.

Megemlitem, hogy vannak, akik az egységelemes, kommutativ, nullosztomentes gytirtit
értik integritdstartomany alatt - fliggden attol, hogy mennyire akarjak, hogy a struktara

(didaktikailag) hasonlitson az angolul interger-nek nevezett egész szamok struktrajara. A

crer

hasznalom, és kiilon jelolom, ha egységelemes integritastartomanyrol irok.

Az (R,B,©) gytiri izomorf az (R, o, ) gylrlivel, ha 1étezik olyan ¢: R — R’ bijektiv
leképezés, amelyre Va,b € R esetén ¢p(a @ b) = ¢p(a) ° ¢p(b) és p(a © b) = ¢(a) *
¢ (b).

3.1.2 Regularis félgyiirii beagyazasa integritastartomanyba

Az egész szamokat a természetes szamparok segitségével allitom el6: NxN halmazon

legyen értelmezve O és a M miivelet a kovetkezOképpen:
(a,b)o(c,d):=(a+c,b+d),
(a,b) M (c,d):= (a-c+b-d,b-c+a-d),

ahol + és - a természetes szamokon koridbban értelmezett Osszeadds és szorzas. Ezek

miveleti tulajdonsagait felhasznalva:
(a,b)a(c,d) =(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=(c,d)o(ab)

(a,b)a((c,d)a(e,f)) = (a+c+eb+d+f)=((ab)a(cd))a(ef)

22 A szorzas miivelete esetén az egységelemet e-vel vagy 1-gyel jeldljilk, (mig a szorzas esetén egy elem
inverzét — melyr6l a gytir(i esetében még nincsen sz6 — reciproknak nevezziik). [19]
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fennall. Hasonloképpen belathato B-r6l is, hogy kommutativ, asszociativ, és H
disztributivitisa O-re nézve. Igy N x N a két, frissen definidlt miiveletre nézve

kommutativ félgytrit alkot.
Tekintsiik az alabbi relaciot: (a, b)R(c,d) & a+d = b + c. Az R relacio

reflexiv, hiszena + b = a + b,

szimmetrikus, ugyanishaa +d = b + c,akkor b + ¢ = a + d,

tranzitiv, hiszenhaa+d =b+césc+f = d+e,akkora+b+c+f=b+
¢ + d + e. Felhasznalva, hogy N regularis félgyira, kapjuk, hogya + f = b + e.

Elvégezve R szerinti osztalyba sorolast, megkapjuk N X N egy osztalyozésat.

7. abra — Példak ekvivalenciaosztalyokra

Az osztadlyokat személteti, ha az (a,b) szamparnak megfeleltetjik a derékszogl
koordinatarendszer (a, b) koordinatajii racspontjat. Az els6 siknegyedben a szogfelezével

parhuzamos egyeneseken azon elemek talalhatok, melyek egy osztalyba tartoznak.

™ Bt e B4

9. abra - Az ekvivalenciaosztialyok szemléltetése
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Ha (a, b) egy osztalyban van (c,d)-vel, és (e, f) egy osztalyban van (g, h)-val, akkor
(a,b) O (e, f) egy osztalyban lesz (c,d) O (g, h)-val, és (a,b) B (e, f) egy osztalyban
lesz (c,d) M (g, h)-val.?® Vagyis az osztalyozas kompatibilis a frissen definialt, két

muveletre.

Az osztalyozas kompatibilitdsa miatt értelmezhetjiik az osztalyok kozott miiveleteket a

kovetkezOképpen:

(a,b)o(cd):=(a,b)o(cd),

(ab)®(cd):=(ab) M (cd),

ahol az alahtizott szamparok azt az osztalyt képviselik, melyben benne vannak.

© ¢és @ kommutativ, asszociativ, kozottiik fennall a disztributivitas, az Osszeadas
invertalhatosaga, a @ egységelemének lézetése, és hogy a kapott gylrd
zérusosztomentes. Az osztalyok halmaza ©, ® miiveletekre nézve tehat egységelemes

integritastartomanyt alkot.

Tekintve a @: (n,0) = n izomorf leképezést, kimondhato, hogy a kapott gyiirii tartalmaz
a természetes szamokéval izomorf részfélgytiriit. Igy a gyiirtiben kicserélheték a (n, 0)

alaku elemek a nekik megfeleld természetes szamokra.

Lathato, hogy a gylirli minden eleme eldall egy természetes szam €s egy természetes szam

additiv inverzének Osszegeként: (a, b) = (a,0) © (0.b) =a © (0,b), ahol (0,b) ab

természetes szam additiv inverze. A (0, b) helyett -b-t irunk, és felhasznaljuk, hogy (a,

b)=a+(-b), akkor az egész szamok (Z, ©, @) gytriijét kapjuk.

3.1.3 Megjegyzések és kovetkezmények

Megjegyzem, hogy a fenti eljarassal nem csak a természetes szamokbol készithetoek el az
egész szamok, hanem barmely regularis félgylriib6l készithetiink olyan legsziikebb

gylir(it, amely tartalmazza az eredeti félgytrtit.

Szeretném azt is megjegyezni, hogy ezzel az eljarassal akkor kapunk integritastartomanyt,
ha egyrészt az eredeti félgyiiriben kommutativ a szorzas, masrészt a félgyiri V a, b, ¢, d

elemeirea - c+b -d = b - c+a - dcsak akkor all fenn, ha a = b vagy c = d. (Az

% Ennek belatasakor tjra sziikséges kihasznalni, hogy a félgytirii, melybél kiindultunk, reguléris.
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elébbi a gylrii kommutativitasat, az utobbi a nullosztomentességét biztositja.) Ahhoz
pedig, hogy a kapott gylrii egységelemes legyen, elégséges, ha a félgyliriben van
egységelem. [19]

Lathatd, hogy a kapott gyliri miveleti tulajdonsdgai megegyeznek a félgytiriiben 1évo
miuveletekével. Specialisan a Z ©, ® miuveletére igazak az N+, - miveletének
azonossagai, igy mostantol attérek az egész szamok gy(rijének megszokott, (Z, 4+, -)
jelolésére.

Az egész szamok halmazan értelmezhetjiik a kivonas nevii algebrai miiveletet: a — b :=

a + (~b), mely tehat az elem additiv inverzének hozzaadasa. Alaptulajdonsagait illetéen

nem kommutativ és nem asszociativ.

A szorzas eldjelszabalyainak levezetése:
a-"b="(a-b),ugyanisa-"b+a-b=a-(b+b)=a-0=0,
a-"b="((a-b))=a-b,ugyanis a- b+ (a-b)= "a-"b+a-"b="b-(Ca+
a)="b-0=0,
~a - b kovetkezik az elsobdl és a szorzas kommutativitasabol,

a - b pedig mar értelmezve volt.
Egy egész szam abszolutértéke: |a| = a,haa > 0¢és |a| = —a,haa < 0.

A gylirliben tovabbra sincs minden elemnek inverze a - miiveletére nézve, azaz az

egészek korében sem algebrai miivelet az osztas.

3.2 EGESZ SZAMOK AZ ISKOLAI MATEMATIKABAN

3.2.1 Tantervi elvarasok és modszertani alapelvek

A Nemzeti Alaptanterv [19] és a Kerettanterv [16] egyarant harmadik és negyedik
osztalyban kéri az egész szamok fogalmanak tapasztalati uton valé el6készitését. A tanitoi
kézikonyv szerint is a gyerekek elsé szamkorbdvitéséhez 3. osztalyban célszeri
hozzakezdeni, amikor a tanulok természetes szamfogalma a 100-as szamkorben

megszilardult, és megfeleld jartassaggal rendelkeznek az alapmiiveletek végzésében. [20]
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,,A minusszor minusznal aztan végképp elvesztettem a fonalat” — jegyzi Varga Tamas
arra a tapasztalatara hivatkozva, miszerint olykor az iskolazott emberek is igy emlékeznek
meg matematikai tanulmanyaikrol. [1] A nehézséget az okozza, hogy a megszokott
szamfogalom mellett a tanuloknak szakitani kell azokkal a miveletértelmezésekkel is,
melyeket korabban megismertek, vagyis az elsé fejezetben irottak szerint: a meglévo

szkémaknak sziikséges atrendez6dni az 1j szamfogalom és muiveletfogalmak hatasara.
Lényegében kétféle Giton jarhatunk:

1. Valaszthatjuk az absztrakt algebrai tartalmat formajaban is kovetd utat, mely olyan
nyitott mondatok feldolgozasat jelenti, melyek megoldasa nem természetes szam (pl.:
9+ =05). Ez formalis jellegébdl adodoan nem felel meg a 3. osztalyos gyermek
életkori sajatossagainak, és a fogalomalkotashoz érdemi példat nem szolgaltat. %

2. Alapozhatunk arra, hogy a negativ egész szamok hasznalata a koznyelvi
szOhaszndalatban elterjedt ¢és a gyermek életében megtapasztalhatd. Valaszthatdo egy
szemléletes, tapasztalati ut is, mely a természetes szamparokat tartalommal ruhazza
fel. Ez elismeri a gyermek szam- és miiveletfogalmaival kapcsolatos szkémak

alakithatosaganak fontossagat is.

3.2.2 Modellek az egész szamok bevezetésére

Az egész szamfogalom bevezetésére olyan modelleket keresiink, melyekben konny(
fellelni a természetes szamokat, tartalmazzak azok additiv inverzét, és elvégezhetd benne
valamennyi miivelet is. A tanulok jol ismerik példaul az idét (mult, jelen, jovo), az
iranyitott utat, a hoémérsékletet, a pince-foldszint-emelet viszonyt. Az iranyitott
mennyiségeket tartalmazo modellek k6zott talalni kézzel foghatot és eljatszhatot, melyek

az enaktiv és az ikonikus sik reprezentacioi.
Héméré modell 20

A motivacio, hogy szeretnénk megmondani a levegd
homérsékletének értékét akkor is, ha 0 fok ala hil le.
Az (1,4) € NXN-rél a kovetkezéket mondhatjuk:

Ic=

1°C-rol 4°C-ot csokkent a homérséklet, azaz 3°C 10. 4bra - H6méré

(A kép forrasa: www.mindenkiaruhaza.hu)
?41958-ig hazankban is ezt a bevezetési utat tartottak indokoltnak. [38]
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hideg van. A pozitiv szamok és a negativ szamok szinezésével kikiiszobolheté a miiveleti

jelek és az eldjelek azonossagabol fakado kezdeti zavar. %

Vagyon-addssag modell

Ebben a modellben a vagyoni helyzetet szeretnénk
megmondani akkor is, ha tobb az ad6ssag, mint a
készpénz. A tanuldk mar a szamkorbdvitések elott

hozzaszoktak a jatékpénzek hasznalatdhoz, a

tartozds pedig targyiasithato addssagcédulak

11. abra — Jatékpénz

bevezetésével.

(A kép forrasa: www.argep.hu)

A kisautds modell

Egy kisautd helyét szeretnénk megadni egy ‘/@3 " . ‘ ‘ . .
11 T T T ' T T

szamegyenesen akkor is, ha a 0-t6l balra @ E : ;_\1 !

helyezkedik el. A természetes Szampar elsé L@“‘@"@

tagja az autd helyzetét adja meg, a masodik az (5
clérehaladas / tolatds mértékét. A kisauto
Osszeadds esetén a pozitiv irdnyba, kivonas 12. 4bra — A kisautés modell

esetén a negativ iranyba fordul. Az eldjel (A kép forrasa: http://matematikasegito.blogspot.hu)

megadja, hogy az aut6 elére megy vagy tolat.

A modellek tovabbi tulajdonsagai az alabbi tablazatba szedettel lathatok:

Szempont \ Modell Héméré modell Vagyoni helyzet Kisautds modell
Ekvivalenciaosztalyokat . ) .
) igen igen igen
megjelenit-e?
Szamparok jelentése
( ) (allapot, valtozas) (készpénz, adossag) (helyzet, haladas)
Nem mutathaté meg Nem mutathaté meg
Korlatja rajta szam és additiv rajta szam és additiv
inverzének dsszege. inverzének dsszege.
Elgjelek helyett piros Szam és additiv
Elénye és kék szinli szamok inverze ,,megsemmisiti
hasznalata. egymast”.

A miiveleti és eléjelek azonossaganak célszeriisége késibb persze kideriil, de az egész szamokkal vald
ismerkedés soran a megértést nagyon megneheziti.
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Kék-piros

Lépkedés fiiggdleges Sétalas a terem
korongokkal,

Variansa szamegyenesen. ) padlojara rajzolt

piros-kék
szamegyenesen.

dobokockakkal.
Lehetséges kozos pont Kék-piros szinkad.

Megjegyzem, hogy a harom részletesen ismertetett modell mellett tovabbi alkalmas
modellek is alkalmazhatdk; ilyen a radmodell, mélyedés-pup modell, vagy a variansok
kozott emlitett kék-piros korong és kék-piros dobokocka modellje. [21] [24] Arra a
kérdésre pedig, hogy melyik alkalmazand6, Varga Tamas a kovetkezoket irja: ,,Ha azt
akarjuk, hogy a tanuldk igazan absztrakt, vagyis sok konkrét helyzetben alkalmazhatd
fogalmakhoz jussanak, akkor sok kiilonféle modell utjan kell elvezetniink &ket

ugyanahhoz az absztrakt strukturahoz...” [1].

3.2.3 Osszeadas, kivonas

A gyerekek mar szereztek tapasztalatot a modelleken végzett miiveletekrdl: alsobb
osztalyokban végeztek Osszeadast és kivonast IS készpénzzel, ¢és Iépegettek

szamegyenesen IS — a természetes szamkorben maradva.

Szempont\ Modell Héméré modell Vagyoni helyzet Kisaut6s modell

‘ az autd a pozitiv iranyba
+ pozitiv szam hémérséklet-emelkedés vagyongyarapodas
fordul, és eldre halad

az autd a pozitiv iranyba

+negativszam | = ----mmmmememom- adossag-novekedés
fordul, és hatra halad
) az autd a negativ iranyba
— pozitiv szam hémérséklet-csokkenés eladosodas
fordul, és el6re halad
az autd a negativ iranyba
—negativszam | = --mmmemmemmeee- adossag-elengedés

fordul, és hatra halad

Lathato, hogy az Osszeadas értelmezési lehetdségeit gazdagon szolgaltatjak a modellek.
Az Osszeadas soran — a szamok eldjelét kovetkezetesen eliils6-folsé indexbe irva —
hangsulyozhat6, hogy mas a miiveleti jel, és mas az eldjel. A kiilonbozdséget a szokéasos
zarojeles jelolésnél jobban érzékelteti ez a jelolési mod. [21] Az Osszeadasfogalom
kialakitdsara és miiveleti tulajdonsagainak érzékeltetésére mutatok be egy jatékot a

témakor végén.
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A kivonas az egészek korében algebrai miivelet lett, ami a gyerekek szdmara is
megmutathatd. A kivonas a hianyzo6 6sszeadando keresését jelenti (pl.: a 2 — 5 az a szam,
melyhez 5-6t adva 2-t kapunk). A mivelet elvégzésének begyakorlasihoz a modellek
ajanlkoznak: tovabbra is Iényeges a rajtuk végzett, cselekvés soran torténd
tapasztalatszerzés. Megemlitem, hogy kiemelten fontos, hogy a tanulok valdban

megértsék, miként lehet 0sszeadast kivonassal helyettesiteni, és forditva.

3.2.4 Szorzas, osztas, hatvanyozas

Lényegesen szegényebb a modellek nyujtotta értelmezési lehetdség a szorzasra, mint amit
az Osszeadas és a kivonas tanitasakor bemutattam. A gyerekek azonban a szorzas
megszokott jelentése alapjan értelmét 1atjdk annak a két esetnek, amikor a szorzd pozitiv
szam. A negativ egész szammal vald szorzast azonban nem tudjuk Osszeadasra

visszavezetni, ennek a miiveletnek sziikséges értelmet adni.

A definidlas azonban nem Onkényes, ugyanis szeretnénk, hogy azok a miveleti
tulajdonsagok, melyek a természetes szdmok korében érvényesek voltak a szorzasra,
tovabbra is érvényben maradjanak. Ennek érdekében egy szorzatokbdl képzett
szamsorozatot tekintiink, melyre azt szeretnénk, hogy a természetes szamokon értelmezett
szorzas monotonitasa érvényes maradjon. [22] A negativ szammal valo szorzast erre a

6

sziikségletre?® alapozva vezetjik be teljesen elszakadva a szemléletességtél. Nem

véletlen, hogy mindez mar az 5., 6. osztaly anyaga. [17]

A szorzas tanitdsakor nagy a kisértés, hogy a szorzas eldjeltdblazatait bemagolando
anyagként tarjuk a gyermek elé, vagy a jol ismert frazisokat (,,minusszor minusz az
plusz”,...) skandaljuk. Amennyiben dogma funkciot kap az eldjeltabla, akkor legjobb
esetben 1s csak az alkalmazas valik automatikussd, megértés nem kovetkezik be.

Alkalmazhat6 az eldjeltablazat azonban az ismeretek rendszerezésére €s felelevenitésére.

Az osztds az egészek halmazan tovabbra sem miivelet. Az egységesedett (pontos)osztas
mellett a gyerekek ismerik a maradékos osztast is. Az egészek korében az osztasfogalom
véltozatlanul értelmezhetd abban az esetben, ha az osztd pozitiv szam. Ertelmezési
probléma akkor 1ép fel, ha negativ szammal osztunk. Azonban még sincs sziikség

definiciora: az osztds ugyanis az szorzas probdja, azt a Szorzas egyértelmiien

% Ezt kéri a kovetkezd alfejezetben bemutatott permanencia elv.
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meghatarozza (a ~8: "4 az a szam, melyet ~4 -gyel megszorozva ~8-at kapok), melybdl

pedig kovetkezik, hogy az eldjelek az osztasnal ugyanugy viselkednek, mint a szorzasnal.
[24]

A hatvanyozésfogalom kiterjesztését — hasonloképpen a szorzasé¢hoz — azzal az igénnyel
végezziink el, hogy a hatvanyozas azonossagai érvényben maradjanak. [11] Ennek
értelmében az a™™ az a szam, melyet a"—nel szorozva a" = 1-et kapunk. Mindezt a
gimndziumok szdmara irott Kerettanterv 9. és 10. osztalyban kéri, ahogy a kiterjesztés

soran iranymutato permanencia elv bemutatasat is. [23]

Minden 1) miiveletfogalom esetében a gyerekekkel egylitt érdemes koriiljarni a korabban
megszokott miiveleti tulajdonsagok érvényben maradédsat. Ezekre a kitérokre hangstlyt
helyezve érthetik meg a gyerekek, hogy (1) Gj miveletfogalomrél van szo, (2) a

matematikai definiciok nem onkényesek, (3) joggal alkalmazhatjuk ezeket a jovoben.

3.25 A permanencia elv

A matematikaban az ismeretek boviilése soran az 0ij fogalmakat a permanencia elv
alapjan értelmezziik?’. A cél, hogy egy 1j, bdvebb szamkorben értelmezett fogalom minél
inkabb hasonlitson a korabbi szamkorben értelmezettre. Ha egy 1j, bévebb szamkdrben
bevezetiink egy muveletfogalmat, akkor annak meghatarozasat ugy kell elvégezni, hogy a
szlikebb szdmkorben érvényes azonossagok a bdvebb szdmkorben is érvényben

maradjanak.

A Peano-axiomak vagy a halmazelméleti modell alapjan bevezetett Gsszeadasnak és
szorzasnak nevezett milvelet azonossdgai teljesen érvényben maradtak az egész
szamokon. Az egészek integritastartomanydnak megkrealasakor ugyanis a természetes
szamparokon olyan miiveleteket definialtunk, mellyel az (1 tipust) Gsszeadas €s szorzas
megorizhette a korabbi, természetes szamokon tapasztalt miiveleti tulajdonsagait.
Azonban a permanencia elv — amely nem kovetelés, hanem a hattérben meghtuz6do
elvards — nem mindig ,,0ssza meg” sériilés nélkiil: a kvaterniok komplex szamokbol valo
bevezetésekor példaul fel kell adni a szorzas kommutativitasat. Hamilton csak ennek az
aldozatnak aran tudta ugy definialni a szorzasmiiveletet, hogy az visszavezethetd legyen a

komplex szdmok szorzasara.

%" melyet Peacock fogalmazott meg 1830 koriil.
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3.3 JATEK

3.3.1 A jatékkészlet bemutatasa és a jaték menete

A jaték otletét a [21] konyv 28. oldalarél meritettem, atalakitottam és kiegészitettem. A
most kovetkezd jaték tantermi szitudcidra tervezett, a tanitasi Oraba gordiilékenyen
(teremrendezés nélkiil) beilleszthetd. A jatékhoz egy dobdkockara, kinek-kinek a sajat

flizetére és iroszerszamara van sziiksége.

A jaték sordn a jatékvezetd/tanité dobokockaval dob egymas utan 6- e
szor. Tobbiek a szamegyenesen 0-bol indulnak és a dobasnak ° 4 .. o
megfeleld szamut lépnek azzal a szabadsaggal, hogy dobasonként 0.. P
mindenki eldontheti, hogy ezt melyik iranyba teszi. Az nyer, aki a

dobassorozat utan a leginkdbb megkdzeliti a 0-t. 13. dbra

A tanit6 a tablara felirja egymas ala a dobott szamokat (miveleti jel és eldjel nélkiil, s6t
ezek ,,emlegetése” nélkiil). A gyerekektdl pedig azt kéri, hogy a Iépegetést a

valasztasanak megfeleld iranyu nyillal dbrézolja a szamegyenesen.

A feldolgozas soran megbeszéljiik, hogy ki milyen miveletet végzett, és milyen eldjelii
szamokkal. Kinek mi volt a stratégiaja? Melyik a legkisebb és legnagyobb szam, ahova a

dobassorozattal eljuthatunk?

3.3.2 Tapasztalatok és variaciok

A jatékot a Szent Imre Iskolahdz 2 harmadik osztalyos gyermekével jatszottam el. Azt
tapasztaltam, hogy a feldolgozas eclején adta magat annak a megbeszélése, hogy Ki,
milyen miiveletet végzett és milyen eldjelti szamokkal. Ekkor érdemes volt utalast tenni

az eldjelek a miiveleti jelek megkiilonboztetésének hasznossagara.
A feldolgozas soran — a tervezetteken tal — izgalmas volt megvizsgalni, hogy

- melyik szdmon kotottiink volna ki, ha az utolso két dobas felcserélve tortént volna?
- melyik szamon kotottiink volna ki, ha barmelyik két szomszédos dobas felcserélve
tortént volna?

- melyik szamon kotottiink volna ki, ha barmelyik két dobas felcserélve zajlott volna?
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- ha a 6 dobas ismeretében utdlag donthetnéd el, hogy melyik szamnak milyen eléjelet

adsz, akkor is az imént megbesz¢lt jo stratégiat kovetnéd?

Ami a variaciokat illeti... szamegyenes nélkiil, miiveleti sorral lejegyezve szolgalhat a

jaték a miivelet gyakorlasara (de a miiveletfogalom absztrahalasa nem).

4 A RACIONALIS SZAMOK TESTE

,,A raciondlis szamoknak és a valos szamoknak a mennyiségek mérése alapjan valo targyaldsa semmivel
sem kevésbé tudomanyos, mint példaul a raciondlis szamoknak ,,parok” formajaban valo bevezetése. Az

iskola szamdra meg sok szempontbol kétségkiviil elényosebb.” [24] Kolmogorov

Az egész szamok gyurtjének megkonstrudldsakor az a szituacid huzddott meg a
hattérben, hogy az a +x = b egyenletnek nincsen megoldasa a természetes szamok
halmazan Va,b € Nesetén. Eztttal ab - x = a egyenlet megoldasait vizsgaljuk. b # 0

esetén az egész szamok halmazan pontosan akkor van megoldasa, ha b osztdja a-nak.

Ett6]l eltérd esetekben pedig az egyenlethez egy a és b altal meghatarozott Z X Z
halmazbol vald rendezett szampart rendelek, mellyel az a szandékom, hogy valamiképp

mégis megoldasa legyen az egyenletnek.

4.1 RACIONALIS SZAMOK A MATEMATIKABAN

4.1.1 Azracionalis szamok az algebrai struktirakban

Az egész szamokbdl a raciondlis szamok felépitése altalanossagban ugy fogalmazhato
meg, hogy a mar megkonstrualt | integritastartomanyhoz keressiik a legsziikebb olyan

testet, amely tartalmaz I-vel izomorf részt. Rovid fogalmi attekintés kovetkezik.
(T, +,%) test, ha

+ (1) asszociativ,
(2) kommutativ,
(3)VaeT-re30 e T,hogya+ 0 =a,
4 Va € T-red a€ T,hogya+ a = 0,

X (5) asszociativ,
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(6) kommutativ,
(7)Ya€eT-re3l1 eR,hogyax1=a,
(8)Va€T-reda~' € R, hogya xa™! =1,

(9) a szorzas disztributiv az dsszeadasra nézve.

Azt az algebrai strukturat, melyre a (6) kivételével teljeslilnek az imént rogzitettek,

ferdetestnek nevezziik.?®

4.1.2 Integritastartomany beigyazasa hanyadostestbe

A 3.1-es fejezet metodikajahoz hasonléan az (a,b) € I X I\ {0} szamparok halmazan

értelmezem az o és a m muveletet:
(a,b)o(c,d):= (a-d+b-c,b-d),
(a,b) M (c,d):= (a-c,b-qd),

ahol + és - az I-n értelmezett Osszeadas és szorzas. Ezek miiveleti tulajdonsagainak

ismeretében belathatd, hogy

o0 kommutativ, m kommutativ,

O asszociativ, m asszociativ,

V(a,b): (a,b)a(0,1) = (a,b), V(a,b):(a,b)M(1,1) = (a,b)
viszont o nem invertalhato, m Sem invertalhato,

¢és nem all fenn, hogy m disztributiv a o-ra nézve. [25]
Tekintsiik az I x I \ {0} halmazon az R relaciot: (a,b) R (a,b) & a- b’ =a’-b.

Belathat6, hogy R ekvivalencia-
relacio. fgy az  egymassal
ekvivalens elemeket egy osztalyba
gylijtve a szamparok osztalyozasat

kapjuk.

14. abra — Példak ekvivalenciaosztalyokra

%8 Megjegyzem, hogy vannak, akik az x kommutativitasat nem kovetelik meg a testnek nevezett algebrai
strukturatol. Ok a test fogalma mellett kommutativ testrdl beszélnek.
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Az osztalyozasrol belathato, hogy kompatibilis, igy az osztalyokon az alabbi két miivelet

definialhato:

(aub) ® (c.d)=(a.b)o(c.d)

(a.b) ® (c.d)=(a,b)E(c,d)

Belathat6, hogy a © kommutativ, asszociativ, a (0, 1) neutralis elem, az (a, b) osztaly
additiv inverze pedig a (-a,b) osztidly. A @ is kommutativ, asszociativ, az (1, 1) osztaly
az egységelem, az (a,b) osztdly inverze pedig a (b, a) osztidly. Tovabba a szorzas

disztributiv az 6sszeadasra nézve.
Az osztalyok a frissen definidlt két miiveletre tehat testet alkotnak.

A @: (n, 1) - n leképezés bijektiv és miivelettartod, igy izomorf modon képezi le az (n, 1)
alaka osztalyok részhalmazat az egészek halmazara. Igy az 1j test részeként valoban az

egész szamokkal izomorf részgytiriit kapunk.

Mivel (a,b) = (a.1) ® (1.b) =(a.1l) ® ((b.1)) 1, ezért (a_b) helyett irhat6 a - b1,
vagy a szokasos jelolésnek megfeleléen %. Megfeleltetve tovabba a fenti jeloléseket a

szokasosnak, a (Q, +, - ) racionalis szamtesthez jutunk.

A fenti eljarassal tetszdleges integritastartomanyhoz megkonstrudlhatdo a vele izomorf

részt tartalmazo test, melyet az integritastartomany hanyadostestének neveziink. [19]
4.2 RACIONALIS SZAMOK AZ ISKOLAI MATEMATIKABAN

4.2.1 Tantervi elvarasok és modszertani alapelvek

A racionalis szamok targyalasat a Kerettanterv az 5.— 6. osztalyban kéri. Ekkorra
elvarasként rogziti a tortek szerepének ismeretét a mindennapi életben, valamint a 2, 3, 4,
10, 100 nevezdjl tortek nevének és jelentésének ismeretét.”® Elsajatitandé ismeretként
ugyanezen az évfolyamokon kéri a kozonséges tort fogalma €s a rajtuk végzett miiveletek

elsajatitasa mellett a tizedes tortek értelmezését, kiolvasasat és leirasat is. [17]

“Mindketts jogos ,bemeneti feltétel”, ugyanis elvarasként megtalaljuk a 3.—4. osztalyos Kerettanterv
elsajatitando ismeretei kozott.



Itt jegyzem meg, hogy jelen fejezetben a tortfogalom alatt kozonséges torteket értek. A

tizedes torteket a valos szamokrol sz616 fejezetben fogom érinteni.

A tortfogalom tanitisiban nagy szerepet jatszanak a
reprezentacios sikok. ,,Hogyan tanulja példaul a legtobb
gyerek a tortek bovitését? Mutatnak neki egy ilyen rajzot. S

Hall rola valami tortardl szold torténetet. Elmagyarazzak

& e—
00 |

neki, hogy a két tort ugyanakkora, pedig a masodiknak a
szamlaloja is, a nevezdje is kétszer akkora, mint az elsének. 15, abra - Két tort egyenléségének
, . . , L L szemléltetése
Lat, vagy esetleg rajzol is még néhany példat, ahol 2-szeres
(A kép forrasa: T. Varga: A
helyett 3- vagy 4-szeresére né a szamlald és a nevezd.  matematika tanitisa. Budapest,
. i Y i . Tankonyvkiadd, 1969.)

Ezekbdl a tapasztalatokbol lesziirik a szabalyt: << A tort

érteke nem valtozik, ha a szamlalgjat és a nevezdjét ugyanazzal a szdmmal szorozzuk

>>.(...) A szabalyok megvannak, de érett fogalmak nélkil!” [1]

Az absztrakt algebrai megkdzelitéstol eltérden, a tanitasi gyakorlat, hogy mennyiségekkel
kapcsolatos tapasztalatokbodl absztrahaljak a gyerekek a tortfogalmat, melyet a kovetkezd
fejezetekben targyalok.*

4.2.2 A szamfogalom és a mennyiségek

A természetes szdmok a diszkrét mennyis€g matematikai tiikr6zOdései, mégis also
tagozaton megkezdddik a folytonos mennyiségekkel valo baratkozas is: a tanuldk id6t
mérnek, {irtartalmat, tomeget és tavolsagot.®* Ennek egyik funkcidja a tortek elékészitése.
A tortek azonban nem olyan kozvetleniil absztrahalhatok bel6lik, mint a diszkrét

mennyiséghdl a természetes szamok, igy az elokészités tobb szalon fut:

1. osztalyban a gyerekek az id6 mérésekor talalkoznak a pozitiv tortekkel: megtanuljak
hasznalni a negyed, fél, hdromnegyed fogalmakat. Ehhez természetszeriileg targyi €s képi

replrezentélci(')k32 tarsulnak.

2. osztalyban a tortfogalom elokészitése (az osztas kétféle értelmezése koziil) az egyenld

részekre osztds ,,miiveletéhez” kapcsolodik. Sok valosagos egyenld részekre osztast

0y 5.: a fejezet eleji Kolmogorov-idézet.

31 A kiilonbozé mennyiségfajtakat le is képzik ez utobbira, mely absztrakcioval a tavolsag az Osszes
folytonos mennyiségfajta modelljévé valik.

%2 P1.: kivagott korlapok hajtogatasa, jatékoraval torténé manipulélas, mutatok berajzoldsa az oralapokra.
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végezve természetes modon eljutnak a tanulok az 1 feldarabolasahoz is, mely altal kés6bb

az egységtortek lesznek értelmezhetok. [26]

3. osztdlyban a mérés témakdr kapcsan terelddik at a tanulok figyelme a diszkrét
mennyiségekrél a folytonos mennyiségek tulajdonsagai felé. A gyermekek érzékelik,
hogy a folytonos mennyiség barmely darabja felezhetd, harmadolhatd, sth. A részképzés
soran pedig az egység viszonylagos voltat érzékelik: az asztal hossza lemérhet6 ceruzaval

¢s radirral is — sét a radir egy darabjaval is.

4. osztalyban pedig hozzakapcsoljuk a fogalomhoz a jeloléseket és az elnevezéseket.
Tisztazando, hogy a tortek kozott megbujnak az egészek, valamint az is, hogy egy

tortszamot tobb szdmpar is jelol.

4.2.3 A tortek tanitasa

A tortszamok tanitasat 3 szakaszra bontva mutatom be. [27] Az 1. szakaszban a torteket

mennyiségek mérészamaként vezetjiikk be — két tton, kétféle értelmezés szerint.

Az egyik értelmezésben egész mennyiségnek az alapegységet (pl.: 1 métert) tekintjiik, és
részképzéssel nyerjiik az %, s %, ... torzstorteket, mint az alapegység mérdszamait: 1 méter
9-ed részének mérdszama % Ezutan a torzstortek tobbszordseként kapjuk meg az Gsszes

tortet.

A masik értelmezés szerint az egész mennyiségnek az alapegység tobbszoroseit (pl.: 3
métert) tekintjiik, és ezek mérdszamaiként vezetjiik be a torteket: 3 méter felének

meérdszama a % Persze ebben az esetben is megkapjuk az dsszes tortet.

A tortek tanitasa 0todik osztalyban az eldbbi értelmezés szerint indul, s ehhez iddvel
hozzaveszik az utobbit. Peller [28] miivében javasolja, hogy a gyerekek figyelmét a két

megkozelités kozotti kapesolatra iranyitsuk.

A tortek tanitasanak 2. szakaszaban az a cél, hogy a gyerekek eltajékozodjanak a tortek
vilagaban, s rajojjenek az egyszerisités-bovités lehetdségeire. Ahogy a modszertani
alapelvek részben irott Varga Tamas idézet is mutatja, a kiilonb6z6 kiils6 reprezentacios
sikok alkalmazasdnak a tortek tanitdsdnak jelen szakaszdban is nagy Szerepe van

(korcikkek vagasa, gyiimolcs szeletelése, tdbla csoki torése, szines rudak kirakdsa,
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szakaszok darabolasa, papir hajtogatasa, sikidomok részeinek szinezése — tobbféleképpen
stb.).

A tortek tanitdsanak 3. szakaszat, a tortekkel valo miiveletek végzését a kovetkezd két

alfejezetben vazolom fel.

4.2.4 Osszeadas, Kivonas

— a-b+c-d

c H a _ ab—c-d
= <, valamint az

2t
b d b-d

Két raciondlis szam kozott értelmezett 7 +
Osszeadas és kivonasfogalmakat tovabbra is konkrét szampéldakon keresztiil, olyan
egyszerl és kis nevez6jiu tortekkel érdemes bevezetni, melyeket konnyii szemléltetni és
elképzelni. Ezek osszeadasakor és kivonasakor akar segitség nélkiill megtalalhatjak a
gyerekek a kozos nevezOt ranézésre vagy probalgatassal. A felfedezett modszert tovabbi,
nem egyszerli, majd nem kis nevezdji tortekre alkalmazva kialakul a két kivant

miiveletfogalom.

A kivonas nem kivan 0j gondolatot: szor6l szora ugyanugy jarunk el, mint az egész

szamok kivonasmuveletének bevezetésekor.

Palfalvi Jozsefné [28] szerint gyakori, hogy a kiilonb6z6 nevezdji tortek 6sszeadasakor és
kivonasakor tanaraik a legkisebb koz0s nevezdt akarjak megkerestetni a tanulokkal,
holott a k6z0s nevezd szerepét végtelen sok mas szam is betoltheti. Javaslata szerint nem
a legkisebb koz0s tObbszoros megtalalasa az érték, hanem az, ha a gyermek nem sablont
kovet. Felismerve, hogy tobbféle megoldasi ut van, tudatosan valaszthatd az egyik, talan

még a legpraktikusabb is.

Miutéan a tanuldk elég sok tapasztalatot szereztek a milveletek elvégzésében, sor kertilhet

az eljarasok megfogalmazasara is.

4.2.5 Szorzas, osztas, hatvanyozas

Hasonloan dogmatikus allasfoglalas lenne az ; ¢és a - szamok szorzataként a = tortet

megadni akar formalisan, akar ,,a szamlalot a szamlaloval, nevez6t a nevezével” végzodo
szlogennel. A ,szabalymagoltatés” tanitasi eljaras nem ad szemléletes képet, a

matematikaoktatas alapelveitdl idegen, a gyerekek szamara csak rovidtava haszonnal jar.
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A racionalis szamokon végzett szorzas magatol értetédik, ha az egyik tényezd egész
szam, S a gyerekek azt is tudjak, hogy a torttel vald szorzasnak nem adhatunk értelmet
Osszeadas utjan. Tovabba arr6l is van tapasztalatuk, hogy milyen szempontok alapjan
lehet egy miveletet egy ujabb szamkorben értelmezni akkor, ha kénytelenek vagyunk

elszakadni a valosagtol. [29]

A szorzast tortrészkeresésként értelmezzik, és visszavezetjik egy egészek korében
végzett osztasra és szorzasra (t.i. valaminek a 2 részét ugy képezziik, hogy el6bb vessziik
a hetedét, majd annak kétszeresét). Erdemes elérni, hogy mindezt — elegendd szoveges
feladat megoldésa, valamint elég sok kovetkeztetés végrehajtasa utdn — maguk a tanulok
absztrahaljak, majd pedig beldssak azt is, hogy a szorzéas miiveleti tulajdonsagai tovabbra

is fennallnak.

A gyerekeknek arrdl is van tapasztalatuk, hogy az osztds olyan miivelet, mely a szorzas
altal egyértelmiien meghatarozott. Ha a torttel valo szorzas tortrészkeresés, akkor a torttel
vald osztds nem mas, mint a tortrészbdl a szdm keresése. Ugyancsak 6. osztilyban
megtapasztaljdk a gyerekek, hogy minden osztas helyettesithetd szorzassal és forditva®,
megismerik egy raciondlis szdm multiplikativ inverzének fogalmat, s reciproknak

szolitjak. [22]

A hatvanyozas tortkitevore torténd kibovitésekor hasonloképpen jarunk el, mint az
egészek korében: az a cél, hogy a kordbbi miiveleti tulajdonsdgok és azonossagok
érvényben maradjanak. Ennek értelmében az aP/? az a szam, melyre (a?/?)7 =
aP Vp,q €Z, q #0. A definiciobol kovetkezik, hogy aP/? = VaP Vp,q € Z, q # 0,
vagyis a korabbi szamhalmazon két miiveletként értelmezett hatvanyozas és gyokvonas a
racionalis szamhalmazon egyesiil. Konnyli meggy6z0dni arrol, hogy a 2.3.3. alfejezetben
leirt miiveleti tulajdonsagok és az azonossagok mindegyike érvényben marad. Mindezt a

gimnaziumok szamara irott Kerettanterv 11. és 12. osztalyban kéri. [23]

4.3 JATEK

4.3.1 A jatékkészlet bemutatisa

% az egészek korében analog modon.
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A jaték alapgondolata Szeredi tanarn6tdl szarmazik, irdsos nyoméat azonban nem talaltam.
Csahoczi Erzsébet tanarnd vallalta a jaték rekonstrudldsat Szeredi tanarnd egykori

szakdolgozdja, Kiss Anna segitségével.

A jatékkészlet egy olyan domindkészlet, melyen sarga korok és | O
piros négyzetek vannak 0-9-ig. A domindkat ugy helyezziik © o ©
egymas mellé, hogy mindegyiken feliil legyenek a sarga korok, |m m
alul a piros négyzetek mEe u
p gy : B B
16. abra
Ha a két-két atlosan elhelyezkedd négyzetben 1év6 sarga korok | O
. O O
¢s piros négyzetek szdmanak Osszege ugyanannyi, azt 0
mondjuk, hogy a két domin6d ugyanabba a domindcsaladba |m W X HE B
tartozik EEN [
3+ = H+1
4.3.2 A jaték menete 17. dbra

Paronként kapnak a gyerekek dominodkat, melyeket a jaték soran egyiitt o o

rakosgatnak. A jaték nem ,,6njar6”, hanem kérdések és kérések altal o © o

vezetett, melyeket 1épésrol 1épésre megbeszélve haladunk eldre. EEE
HEN
1. A kovetkez6 domind beletartozik-e az iménti csaladba? HEN
18. abra

Az ) domindt a korabbi domindpar mogé helyezve latjuk, § o O O
hogy bal oldali szomszédjaval egy csaladba tartozik. °s © o6
HE N HE N EEN
EEN [ EEE
HE N HE N EEN
19. abra
Az 1) domindt a korabbi dominopar ele helyezve lathato, [~ o o
hogy jobb oldali szomszédjaval is egy csaladba tartozik. o O o O o O
2. Cserélgessiik a domindkat! Probaljuk gy valtoztatni a EEE H N C
EEN EENE [
sorrendet, hogy egyik ne tartozzon bele a domindcsaladba! | Il H W H B
20. abra
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Ha az osztallyal mind a 6 esetet kiprobaltuk, akkor

O O O
megfogalmazhatjuk, hogy  akarmilyen  sorrendben 0 0 0
helyezziik el azokat, a szomszédos domindkra igaz, hogy a o 0 o
ARy EEN H N
ket-ket atlosan elhelyezkedd négyzetben levé sarga korok |mmm EEE -
€s piros négyzetek szamanak osszege egyenlo. EEE H =
21. abra

A tovabbiakban egy csaladba tartozoknak tekintjiik azokat a domindkat, amelyek
rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy barmilyen sorrendben helyezziik el dket, a
szomszédos dominokra igaz, hogy a két-két atlésan elhelyezkedd négyzetben 1évo sarga

korok és piros négyzetek szamanak 0sszege megegyezo.

3. A kovetkezd domind beletartozik ebbe a domindcsaladba? O

22. abra

4. Rajzolj a fiizetbe olyan dominokat, melyek nem tartoznak bele ebbe a csaladba!

5. Alkoss dominocsaladokat!

[ [ [ [ [ [
[ [ [ [ [ [ [
I R R I R I

23. abra

4.3.3 Tapasztalatok és variacidok

A korabbi jatékokhoz hasonldan a jatékot a Szent Imre Iskolahazba jard gyerekekkel
probaltam ki. A harom 6. osztalyos ¢és egy 7. osztdlyos gyermek a korabbi
jatéktapasztalatokhoz képest igen alulmotivalt volt. Ennek f6 okat abban latom, hogy az
,ugyanabba a csalddba tartozas” (mint kulcsfogalom) megértését kovetéen sem lett a
jatek élményszert — pedig ezt vartak. A foglalkozas menete, a kérdésekkel és kérésekkel

vezérelt kozos munka sem segitett, hogy onfeledté a valjon a jaték.
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A 2. kérdés megvalaszolasa sordn egyediill a vizsgalédas valtott ki a csapatbol
érdeklédést. Nem jutottunk el a tervezet végéig, a 4. kérdésre kozosen tudtunk csak

valaszt adni, mig az 5. kérdést szépen kérték, hogy hagyjuk is...

A jaték megértését kovetd kozos feldolgozason valtoztatnék. Egy tobbfordulds paros
vetélkedd, egy lovagi torna alkalmasabb forma lenne. A kérdéseken a parok onalldan
gondolkodnak, s amikor van valaszuk, odahivjak a tanart, s a fiilébe sugjak a valaszt.
Ekkor a tanarnak lehetdsége van hatszemkdzt roviden korrigalni. J6 valasz esetén a paros

lovagga valik: a tobbi paros megszolithatja, s a tanar iménti funkcidjat tolti be.

Az els6é paros, aki lovagga valt elveszi a tanari asztalra készitett 1-es szamkartyat, a
masodik a 2-es jelit. A jaték addig nem megy tovabb, mig minden paros lovagga nem

valt. A kor végén persze igy tobb paros segit egy-egy part.

Ezt az 6sszes kérdés soran ugyanigy végezve minden parosnal 5 darab szamkartya lesz.
Az a par a lovagok kiralya, akinek a kartyain 1évé szamok Osszege a legkisebb szamot

adja.

5 A VALOS SZAMOK TESTE

,»Ez itt most gyok, vagy a szamok bealltak az es6 el61?” Roka Sandor

51 VALOS SZAMOK A MATEMATIKABAN

A négyzetoldal és atlo (vagy egy derékszogli haromszog két befogdja) nem minden
esetben Gsszemérhetd.>* Ez azt jelenti, hogy nincs olyan ardnyszam a racionalis szamok
korében, mely kifejezné a szakaszhosszok viszonyat. Sziikséges tehat valamiképpen
kibdviteni a raciondlis szdmok korét ugy, hogy barmely két szakasz 6sszemérhetd legyen:
specialisan barmilyen szakasz dsszemérhetd legyen az egység hossza szakasszal is. Azaz

szeretnénk, hogy barmely szakasz hosszat ki lehessen fejezni egy szammal.

A valoés szadmok megalapozésara két utat kovethetiink. A konstruktiv megalapozas soran
kijelentjiik, hogy ezentl mit értiink valds szdmokon, mig az axiomatikus megalapozas

soran nem tisztdzzuk, hogy mik a valds szamok, csak azt, hogy milyen tulajdonsdgokat

% Az, hogy léteznek nem Osszemérhetd szakaszparok a matematika tudoméanytdrténetben elészor a
pitagoreusokat renditette meg. Hozzajuk kotjiik ennek felfedezését a Kr. e. V. szdzadban. [41]
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kell, hogy kielégitsenek. Az axiomatikus megalapozas nem teszi feleslegessé a
konstruktiv felépitést, hiszen a megkdvetelt alaptulajdonsagok lefektetése utan is jogos a

kérdés, hogy van-e olyan struktura, mely eleget tesz a kovetelményeknek. [30]

5.1.1 A valods szamok axiomatikus felépitése

A harom axiémacsoport mindegyike utan ravilagitok az 0j test és Q viszonyara.
l. axidmacsoport

Egy R nem iires halmazon értelmezve van két R x R — R mivelet, a +-szal jelolt
»0sszeadas”, és a --tal jelolt ,,szorzas”, amelyek kielégitik a 4.1.1.-ben rogzitett 9 feltételt.
A két muvelettél megkovetelt tulajdonsagokat testaxiomaknak szokds nevezni, melyek

persze fennallnak a raciondlis szamkdorben is.
Il. axidmacsoport
Legyen értelmezve R -en “<” rendezés, amelyre fennall, hogy
(10)Vx,y ER:x < yvagyy < Xx,
11)vVxyzeRix <y =x+2z <y + z
(12)Vx,y ER:0 < xés0 <y =0 < x"y.

Belathato, hogy az imént megkdvetelt rendezési relacio tulajdonsagai igazak a racionalis
szamokra is, vagyis Q is rendezett. Az a < b jelolést hasznaljuk arra az esetre, melyre

a < b,de a # b. (Sajnos a < nem rendezési relacid, mert nem reflexiv.)
A valds szamok “gazdagabb” volta a most kdvetkez6 felsd hatar axiomanak kdszonheto.
1. axidmacsoport

Legyen S egy T rendezett testnek egy nem {ires részhalmaza. Ekkor k € T fels6 korlatja
S halmaznak, ha S minden s elemére s < k. Az S halmazt akkor hivjuk feliilrél
korlatosnak, ha van fels6 korlatja. Egy h € T elem pedig fels6 hatara S halmaznak, ha h

fels6 korlat, és h a legkisebb ilyen.

(13.) Fels6 hatar axidoma: minden, nemiires, feliilrél korlatos halmaznak van fels6 hatara
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Ha egy T rendezett testben teljesiil a fels6 hatar tulajdonsag, akkor azt a rendezésre nézve

teljesnek nevezziink. ®

Az axiomatikus felépités szellemében a valos szamok rendszerén olyan strukturat értiink,

mely kielégiti a 1-13. axiomakat.*® [31]

5.1.2 Valés szamok egy konstruktiv felépitése

A valos szamok konstruktiv felépitése a raciondlis szamokbdl az analizis eszkdzeinek
felhasznalasaval torténik. Az imént Szerepelt, hogy a racionalis szdmok testére nem
teljesiil a Cantor-axidéma, melyet 0gy is megfogalmazhatunk, hogy vannak olyan
végtelen, racionalis szamokbol allo konvergens szdmsorozatok, amelyek hatarértéke nem
racionalis szam. Felmeriil, hogy miként lehet olyan testet konstrudlni, amely mar
tartalmazza minden konvergens sorozatinak a hatarértékét, és amely tartalmaz egy, a

racionalis testtel izomorf résztestet.

A konstrukci6 lényege, hogy a valds szamokat a raciondlis szamokbol all6 konvergens

sorozatok hatarértékeiként képzeljik el.

Egy (an) sorozat Cauchy-sorozat, ha kielégiti a Cauchy-kritérium feltételét, azaz, ha

minden & > 0 — hoz 1étezik olyan N, hogy |a, — am| < e minden n, m > N-re. [30]

Tekintsiik a racionalis szamokbol all6 (a,) Cauchy-sorozatok halmazat A-t, melyen

értelmezhetd az alabbi két (sorozatokra szokasos) miivelet:
(aob), = a, + b,
(a W b), := a, " by,

ahol + és - a racionalis szamkorben bevezetett 0sszeadas és szorzas. Ezen muveletek
tulajdonsagainak ismeretében belathatd, hogy (4,0, M) egységelemes, kommutativ

gylirli, melynek nulleleme az u,, = 0 sorozat, az egységeleme a v, = 1 sorozat.

% A felséhatar axioma helyett az alabbi két axiomat hasznalva az iméntivel ekvivalens axiomarendszerhez
jutunk: Arkhimédeszi axioma:Vx € R,3 n € N: n > x, azaz minden valds szimhoz talalhatdé nala nagyobb
természetes szam. Cantor-axioma: V I} D I;; D -+ D I, D --- zart intervallumsorozathoz 3x € R, hogy
x € I, V n-re, vagyis az egymasba skatulyazott zart intervallumoknak van kzds pontja.

% A 13. helyett pedig a két (iménti labjegyzetben rogzitett) axiomat hasznalva ugy is fogalmazhatunk, hogy
a valos szamokon egy olyan arkhimédészien rendezett testet értiink, melyben teljesiil a Cantor-axioma.
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Ertelmezziik A -n R relaciot aszerint, hogy a,Rb, < a, - b, » 0, azaz ha Ve > 0 —
hoz AN, hogy |a, — b,| < € Vn,m = N-re. A szokasos modon ellendrizhetd, hogy R

ekvivalenciarelacio.

Az R szerinti osztalyozas soran pedig pontosan azok a sorozatok Keriilnek egy osztalyba,

melyek hatarértéke ugyanannyi.

Ertelmezziik az osztalyok kozott a © és @ miiveleteket:
@J_ (@) !bn) = !an) O !bn!,_
(an) ® (by) :=(an) M (by).

Belathatdo, hogy az igy kapott osztalyozdas kompatibilis a frissen definidlt
osztalymiveletekre nézve, és az osztalyok halmaza ©,®-val olyan testet alkot, mely

kielégiti az 5.1.1. fejezetben vazolt axidmarendszert.

Azoknak az osztalyoknak, amelyekben az osztalyt alkotd sorozatok kozos hatarértéke
racionalis szam, megfeleltetjiik ezt a hatarértéket, és végrehajtjuk a bedgyazast: a

racionalis testtel izomorf részt kicseréljiik a raciondlis testre.

5.2 VALOS SZAMOK AZ ISKOLAI MATEMATIKABAN

5.2.1 Tantervi elvarasok és modszertani alapelvek

A felsé tagozatra irott Kerettantervben nem szerepel a valds szam Kkifejezés. Az
irracionalis szdmokrol természetesen sz6 esik: a 7-8. évfolyamon példak bemutatasat kéri
irracionalis szamokra. [17] A tanitasi gyakorlatban ezek a 7 (pl.: [33]) vagy a v2 (pl.:
[34]) szamok.

A 9.-10. évfolyam egyik nevelési-fejlesztési célja ,,a valos szamok halmazéanak ismerete”,
mig a 12. évfolyamon pedig elvart a ,,valés szamok halmazan értelmezett miiveletek”

ismerete és alkalmazasa is. [23]

A valds szamok axiomatikus és Cauchy-sorozatokkal torténd bevezetése igen messze esik
a valos szamokrol alkotott szemléletes elképzeléstdl, valamint joéval meghaladja a
kozépiskolasoktol elvart absztrakeids gondolkodas szintjét. Helyette az 1. osztalyos kortol

folyamatosan fejlesztett mennyiségfogalomra és a mérésre alapozunk.

52



A szamfogalom modelljéiil kézenfekvé hasznalni a gyerekek altal szamtalanszor latott,
rajzolt ¢és hasznalt szamegyenest. Hogy ezt joggal tehetjiik, a geometriai valos szdm
axidma biztositja: ,,Ha a hosszegység adott, akkor barmely A kezd6pontu félegyenesen
egy ¢és csak egy olyan B pont taldlhatd, amelyre nézve AB tavolsag egy adott pozitiv

valos szam.” [35]

A gyerekek absztrakt gondolkodasa kozépiskolas éveikre joval fejlettebb, mint amivel a
korabbi szdmfogalmak bevezetésekor dolgozhattunk; a valds szdmfogalom kialakitasat
mégis érdemes tobb oldalrdl, gondosan elékésziteni, valamint az el6készitéséhez boséges

érési 1d6t hozzarendelni.

5.2.2 A szamfogalom és a mennyiségek

Az el6készité munkalatok elsé eleme - a racionalis szamhalmaz esetében részletesen
bemutatott - folytonos mennyiségekkel kapcsolatos szemlélet fejlesztése. Koziilikk
kitlintetetten a tavolsdgfogalmat és tulajdonsagait érdemes tobb oldalrdl korbejarni,
melyre béven adodik alkalom a fliggvények, a szerkesztési feladatok és a mértani helyes

feladatok kozott is. [27]

Az el6készités masodik sarokkdove a méréssel kapcsolatos nézOpontvaltas. A méréssel
kapcsolatban a gyerekek rendszerint a mérend6 objektum nagysagat tartjak fokuszban,
nem a mértékegység és a mérendd viszonyat. Meg lehet benniik a vagy, hogy a mérést
minél pontosabban végezzék, de ezt a tanult mértékegységek erejéig tartjak fontosnak, S
miutan ezek ,.elfogytak”, nem tudjak a mérést eszmei szinten tovabbfolytatni. Ennek
pedig kovetkezménye az a felismerés, hogy altaldban a mérések kozelitdek, és csupan

kivételes esetekben — hatarhelyzetekben — abszolut pontosak.

Az el6készités harmadik eleme a milliméteren tali realitds elfogadtatisa. Mas
tantargyakbol a gyerekek mar tudhatjak, hogy léteznek milliméternél kisebb hosszusagu
objektumok, melyek Iéte indokolja a mm-nél kisebb egységgel torténd mérést. Az is
elfogadhato, hogy az élet kiilonb6zd teriiletei kiilonb6zé pontossagii mérést kivannak
meg. A pontossag mértékét pedig a m, m/10, m/10%, m/10%-en tal folytatott m/10"

mértékegységkészletben kiillonb6zé n szammal jellemezhet;iik.
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A gyermekek szamara ezek utan mar érzékelhetd, hogy a mérések ,,0lykor nem érnek
véget”, és ebben az esetben eszkOzeinkkel, a mérhetdvel minél jobban érdemes

megkozeliteniink a mérendot.

5.2.3 A valoés szamok bevezetése

Az el6készitd munka eredménye, hogy a 9.-10. évfolyamos tanulok a valds szamok

bevezetésekor:

1) geometriai tapasztalataikbol mar tudjak, hogy
a) van olyan szakasz, mely nincsen a m, dm, cm, mm hosszt szakaszok tobbszorosei
kozott,
b) van olyan szakasz, melynek hossza nincsen a m, m/10, m/10% ... , m/10", ...
halmaz t6bbszorosei kozott sem.
2) algebrabol ismerik, hogy
a) léteznek végtelen tizedes tortek (pl.: 1/3),
b) barmilyen racionalis szam felirhaté végtelen tizedes tort alakban,
3) ugyancsak geometriabol tudjak, hogy
a) létezik a m, és tudjak is szarmaztatni,

b) 1étezik a V2, és tudjak is szarmaztatni.

megmutathat6, hogy pontosan véges vagy végtelen szakaszos tizedes tortek lehetnek. A
gyerekek azonban ismernek olyan szamokat, melyek nem ilyen alakuak (pl.: m,/2), és
tudnak konstrudlni is ilyet (pl.: 0,1010010001...). A véges és végtelen szakaszos tizedes
torteken tali végtelen, nem szakaszos tizedes torteket irracionalis szamoknak nevezziik el,
a racionalis és az irracionalis szamok unidjaként pedig bevezetjiik a valos szam fogalmat.
A tovabbiakban pedig mar minden szam elképzelhetd ugy, mint végtelen tizedes tort. [32]

[33] [34] [35] Némelyik tankonyv ezek utan példaként bizonyitja a v/2 irracionalitasat.

Ezek utan érdemes a valos szamok €s a szamegyenes kapcsolataval foglalkozni.
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5.2.4 A valds szamok és a szimegyenes

A gyerekek konnyen adnak moédszert a Szamegyenes azon pontjainak megtalalasara,
melyek az egész szamoknak feleltethetok meg. A racionalis szamok nevezOk szerinti
bejeldlése is érthetd szisztéma szamukra, s belathatd, hogy minden racionalis szdmnak

megfeleltethetd egy pont.

Hogy minden pontnak megfeleltethet6-e racionalis szam, kicsit hosszadalmasabb
vizsgalatot igényel. Egy talalomra kijelolt pontot eldobb egészekkel, majd ezek
tizedrészével stb. kozelitve lathatd, hogy eléfordulhat egyenldség, azonban eléfordulhat
az is, hogy bar egyenléség nem all fenn, a kijelolt szdm szamjegyei egy idé utan
ismétlédnek. Ezekben az esetben tudjuk, hogy a kijeldlt pont racionalis szamnak
feleltethetd meg, ha azonban a végtelen tizedes tortben nincsen ismétlodod
szamjegyszakasz, akkor viszont nem feleltethetd meg egy raciondlis szdmnak sem. A
racionalis szamok és a szdmegyenes pontjai kozott tehat nem 1étesithetd kolcsondsen

egyértelmii megfeleltetés.

A mar ismertetett geometriai valés szam axioma biztositja, hogy a szamegyenesen a 0
pontbdl induld, szdmegyenesre illeszkedd barmilyen vektor egy valds szdmra mutat. A
gyerekeknek tehat elmondhatd, hogy a valds szamok ¢és az egyenes pontjai kozott
kolcsondsen egyértelmli megfeleltetés all fenn. A valoés szdmok segitségével igy
koordinatdk vezethetok be az egyenesen, majd ennek felhasznaldsdval a sikban és a

térben is. [11]

5.2.5 Miiveletek értelmezése a valos szamokon

Mivel a 0 pontbol induld, szamegyenesre illeszked6 barmilyen vektor egy valds szamra
mutat, két valos szdm Osszegét jol szemléltetik az egyallasu (de természetesen akar
kiilonboz6 iranyitast) csatlakozd vektorok. A kivonas az ellentettvektor hozzaadasaként

illeszkedik a korabbi szamkordkben kialakitott kivonasfogalomra.

Két valés szam szorzasanak értelmezését pozitiv valosakra mutatom meg. Egyrészt két
valds szam szorzata annak a téglalapnak a teriilete, melynek oldalhosszusagai az illetd
valos szamok. Masrészt, ha két valos szamot megtestesité szakasz koziil az egyiket (a)
egységnek tekintjiik, akkor ezen 0j egységhez viszonyitva megadhatd a masik (b) hosszu

szakasz is.
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b (a egységben kKifejezve)

24. abra - A valos szamok szorzasanak egy geometriai modellje

(A kép forrasa: http://www.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tkt/matematika-didaktikusan/ch02s02.html)

Az igy kapott szakasz hossza az eredeti egységben kifejezve a és b mérdszamanak a
szorzata. [28]

A hatvanyozassal kapcsolatban... az irracionalis kitevdjl hatvanyt ugy értelmezziik, mint
a racionalis kitevdjii hatvanyokkal megkozelitett szamot. ,,Annak belatasa, hogy a régi
azonossadgok most is igazak, annak alapjan torténhetik, hogy az irraciondlis kitevdji
hatvanyokat raciondlis kitevdjliekkel kozelitjik meg, s ezen kozelitd hatvanyok
mindegyikére érvényes szabalyok érvényben maradnak azon hatvanyokra is, amelyeket
megkozelitenek.” [11] gy a valds kitevéjii hatvanyokra is igazak a természetes

szdmkorben ismertetett alapazonossagok.

53 JATEK

5.3.1 A jatékkészlet bemutatasa

A jaték - szandékom szerint - segiti a Kerettantervben [26] rogzitett gondolkodasi és
bizonyitasi modszerek elsajatitasat, 6sztokél a gondolatmenet vilagos kommunikalasara,
érvelni tanit, vitdra és vitds helyzetek megoldéasara késztet. Célja ramutatni a valos
szamtest strukturajara: lattatja a racionalis szamok zartsdgat a négy alapmiiveletre nézve,

¢€s segit megtapasztalni, hogy az irracionélisakra mindez nem igaz.

A jatékot 2-4 jatékos jatssza kozépiskolaban. A jatékhoz sziikség van egy pénzérmére,
egy dobokockara, ketté-négy kiilonbozd babura (esetleg radirra), az alabbi (vagy egy

fiizetbe rajzolt 20-25 mezdébdl allo) tarsasjatékpalyara, valamint az alabbi rablokartyakra.
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v deceptivepeducationalblogspot.com

25. abra - Egy lehetséges tarsasjatékpalya

(A kép forrasa: http://sucika67.blogspot.hu/2012/11/)

26. abra - Rablokartya

(A rablo alak forrasa: http://ujszo.com)

57



5.3.2 A jaték menete

Amint felsorakoztak a babuk a startmezon, indulhat a jaték. Az els6 jatékos egyszer dob a
dobokockaval, majd kétszer feldobja a pénzérmét. A dobokockan a szamok 2-5-ig
sorrendben az Gsszeadas, kivonas, szorzas, osztas miveletét jelolik. A fej racionalis

szamot, mig az iras irracionalis szamot jelol.

A jatékos feladata mutatni, hogy az altala dobott szamok az &ltala dobott miivelet
elvégzésekor racionalis vagy irracionalis szamot eredményeznek. Példaul 2-es dobas, fej,
iras esetén a feladat megmutatni, hogy egy racionalis szdmot dsszeadva egy irracionalis

szammal milyen szdmot kapok.

Amennyiben a jatékos valaszanak helyességét be is tudja latni, a sz6 a soron kovetkezd
jatékosé. O, mint birdlo nyilatkozhat, hogy egyetért-e az illetd valaszaval és
bizonyitasaval. Véleménye elmondédsa utdn a soron kovetkezd jatékosé (mint birdloé) a
sz0, s igy tovabb a kor végéig. Miutdn minden birdlé sorban elmondta a véleményét a

kovetkezo esetek lehetségesek:

1. Amennyiben a biralok egyetértettek a jatékossal (és egymassal is), a jatékos annyit
Iépet elére, amennyi a dobokockaval dobott szam.

2. Amennyiben a biralok egyetértenek egymassal, de a jatékossal nem, akkor vita
keletkezik. Ha a vita végére a birdlok (k6zds) véleménye bizonyul igaznak a
jatekos véleményével szemben, akkor a jatékos nem 1ép elére a babujaval.

3. Amennyiben a birdlok egyetértenek egymassal, de a jatékossal nem, akkor vita
keletkezik. Ha a vita végére a jatékos véleménye bizonyul igaznak a birdlok
(k6zos) véleményével szemben, akkor a jatékos annyit lépet eldre, amennyi a
dobdkockaval dobott szam plusz egy.

4. Amennyiben a biralok nem értenck egyet egymassal, vita tamad kozottiik,
melyben a cél az egységes biraldi vélemény. Innen 1., 2. vagy 3. is érvénybe

1éphet.

Ha a jatékos egyet dob, egy korbol kimarad (de biralo attol még lehet), ha hatot, nyer egy
rablokartyat. A rablokartya feljogositja a jatékos utani elsé biralot, hogy 2. valamint 4. és
2. esetén Is elérelépjen annyit, amennyit a jatékos lépett volna — tehat elsé és helyes
biralataval elrabolja a dobott szamot. Ebben az esetben a rablokartyajat felhasznalta, igy

az Ujra visszakertl ,,a kzosbe”.
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5.3.3 Tapasztalatok és variaciok

A jatékot nem volt alkalmam kiprobalni, azonban igy gondolom, hogy a gyakorlatban

léteznek kritikus pontjai, melyet igyekszem megragadni:

e Azt gondolom, sziikséges a jatékot - matematikatudds szerint - heterogén
csoportokban jatszani, tovabba a jatékosoknak tanari segitséget biztositani.

e A vitak utan érdemes a konszenzust megosztani egy birdval, aki a tanar. O bolint ra
vagy cafolja meg a konszenzust. Ugyanigy donthet véget nem ér6 vita esetén is.

e A jaték megrekedhet a két racionalis szammal végzett miivelet bizonyitasakor, illetve
egy racionalis és egy irracionalis szammal végzett mivelet esetén az indirekt
bizonyitas soran.

e Sok tanari segitség esetén el6fordulhat a jatékélmény ,,meggyilkolasa”. Erdemes
minden csoportnak néhany segitségkérd kartyat adni, melyekkel limitalni lehet a
legyen fliggetlen.)

e Azt gondolom, hogy nem minden kozépiskolds gyermeknél van meg a kultirija
annak, hogy egy allitas cafolataul elegendé egyetlen ellenpélda. Ennek rutinszerd

alkalmazasa a jaték egy Gjabb haszna lehet!

6 KITEKINTES ES OSSZEGZES

,,Az egyenletek elméletében a gyokjelekkel vald megoldhatdsag feltételét kutattam; ez lehetové tette, hogy
[...] leirjam egy egyenlet lehetséges szimmetriait akkor is, ha az gyokjelekkel nem oldhaté meg.” [36]

Evariste Galois

6.1 KITEKINTES

A szakdolgozat iménti fejezetével lezartam a NAT és a Kerettanterv altal rogzitett,
kozoktatasban szereplé szamkorok feldolgozasat. Jelen fejezet részei koziil kozépiskolai
fakultacios oOran, matematika tagozaton, illetve matematika vagy fizika szakkoron a
testbovitések és a komplex szamok targyalhatok. [39] A kitekintés tovabbi alfejezeteinek
megirasaval a célom a szamkorbdvitések bizonyos értelemben vett lezarasa, absztrakt

algebrai lekerekitése.
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6.1.1 Testbovitések

K és L testek. Azt mondjuk, hogy K részteste L -nek, ha K € L, K # @, illetve K maga is
test az L-beli miiveletekre nézve. L bovitése K-nak, ha K részteste L —nek, melyet igy
jelolink: K < L.

Példaul: Q < R.

T test egyetlen elemmel valo T (a) bdvitését egyszerli testb6vitésnek nevezziik, ha T(«) a

legsziikebb olyan test, mely tartalmazza T-t és a-t is.

Az a algebrai elem a T test felett, ha 3 f(x) £ 0 € T[x]: f(a) = 0, és azt mondjuk, hogy
az p transzcendens elem a T felett, ha 2 f(x) £ 0 € T[x]: f(B) = 0.

Az i komplex szam algebrai elem R felett, hiszen gyoke az f(x) = x? + 1 valos

egyiitthatds polinomnak. Bévitve ezzel az algebrai elemmel R testet:
R(i) = {a + bi}, ahol a, b € R,

azaz éppen a komplex szdmok halmazat kapjuk, melyrdl tehat elmondhato, hogy bdvitése
a valos testnek (és a raciondlis testnek is), €s a legszlikebb olyan test, mely tartalmazza az

Osszes valds szamot, és a fenti f(x) polinom gyokét.

Ebben a gondolatmenetben ismertnek tekintettem a komplex szamtestet és az f(x) =

x? + 1 polinom egyik gyokét i-t.

Abban az esetben, ha még nem ismert a komplex szamtest, akkor az aldbbiak szerint
gondolkodhatunk. [25]

6.1.2 Komplex szimok

A gyokvonds nem végezhetd el mindig a valdés szdmkorben, illetve nincs mindig valds
gyoke egy valos egyiitthatos algebrai egyenletnek. A valds szamok teste tehat bizonyos

értelemben szliknek bizonyul, szeretnénk tovabb terjeszkedni.

Hasonléan az egész és a racionalis szamok bevezetéséhez, rendezett szamparokbol

indulunk ki. Az (x,y) € R X R szamparok halmazan értelmezem az O és a Bl miveletet:
(e, y)0O0, y1) = (X132, 51 +¥2) €8
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(1, y1)W(x1,y1) = (X1 X2— Y1 Y2, X1 Y2 + Y1 X3)

ahol + és - az R-en értelmezett 0sszeadas €s szorzas. Ezek miiveleti tulajdonsadgainak

ismeretében belathatd, hogy az (R X R, o0, H) test.

Az {(x,0),0, M} algebrai struktira izomorf a (IR,+,) testtel, azaz talaltunk a valds

szamok testével izomorf résztestet.

Minden (a, b) szampar felirhato (a,0) o ( (b,0) B (0,1)) alakban, ahol az (a, 0) part
kicserélve a valds szamra, a (b,0) part a b valos szamra, O helyett +-t, Bl helyett --t, a

(0, 1) helyett pedig i-t irva kapjuk a komplex szamok a + b - i kanonikus alakjat. [25]
Az igy definialt szamtestet komplex szamoknak neveziink, és C-vel jeldliink.

A komplex szamok valdés szamparokkal torténd bevezetése nélkiiloz barminemi
szemléletességet, igy még tagozaton, fakulticids matematika oran is absztrakt. Igy
vannak, akik a geometriai modellt kovetik: a tanulo ebben az esetben kétdimenzids
vektorokként taldlkozik a komplex szamokkal, melyben a vektordsszeadds miivelete mar

ismert, a vektorok ujfajta szorzasanak bevezetése pedig megtehetd. [12]

6.1.3 Kvaterniok

Felmeriil a kérdés, hogy a komplex szamkort lehet-e tovabb bdviteni Ggy, hogy a
szokasos miiveleti tulajdonsagok érvényben maradjanak, €s tovabbi hasznos szamkorhoz

jussunk. Elészor bevezetem a Hamilton altal felfedezett Q kvaterniécsoportot.

A (G,) algebrai struktura csoport, ha G nemiires halmazon értelmezett - mivelet

asszociativ, létezik egységelem és minden elemnek van inverze.

Q kvaternidcsoport 8 elemdi: 1, &, ij, K, melyen a - mivelet a kdvetkez6képpen

értelmezett:
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—i| =t 1 —k i -1  k —j
—i| —J k 1 —i i —k -1 (]
—k | =k —j i 1k —i —1

27. abra - A kvaterniocsoport miivelettablazata
(A tablazat forrasa E. Kiss: Bevezetés az Algebraba, Typotex Kiadé, Budapest, 2007. 185.0.)
Ellendrizhetd, hogy Q -ra az igy definialt miivelettel fennallnak a csoporttél megkovetelt

tulajdonsagok.

A K-val jelolt kvaterniok halmaza az iménti 1,1, j és k csoportelemek valds szamokkal
vett linearis kombinécioja, azaz minden kvaternio egyértelmiien felirhatdé z =p + qi +

rj + sk alakban, ahol p,g,7,s ER.

Mivel a kvaternidkat lathatéban négy valds szam hatarozza meg, preciz bevezetésiikkhoz
kézenfekvd szamnégyeseknek tekinteni 6ket. A kvaterniok halmaza tehat egy olyan
(K, +,") algebrai struktura, ahol K = R* = {(p,q,7,5):p,q,1,s €ER}, a két miivelet
pedig:

(P1,q1,11,51) + (P2, 2,72, 82):= (p1 + D2, q1 + G2, 11 + 712,81 + 52),

P1q111,51) (P2,92,72,852):= (D1 P2 —q1 G2 — 11" T2 — S1°S2,P1° Q2+ q1 P2 +

TSy — Sy T,P1 TP +S1°qQ— Q1S P1 S22 FS1 P QT — 110 Q).

(Vilagos, hogy ebben a bevezetésben 1 = (1,0,0,0),i = (0,1,0,0),j = (0,0,1,0),k =
(0,0,0,1).)

Belathato, hogy (K, +,) algebrai struktara ferdetest, vagyis nem kommutativ test.

A (p,0,0,0) kvaternidk éppen a valos szamokkal izomorf struktira, mig a (p,q,0,0)
alaku kvaterniok izomorfia erejéig megegyeznek a komplex szamokkal, azaz R < K,

illetve C < K.
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A kvaterniok teste a kozoktatasban nem szerepel, az egyetemi tananyagban pedig
els6sorban példaként olyan nem kommutativ testre, mely a valds test folott véges

dimenzids. A kérdés, hogy (izomorfia erejéig) van-e tovabbi ilyen?

6.1.4 Frobenius-tétel

Sziikséges definialnom a vektortér, majd a dimenzié fogalmat. Adott a (T, +,-) test, a T-
beli Osszeadas egységeleme 0, a szorzas egységeleme 1. Valamint adott a (V, +)

kommutativ csoport, a V-beli 6sszeadas egységelemét pedig jeldlje O.
T ¢és V kozott definidlunk egy miiveletet, mely a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:
1.Vae TésVv € V:Jav eV,

2. Ya,f €T ¢é Vvu €V: (a + f)u = au + pu (az egyik szorzotényezdre

vonatkoz6 disztributivitdsszer( tulajdonsag),

3. Va,p €TésvVv,u € V:a(u + v) = au + av (a masik szorzétényezore

vonatkoz6 disztributivitdsszerl tulajdonsag),

4.Va,f € TésVu € V:a(fu) = (af)u (egy asszociativitas-szerli tulajdonsag)
S.Vvu e Vi1l -u=u

Ekkor azt mondjuk, hogy a V vektorteret alkot a T test felett. [37]

Az aq,...,a, € V avektortér egy generatorrendszere, ha V minden eleme el6all ezek

linearis kombinacidjaként. Bézison linedrisan fiiggetlen generatorrendszert értiink, mig

egy V vektortér dimenzioja egy bazisanak elemszama®’.

Azt mondjuk, hogy V algebra a T test folott, ha

(1) V gytrd,

(2) V vektortér T folott,

(3) teljesiil (Aa)b = A(ab) = a(Ab) azonossag Va,b € V és VA € T esetén.

V nullosztomentes algebra, ha V nullosztomentes gytrt.

¥ mely a kicserélési tétel szerint mindig ugyanannyi.

63



Lathato, hogy K négydimenzids, nullosztomentes algebra R {olott.

Frobenius-tétel: Ha A egy R f6lotti véges dimenzids, nullosztomentes, nem nulla algebra,

akkor A izomorf a valés szamok, a komplex szamok, vagy a kvaterniok algebrajaval.

E tétel tehat bizonyos szempontbol lezérja a szamfogalom bdvitésének folyamatat.

6.2 OSSZEGZES

6.2.1 Ami a szellemi struktarakat illeti...

A szakdolgozat megirasa utan igen természetesnek és jelentdségteljesnek tartom azokat a
folyamatokat, amikor a tanulok fejében birkozas zajlik az 1j, ,,szkémadongeté”
informacié és a mar kialakult szellemi struktardk kozott. Eppen ezért roppant nagy
tanulsag szamomra, hogy az 0j szamkor fogalmanak kiépitése és a rajta értelmezett
miiveletfogalmak bevezetése nagy gondossagot, elegendd 1d6t, megfeleld modelleket és a

kiils6 reprezentacios sikok valtozatos és sokszori alkalmazasat igényl6 feladat.

6.2.2 Ami a szamkor-bovitéseket illeti...

Szeretnék ramutatni, hogy a dolgozatban szerepld szamkorbovitések tulajdonképpen

ugyanazt a metodust kovetik:

1. A kiindulasi struktra felhasznalasaval értelmeziink egy alkalmas A halmazt (mely a

valos szamokat kivéve elempdarok halmaza).

2. A halmazon - ugyancsak céljainkkal Osszhangban — értelmeztik az o0 és a m

miiveleteket. Az (4, O, M) egy elég sok tulajdonsaggal bir6 algebrai struktira.

3. A-ban ¢értelmeziink egy relaciot A elemei kozott, melyrél belathatd, hogy

elvivalenciarelacid, mely igy particionalja A4 -t.

4. Az osztalyok kozott ugy definiadljuk az © , ® miiveleteket, hogy az osztalyozas ezekre a
miiveletekre nézve kompatibilis legyen. Belatjuk, hogy ez a vagyott struktarat

eredményezi.
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5. Megmutatjuk, hogy a kapott struktira tartalmaz a korabbi halmazzal izomorf
struktarat, majd végrehajtjuk a beagyazast, vagyis az izomorf részt kicseréljiilk magara a

kiindulasi struktarara.

A metddust annyiban képezi le az iskolai matematikaoktatas, hogy az egész szamok és —
fakultacios ordn, szakkoron, tagozaton — a komplex szdmok bevezetésekor a gyerekek

széamara is tisztan kivehetok az egész, illetve a valds szamkorokbol képzett szamparok.

A racionalis és a valos szamok bevezetésekor mas a helyzet. A racionalis szamkorbe valo
belépéskor nem egész szamparokon gondolkodunk, am a tort alakjaban (szamlalojaban és
nevezdjében), valamint Szeredi tandrnd dominds jatékaban az egész szamparok mégis

szépen megmutatkoznak.

A valos szamkdrben a racionalis szdmbol képzett sorozatok a gyerekek szdmara nem
érzékelhetoek. Itt a geometriai valds szam axidma siet a segitségiinkre, mely a témaban
olyan (fels6bb matematikai) alapvetés, mely a gyerekek szamara is befogadhatd — és mar

jol ismert — modellt, a szdmegyenest biztositja.

6.2.3 Ami a miiveletértelmezéseket illeti...

A negativ szammal vald Osszeadas és Szorzas értelmezése az elsé muveletek, melyeket
nem tudjuk a birtokunkban 1évé miiveletértelmezés szerint elvégezni. Ennek mi adunk
értelmet. Hasonloan az egyre bovilld szamkorok Osszeadas- és szorzasmiiveletének
bevezetésekor lathatd, hogy azokat definidlni sziikséges. Mindez azonban nem
onkényesen torténik, hanem elsddleges szempont az alapveté miuveleti tulajdonsagok

érvényben maradasa, azaz a permanencia elv érvényesiilése. [25]

Kifejezetten lényegesnek tartom a miiveleteket értelmezésekor kisérletezni, s azt
megprobalni a gyerekekkel tobbféleképpen értelmezni.®® Hamarosan persze egyiitt
rajoviink, hogy az alapazonossagok mely esetekben maradnak érvényben. Ez a kitérd
megmutatja a gyerekeknek, hogy valoban 0j miiveletfogalom definialasa zajlik, s azt is,

hogy nem 6nkényesen. [25]

%8 Az egész szamok szorzasa erre példaul csodalatos terep.
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A kivonads és az osztas €rtelmezése — azokban a szamkorben, ahol algebrai miiveletek — az
Osszeadas €s a szorzas altal egyértelmiien meghatarozott. Az 6sszeadassal és a szorzassal

ellentétben itt nem torténik definilés.

6.2.4 Ami a kozos pontok feltarasat illeti...

A felsébb és az iskolai matematika kapcsolodési pontjainak feltarasa kozben tobb aha-
¢lményem 1is volt. Csodalatosnak tartom a két vilag kozti dinamizmust: olykor kozeledik
egymashoz, maskor eltdvolodik egymastol. A tavolodas okaira — mar ahol ezeket

egyaltalan tetten tudtam érni — igyekeztem ravilagitani.

A jatékok kitalalasa a szakdolgozat irasanak kiilonleges szakaszai voltak. Valamelyest az
altalam bongészett tankonyvek irdival azonosultam, hiszen egy felsébb matematikai
szandékot bujtattam bardnybdrbe, és tettem a tanulok kozé. Megtanultam, hogy nem
trivialis, hogy a baranybdrbe bujtatott farkas tarsasaga inspirdlo: atgondolt, kikisérletezett,

kreativ megoldasok sziikségesek, hogy a jaték valoban megmozditsa a gyerekeket.

6.3 KOSZONETNYILVANITAS

A szakdolgozat irdsat meghatdrozta a kutatds, az 0jra ¢és atfogdan értelmezés, a
racsodalkozas, a tanulas, s6t még az Gnismeret élménye is. Mindezekért halaval tartozom

megannyi segitomnek.

A diplomamunka témajat Szeredi Eva tanarngvel jeloltik ki nem sokkal halala elétt.

Erdekl6dési korom feltérképezéséért és a tamogatd hozzaallasaért maig halas vagyok.

Torok Judit tanarnd, a Matematikatanitasi és Modszertani Kézpont adjunktusa 6rokolt
meg. Koszondm szakértd gondoskodasat, a munkaval egyiitt toltott tartalmas orakat és

tiirelmét iranyomba.

Halas vagyok Csahoczi Erzsébet és Kovacs Mara nyugalmazott vezet6tanarok jo

tanacsaiért és irodalmi ajanlasaiért.

Végiil koszonet illeti csalddtagjaimat, akik szeretettel tdmogattak, mig elkésziilt a

dolgozat.
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