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1. Bevezetés

A Pitagorasz-tétel a matematika tanulasanak folyabaa az etsolyan tétel, amely révid,
egyértelnii nevet visel, nagyon egys#eképlettel fejezhét ki, és allitAsa nem lathaté be
~egyszeti ranézéssel”.

A tétel mindenki szamara ismert és igy szol:

A derékszo§ haromszogben az atfogd négyzete edyemlkét befogd négyzetének

0sszegével. Vagyis:

cc=a’+b? (1.1)

A Pitagorasz-tételt nyugodtan tekinthetjik egy kil€sen fontos tételnek. Kézponti helyet
foglal el a matematika tanulés folyamataban.

Vajon a Pitagorasz-tétel inkabb teriletek, vagyabik hosszusagok kozotti 6sszefiiggést
mond-e ki? Igen, tudjuk, mindkétt de hol vannak a ,meghajté ¢&'? Hol, hany
dimenzidban van a Pitagorasz-tétel ,igazi” természegy dimenzidban (szakaszhosszak
kozotti 6sszefliggések) vagy kdien (terlletek kozotti osszefiiggések)? Ha ki tujuk
deriteni, hogy melyik dimenzidészdmban létezikidlegesen ez az dsszefiiggés, akkor a
masik dimenziészamban fennallé 6sszefiiggés csatkeammnelédlegesnek a folyomanya,
koévetkezmeénye.

Megjegyzes: A ,régi gorogok” teruletek kozotti 6eimggessl beszélnek. Pitagorasz és
tanitvanyai, kortarsai olyan szakaszokat, amelylekmacionalis szam a hossza, el sem

tudnak képzelni — ph/2 hosszlsagu szakasz szamukra nem létezik. Olyaiksdeig

haromszdég sem, amelynek oldalhosszai/pl.v/3 ésv5. Es nem azért, mert nem ismerték
a gyokjelet. Zavarta a harmoniaérzékiiket és vilagkét az irracionalis szamok
létezésének gondolata.

De szabad-e ilyesmivel egyaltalan foglalkoznunkabsz-e ilyesmiil beszélnink a

matematikaban, hogy mi egy tétel igazi természatidyen dimenzidban all fenn az
elsbdleges 0sszefliggés, és melyikben csak egy mass@agmha ezeknek a fogalmaknak
nincs matematikai definicioja, mindannyian értjéiket, és bizonyos tanulok szamara

fontos lehet, hogy ilyen megvilagitasban is lassj&len esetben — a Pitagorasz-tételt, de



tovabbi tanulmanyaik soran, ennek mintgjara és lertaaulsagain felbuzdulva, mas,
szamukra fontos tételeket is. .

Szabad-e szubjektiv véleményeket bevinniink az tibjelatematikaba?

E sorok szewjének megg§zodése, hogy igen. De csak kiegészitésként. Ugy, laagy
objektivitdst, azaz a matematika axiomatikus feésgit és egzakt kovetkeztetési
mechanizmusait nem befolyasolhatja a szubjektividdiban viszont teret engedhetiink a
szubjektivitdsnak, hogy kinek melyik bizonyitasstk jobban, melyiket dicséri, méltatja a
tanuldk ebtt, melyik bizonyitdst vagy bizonyitasokat haszadigl egy-egy tételhez a
matematika tanitasa soran, vagy pedig a lehetsslggwativak kdzul valasztva hogyan
épit fel egy matematikai targykart, tertletet.

A Pitagorasz-tétel kilénbéz bizonyitasainak attekintése és dsszehasonlitégaloki
lehetiséget nydujt arra, hogy mindenki szaméra éseet vilagosan, egy nagyon kdnnyen
feldolgozhato targykorre fokuszalva bemutassukyenilgatld vagy seditenergidkat —
gyakran inkabb igy mondjuk: impulzusokat - adhatzabjektivitds az objektiv, preciz
matematikai mechanizmusok mellé. Arrdl is kapunk bgnyomast, hogy ezek a ségit
energidk — vagy impulzusok - milyen jol hasznalaitéa matematika tanitadsaban,

tanulasaban, ill. alkalmazasaban (pliszaki tertletek, fizika).

A matematikdban nem létezik egyértélmmindenki altal elfogadott moddszer a
bizonyitdsok 6sszetettségének, komplexitdsanak sekeé szamszisitésére, rendezési
relacio feldllitasara egy tétel kulonkbdbizonyitasainak bonyolultsaga kozoétt. Talan
lehetne sulyozni a Iényegi Iépések szama, a felddismatematikai ,objektumok” szama,
esetleg a bizonyitas oOtleteinek nehézsége szekmi. mindenképp kézenfeky hogy
legyen az egy kritérium a bizonyitasok isitésére, hogy kidertl-e az adott bizonyitashal,
hogy melyek a tétel mozgatérugoi, mi az a ,sine goa’, ami nélkil a tétel nem létezne,

nem lenne igaz.

E Szakdolgozat 8készitése és megirasa soran folyamatossteel lebegett a kételkéd

kere®, tanacstalan tanuld alakja. Akinek meg kell taraylmeg kell értenie egy tételt —
mondjuk, éppen a Pitagorasz-tételt — példak megaldaran hasznalnia, alkalmaznia kell,
ra kell épitenie Ujabb matematikai targykoroketjieteket — és kdzben, vagy utdlag
szembesul azzal, hogy zavarja valami, amit esélegem tud mondani, meg sem tud

fogalmazni: az, hogy nem hiteles szamara a bizasyihert csak a felszint, az eredményt



mutatja — hogy egy tétel allitsa igaz-e vagy ngaz, 6sszhangban van-e a matematikai
kornyezet egyeb tételeinek allitdsaival — és nem $@mmilyen tdmpontot azt ilten,
hogy valojaban miért is igaz a tétel allithsa, miknozgatorugok, mozgato éér hol

vannak a rkodtet energiak.

A Szakdolgozatban bemutatott bizonyitasokat ezgenohelyekél vettem, amelyekhez
egy magyarazatot, tampontokat kere§geéhulé a legkdnnyebben hozzafér — az Inteéhetr
[CUT], [WIK-A] , [WIK-M] , [WIK-N], a még mindig népsZerObadovics-konyvil
[OBA] és az etil Ujszetibb Gebtcs-Vancsd: Matematika c. atfogd kézikon§WHGE-
VA].

2. A hindu bizonyitas

Kezdjuk a bizonyitdsok sorat a hindu bizonyitdd¥alK-M] . Leggyakrabban ezt a
bizonyitast hasznaljdk az altalanos iskolaban agBrasz-tétel bizonyitaséara, és a tanulok

jelents hanyada kébb sem talalkozik a tétel mas bizonyitasaval.

b a

a b a b

1. 4bra 2. abra

Az 1. és?2. abranegy-egya+b oldali négyzet lathato, ezeknek értelemszerazonos

nagysagu a teruletik. A két ,nagy” négyzet a kétalkulonbodkeppen van felbontva
diszjunkt alakzatokra. Mindkét ,nagy” négyzet tartaz négy-négy egybevagod
derékszoty haromszoget, ezeknek ésb a befogoja,c az atfogdja. AzL. abra ,nagy”



négyzete ezen a négy derékdrzdraromszogon kivil egy oldald és egyb oldalu
négyzetet tartalmaz, ez a hat alakzat egyuitt pantégadja, diszjunkt felosztasat adja a
,nagy”, a+b oldali négyzetnek. R. abra,nagy” négyzetének diszjunkt felbontasat az
emlitett négy derékszégharomszogon kivil egg oldali négyzet adja. Két egyénl
terllettdl egyenb teriletet elhagyva egyénteriletet kapunk, igy a két ,nagy” négyzet
teriletéldl kivonva a négy darab deréks#olgaromszog teriletét, a fennmarado teruletek
nagysaga megegyezik, azaz a#sb oldali négyzetek teriletének 6sszege azonos a
oldall négyzet terlletével.

Amint latjuk, a hindu bizonyitas is tertlet-szersl#] nem pedig szakaszhossz-szemigélet
Betiaritmetikaval leirva az. és2. dbraalapjan:

(a+by’ = (at+b)’

a’+b’+4Mab)2 = ¢+ 40ab)2 |- 4ab)2
a’+b? = ¢

Tegyuk hozza, hogy ez a HBatitmetika - altalanos esetben - csak azok szaméara
értelmezhet, akik elfogadjak az irracionélis szamok létezékst. Pitagorasz és kortarsai

Szamara sajnos nem.

3. Attologatds bizonyitas

A 3. és 4. abra egy attologatds bizonyitast mwaabNikipédia német nydiPitagorasz-
tétel szocikke alapjafWIK—N] . (Megjegyzés: Léteznek un. atdarabolos bizonyktaso
azok, amelyek ,olloval feldaraboljak” a befogokheszked két négyzetet, és ezeklaz
aprobb darabokbdl 6sszerakjdk az atfogéra illeszkeéigyzetet. Ezek az Interneten
altalaban Java-alkalmazasos animacioként lejatskghatyomtatott formaban viszont
bonyolult a bemutatasuk — ezért jelen Szakdolgexatmem szerepelnek. Az is
megjegyzend, hogy az atdarabolas altaldnos esetben matematjké bonyolultan
kezelheb.)



3. abra 4. dbra

A 3. abrannégy daraba ésb befogoju,c atfogoju derékszdgharomszog van elhelyezve
agy, hogy egyc oldali négyzetet alkotnak, kézépen pedig korulnekzegyb-a oldalu
kisebb négyzetet. (Eltérés a hindu bizony2asbrajatdl hogy ott nagyobka+b oldall a
nagy négyzet, a négy darah b, ésc oldall derékszdg haromszog pedig szintén egy
nagyobbc oldalt négyzetet vesz kérll, valamint az is, hodyralu bizonyita®. abrajan

a négy emlitett haromszog derékszdge a nagy kigdgyzet csucsaiban van, itt pedig a

derékszogek befelé van fordulva, a kis négyzeténell

A 3. abrana négy derékszdig haromszog és az altaluk kdzrefogatb oldali négyzet
teriileteinek dsszeg®. Ha a fel§ haromszoget 9kal elforgatjuk az éramutaté jarasaval
ellentétes irdnyban, és eltoljuk az alakzat jolsid alarkaba, a bal oldali hAromszdget pedig
az Oramutatd jarasaval megegydranyban forgatjuk el J0kal és az alakzat bal also
sarkaba toljuk el, megkapjuk 4 abranlathaté alakzatot, melynek teriiledé + b% Az

alkalmazott niveletek soran az alakzatok terilete valtozatlaradtaezért® = a® + b’

4. Kétszeres nyirasos bizonyitas

Az 5. — 8. abrakkétszeres nyirasos bizonyitast mutatnak be, apétka német nyelvy

Pitagorasz-tétel szécikke alapjddIK—N] .



Az 5. dbranaza befogora illeszketl négyzetet etsnyirdsként @ befogé mentén nyirjuk
agy, hogy a nyiras éfti négyzet bal alsé oldala a nyiras utdn immarkboic oldalaként

egybeessen@atfogoval.

5. abra 6. abra

Masodik nyirasként a négyzétikapott romboidot a fetsvizszintes oldala mentén nyirjuk
agy, hogy téglalapot kapjunk (6abra). Ennek a téglalapnak a vizszintes oldala
hosszusagu, mivel az atfogora illeszkedik, filgges oldalanak hossza (azaz a magassaga)
pediga®/c (mivel az eredetia oldalt négyzet, a romboid és a téglalap teriilét®zatianul

a). a = c-sirw miatt a fiuggleges oldal hossze-sirfa. A kapott téglalapot a jobb alsé
csucsa korul 9Okal elforgatjuk az oramutatd jardsaval ellentéii@myban, s igy az

atfogora illeszkedl c oldalu négyzet egy részét képeai 4brg.

A 7. &branab befogora illeszketinégyzet elé nyirasa lathatd, ami azbefogé mentén
torténik Ugy, hogy a nyirasdati négyzet jobb also6 oldala a nyiras utan immanboid
oldalaként egybeesercatfogoval. Masodik nyiraskent itt is a négyzétapott

romboidot téglalappé alakitjuk &.(&brg. A téglalap vizszintes oldala ittéshosszusagu

az atfogora illeszkedés miatt, a fibtgges oldal hossza (a téglalap magassaga) pédig
mert az eredeth oldaltl négyzet, a romboid és a téglalap teriiket@itozatlanub?. b =

c-co miatt a fiiggleges oldal hosszacoda. Ezutan a téglalapot a bal alsé csticsa korill
90°-kal elforgatjuk az éramutaté jarasanak iranyaligynez a téglalap is@oldalu

négyzet egy részet képezi.
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A két elforgatott téglalap egyitt pontosan lefedi aldali négyzetet, példaul azért, mert
c-sirfa a derékszognél lévcstcsnak a szemkozti oldalra — az atfogéra — emaifassag
talppontjatdl aza befogd és a atfogd metszéspontjaban éeesucsig terjed szakasz.
Ugyanigy,c-coda az ebbb emlitett magassag talppontjatél az atfogén aknidsyba, ab
befogo éx atfogd metszéspontjaban tegsucsig terjedl szakasz. E két szakasz pontosan

lefedi ac atfogot.

5. Még egy kétszeres nyirasos bizonyitas

A 9. és10. abraegy masik kétszeres nyirasos bizonyitast mutaf\ iezonyitas el felét
e sorok szekjje valahol latta — annak idején nem irta fel, hogly/— a masodik felét pedig
maga talélta ki hozza, mert az eredetileg latotjofdasmenet végét hibasnak itélte meg.

A 9. dbrdnaz a befogora illeszketl négyzet fel§ jobb oldalat a sajat hordozéegyenese
mentén nyirdssal eltoljuk Ggy, hogy a nyirassabltelbldallal szomszédos két oldal —
immar nem négyzeté, hanem romboidé —dtegies legyen a atfogéra. A romboid e két
oldalanak hossze, mert azABC haromszog egybevagé a vizsgaldédasunk targyat &épez
derékszoty haromszoggel. (Balsszogeik paronként méeges szaruak, tehat paronkeéent

egyenbek, és egyedlaza befogdjuk.)
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A romboidot fug@leges nyirassal téglalappa alakitjuk (magassagaajd letoljuk ac
atfogora illeszkedl négyzetbe ugy, hogy harom oldala illeszkedjen gyn&t harom
oldalara.

A 10. abranaz ebbbiek analdgiajara mosttabefogora illeszketinégyzet bal fets oldalat
toljuk el nyirassal a sajat hordozoegyenese meagdn hogy a nyirassal eltolt oldallal
szomszeédos két oldal - immar szintén egy rombaidlal - meéleges legyen a atfogora.

E romboid két oldalanak hossza szinténmert a DEF haromszog is egybevagd a
.f6szerepd” derékszof haromszdggel. (Egyehilharom szdgik és la befogdjuk.) Ezt a
romboidot is flggleges nyirassal téglalappa alakitjuk (magassaganajd letoljuk ac

atfogora illeszkedl négyzetbe ugy, hogy komplementalja abbl téglalapot.

A c oldalu négyzetbe letolt két téglalap pontasardiedzt a négyzetet, mert egyik oldaluk
(az abran magassaguk) masik oldaluk (az abran szélességeik) 6sszegg peohténc.
Eltolasokkal és nyirasokkal a terllet nem valtozéhat aza, ill. b oldald négyzethl

kapott két téglalap terillete kulon-kiilah ill. b?, egyiitt pediga® + b* = ¢



6. Mit mondhatunk az atrajzolds bizonyitasokrol

A hindu, attologatds, atdarabolos és nyirdsos litdasokat nevezzik kozos
megnevezessel atrajzolos bizonyitasoknak.

.Elegans” bizonyitdsnak szoktdk ndsiteni a hindu bizonyitdst. Szimpatikusnak,
kénnyednek, egyszémek.

De lehetlink-e esetleg mas véleményen? E sorok&gzezerint: Igen, &!

El6szor is: Nagyon sok segédvonal kellett hozzal AZs2. abrandsszesen tizenhat vonal
szerepel (haromszdgek, négyzetek oldalai) — $latsak harom adkzerepbé, az eredeti
deréksz6g hdromszogé. Tehat tizenhdrom segédvonal. Roggrzeteink vannak — és
nem a tizenharommal kapcsolatos babona miatt. Uglydra a geometrianak ez az
alaptétele ilyen kortlmeényesen, kériiltakon bizonyithatd, akkor milyen egysrstget,
attekinthedséget, megérthétéget varhatunk a tobbi tétdjt példaul éppen azoktdl,
amelyek a Pitagorasz-tételre épllnek?

Masodszor: Ebben a bizonyitasban semmi nem latahléol, hogy miért is igaz a
Pitagorasz-tétel.

Csak annyi latszik béle, hogy a Pitagorasz-tétel 0Osszhangban van (nincs
ellentmondasban) a matematika tébbi tételévekzkedik a matematikai kanonba.

Lehet olyan szemlélettel, felfogassal foglalkoznimatematikaval, hogy annyit értsek
beble (csak annyit értsek li#é), hogy mi az, ami 6sszhangban van a tobbi &tteds mi

az, ami ellentmond nekik.

De lehet olyan szemlélettel is, hogy nem csak aetetném megérteni, hogy egy adott
allitas igaz-e vagy hamis, hanem azt is, hogy Eamtaniért is igaz, vagy pontosan miért is
hamis.

Az eldbbi szemlélettel jelen sorok széj@ nem tud azonosulni, az utdbbival azonban
annal inkabb.

Vildgos, hogy az utébbi szemlélet sokkal mélyeldatua valod térekvest, sokkal meélyebb
megertésre iranyuld igyekezetet tikroz, s ez mikélep dicséretes. A tanuldknal ez
utobbi szemlélet kialakulasat kell segitenbnebzditani.

Egy matematikaval foglalkozni szefeeégyén fontos ismérve a problémaérzékenység. A

hindu bizonyitasban nyoma sincs problémaérzekengkeg

10



Az ilyen fellletes, csak az 0Osszhangra ramutatéonyitas olyan, mint a vizbe,
futbhomokba irt széveg, ami géftik, nem is emlékszink ra masnap, harmadnap, vagy a
jové héten.

A hindu bizonyitast végigkovetve, és igyekezve nkaga tenni, a tanulokban kdénnyen
kognitiv disszonancia léphet fel. Kordbbi matematifanulasuk soran ugyanis az Uj
ismeretek olyanok voltak, hogy azokat kdzvetleniggmehetett érteni, nyilvanvaldéak
voltak a ,mozgatd ék”, latszott, hogy pontosan mi az ok és mi a kogetkény. (PI.
miiveletek negativ szamokkal,ineletek tortekkel, haromsz6g b&lszdgeinek 6sszege,
szerkesztési feladatok kérel és vonalzdval, stb.) A hindu bizonyitasnal néthatdak,
nem értheiek az ok-okozati dsszefliggések, a mozgatk. &dem vilagos, hogy valéjaban
mi is az, ami miatt igaz a deréks#idgdromszogre & = a® + b? dsszefiiggés, és miért
csak a deréksz@charomszogre igaz.

Val6jdban nagyon meglép hogy ahany atrajzolds bizonyitas, annyiféleképpeatunk
elsétalni a Pitagorasz-tétel lényege mellett. Lgepenem a® = a® + b? dsszefiiggést

ertem, hanem ennek az 6sszefliggésnek a legmeélyetdgrthet okat.

Tovabb keressik az igazi, me@g§ bizonyitast.

7. A haromszoget két, 6nmagahoz hasonl6 haromszégrfeloszto
bizonyitas

Az Obadovics-kényv kozismerten egydgervilagos, atlathatdé stilusdhozidn, a
Pitagorasz-tétel bizonyitasaként is egy direkt, eeggen ére haladd és épitkéz
bizonyitast mutat bg@BA] 298. old.), al1. abraszerinti jelolésekkel.

by
D c
11. 4bra

11



Csak a derékszéigharomszog rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, Hagy 6nmagahoz
hasonl6 haromszogre oszthaté fel. MBC derékszog haromszodC csucsabdl métegest
hazunk a szemk6zAB oldalra, ennek talppontjat jeldljiB-vel.
Ekkor egyrészt:

ADC4 [JABC4

b:c =c:b

b’ = ¢ /&

Masrészt:
BCD4 [JABC4
a: ==c:a

a=c/t

Ezekl®! pedig:
a’+b?= c o + cy)
a’+b?= c?
A bizonyitas menete nagyon egyszedsszesen egy segédvonal kellett hozzaABEZ
haromsz6d>C magassagvonala), és harom lepési, amelyekidl ketté6 az aranyparok
felallitasa (és ezekb az a® ésb® befogéhossz négyzetének kifejezése az atfogokés a
komplementer atfogoé-részszakasz szorzatakéntr ilégyzetdsszegéglllitasa egyszér
betiaritmetikaként.

Az egyszeliség ellenére hianyérzetink van.

8. Az oldalakat atvetitgeb bizonyitas

Az alabbi bizonyitast a szérzsehol sem latta, sajat Otletként fejlesztetteBticl meég
természetesen lehetjtsnagyon valdszify hogy mashol, masok is levezették ugyanezt

vagy egy nagyon hasonlo bizonyitast.
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C1

a

12. 4bra

Huzzunk a derékszognél iéesucsbol méilegest az atfogéral@. abrg. Jeldljikc;-gyel
éscy-vel a két komplementer atfogo-résszakaszt. Jééljial aza oldallal, ésp-val ab
oldallal szemkozti szbget.

ci-et ugy kapjuk meg, hogy a atfogot kétszer egymas utanszog alatt meétegesen

vetitjuk - azaz megszorozzuk ofosy-val :

b = ccos
¢; = bbosy = cooa

Hasonld médong,-t ac atfogd kétszer egymas utrszdg alatti meileges vetitésével -

azazcog £og -val tortérd szorzassal - kapjuk:

a = clooy
C, = alosp = clooSh

Az atfog6 ac; ésc, 6sszege:

c = c[oga + c[EoSp (8.2)
Ha a(8.2) egyenlet mindkét oldalat beszorozakel:

C = cloosp + cosSa | @
¢? = c?*osp + c*Loa
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¢? = (cLoP)? + (cLosr)?
= & + B (8.3)

Es megkaptuk a Pitagorasz-tétel allitasat.

Ennek a bizonyitasnak a lényege egy dimenziobaenity azaz szakaszhosszak kozotti
0sszefuggéseken alapul (I§8R2) egyenlet). A kétdimenzios szemléletre, két dimépan
fennallé 6sszefiiggésekre csak annyiban van szukkggdgy tudnunk kell, mi az ésp
sz0g. A(8.2) egyenlet mélyebb értelim sokkal jobban megmutatja az 6sszefliggéseket,
mint a (8.3). Utdbbi az elbbihez képest csak egy finomkodd, puderes formaelyam
ranézeésre egysidb, de a gondolatmenet- és a paraméterek kozoszetigygesek
Iényegét pont elrejti.

A (8.2) egyenlet azt mondja, hogy az atfagésp szog alatti kétszer egymas utan tésten
vetitésével és a kapott; (ésc,) szakaszok 6sszeadaséval Ujra megkapjuk az atf@goez
egy nagyon vilagos, az abrabdl kézvetlenil belathlittas.

A (8.3) egyenlet tomdren csak annyit allit, hogy az atfoggyzete egyeéla két befogo
négyzetének dsszegével. Ez az allitas ,merészabbYobb informaciétartalmu (az abrara
ranézve eszinkbe sem jutna valami hasonld), kdamidtinem belathatd, kicsit még
misztikus is — hiszen a hétkéznapi, megszokott et eszkoztarunkkal nem tudjuk
kénnyen, egy Iépésben feltdrni a titkat. Medlepogy ekkora ugrast jelent az, amikor a

vilagos beszédet (azaz(8.2) egyenletet)c-vel beszorozzuk és a bonyoluitoss, ill.

clCos: helyetta-t, ill. b-t irunk.

Erdemes megvizsgalnunk, hogy mi torténik akkor, e&héB.1) és az utana kovetkéz
egyenleteken végzett iiveletek folyaman felcseréljik e, = coSa ésc, = cLosh
behelyettesités, ill. az egyenlet mindkét oldalaoxakl vald beszorzasa sorrendjét. Tehat

nem a(8.2), hanem mar 8.1) egyenletet szorozzuk loevel:

c=c+c /O
¢ = CLl0+ Col0 (8.4)

Az (8.4) egyenlet jelentését nagyon szemléleteselrB.adbra mutatja be. Ac atfogora
emelt négyzet terllete egyérd c,, ill. ¢, atfogo-részszakaszokra emehldalhosszisagu

téglalapok dsszegével — ez evidens.
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(B

a

13. 4bra

A ¢, = coSa ésc, = coSS behelyettesitéseket elvégezve:

¢C = Cl0+ I

¢? = c*foSa + c*O0Sp
¢? = (cLosy)? + (cLoP)?
2= p?+ 32

= a’+ b’

Vagyis azt kaptuk - lastl4. abra-, hogy ac; €téglalap terllete egyenbz egyik befogora
emelt négyzeb? teriiletével, a,Otéglalap teriilete pedig a masik befogéra emelyzeiy
a® teriiletével, s ezért egyénhz atfogéra emelt nagyzet terillete az atfogéra emelt

négyzetek terliletének 6sszegével — vagyis ezé&rtadritagorasz-tétel allitasa.

Ez a bizonyitas azt sugallja, hogy a Pitagorasd-té€lyebb értelme, mozgato rugoi két
dimenziéban vannak — jelesul az, hogyca és c, atfogo-részszakaszokra emaelt

oldalhosszu téglalapok terilete kulon-kulon eg§eal befogokra emelt két négyzet
terlletével, s mivel a két emlitett téglalap egyi#dja az atfogora emelt négyzetet, igy

igaz ac®> = a’ + b llitas.
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L’ &
b b
(
b a
a a
a
14. abra

Erdemes észrevenniink, hogy noha mindkét utobbngizis ugyanabbdl a
c=¢Cc+0C

azonossagbdl indul ki, az egyik egy, a masik kétetizioba teszi azt a legmélyebben

azonosithat6 okot, amely a Pitagorasz-tétel alapgnlgal.

9. Meég egy bizonyitas, amelyben a haromszdget kétpmagahoz hasonlo
haromszoégre bontjuk fel

A szerd ezt a bizonyitdst sem latta sehol, ezt is sajitk@nt fejlesztette Ki.
Természetesen nagyon valészilmogy mashol, masok is levezették ugyanezt vagy eg

nagyon hasonlé bizonyitast.
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15. 4bra

A haromszogek kozil csak a derékskogendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy
feloszthaté két, az eredetihez hasonld haromszdyré5. abran ezt a tulajdonsagot
hasznaljuk fel:

Tascs = Tcema + Tacmu

ABC4 [/CBM4 [JACM4

mert a szogeik egyesek.

Huzzuk meg aC csucsbdl ac atfogora mefleges m magassagvonalat, ennek M
talppontjabdl pedig aa, ill. b befogdkra meilegesm,, ill. m, magassagvonalakatGBM,

ill. ACM haromszégben.

cm amg bmy
— =,

2 2 2

(9.1)

Hasonld haromszogeknél nem csak az oldalak, hanemagassagvonalak is azonos
mértékben ardnylanak egyméashoz:

m=k-c
m,=k-a (9.2)
mb—k
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igy a haromszogek teriileteif@.1) és(9.2) alapjan érvényes:

ckc _ aka bkb

N | &

c2=Kqz 1 Ep2
2 2
A k aranyossagi tenyézrtekédl fuggetlenul
c* =a*+b* .

Ez a bizonyitas is két dimenzidba teszi a Pitagetétel alapjaul szolgald, legmélyebben
azonosithaté okot — nevezetesen azt, hogy a dégtkdzaromszog feloszthato két
onmagahoz hasonl6 (deréksipharomszogre.

Egyszetiségével, kdzvetlen jellegével és atlathatésagawah éizonyitas mutatja meg
legjobban azokat az okokat, 0Osszefiiggéseket, akedyePitagorasz-tétel alapjaul
szolgalnak.

A matematikai allitasok bizonyitasai sokszor olyimesek, csak annyi tartalmuk van, hogy
bemutatjdk, az allitas 06sszhangban van (nincs tel@mmdasban) matematikai
kornyezetének mas allitdsaival, amelyek szintédeleznek bizonyitassal. Nem mutatjak
meg a meghajto éket, 6rok homaly fedi azt, hogy miért is igaz alité@. Csak annyival
lesziink boélcsebbek Lk, hogy megtudjuk, igaz-e vagy nem igaz az &l)itee annyival
mar nem, hogy megtudjuk, miért is igaz vagy mignem igaz.

Ez, a jelen 9. fejezetben bemutatott a bizonyit&zd@ valddi értelmében okfejtés, ami
megfejti, megmutatja azt az okot, azt az alapafsiae qua non”’-t, amely nélkil nem
mikoédne, nem lenne érvényes a Pitagorasz-tétel.

Végigkovetése, megértése, végiggondolasa megnggtaigabiztos tudast ad. Ennek a
bizonyitdsnak a birtokaban a Pitagorasz-tétel exyahbtbépithét, stabil konstrukciéva
valik — ellentétben az eddig latott attologatésirdmsos bizonyitasokkal vagy a hindu
bizonyitassal, amelyek nem adnak okot megmagyandaidem csak tényallast rodrit
valaszt. (A jelen Szakdolgozatban be nem mutatesgk megemlitett atdarabolés
bizonyitasok is, lévérbk is az atrajzolés bizonyitasok egy fajtdja, szinteem okot
megmagyarazé, hanem csak tényallast rédutonyitdsok.)
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10. A szép és a csunya matematika — Az elegans déreyeget megmutato
bizonyitasok

Sokszor és sokan hivatkoznak pontosan vagy pontatlas. H. Hardy angol
matematikusra, azt az Aallithst idézvélet hogy csak a szép matematikanak van
létjogosultsaga. Teszik ezt a hindu bizonyitashasohlo ,elegans” bizonyitasok kapcsan,
amikor elegancian leginkabb valami olyat értenalgyhsikerul elkertilni a részletekkel, az
allitas matematikai kornyezetével valé foglalkozashcs faradsagos, ,izzasztd”, nagy
odafigyelést igényl, a részletekhez kozel hajol6 munka, hanem a biabngsak
kénnyedén megjelenik, és a bizonyitas targyavalszmmk nem is rokon matematikai
terdletl indulva, varatlan fordulattal, kellemes meglegejgleggel, ,kalapbdl nyuszi’-
szefien, mosolyogva 8haz egy bizonyitast. Az &dast szemlék (bizonyitast koveik)
pedig a varatlan fordulattol lelkesen tapsolnak: ilygh jopofa, kijott!” Sokkal
visszafogottabbak azok a kevesek, akik a lényerpeshetetlensége miatt csalédottan és
kissé megszeppenve (jaj, mi torténik itt lathatailea hattérben, a felszin alatt, a szemunk
és az értelmunk &l elrejtve, és mi johet itt még, szintén kivonva gaa mindenféle
kontroll, megnyugtatd logikus belatads és a lIényggmmon kdvetheiségének lehésége
aldl) csendben maradnak és azon gondolkodnak, &icgyat korlatozott kepességeik miatt
nem tudjak-e észrevenni a bizonyitas lényegét, vatpmi egyeb ok miatt. A bizonyitas
lényege ugyanis nem latszik, nem tudunk ramutamnd @z egy vagy tobb okra,
amelyeknek koszonhi&n fennall a Pitagorasz-tétel allitasa, és amely \mnelyek hijan

a Pitagorasz-tétel Adllithsa sem lenne igaz. Ha rekjaentkeznének ezek a
visszafogottabbak, és megkockaztatnak a tanarrtak@zdani: ,Nem értem!”, akkor sem
a tanar, senbk maguk nem tudndk megmondani, a viselkedésikesdilld6 osztalytarsak
pedig végképp nem, mi is az, amit nem értenek adnifk. Az a helyzet, az az allapot allt
be az imént visszafogottabbaknak nevezetteknély hmgérzik, hogy amikor eddig igazan
megertettek valamit, akkor nem ugy érezték magukatt most. Kognitiv disszonancia
Iép fel - amit eddig megértésnek neveztek, az gggzen mas, mélyebb és megnyugtatébb
élmény volt ennél a ,megértésnél”’, amit most, adhirbizonyitashoz kapcsoléddan
tapasztaltak meg. Eddigi matematikai ismereteikjétdsa soran ugyanis folyamatosan
szem eabtt voltak, vilagosak voltak a mozgatoékr Ezzel szemben a hindu bizonyitason
ugy megyink végig, hogy noha semmi sem latszik lyehbé okokbol, mégis bizonyitast
nyer a tétel. Az ilyen, lIényeget eltakar6 eleganpi@nt nem lehet ,,szép matematikanak”
nevezni. Noha igazan lelkesedni csak a félig megeiblgokért lehet, a matematika akkor
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szép, akkor vandte sikerélményink, ha latjuk a mozgat6 rugokajjikrthogy ,mitl is
miikodik” egy matematikai jelenség. A hindu bizonyiitds kapcsolédé ,megértésélmény”
nagyon kozel van a becsapottsag érzetéhez. Neuk,énipgy mitl is mikddik. Pont a
lényeg megeérintése, bemutatasa hianyzilblbelNépi szélashasonlattal élve, atvezeti a
szomjas embert a vizen.

11. Euklidész-féle bizonyitas az Elemeldb

Euklidész az Elemekben a kovetkdrzonyitast adja a Pitagorasz-tétgidK-A] :

G
F H
A
!
/]
B K C
D L E
20. abra

A 20. abranaz ABC deréksz6g haromszog oldalaira megszerkesztjuk-&AB, AHIC és
BCED négyzeteket. A haromszog derékszdgénéd svesucsbdél meilegest hdzunk az
atfogora. Ez a méleges az atfogora illeszkeé®CDE négyzetBC ésDE oldalait aK ésL
pontokban metszi, a négyzetet pediBDL ésKCLE téglalapokra osztja. Rajzoljuk meg
azFC ésAD szakaszt — ezzel megkapjukRRC ésABD haromszogeket.

A CABésBAG szogek derékszogek, ezéBaA ésC pontok kollinearisak.

Ugyanez igaz 8, A ésH pontokra is.
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A DBC és ABF szogek derékszogek, ezértDBA és CBF szdgek egyefiek, mivel
mindkett) egy derékszdgnek és ABC szdgnek az dsszege.

Mivel az AB szakasz egyethla BF-fel, és aDB egyenb a BC-vel, ezért EBA haromszég
egybevago £BF haromszdoggel. (Két haromszdg egybevago, ha kéluldes az altaluk
bezart sz6g egyehl)

Mivel az A, K és Lpontok kollinearisak, és hordozoegyenesiik parhozaBbD-vel, a
BKLD téglalap terllete kétszereseD8BA haromszog teriletének — mivel k6zoBB
alapjuk és egyefilaBK magassaguk.

Mivel a C, A ésG pontok kollinearisak, aFGAB négyzet terlilete kétszerese RBRC
haromszdg terlletének. (Itt is kozosFx alap és egyelaBA magassag.)

Mivel, mint belattuk, azFBC haromszdg egybevagdé BBA haromszoggel, a veluk
egyenb tertleti négyzet, ill. téglalap tertlete is egy&nbzaz azGBA négyzet terllete
egyenb aBKLD téglalap teriletévelAB* = Tgxiop .

Ugyanigy belathatd, hogy &HIC négyzet teriilete egyeénh KCLE téglalap tertletével,
azaz AC* = Tkcie-

Mivel a BKDL és KCLE téglalapok egyitt pont kiadjak BCDE négyzetet - amelynek
teriileteBC? -, ezért AB*+ AC? = BC

12. Bizonyitas az érintétellel

Az érintétellel egy nagyon rovid, tomor bizonyitast letegni a Pitagorasz-tételre
([CUT] 49. szadmu bizonyitas):

c-b b

17. abra
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Jeloljuk a, b ésc-vel egy tetséleges derékszdigharomszog két befogodjat és atfogojat.
Rajzoljunk a b befogé ésc atfogd metszéspontjaban elhelyezkedsucsbol mint

kozéppontbdl egh sugara kort17. abrg. Az érinttétel szerint:
(c-b)-(c+b) = &
c-r=a*,

vagy atrendezve:
cc=a’+b?

Mivel tets®leges derékszdigharomszoget vettink a bizonyitas elején, ezzéehtiod,
hogy tets#leges derékszdigharomszogre igaz & = a® + b 6sszefiiggés.

Lényegében két soros, nagyon révid, nagyon tongorlyitas, mégsem érezzik azt, hogy
feltarja a Pitagorasz-tétel legmélyebben megisei@iBnyegét. (Felmeril a kérdés, hogy
csak egyetlen, egyértelran azonosithatd ilyen lényeg van-e, vagy tobb Kiibdh
megkozelitést is értékelhetiink ugy, hogy ,sine goa™-t (,ami nélkil nem rkodik”)
mutat meg?)

A bizonyitas révidségébe azonban bele van rejtvéramtétel, amibe megintcsak bele
van rejtve a haromszégek hasonlésaganak tétele ezanos kériven nyugvo keruleti
szogek egyekégének tétele. Okkal érezhetjik ugy, hogy akaemilgbvid és véis is,
.,Nem ez az igazi” — barmit is jelentsen ez — bidtdsa a Pitagorasz tételnek.

13. Még egy bizonyitas az ériététel abrajanak felhasznalasaval

A 17. abrategyb,b,d,doldalu deltoiddal kiegészitve kapjuki8. abrat([CUT] 49. szamu

bizonyitas folytatasa), melyhez a kévetk&izonyitasmenet kapcsolodik:
A ¢, ill. a+d atfogdju derékszdgharomszogek hasonlésagabol:

a:b = (b+c):d
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d = b(b+c)a

A deltoid teriilete2bd/2 = bd Ha ehhez hozzaadjuk a kis deréksztigromszdg tertletét
(amiab/2), megkapjuk a nagy deréksblgaromszogb+c)d/2 terlletét:

bd + ab/2 = (b+c)d/2
Atrendezve a kovetkéket kapjuk:
ab/2 = (c—b)d/2
ab = (c-b)d
Behelyettesitvel képletét:
ab = (c-b)b(b+c)/a /b
a=(c—-b)b+c)l/a / -a

a’= (c—b) (b +c)
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Noha a bizonyitashoz hasznalt abrat az &ételes bizonyitas abrajanak kiegészitésével
kaptuk, a bizonyitds nem hasznélja sem az Géidtit, sem mas tételeket a pont korre
vonatkozo hatvanyanak témakoésEkhanem csak haromszogek hasonlosagait. A kokt csa
a derékszogek létrehozasara hasznaltuk fel.

Sok betiaritmetika, sok unalmas Iépés, keveés (nulla) Iélatés.

Most pedig kovetkezik két bizonyitas, amelyek azitatjadk meg, mire hasznalhaté a

derékszoty haromszoégbe irt kor — példaul egy Pitagorasz-béreinyitasnal.

14. Bizonyitas derékszdfyharomszogbe irt korrel

Az alabbi bizonyitas BCUT] 33. szamu bizonyitasa.

a r a-r
b-r
b-r b-r b-r
b
r a-r
o r r
a-r r a-r
19. abra 20. abra

A 19. &brankihasznaljuk azt, hogy a haromszdgbe irt kor sugar érintési pontokban
meleges a haromszog oldalaira. Azésb oldalld nagy téglalap berajzolt atloja alatti
haromszoget feldaraboljuk és a kapott kisebb réseekieteinek 0sszege egyé&nhz

emlitett (feldarabolatlan) haromszoég teruletével:
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rP+r@a-r +rlb-r)=abl2

ahol az egyekeg bal oldalanak masodik és harmadik 6sszeadaadiké derékszdg

deltoid teriilete. Az 6sszevonasok utan:

ra+b—r)=ab/2 (14.2)

A 20. abrata 19. abrabolugy kapjuk, hogy a kort elhagyjuk, két deltoidatdm a
szimmetriatengelye mentén felvagjuk és a nagy lkfglhelseje félli két derékszod
hadromszdget az atfogoik szimmetriatengelyére étagesen tukrozzik. Ezzel a két
deltoidbadl két téglalap leszésa-r, ill. r ésb-r oldalakkal. E két téglalap és azldalu
négyzet uniojanak komplementere most egy ésb-r oldalu téglalap, melynek terilete

valtozatlanul aa ésb oldalu nagy téglalap terlletének fele:

@-r(b-r)=ab/2 . (14.2)
a-r
b-r
b-r
r b-r
r
b-r
b-r b-r r
r
a-r b-r
r r
r b-r r a-r
a-r a-r
r r
r a-r
21. abra

25



A 21. abranegy tetséleges derékszdigharomszog atfogojara és két befogojara illeséked
négyzeteket felosztottuk ugy, hogy a haromszoghi@irgeneralta két derékszbdeltoid
és a kor harjanak hosszaval egyenldalhosszi négyzet hatarozza meg a felosztast.
Az atfogoéra illeszkedl négyzet terilete:
(@+b-2rf=(b-rf+2@@-rb-r)+@-rf (14.3)
Az a befogéra illeszketk:
a®=(a—-rf+2r@a-ry+r> . (14.4)
A b befogora illeszketé:

b’=(b—-rf+2rb—r)+r* . (14.5)

E harom egyenlet jobb oldalan szetefl — rf és(a — rf tagokkal most etskdrben nem
foglalkozunk. A(14.3)egyenlet jobb oldalanak kézépmgja a(14.2) miatt:

2:(@a-rb-r)=2-ab/2=ab . (14.6)

A (14.4)és(14.5)jobb oldalanak masodik és harmadik tagjait 6sszeanajd alkalmazva
(14.1)et:

2ra—r) +rf+2rb—r)+r’=2ra—2°F + r®+ 2rb -2r* + r?

= 2ra + 2rb -2f

= 2r@a+b-r)

= 2ab/2

= ab. (14.7)
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(14.6) és (14.7) miatt (14.3) jobb oldala egyenl (14.4) és (14.7) jobb oldalanak
0sszegével. Ezéf14.3)bal oldala is egyetil(14.4)és(14.7)bal oldalanak dsszegével:

(@+b-2rf=a?+b*

vagyis a23.3 abranaz atfogoéra illeszkéd négyzet terllete egyeénla két befogéra
illeszked négyzetek tertletének 6sszegével. Mivel tideges derékszdigharomszoghl
indultunk ki, minden deréksztégharomszogre bizonyitast nyert az oldalakra illeszk

négyzetek terllete kHzotti 6sszefligges.

Ez a bizonyitas is sok letritmetikai Iépéstl all, mélyebb értelemmel viszont nem
lettink gazdagabbak. E bizonyitas is egy j0 péld@pmak, hogy a legmélyebben
megismerhét ok, mozgato €, a ,sine qua non” (,ami nélkil nem megy”) a haradgon
belll, a haromszdg béldulajdonsagaiban keresénchem pedig a haromszogon kivil, a
nagyszamu korérajzolt segédvonalban. Itt ugyanigjbattuk, hogy a haromszogon kivili
nagy mennyiségszorgalmas munka, sok rajzolgatas és szamolggyaepeéssel sem vitt

bennilinket kozelebb a Pitagorasz-tétel legmélyebimgismerhét okanak felfedéséhez.

15. Masodik bizonyitas derékszafharomszogbe irt korrel

Ez a bizonyitas BCUT] 34. szamu bizonyitasa.

|

22. abra
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A 22. abrabdllatszik, hogy a haromszog terilete kifejedhat beirt kor sugara és az

oldalak segitségével (ez nem csak derékshdgomszogekre igaz):
Ts=r(a+b+c)2
ab/2=r(a+b+c)2
ab=r(a+b+c). (15.2)

A deltoidoknak készénhéen az is latszik az abrardl, hogy
c=(@-n+(b-r . (15.2)

(Ez viszont csak derékszibgaromszogekre igaz — de ezek kozul tdeggesre.)

Atrendezve:
c+2r=a+b

,vegyuk észre”, hogy ezt az egyenletat+ b + c)-vel beszorozva a kovetkézet kapjuk:
c+2r=a+b [/ - -(a+b+c)
a’+2ab+K+ac+bc=ac+bc+é+2r@a+b+c).

ac + bcmindkét oldalon van, igy kiejtik egymagi,5.1) miatt pedig2ab és a jobb oldal
utolso tagja is. Marad:

a’+b?=c? (15.3)

Mivel (15.2) tetsdleges derékszdig haromszogre érvényes, ez€ft5.3) is. Ezzel a

Pitagorasz-tétel ilyen aton is igazolést nyert.
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Ez a bizonyitas sem ad olyan benyomast, hogy mg itjeatszik, hogy mi is a Pitagorasz-
tétel igazi, mély oka. Sok benne az algebra, magpeal egy geometriai tétel bizonyitasa
algebraval van megtdomve, az nem egy kdzvetlen,zegygs eés bizonyitas. Még tobbet
ront a helyzeten és a bizonyitas egy$zégén és kozvetlenségén a ,vegyik észre”
szofordulat, ami rendszerint azt jelzi, hogy aztatiEpés alkalmazasat vagy nem tudjuk
logikusan megindokolni, vagy tul hosszadalmas legineagyarazni (tehat nem egydker

és nem kozvetlen a bizonyitas), hogy miért is gahta Iépést alkalmaztuk.

16. Bizonyitas két egybevagd derékszidparomszoggel

Az alabbi bizonyitas CUT] 32. szdmu bizonyitasa.

Legyen ABC és DEF két egybevago derékszbdiaromszog ugy, hogy B csucs aDE
befogon van, a&, F, Césk pontok pedig kollinearisak (las8. abrg. Vezessiuk be BC
= EF =a, AC = DF = bésAB = DE = cjel6léseket.

v

N ]
A F C E
23. abra

AB meileges DE-re, mivel a DEF haromsz6g minden oldala a&BC haromszdg
megfeleb oldalanak 98-os elforgatottja.

Szamitsuk ki aADE haromszog teriletét kétféleképpen:

Tuaoe = AB-DE/2 = ¢2/2 (16.1)

29



T sape = DF-AE/2 = b-AE/2 (16.2)

Tovabba

AE=AC+CE=b+CE (16.3)

CEt ki tudjuk fejezni a-val és b-vel, felhasznalva aBCE és DFE haromszogek
hasonléségét:

CE:BC=FE:DF

CE =BC - FE/DF

CE=a-ab . (16.4)

Felhasznalva aZADE haromszdog tertleténeil6.1) és (16.2) szerinti kétféle alakjat,
valamint behelyettesityd 6.3)€s(16.4) szerint:

Tsape = TaapE

c?/2 = b-AE/2

c2/2 = b-(b + CE)/2

22 =b-(b+a - ab)2 /-2

c2=b-(b+a- ah)

2= +a®

A bizonyitas kozepesen bonyolult, két oOtleten dlaa két egybevagd deréksZig

haromszdg egymashoz képesti elrendezése, illetveDizharomszdog teriletének kétféle

modon tortéd kiszamitasa), valamint algebran, behelyettesiggseSemmiképpen nem
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tekinthetjuk kozvetlen, a Pitagorasz-tétel |ényegéhozgatd 6iit megmutatd
bizonyitdsnak. Kulondsen annak fényében nem, hayyderékszog haromszog adott
tulajdonsaganak igazolasahoz szilkksége van még ggnilyen haromszogre. E sorok
iréjanak megg§zédése szerint minden alapéetulajdonsag beltél jon, nem kil§

segédvonalakbdl, segédalakzatokbal.

17. Masodik bizonyitas két egybevago derékszibdparomszoggel

Ez a bizonyitas BCUT] 31. szamu bizonyitasa.

Eqgy tetsdlegesABC derékszodg haromszdgben jeldljik a&C ésBC befogokat, ill. aAB
atfog6t rendreb-vel, a-val ésc-vel. Szerkessziink négyzeteket AZ és BC befogokra,
amint a24. abranlathato.

Jeloljuk M-mel az AB atfogd feledpontjat. MC hordozéegyenese és RQ atfogo

metszéspontjat jeloljuR-rel. Be fogjuk bizonyitani, hogVIR /7PQ.

24. bra
25. abra

Az ABC ésPQC haromszogek egybevagdak, mert egyddt oldaluk és az altaluk bezart
sz0g. Ezért & csucsnaél lely szog egyerd azA csucsnal lely szoggelQPC /7= CAB /7.

P, RésQ kollineéarisak, ezért PC /et RPC/nek is irhatjuk-nevezhetjik, s igy az
utobbi sz6g-egyentégetRPC/ 7= CAB /7 alakban kapjuk.
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Az M kbzéppontug/2 sugara kéron helyezkedik el nemcsak az A és B,pgwariem a C
pont is - merACB// = 9(P és igy a Thélesz-tétel szerdrajta van a koror2b. abra.
Ezért aCMB haromszdg egyedilszaru, s ezzeMCB « = MBC <.

Emellett azonbaPCR<L= MCB <Lis fennall, igyPCR £= MBC 4, azaZPCR £= ABC £

Tekintsiik aPCRés azZABC haromszoget. Két szoguk egy@rgzeért a harmadik is:
RPC/=CAB//, RCPR7=CBA/] == PRC//=ACB/J
azazPRC/[/=90°, MR [J7PQ.
Tekintsik az MCQ és MCP haromszogeket. Kétféleképpen fogjuk kiszamitani a
terllettket.
Az M pontPC-hez viszonyitott magassag&/2 = b/2 Mivel azonbarPC = bis érvényes,
ezért aPCM haromszog terllete:
TAPCM = b2/4
Masrészt viszont
Tipcm = CM-PR/2
Tipcm = c-PR/4
Hasonloképpen, adlCQ hdromszdg terllete egyrészt
TAQCM = 32/4 ,
masrészt pedig

TAQCM = CM- RQ/Z

TAQCM = CRQ/4
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Az MCQ és MCP haromszogek kétféleképpen kiszamitott terlletéisdzege egyehl

egymassal:

Tspem + Taoecm = Tapcm + Tagem
a?l4 + b4 = c-PR/4 +c-RQ/4 = c-PQ/4 8

a+b* = ¢

18. A Pitagorasz-tétel altalanositasa

A Pitagorasz-tétel érvényességeét biztositdo okokisnegyése utan (lasd pl. 9. fejezet) az is
belathatd, hogy a Pitagorasz-tétel nem csak amdl sfikszavian és szigoruan, hogy a
derékszoty haromszog oldalaira emelt négyzetek vannak egyahasss a’ +b? (azaz
terlletiket tekintve egy nagyon koézeli és egyezeiszonyban, hanem barmely harom
(egymashoz) hasonld sikbeli alakzat, amely a dedgdsharomszég atfogojara és ket
befogojara van illesztve (lasd (6. és 27. abrg, egyszel és alapveét matematikai

kapcsolatban all egymassal.

27. abra

26. abra
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Ez az egyszéreés alapvet kapcsolat - a Pitagorasz-tétel egyik altalanosgitéskovetkei

aholT., ill. T, ésT, a derékszdgharomszog atfogojara, illetve két befogojara dlesb,
egymashoz hasonl6 sikbeli alakzatok teriiletei. £asszefiiggés minden alakzatref &
a’ + b%egyenletbl formalisan, akar gondolkodas nélkiil is, imttmetikaval megkaphatd,

példaul a derékszéiharomszdg oldalaira illeszké&délkorokre
c=a’+b® /L

T a
8

Teoya, — 142 o 1 Dy2
z(z)n_z(z)n-l_z(z)n ’
ami azt mondja ki, hogy az atfogora illesz&etlkor terllete egyedl a befogokra

illeszked felkorok teriletének 6sszegével.

Alljunk meg itt egy pillanatra. A = a® +b? dsszefiiggés helytallésagat, amint mar eddig
is lattuk, tobbféle médon lehet igazolni: akar adchi bizonyitdssal, akar azbbiek soran
bemutatott masik harom egysienodszerrel, vagy valamelyikkel a bonyolultabbakiko
Ezek kozul akarmelyiket is hasznaltuk, A = a® +b? Osszefliggés természetesen
ugyanolyan jogosultsaggal hasznéalhato6 fel akd6.avagy 27. abranlathato, akar egyéb,
itt be nem mutatott alakzatok esetébgil@& 1) azonossag igazolasara. Szubjektiv oldalrol
azonban (kuléndsen a Pitagorasz-tétellel éppenrkatietanuldk szamara) nem mindegy,
hogy a hindu bizonyitassal igazotf = a® +b® 6sszefiiggésre alkalmazunk egy
Lbetiaritmetikai kezelést”, vagy pedig, mondjuk a 9efstben bemutatott, értlieds ok-
okozati 6sszefluggéseiben atlathaté modszerretiéeteteg jol és vilagosan, hogy miért is
igaz ac® = a® + b? 6sszefliggés, majd erre a minden lépésében megigaesagra épitjiik
akar a26.vagy 27. abranlathatd, akar mas sikbeli alakzatok bevonasatay®iasz-tétel
egyik fajta altalanositasat jeléntl8.1) egyenlet hatalya ala. Nagyobb a tanuléknak a

a’ + b? dsszefliggés altalanositasaiba vetett bizalma afmbasetben, ha marca= a® +
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b? 6sszefliggés bizonyitasat is minden |épésébenésrtitlatiak, mint ha csak a ,kalapbdl
nyuszi” szinten magyarazo hindu bizonyitas szadgjaltszamukra az dsszefliggés igazaba
vethet hitet.

Kontrasztként és a teljesség kedvéért meg kelltemlihogy a jelenlegi legatfogobb
magyar nyeli matematikai kézikbnyv, dGe-Va] a hindu bizonyitassal igazolja a
kovetke®d alakban kimondott Pitagorasz-tételt: ,Barmely #temddi hdromszdg befogoi
négyzetének dsszege egyenk atfogd négyzetével, azaz (a vonatkoz6 abri#ésgaivel)

a’ + b? = c®” Ezek utan bemutatja azt is, hogy a derékézigromszog feloszthatd két,
onmagahoz hasonlé haromszégre (nem megemlitve dphntas tényt, hogy csak a
deréksz6g haromszog rendelkezik ezzel a tulajdonséggal),dmaz itt felallitott
aranyparokat a magassagtétel és a befogotéteedsegze hasznalja.

Jelen Szakdolgozat széje szerint médszertanilag hasznosabb lenne, hanamgahoz
hasonl6 két derékszéig haromszogre tortén felosztason keresztll bizonyitana a
Pitagorasz-tételt is, meg a magassagtételt ésagdtételt is, hiszen ez a feloszthatésag
mindharom tételnek az alapja. A hindu bizonyitadsjtionképpen elhagyhaté lenne a
bizonyitas szempontjabol és modszertani szemporgthésupan a minél nagyobb lexikalis

teljességre torekvés indokolna a jelenlétét.

19. Osszefoglalas

A legegyszeibb, legkdzvetlenebb igazolasa a Pitagorasz-tétetnakdenképpen az, hogy
mivel derékszog haromszognél az atfogora emelt magassagvonallyat daromszoégre
osztja fel az eredeti haromszdget, amelyek hoztésiegymashoz is, Iévén a hasonlésag
ekvivalencia-relacio) hasonléak, e haromszogelatripedig egyefilaz atfogd négyzete
szorozva ugyanazzal a szorzé térdyet (nullatol kilénboda valds szammal) mindharom
haromszog esetében, a terllebélszold egyertiségben ez a szorzd téngekiejthet
(beszorozzuk az egyenletet a reciprokaval), és anama atfogora, ill. két befogodra
illeszked négyzetek teriletér sz6ld egyertiség. (Lasd e Szakdolgozat 9. pontjaban leirt
bizonyitést.)
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Fontos szem étt tartani azt a szubjektiv elemet, hogy a Pitagptétel el§sorban
terlletek egyeidségéél szol, nem pedig oldalhosszusagok negyzeteinekerdggegéesl.
Ez a szubjektiv elem nagyban hozza tud jarulni aulék olyan szemléletének
kialakitasahoz, amely tovabbi tanulmanyaik sorah gégitheti 6ket a matematika
kulonbo®d teriletein  bizonyos probléméakkal kapcsolatos ebgi@sokban. (Pl
logaritmusok, az Euler-féleszam definicioja és alkalmazasai, komplex szamd&rEeéle

alakja, Gauss-féle normalis eloszlésiségfiiggvénye, stb.)

Fontos megjegyezni azt is, hogy ha adadt ebbbi bekezdésben emlitett szorzo térdyez
nem 1-es szorzova alakitjuk a reciprokaval tdrté@gyenlet-beszorzassal, hanem egy
tetsdleges sikbeli alakzathoz tarsitott valos szammangarssagi tényéxé), akkor a
.Klasszikus” Pitagorasz-tétel helyett azt a tétedpjuk, hogy derékszdigharomszog
atfogojara illeszkedl tetszleges sikbeli alakzat terllete egyeanl két befogora illeszkéd

az ebbbihez (és egymashoz) hasonlo alakzat teriletésskegével. A legegysdab

terlletképled sikbeli alakzat a négyzet, ezért kerilt bele goamPitagorasz-tételbe.

Ha egy tudasra vagyo, valamiféle bolcsességet kemesilo elolvassa a hindu bizonyitast
vagy akarmelyik masikat azok kdzul, amelyek simaaligatjak a Pitagorasz-tétel leényegi
okait, mozgatéit, energiaforrasait (lam, még megibetzavaink sincsenek ennek a fontos
fogalomnak az egyértelinelfogadott megnevezésére), csalddott lesz, betisap érzi

magat, hianyérzete marad.

Nem lehetnek parhuzamos vildgok az elemi geometnidkegy olyan vildg, amit a
hétkdznapi szemléletemmel, j6zan paraszti ésszek,éés egy olyan, amit nem tudok
lekdvetni a jozan logikhmmal, mert mintha egy matys 0sszetettebb, transzcendens
vagy nagyobb dimenziészamu vilagnak lenne a vetfilatmelyben ,kalapbdl nyuszi”
maodjara hopp, éugrik az eredmény. Mindig vilagosan be kell mutatha tanuléknak a
kivaltd okokat, mozgatorugokat, a ,sine qua nor’dazt, hogy valéjaban néitis mikodik

egy bizonyitas, mil is igaz egy tétel allitasa.

Pedagodgiai szempontbdl a legfontosabb az, hogyagdrasz-tétel bizonyitasaihoz (is) a
tanuldk egészséges kételkedéssel, kritikaval mekjdrozzanyulni, prébélkozzanak sajat

megoldasokkal, kiséreljenek meg jobbakat talalnintna ,hivatalos” (amelyredket
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tanitottdk vagy amellyel &zor talalkoztak), merjék misiteni és merjenek egymassal
vitatkozni a bizonyitasokrol a tetszés vagy neraziet foka szerint, és légeppen, hogy
legyen szamukra a Pitagorasz-tétel bizonyitasaokfélesége egy minta és kézzelfoghat6
példa arra, hogy milyen kritikus és kreativ szeattél fogadjak a joében tanulando
matematikai tételeket, bizonyitasokat. Sokkal HUdtasm, magabiztosabban kezelnek és
szabnak at a sajat izlésuk szerinti legtermészstesasznalatra egy-egy bizonyitast, ha
emlékeznek arra, hogy lam-lam, még a ,nhagy” és gmitben dljové” Pitagorasz-tétel
sem csak egyetlen mereibe vésett szemlélet szerint értelme#het
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