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0.1. Attekintés

Ezen szakdolgozattal az a célom, hogy a térbeli extrémérték-élméletnek az elmult né-
hany évtizedben kifejlodott, és napjainkig leginkdbb a meteoroldgia terén hasznalt mod-
szereit bemutassam, tovabba hogy ezeknek a biztositasi kockazatok modellezésében vald
alkalmazhatésdgat vizsgaljam.

A dolgozat elsé részében egy rovid elméleti attekintés taldlhato. Ebben el6szor is
bevezetem a max-stabilis folyamat fogalmat, amely kozponti helyet foglal el a tar-
gyalt elméletben. Ezutan bemutatom ennek a fogalomnak néhany fontos specidlis ese-
tét, kezdve a legklasszikusabbal, az egydimenzids extrémérték-elmélettel és az EVT-
eloszlasokkal, folytatva néhany tobbdimenzids moédszer emlitésével, végiil pedig Smith
és Schlather véletlen pontfolyamatokon alapulé modelljeinek targyalasaval, kiilonos te-
kintettel a gyakorlatban leginkabb alkalmazott, normalis alakfiiggvényt illetve stacio-
narius Gauss-folyamatot felhaszndlé esetekre. A fejezet végén szolok néhany szét az
illesztési, becslési modszerekrdl is.

A masodik fejezetben bemutatom az emlitett modellek és médszerek gyakorlati hasz-
nalatat az R programnak, illetve a hozza letdltheto SpatialExtremes csomagnak a se-
gitségével. Ez utobbi tartalmaz egy példa-adatbazist svajci csapadékadatokkal, amelyet
szintén felhasznalok, egyrészt a kivald illusztracios lehetoség miatt, masrészt abbdl a
megfontoldasbol, hogy megfelel6 foldrajzi részletességel 6sszegylijtott biztositasi karada-
tok is mutathatnak ehhez hasonlé strukturat.

Végiil a harmadik fejezetben kitérek a fentiek tényleges biztositasi karstatisztikak-
ra valo alkalmazdsanak lehetéségeire, elemzésnek vetve ala egy napi karkifizetéseket
tartalmazd idosort.

A programoknak a vizsgdlatok végzése idején elérhetd legfrissebb verzidit hasznél-
tam: R 2.15.0 és SpatialExtremes 1.8-1. A dolgozatban kozolt elemzések, eredmé-
nyek és abrédk ezek hasznalata mellett reprodukélhatok, a mellékelt CD-n 1évo f4jlok
segitségével. A CD tartalma, ezen dolgozat elektronikus valtozataval egyiitt, elérheté a

http://www.cs.elte.hu/"tannin/szakdolgozat/ cimen is.



0.2. Ko6szOnetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Zempléni Andrasnak a nagy tiirelemmel és odafigyeléssel
végzett témavezetoi munkajaért, hasznos tanacsaiért, és kiilonosen az adatok beszerzé-

sében valo nélkiilozhetetlen kozbenjarasaért.



1. fejezet
A max-stabilis folyamatok elmélete

Az, hogy egy véletlen valtozd vagy folyamat max-stabilis, vel0sen Gsszefoglalva annyit
tesz, hogy maximumképzéssel mar nem hozhatunk létre beldle lényegesen mast; a ma-
ximumképzés végtelen tavoli végallomasat adja, ebben a geometria idedlis pontjaihoz
hasonlit. Az extrémérték-elméletben ilyen ideakkal vetjiik Ossze, és prébaljuk magya-
razni a valosag extrém jelenségeit. Ebben a fejezetben a definicié kimondésa utan az
egyszeritol az Osszetett felé haladva ismertetjiilk a max-stabilis folyamatok nevezetes
példait.

1.0.1. Definicié (Max-stabilis folyamat). Egy tetszdleges T indezhalmazon értelmezett
Y = {Y,, teT} folyamatot max-stabilisnak neveziink, ha minden N > 1, t € T
esetén léteznek olyan Ay, > 0 és By, konstansok, hogy ha Y',... YN a folyamat N
darab fiiggetlen példinya, és minden t € T-re

v _ MaXicnen Yy — By
t A )
Nt

akkor az Y* ={Y, t €T} folyamat ugyanolyan eloszlisi, mint az'Y folyamat.

1.1. Az egydimenzids extrémérték-elmélet

Az extrémérték-elmélet (Extreme Value Theory, EVT) klasszikus probléméja a kovet-
kez6: Adottak az X;, i = 1,2,... fiiggetlen, azonos eloszldsu valdszintiségi valtozok,
F eloszlastiiggvénnyel, amelyet praktikus okbdl mindig jobbrol folytonos véltozatban
fogunk hasznalni. Ezek a legtobb alkalmazasban valamilyen természeti jelenséggel kap-

csolatosak (csapadék, vizallds), vagy valamilyen pénziigyi kért, veszteséget jelenitenek

6



meg adott idépontokban, vagy helyeken. Az M, = max(Xy,...,X,) adott periédus
alatti maximumérték viselkedésérol szeretnénk valamit mondani az n — oo hataratme-

net vizsgalataval. A maximum eloszlasa:
P(M,<y)=PXi<y,....Xu <y)=F"(y).

Ez természetesen elfajult eloszlashoz vezet, ha n-nel a végtelenhez tartunk, ezért érde-
mes valamilyen n-t6l fiiggé konstansokkal centrdlni, illetve normélni az (M,,) soroza-
tot, mint ahogyan a valdszintiségi valtozok Osszegével tessziik a centralis hatareloszlas-

tételben. A lehetséges kimenetelrél az aldbbi nevezetes allitas szol ([4] p. 226):

1.1.1. Tétel (Fisher-Tippett, Gnedenko). Ha léteznek olyan A, > 0 és B, konstan-

sokbol allo sorozatok, hogy

lim P (w < x> = lim F" (A,z + B,) = H(z),

n—oo n n—oo

teljesiil valamilyen H nem elfajulo eloszldsfiigguényre, akkor H a GEV eloszldscsalddba

tartozik.

1.1.2. Definicié (GEV eloszldscsaldd). Az extrémérték-eloszldsokat a
exp (— (1+€2)7¢), €£0

exp (—e "), =0

eloszlasfiigguények hatdrozzak meg, ahol 1 +&x > 0. A € € R értéket az eloszlds alak-

He(z) =

paraméterének nevezzik. Az dltaldnositott extrémérték-eloszlasok (Generalized Extreme

Value, GEV) alakja:
T —p
Hep0(v) = He < ) :

g

ahol € R, o > 0 az eloszlas eltolas- és skalaparéteres.

Vegyiik észre, hogy a & = 0-hoz tartozé eloszlasfiiggvény megkaphaté a masikbdl a
¢ — 0 hataratmenettel. Az eltolas és skalaparaméterek lényegesek a statisztikai elem-
zéseknél, mert Fisher—Tippett-tétel A, és B, paramétereit nem tudjuk becsiilni.

Az alakparaméter alapjan harom csoportra szokas osztani a GEV eloszlasokat. Ami-
kor ¢ > 0, akkor Fréchet-eloszlast kapunk. Az a = %, m=p— % és s = % helyettesi-
tésekkel a Fréchet-eloszlas az alabbi alakban irhato fel:

He o) = Foms(z) = 5%) 7 haz>m.



Az m =0, a = s = 1 esetre a tovabbiakban sztenderd vagy egységnyi Fréchet-
eloszlasként fogunk hivatkozni. Fréchet-eloszlast vastag, hatvanyrendben lecseng6 szé-
I eloszldasok maximumainak hatareloszlasaként kaphatunk meg, mint a Pareto-, vagy
a Student-eloszlas. A tozsdei hozamok és a felelosségbiztositasi karkifizetések tipikusan
vastag farkudak.

A £ = 0 esete a Gumbel-eloszlas. Ez az elébb emlitetteknél gyorsabban — pél-
daul exponencidlisan — csokkeno széll eloszlasok maximumainak hatareloszldsa lehet,
mint az exponencialis, a normélis vagy a lognormalis eloszlas. Ha egy u eltolas- és o
skalaparaméterti Gumbel-eloszlasbol szarmazdé valdszintliségi valtozot az exponencidlis
fiiggvénybe helyettesitiink, akkor F/, 0, exp(u) €loszldsfiiggvényti Fréchet-eloszlasit ka-
punk; sztenderd Gumbel esetén tehat a fenti értelemben vett sztenderd Frechét-t.

Végiil € < 0 értékekre kapjuk a Weibull-eloszlast, amely véges jobboldali végpon-
t1, ezért feliilrdl korlatos valdszintiségi valtozok vizsgalatanal hasznalhatd, mint példaul
a hitelkockézat, illetve a biztositasi kockazatvallalasok nagy része.

A szamegyenesen értelmezett eloszlasok kozott a GEV csaladot karakterizdlja a max-

stabilis tulajdonsdg ([8] p. 2); a sziikséges konstansok:

(1-N)(n-g2) c#0
ocln N £=0

Ay =N¢ By =

Sztenderd Fréchet esetén példaul Ay = N és By = 0 a stabilizalé konstansok. Késébbi
fontossagara valé tekintettel ezt kiilon le is vezetjiik. Ha az X;-k sztenderd Fréchet-k,

akkor
N
P (—A]{[N < y) =P(My<N-y)= [e”ﬁ} =V =P(Xi<y) (1.1)

Megjegyzés: Az itt targyalt elmélet természetesen alkalmazhaté minimumok vizs-

galatara is, hiszen min(Xy,..., X,) = —max(—X1,...,—X,).

1.2. Tobbdimenzios extrémeérték-elmélet

Legyenek most az X;, ©+ = 1,2, ... fliiggetlen, kozos F' eloszlastiiggvényti, d dimenzids
valoszintiségi valtozok, és jeloljiik az i-ediknek a j-edik koordindtajat Xf -vel. Ekkor az

n elemil minta maximumat koordinatankénti maximumként értelmezziik, azaz:

1<i<n

M, = | max X}, ..., max X! ).
1<i<n



Vegyiik észre, hogy M,, nem feltétleniil eleme a mintanak. A koévetkez6 definiciéban a

vektorok kozotti miveletek és dsszehasonlitds koordindtanként értendd ([4], p. 311).

1.2.1. Definicié (MEV eloszlascsaldd). Ha létezik olyan F d-dimenzids eloszldsfiigg-
vény, és léteznek olyan A,, > 0, és B, determinisztikus vektorokbdl allo sorozatok, hogy

M, -B
lim P <% < x) = lim F"(A,x+B,) = H(x),

n—o0 n—oo

teljesiil valamilyen H d-dimenzios eloszlasfiigguényre, akkor azt mondjuk, hogy H a
tobbdimenzids extrémérték-eloszlasok (Multivariate Extreme Value, MEV) csalddjdba

tartozik.

Ha H egyetlen marginalisiban sem elfajuld, akkor 1.1.1 alapjan tudjuk, hogy a
peremeloszlasai GEV-ek. Mar csak a kozottiik 1évo Osszefiiggdségi struktiura kérdéses.
Ennek vizsgalatakor feltehet6, hogy a peremeket egységnyi Fréchet-re transzformél-
tuk. Egy klasszikus megkozelitési mod, amit érdemes megemliteni, a H -hoz tartozo, a
Sklar-tétel szerint egyértelmiien 1étez6 kopula vizsgalata, amelyhez egy szép eredmény

kapcsolodik. Eszerint a kopuldra is egyfajta stabilitas teljesiil: ([4] p. 311-312)

1.2.2. Tétel. Ha H a MEV eloszlascsalddba tartozik és egyetetlen margindlisdban sem

elfajuld, akkor a hozzd egyértelmiien létezd C kopuldra igaz, hogy C(u*) = C*(u), Vt > 0.

Egy tjabb megkozelités, ami szamunkra fontosabb, az extremélis egyiitthaté (lasd
pl. [5] p. 19-t8l, [3] p. 7). Legyenek az X véletlen vektor X1, X2 ... X9 koordindtai

egységnyi Fréchet-eloszldsuak. frjuk fel az egyiittes eloszlast a kdvetkezo alakban:
P (X1 <z, ..., X< xd) =exp(=V(zy, ..., xq))

AV figgvény jellemzi az Osszefiiggdségi strukturat. Tokéletes fliggetlenség akkor all

fenn, amikor V' (xq, ..., x4)) = Z;.lzl Iij, tokéletes Osszefiigedség pedig abban az eset-
ben, ha V (1, ..., 24)) = maxi<j<qg = Az (1.1) miatt:
- J
exp (—nV (nxq, ..., nxy)) = P (X1 <nxy, ..., X1< na:d)n
M! Md
:P<—” <z ..., —"Sxd> :P(X1 < zq, ...,ngxd)
n n

=exp (=V(z1, ..., xq)).



AV fiiggvény tehdat —1 rendben homogén, és ezért

P(Xlgx...,nga:):exp<—@>,

x
ahol 0, = V (1,), amit extremdlis egyiitthatonak neveziink. A 6, értéke az [1; d] inter-
vallumba esik, 1 jelenti a tokéletes Osszefiiggoséget, d pedig a tokéletes fliggetlenséget.

Az 1.3.2 és 1.3.3 szakaszokban bemutatandé folytonos modellek is lényegében az
extremalis egyiitthato segitségével irjak le két a két pont kozotti Osszefiiggiséget, ugy,

hogy az értéke a pontok kozotti tavolsagvektortol fiiggjon.

1.3. Max-stabilis folyamatok nevezetes modelljei

1.3.1. Poisson-pontfolyamatok

Miel6tt a nevezetes modelleket ismertetnénk, [10] alapjan bevezetjiik a Poisson-pontfo-
lyamat fogalméat, amely tetszoleges o-véges mértéktérre valo altalanositasa a jol ismert,

szamegyenesen definidlt Poisson-folyamat szakadasi helyeibol kapott pontfolyamatnak.

1.3.1. Definicié (Pontfolyamat és Poisson-pontfolyamat). Legyen (2, B, P) valdszini-
ségi mértéktér, (S, A, n) pedig o-véges mértéktér. Legyen Z az dsszes (s1, Sa, ...), S; €
S, 1=1,2,... (esetleg véges) pontrendszer halmaza az S téren. Jelolje z(A) a z pont-

rendszer A halmazba esé pontjainak szdmadt. Legyen tovabbd
fza({z | z€Z, z(A) =k, ..., Z(Aj):kj}, j=1,2,...;

VI<I<j: heN, A €A u(Al)<oo)
Ekkor eqy & : (Q,B) — (Z,F) mérhetd leképezést az (S, A) téren értelmezett pontfolya-
matnak nevezink.
Azt mondjuk, hogy ez a & pontfolyamat Poisson-pontfolyamat az (S, A) téren p szam-
lalomértékkel, ha tetszdleges j € 7T esetén, tetszdleges Ay € A, p(A;) <oo, 1 <1<
diszjunkt halmazrendszert véve a z (A;), 1 <1 < j wvaldsziniségi vdltozok figgetlenek;

tovabbd minden A € A, pu(A) < oo esetén z (A) Poisson-eloszldsi p (A) paraméterrel.

1.3.2. Allit4s. Tetszdleges (S, A, ) o-véges mértéktéren létezik Poisson-pontfolyamat

[ szamlalomértékkel.

Bizonyitds. Lasd a [10]-ban felvézolt konstrukeciot. O
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1.3.2. A Smith-modell

A most kovetkezé mddszert max-stabilis folyamatok generdlasara [7] és [5] alapjan tér-
gyaljuk. Legyen S tetsz6leges mérhetd tér o-véges v mértékkel, {(&;, s;)i=1,2,...}
pedig a (0, +00) x S téren értelmezett Poisson-pontfolyamat realizdcidja, (€72 d€) x v

szdmlalémérték mellett. Legyen tovdbba f : S x S — Ry fiiggvény olyan, hogy
/Sf(s,t) v(ds)=1, Vtes. (1.2)
Ekkor a Smith-féle konstrukcié a kévetkezo:
Y, = sup {&f(si, 1)}, VtesS. (1.3)

Hogy megértsiik az emogott rejlo szemléletet, képzeljiik el, hogy kiilonb6z6 zapo-
rokbdl szarmazoé csapadékmennyiséget mériink S pontjaiban — legyen példaul S = R2
Ekkor s; az i-edik zdpor centruma, &; az intenzitdsa, t — f(s;,t) pedig az s; kozép-
pontu zapor alakjat meghatérozé fiiggvény, és igy & f(s;, t) az i-edik zdporbdl szarmazd
csapadékmennyiség a t helyen. Ezen csapadékadatok koziil vessziik pontonként a leg-

nagyobbat.

1.3.3. Allitas. A fent definidlt Y mazx-stabilis folyamat az S téren, tovabba Y; sztenderd

Fréchet-eloszldsu minden t-re.

Bizonyitds. Rogzitsiik az y; > 0 értékekeket minden ¢ € S-re. Vezessiik be a kovetkezo

halmazt:
B={(& s) |3t : £f(s.t) > e}

Az {Y; < y, minden t-re } esemény azt jelenti, hogy a pontfolyamatnak nem esik pontja
a B halmazba. A B halmazba es6 pontok szama Poisson-eloszlasi, paramétere a halmaz

mértéke, ezért:

P(Y; < y; minden t-re ) = exp <— //
inft f(st

~ exp (_ /S sup / (;;t) V<ds)). (1.4)

Az (1.4) egyenldségbdl levezethet6 dllitasunk mindkét fele. A max-stabilitds meg-

£72de V(ds))

mutatdsahoz vegyiink Y!, ..., YV fiiggetlen, Y-nal megegyez6 eloszldst folyamato-

kat. Ekkor Inaxl% eloszldsa is megegyezik Y eloszldsaval, hiszen egyrészt abbdl,

11



hogy fiiggetlen Poisson-eloszlasok dsszege Poisson-eloszlas és a paraméterek 6sszadod-
nak, mdsrészt (1.3)-b6l kovetkezik, hogy max;<;<y Y" maga is Smith-féle konstrukcio

N - [(£72d€) x v] szamlalémértékkel, és ezért:

Y
P (M < 1 minden t—re) = exp (— / sup fls.1) (N - V)(ds))
s

N ¢ Ny
= P(Y; < y, minden t-re)

Végiil pedig a margindalisok sztenderd Fréchet-k, mivel tetszoleges ty, € T-re:

P(Yy, <wy,)= lim P(Y; <y, minden t-re)

t#to 1 yr—00
: 1
= exp (_ / M V(dS)) (1_—2) exp <——)
S Yto Yio

Tekintsiik most azt a specidlis esetet, amikor S = R?, v a Lebesgue-mérték, tovabba

O

f(s,t) = fo(s —t), ahol fy az N(0, ) d-dimenziés normélis eloszlas siirtiségfiiggvénye.
A zaporesemények alakja tehat elliptikus, melyet lényegében a Y kovarianciamatrix
hataroz meg, amelyrol azt is feltessziik, hogy pozitiv definit. Smith megmutatta, hogy

ekkor a folyamat kétdimenzids hatéreloszldsai a kovetkez6képpen irhatdk fel ([7]):

1 1 1 1
P (Y, <y, Vi, <y2) =exp [——ﬂb (g + —log %) - — (g + —log ﬂﬂ , (L.5)
(70 2 a "y Y2 2 a T

ahol ® a sztenderd normalis eloszlasfiiggvény, valamint
a?=(t1 —t) 27 (8 — ty). (1.6)
Bizonyitds. (1.4)-b6l kovetkezik, hogy:

_1ogP(lé1§y1,Y;2§y2)=/d/ £72deds
R min

( vl Y2
fo(s—t1) fo(s—t2)

:/ s <fo(8—t1)7 fo(S—t2)) ds
Rd hn Y2

_ fo(S—tl)[{fO(S—tl) - fo(S—tz)}
Rd n n Yo

+fo(S - 152)] {fo(s — 1) - Jo(s —t1) } ds
Y2 Y2 Y1
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_ 5 {if{fo(X) - fo(X—t2+t1)} _i_i]{fO(X) - Jo(X -t +t2)H 7
n hn Y2 Y2 Y2 Y2
ahol I{A} az A esemény indikdtora, X pedig N (0, X) eloszlasu valdszintiségi valtozo,

melynek stirtiségfiiggvénye:
_ 1
fo(z) = (27r)_g 13| exp (—ExTE_lx) :
Ebbe X-et behelyettesitve levezetheto:

R

1
=1 {)(Tz—l(t1 —ty) > log% - §(t1 — 1) TSt — tg)} :
2

Vegyiik észre, hogy X X7 (t; — t5) egy 0 varhat6 értékii és (t; —to) 'St — to) = a?
variancidju normalis eloszlasi valdszintiségi valtozd, ezért a fenti esemény valdszintisége
P (% + élong), és igy

o [lj{fo(X) - fo(X—tQ—l-tl)H _1s (2+110g@) 7
Y Y Y2 i \2 a "y

ami természetesen az 1, 2 indexeket felcserélve is igaz; ebbdl kivetkezik az allitas.

]

Az extremalis egyiitthato értéke tehdt 6(t; — to) = 2@ (%). Az a érték a két pont
sulyozott euklideszi tavolsaga, amely Mahalanobis-tavolsag néven ismert. Ez is in-

terpretalhaté a pontokbeli hatareloszlasok Osszefiiggéségének mértékeként, ugyanis:

lim P(Y;h < 1, 3/752 < yQ) = P<Yt1 < yl) : P(Y;b < y2)’ tovabbd

a—r—+00

al_i}I_IFIOP(Kl S Y1, Y;fz S y2> = P(Yﬂ S min<y17 y2))7

az elébbi a tokéletes fliggetlenséget, az utobbi a tokéletes Gsszefiiggoséget jelenti.
A ¥ kovariancimatrixunk szimmetrikus és pozitiv definit, ezért felithaté ¥ = UAU T
alakban, ahol A a pozitiv sajatértékeket tartalmazé diagondlis matrix, U pedig ortogo-

nalis métrix, soraiban a megfelel6 sajatvektorokkal. Példaul:

V3

v[S
e[S

1
2
f

1
2
V3

1
V3

3

Y =

w

2
0

win O

wlot W
no

N =

no

N |

Tehat a fenti kovariancimatrix hatasat a sztenderd esettel 6sszehasonlitva tigy lehet
jellemezni, hogy a zaporok alakja kétszeresére nyulik +60° irdanyaba, és %—szoroséra

sziikiil 6ssze —30° irdnyaba, mint ahogyan ez az 1.1 dbran is megfigyelheto.
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1.1. abra. A Smith-modell két szimuléciéja, a bal oldalon egységnyi kovarianciamatrix-
szal, a jobb oldalon pedig 011 = 1, 015 = @ és 099 = % paraméterekkel. A szemléletesebb

megjelenités érdekében Gumbellé transzforméltuk a marginalisokat.

1.3.3. A Schlather-modell

Smith mddszerét Schlather altaldnositotta 2002-ben ([6]). A {6 eltérés a kettd kozott,
hogy mig az el6z0 szakaszban ismeretett modellben az egyes események térbeli eloszlasa
—a zaporok alakja — elére rogzitett, a most kovetkezd konstrukcidban ez is véletlenszerti,
mint az intenzitasuk.

Legyenek a {§;, i = 1,2,...} értékek, mint az el6bb, egy Poisson-pontfolyamat re-
alizacidja a (0, 4o00) téren £72d¢ szdmlalomértékkel. Legyen tovdbba X staciondrius

folyamat az R? téren, melyre igaz, hogy
E[max (0, X;)] =1, VtecR (1.7)
Ekkor a Schlather-féle konstrukcio:
Y; = sup {5,- max (0, Xt’)} , VteR? (1.8)
Ahol az X, i =1,2,... folyamatok az X fiiggetlen példanyai.

1.3.4. Allités. Az 19y definialt Y folyamat staciondrius, maz-stabilis folyamat, tovdbbad

Y, sztenderd Fréchet-eloszldsiu minden t-re.
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Bizonyitds. A stacionaritas kozvetlen kévetkezménye X stacionaritdsanak. A max-sta-
bilitashoz és a hatareloszlashoz értelemszertien, pontrél pontra masolhatjuk az 1.3.3
allitas bizonyitasat, (1.2) és (1.3) helyett az (1.7) és (1.8) tulajdonsdgokra hivatkozva.

O

A Schlather-modell valoban magaban foglalja az 1.3.2-beli modellt, azon megkotések
mellett, hogy S = RY, v a Lebesgue-mérték konstansszorosa — és igy az {s;} Poisson-
pontfolyamat homogén —, tovabba f(s,t) = fo(t — s) valamilyen fy stlirliségfiiggvény
mellett. Ekkor az X} = fo(t—s;) valasztdssal azonos eloszlést stacionérius folyamatokat
kapunk ([5] p. 7).

Természetesen a gyakorlatban valo alkalmazhatésaghoz tovabbi feltevések sziiksége-
sek az X folyamatrdl. Schlather megmutatta ([6] Appendix) hogy ha X olyan, (1.7)-t
teljesité stacionarius Gauss-folyamat, melynek pontonkénti hatareloszlasai sztenderd
normadlisok, tovabba tetszileges (t, s) pontparra corr (X;, X;) = p(t — s) valamilyen
p: RY— [—1, 1] korreldcitfiiggvény mellett, akkor a kétdimenzids eloszldsok igy fejez-
hetdek ki:

P(Y, <y, Y, <ip) =

= exp {—% (iJri) <1+\/l—2(p(t1—t2)+1)ﬁ>], (1.9)

Ha p(t; — t2) = —1, vagyis Xy, és X;, mozgdsa tokéletesen ellentétes, akkor Y;, és

Y;, fiiggetlenek. Ennek szemléletes magyardzata, hogy ilyenkor az i indexeket az X'-k
eléjele szerint szétvélogatva fliggetlen, identikus Schlather-modellekbol szarmaztathat-
juk a folyamat értékeit a két pontban. Amikor p(t; —tg) > —1, akkor Y}, ésY;, pozitiv
korrelacidji; a tokéletes dsszefiiggéség pedig természetesen p(ty — to) = 1 esetén érhetd
el ([6] p. 39). Az extremélis egyiitthat6 értéke 6(t; — to) =1 + \/%1—@)‘

Egy korrelaciofiiggvényt izotrdpnak mondunk, amikor értéke az irdnytol nem, csak a
pontok kozotti euklideszi tavolsdgtdl fiigg. Ekkor kezelhetjiik egyvéltozds, p : [0, +00)
— [—1, 1] fiiggvényként, és ezzel az valtozattal corr (X;, X) = p (|t — s|) frhat6. Mivel
p(0) = 1-nek trividlisan teljesiilnie kell, a tovabbi targyalds sordn csak pozitiv argu-
mentummal foglalkozunk. Alabb mutatjuk be az izotrép korrelaciéfiiggvények néhany,
gyakorlatban haszndlatos paraméteres csalddjat, melyeket a SpatialExtremes csomag

is tdmogat ([5] p. 7):
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1.2. dbra. A Whittle-Matérn és hatvanyexpononcidlis korrelaciéfiiggvények grafikonjai

c = 1 mellett, a értékét futtatva, nugget hatas nékiil.

Whittle-Matérn  p(h) = 35 (£)" Ka (2), c>0, a>0
Cauchy p(h) = [1 - (%)2} _a, c>0, a>0
Altalanositott Cauchy p(h) = [1 + (%)az]_"%, c>0, a,a;>0
Hatvanyexponencidlis p(h) = exp [— (%)a], c>0, 0<a<2

Bossel p() =Tla+ 1) ()" (5), ¢>0. 0>
Az « és ay alakparaméterek hatdrozzak meg a korreldcid lecsengésének sebességét,

és igy a kapott max-stabilis folyamat simasagat (smooth; vessiik Gssze az 1.2 és 1.3
abrékat), ¢ pedig skdlaparaméter (range). I' a Gamma-fiiggvény, J, és K, pedig a-rendii
Bessel-fiiggvények. Az elébbi elsofaji Bessel-fiiggvény, amely a 0 koriil oszcilldl, és az
abszoltt értéke h=3 rendben csOkken; az utébbi pedig masodfaju mddositott Bessel-
fiiggvény, amely exponencidlis sebességgel csokkenve konvergal a 0-hoz (lasd [11]). Ezek
alapjan belathatd, hogy a fenti fiiggvények a 0-ban 1-hez, a végtelenben 0-hoz tartanak,
és a negativ értéket is felvel Bessel kivételével monoton csokkendek.

Tapasztalati adatokra valé illesztés soran indokolt lehet egy olyan 1-nél nem na-
gyobb konstans becslése is, amely szorzotényezoként all a fenti alakok valamelyikét
felvevd korreldcidfiiggvény elétt (sill paraméter); annak ellenére, hogy ez sérti a foly-

tonossagot a 0 kornyezetében. Ez az in. nugget hatas. Az 1.8-as verziétol kezd6doen,
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1.3. abra. A Schlather-modell szimuléciéi Whittle-Matérn és hatvanyexponencidlis kor-
relacidfiiggvények mellett, @« = ¢ = 1, paraméterekkel, nugget hatds nélkiil. A jobb

megjelenités érdekében most is Gumbel-eloszlasra transzformaltuk a peremeket.

a SpatialExtremes csomag fitmaxstab() fliggvénye a sill helyett az ugras mértékét
kifejez6 nugget paramétert becsiili, amely a sill-hez hozzdadva éppen 1-et ad.
[zotrép korrelaciofiiggvényekbol konnyen gyarthatunk un. elliptikusokat, amelyek

szintfeliiletei gombok helyett ellipszoidok:

pelt =) = p (V=5 A= 5)).

ahol A tetszoleges poztiv szemidefinit matrix.

1.4. Illesztés tapasztalati adatokra

A margindlisok egyiittes eloszldsdra az (1.5) és (1.9) eredményekkel taldlkoztunk eddig.
Sajnos ketténél tobb marginalis esetén nem ismert ilyen egzakt formula ([5], p. 29), ezért
maximum likelihood becslés nem végezheto a szokasos modon. Helyette hasznélhatjuk
az un. kompozit likelihood modszerek egyik fajtajat, a pdronkénti likelihood mddszerét.

Altalénosan ([9] p. 2)): Adott az (S, F) téren az Y valds értékii, y — f (0, y) sii-

riségfiiggvényti véletlen folyamat. Az ismeretlen 6, p-dimenzids paramétervektort sze-
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retnénk becsiilni az Y adott y € R realizacidja mellett. Legyen {A;, ..., Ax} C 27
marginalisokkal kapcsolatos, esetleg feltételes o-algebrak halmaza, a hozzajuk rendelt
stlyok wy, a hozzdjuk tartozé likelihoodok pedig 6 — fi (0, y), 1 < k < K. Ekkor a
kompozit log-likelihood:

le(6, y) = log LC(6, y) Zwk log fi. (6, ).

k=1

Ha az Y-ra n darab fiiggetlen megfigyelésiink van: y = (y1, ¥2, - - ., ¥n), akkor

= L6, w)
=1

Specidlisan a mi esetiinkben ([5] p. 30): Legyen N darab mérési pontunk az R? téren,
tovabbd jeldlje minden 1 < ¢ < 57 < N pérra n;; azon fiiggetlen megfigyelések szamat,
melyekben mind az i-edik, mind a j-edik helyrél van adatunk, valamint Qij az ilyen
kozos megfigyelésekbdl a k-adikat abrazold kétdimenzids vektort. Jelolje ezeken feliil
fij(0; -, -) az illeszteni kivant, egységnyi Fréchet peremii max-stabilis folyamat kétdi-
menzios peremeloszlasanak strtségfiiggvényét, paraméterek adott 6 vektora mellett.

Ekkor a paronkénti log-likelihood:

ng 4

0p(0,y) =1log LP(0, y) ZZlog fij (6 y”>

i<j k=1
A paraméter becsiilt értékét, 6,-t az u(0, y) = Vol.(0, y) fiiggvény gyckeként kap-
hatjuk meg, amely az egyes peremeken vett log-likelihoodok derivaltjainak linearis
kombindaciéja. A kompozit likelihood természetesen nem a valddi likelihood, hiszen a
kiilonféle peremeloszlasok nem fiiggetlenek; ezért a becslés hibdjanak megallapitahoz
nem hasznalhatjuk a Fisher-féle informacios matrixot. Helyette bevezetjiik a kovetkezo,

Godambe-féle informdcids mdtrizot ([9] p. 4):
G(0) = H(0)J(0) " H(), ahol
H(0) = Eg[-Vou(0,Y)], J(0) = varyg (u(f, Y))

Ha /. a klasszikus log-likehood, akkor G, H és J is megegyeznek a Fisher-féle in-
formacios méatrixszal. A kompozit likelihood aszimptotikus viselkedésérdl a kovetkezd

eredmény ismert ([9] p. 5): ha n tart a végtelenhez, akkor
i (6.0 5% (0. 670)
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Becslésiink tehat aszimptotikusan torzitatlan, az aszimptotikus hatasossagat pe-
dig a G(0) és az 1(0), a Fisher-informécié osszehasonlitdsdval lehet jellemezni — a mi
max-stabilis folyamatainkra persze ez csak szimuldcidval lehetséges. Bizonyos specialis
esetben a paronkénti likelihood hatésos, sot, ugyanarra az eredményre vezet, mint a
maximum likelihood; ilyen példaul a tobbdimenziés normalis eloszlas paramétereinek
becslése ([9], p. 19).

A éc megtaldlasa utan tapasztalati becslés adhatéo a H és J matrixokra, amely, a
sztenderd hiba kiszamitasa mellett, felhaszndlhaté modellszelekciora is. A maximum
likelihood becslésnél hasznalt Akaike-féle informdciés kritériumot (AIC) a kompozit

likelihood médszereknél a Takeuchi-féle informdcids kritérium (TIC) helyettesiti ([5] p.

36):
TIC = —2¢ (9) —otr [j (éc) A (0)}

Azt a modellt tekintjiik jobbnak, amelyikre a fenti érték kisebb.
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2. fejezet

Alkalmazas valds foldrajzi adatokra

Mar a klasszikus extrémérték-elméletet sziiletését is természeti folyamatok (pl. vizéllas
valtozéasa) leirdsa motivalta, a pénziigyi kockazatok terén késébb kezdték el alkalmazni.
Az extrém jelenségek térbeli struktirdjanak elemzése is kiilonosen a meterologidban
terjedt el a kozelmiltban, (pl. szélerdsség, csapadékmennyiség [1], [3], hovastagsag [2]).
En is ezen a nyomon elindulva mutatom be az €l6z6 fejezetben ismertetett max-stabilis
modellek alkalmazasat a gyakorlatban.

Ehhez a SpatialExtremes csomaghoz mellékelt rainfall adatbazist hasznaltam
fel, amely két matrixot tartalmaz. A rain 79 északkelet-svajci helyszinen mm-ben mért
napi csapadékmennyiségek éves maximumait tartalmazza 1962 és 2008 kozott, a coord
pedig ezen mérési pontok szélességi és hossziisagi koordinatait, valamint a méterben
mért tengerszint feletti magassagot. Az elsé két dimenzié km-ben van megadva gy,
hogy a Svéjc térképét abrazold swiss() fiiggvénnyel kompatibilis legyen. A most ko-

vetkezo vizsgaltokhoz és szemléltetésekhez csak e két dimenziét fogom hasznalni.

Marginalisok vizsgalata. Nelder—Mead-féle numerikus optimalizacioval becsiiltem
GEV-paramétereket, egyrészt mind a 49 x 79 adatra, mésrészt kiilon-kiilon az egyes mé-
rési pontokra. Eztuan QQ-plotokkal ellendriztem az illeszkedést, ami kivald lett az egész
adatsort tekintve, és a margindlisok esetén sem tapasztalhatok olyan nagy kilengések
a teoretikus eloszlastol, ami miatt le kellene mondanunk az extremalis modellezésrol
(2.2 dbra). A becsiilt alakparaméterek tobbnyire 0,1 nagysagrendii pozitiv szamok, a

csapadékmaximumok tehat enyhén Fréchet-jellegiiek.

20



o 8
N 15
— o
g 2
— ~N
o
8_
o
[} ° 8
~

60
|

\oooo\—o
oi‘*ooo\o
o
]
@
—o~’°—€
00
Q
[=] o
==
T
220 240

0
|
200

1970 1980 1990 2000

2.1. abra. Bal oldal: A mm-ben mért napi csapadékértékek éves maximumainak ala-
kuldsa hdrom mérési pontban (VI1, V10 és V20 jeliiek az adatsorban) 1962 és 2008
kozott. Jobb oldal: A 79 mérési pont. A korok atmérdje a csapadékmaximumok 49 éves

atlagdaval ardanyos. A tengelybeosztas km-ben értendo.

Kétdimenzids illesztések. Az igy becsiilt GEV-paraméterekkel egységnyi Fréchet-
eloszlasra transzformaltam a peremeket, és kétdimenzios max-stabilis modellek illesz-
tésével probalkoztam, a foldrajzi szélesség és hosszisag figyelembe vételével. A Smith-
modellbdl szarmazé kovarianciamatrix elemei 011 = 362,7, 010 = 55,4 és 099 = 209,9,
ami nyugat-keleti irdnyban kissé megnyult zdporokat jelent (2.3 dbran feliil az els6). A
paraméterek sztenderd hibai rendre 3,4, 2,6 és 5,4.

Am a péaronkénti deviancigk és a TIC-értékek alapjan a Schlather-modellek jobban
teljesitettek a Smith-modellnél, kiilondsen a Bessel-fiiggvénnyel illesztett. Ez utébbinak
a josaga akkor latszik igazan, amikor 6sszehasonlitjuk az adatainkbol Schlather—Tawn-
modszerrel ([5] p. 20-21, [1]) becsiilt paronkénti extremélis egyiitthatékat a modellbél
szarmazokkal (2.3 dbrdn alul a harmadik).

A Besselre becsiilt paraméterek: nugget= 0,32, range= 2,19, smooth= 150,22. Szten-
derd hibakat és TIC-et itt nem tudott szamolni a program, de a paronkénti deviancia
sokkal kisebb, mint a t&bbi strtiségfiiggvénnyel.

Eszrevettem, hogy a marginalisokra illesztett GEV-eloszlasok eltolds- és skédlapa-
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2.1. tablazat. Becsiilt GEV-paraméterek 1.1.2 jeloléseivel, a teljes adathalmazra és

harom mérési pontra.

100
I

40 50 60 70
I I
80
I

30
1

20
1

20
1

20 40 60 80 100

2.2. abra. A GEV-illesztések josagat szemlélteté QQ—plotok a 2.1 dbran is vizsgalt ha-
rom helyszinen. A vizszintes tengelyrol az illesztett eloszlashoz tartozé, a fiiggélegesrél

a tapasztalati percentilisek olvashatok le (csapadék mm-ben).

raméterei trendszeriien novekednek a vizsgdlt foldrajzi teriilet délkeleti sarka felé ha-
ladva (ez titkrozédik 2.1 dbran is). Ezért olyan illesztéssel is megprobalkoztam, amely
— a Bessel-fliggvény egyiitthatéi mellett — e két GEV-paramétert a foldrajzi szélesség
és hosszusag linearis fliggvényeként becsiili; az alakparamétert pedig konstansnak vet-
tem. Az igy keletkezett modellben a korrelaciés fiiggvény paraméterei: nugget= 0,36,

range= 2,26, smooth= 150,26; a marginalisok strukturdjara pedig a kévetkezo jott ki:
p= 21,87+ 0,041 -lon — 0,108 - lat

o =9,10+ 0,006 - lon — 0,023 - lat

£ =0,135
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2.3. dbra. Balrol jobbra: Smith-, hatvanyexponencidlis és Bessel-modell. Felil: Az el-
méleti extremalis egyiitthaték szintvonalai a stkon. Alul: A Schlather—Tawn-mdédszerrel
paronként becsiilt extremalis egyiitthatokat (vizszintes) a modell alapjén kalkuldltakkal

(fiiggbleges) Gsszehasonlité QQ-plotok.

Itt ,lon” jelenti a hosszisagot és ,lat” a szélességet. Az eredeti GEV-becslésiinkkel vald
Osszehasonlitas utan ugy taldltam, hogy a linedris modell j6 megkdzelités volt, csupan
a konstans meghatarozasaban mutatkozott bizonytalansag, modelliink ugyanis sziszte-
matikusan alulbecsliilte a Nelder—-Mead-optimalizalas eredményét.

Az R-nek azonban nehézséget okozott a fenti modellel valé szimulacié, ezért lefuttat-
tam egy ugyanilyet hatvanyexponencidlis fiiggvénnyel is, amely a tobbiek koziil a leg-
jobb TIC-et adta. A becsiilt paraméterek: nugget= 0,21, range= 36,95, smooth= 1,44,
sztenderd hibaik rendre 0,09, 8,61 és 0,51; a linearis struktira pedig:

1= 19,29 + 0,068 - lon — 0,160 - lat

o= 3,10+ 0,025 - lon — 0,042 - lat
£ =0,188
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2.4. dbra. A mintankra eredetileg becsiilt (vizszintes) és a linedris modellbél szarma-
z6 (fuggbleges) GEV-egyiitthatékat osszehasonlito ,,QQ-plotok”, hatvanyexponencialis

Schlather-modell esetén.

Ez mar jobban illeszkedett a Nelder—-Mead-optimalizalas eredményéhez, a bizonytalan
konstans miatti eltolodas enyhiilt (2.4 dbra). A most kapott Bessel- és hatvanyexponen-
cialis modellek 0sszevethetok az alapjan is is, mennyire irja le jol a modellbol szarmazo,
a tavolsagtol fliggd extremalis egyiitthatd a valddi Osszefiiggoségi strukturat. Ezt a
szempontot mar figyelembe vettiik a 2.3 abra QQ-plotjain, de egyben is lathatjuk az
Osszehasonlitast a 2.5 abra bal felén. Ez arnyalja a képet, mivel latszik, hogy a Bessel-
modell kis tavolsagokra nem illeszkedik jol. Az abra jobb fele a hatvanyexponencilis
modell 49 fiiggetlen szimulaci6jabol szamolt extremalis egyiitthatokat mutatja.

A linedaris GEV-modellel bovitett illesztésbdl az egész téren is szimuldlhatunk. A hat-
vanyexponencialis valtozatbdl készitettem szimuldcidkat egy 100 x 100-as, Eszakkelet-
Svajc térképére illeszkedd récsra. El6szor egységnyi Fréchet-peremii Schlather-modellt
szimulaltam az illesztett hatvanyexponencidlis korrelaciéfiiggvénnyel, majd az egyes
racspontokat a linearis modellbol adoédé GEV-eloszlasiva transzformaltam. Két ilyen
szimuléci6 eredménye a 2.6 abran lathato.

A fentiek alapjan lathatjuk, hogy a max-stabilis modellek illesztése valoban jé és

rugalmas modszer lehet az extrém meteorologiai folyamatok megértéséhez.
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——  powexp
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2.5. abra. Schlather-Tawn-mddszerrel becsiilt paronkénti extremaélis egyiitthaték a km-
ben mért tavolsag fiiggvényében, bal oldalon az eredeti, jobb oldalon a hatvanyexponen-
cialis modellbdl szimulalt csapadékmaximumokra. Veliikk egyiitt abrazoltuk az eredeti

adatainkra illesztett Schlather-modellekbdl szarmazé elméleti egyiitthatofiiggvényeket.

240 260 280 300

220

200

640 660 680 700 720 740 760 780 640 660 680 700 720 740 760 780

2.6. abra. Az éves csapadékmaximumok szimulaciéi hatvanyexponencialis Schlather-

modellel. A z6ld arnyalatok 20 mm koriili, a pirosak 60 mm koriili csapadékot jeleznek.
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3. fejezet

Alkalmazas biztositasi karadatokra

3.1. Motivaciok

El6szor is vegyiik sorra, hogy a vagyonbiztositasi karok idébeli és térbeli eloszlasanak
mely tulajdonsagai motivalhatjak a max-stabilis folyamatokkal valéo megkozelitést, il-
letve milyen nehézségekkel kell megkiizdeniink, ha ilyen jellegii elemzésbe fogunk.

Az informacidk gazdasagos felhasznédlasa szempontjabdl komoly elény lehet, ha adott
idoegység alatt, adott foldrajzi helyszinen képzodott kotelezettségek értékét 1ényegében
néhany extrém nagy kar hatarozza meg, és a kis karok osszértéke hozzdjuk képest
vagy elenyész0, vagy legalabbis kis szorasi, konstansként kezelheto a diverzifikaciénak
koszonhetéen. Ekkor ugyanis nem feltétleniil sziikséges maximumokat venni, maga a
nyers adatsor is mutathat max-stabilis jelleget, GEV-szeri marginalisokat. Kiilontsen
a felel0sségbiztositasban tipikus a karok ilyen alakulasa.

Masik fontos jellemzdje a vagyonbiztositasi karoknak, hogy egy-egy természeti ka-
tasztrofa, vagy mas rendkiviili esemény hatasara adott idéintervallumban és foldrajzi
régioban mind a gyakorisagukban, mint nagysagukban megnévekedhetnek. Ezt a hatést
neveztiik az 1.3.2 és 1.3.3 szakaszokban szemléletesen zaporeseménynek.

Tekinthetjiik csak az id6 dimenzidjat is, ekkor a megfigyeléseink, amelyekre max-
stabilis folyamatot illesztiink, lehetnek egymést koveté hetek, hénapok, évek stb. A
szezonalitast vizsgalhatjuk ezen elmélet keretei kozott is, példaul az egyes napokra,
mint margindlisokra torténé GEV-becsléssel. A szezondlis jelleg miatt elképzelheto,

hogy egy-egy megfigyelt idéintervallum eleje és vége kozott szorosabb az egyiittmoz-
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gas, mint ami a tényleges id6beli tavolsaghdl kovetkezne. Ekkor jé otlet lehet példaul,
ha a margindlisokat egyenes szakasz helyett korvonalon helyezziik el, és igy illesztiink
rajuk kétdimenziés Schlather-modellt.

A trendet, inflaciét konnyen kisziirhetjiik az idésorbdl, gondot jelenthet viszont, ha
a volatilitas is valtozik benne. Ezt a stacionarius modellejeinkkel aligha tudjuk hiien
visszadni; joval nehezebben vizsgalhato, heteroszkedasztikus modellek kellenének, de
ezek illesztése nem célunk ebben a dolgozatban.

Problémat jelent az is, ha nem tudjuk a kotelezettségeket a karok bekovetkezésének
ideje szerint rendszerezni, hanem csak a karok bejelentésének, vagy kifizetésének id6-
pontja érheto el. Ekkor egyrészt sériil az Osszefiiggoségi struktira, masrészt a katasztro-
fak fentebb emlitett hatasa is csak idében elnyijtva, vagy egyaltalan nem érzékelheto.
Ekkor segithet, ha mozgo atlagolassal simitjuk az adatsort, vagy pedig, ha elég sok

adatunk van, elemezhetiink klasszikus médon maximumokat is.

3.2. Egy konkrét id6sor elemzése

Valés és kell¢ részletességli biztositoi karkimutatdsokhoz nem koénnyt hozzdjutni, az
ilyen informacio legtobbszor tizleti titok.

Az idosort, amelyet médomban &llt elemezni, egy magyar biztosité valamely vagyon-
biztositasi lizletaganak napi karkifizetési adataibdl allitottak eld, természetesen némileg
transzformélva a tényleges pénzmennyiségeket. Az idosor 1826 egymaést kovetd napbdl
all, melyek koziil csupan 1179-en tortént karkifizetés. A héttel oszthatd sorszamu na-
pokon soha nincs pozitiv adat, és az Oket megeléz6 napok tilnyomo tobbségén sem;
nyilvanvaléan ezek a hétvégék. A tipikus hét 6t karkifizetési napbdl all, de sok csonka
hét is van, néhol egész hetek hidnyzanak.

Ezen megfigyelések alapjan adataink alkalmasak lehetnek az 6tnapos munkahét vizs-
galatara, nagyobb idéegységekére viszont nem. Ev nagysagrendiire azért nem, mert na-
gyon kevés lenne a megfigyelés, honap nagysagrendiire pedig azért nem, mert nagyon
nehéz az adatsort egybevagd idointervallumokra felosztani, annak lukacsos szerkezete
miatt. Heti maximumokat is képezhetiink, és elemi médon vizsgalhatjuk oket, de max-
stabilis folyamatok illesztéséhez ezek sem adnak elégséges méretli informéciohalmazt.

Fo6 célként marad tehat a teljesen ismert munkahetek elemzése, amelyekbol Gsszesen
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168 darab van.

A szamos megkdozelités és modellillesztés koziil — amelyekkel az elemzés soran tobb-
kevesebb sikerrel kisérleteztem, és préobaltam a lehetd legtobbet kihozni az adatokbdl
— itt egyetlen iranyvonalat szeretnék bemutatni, amely, ha erre a szerény méretii és
torzitott adatsorra nem is ad latvanyos eredményt, de a biztositok szamara megitélésem

szerint hasznos lehet.

Inflaciés és szezonadlis kiigazitdas. A hetek vizsgdlata soran mind a trend, mind a
szezonalitas zavaro tényezd, amit ki kell sziirni. Az idésorban szignifikans linearis trend
jelentkezik, de a novekedés értelmezhet6 inflaciéként is. En ez utébbi értelmezést valasz-
tottam abbdl a megfontolasbdl, hogy pénziigyi adatokra ez egészen biztosan hatéassal
van. Az exponencidlis trendként becsiilt 6t éves inflicié mintegy 18,9%-nak adddott.
Ez atlagosan 3,5%-o0s inflaciét jelent évente, ami valdszerti is az elmilt évtized magyar
gazdasagi viszonyai kozott. Az ezzel valé korrekcié utan nem maradt szignifikdans li-
nearis trend az idésorban. FEzutan a szezonalitast becsiiltem linedrisan simitott napi
atlagolassal. Ezt kivonva is szignifikans maradt az 6tnapos autokorrelacié, megerdsitve

szamunkra, hogy érdemes a munkahetet tanulmanyozni.
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3.1. dbra. Fent a hidnyzé adatoktol tisztitott, inflaciéval korrigalt idésor és a ra illesztett

szezonalitas. Alatta a ketto kiilonbsége, a szezonalisan kiigazitott idGsor.
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GEV-illesztések, és a heti maximumok. A 3.1-beli hipotézisiink teljesiilt: kitiin6-
en illesztheté GEV-eloszlas a tisztitott adatainkra, specidlisan Gumbel is — persze lehet,
hogy mesterségesen transzformalték ilyenné az idésort. A Gumbel-jelleg, ahogyan azt
varnank is, atoroklodik mind a teljes 6tnapos hetek, mind a hétnapos hetek maximu-
maira, bar az utébbira valé becslés bizonytalanabb az adatsor inhomogén szerkezete

miatt.
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3.2. abra. Bal oldal: A teljes idOsorra valé GEV-becslés josdagat szemlélteté QQ-plot,
vizszintes tengelyen az elméleti, fiiggdlegesen a tapasztalati percentilisekkel. Jobb oldal:
Az ebben, és még harom, a teljesen ismert 6tnapos munkahetekre valé6 GEV-becslésben

kapott elméleti stirtiségfiiggvények.

Az egyes munkanapokon valé karkifizetésekre is szépen illeszthet6 GEV-eloszlas, de
itt a becsiilt alakparaméterek —0,1 nagysagrendiiek, enyhén Weibull-szertiek. Ennek
az lehet az oka, hogy a csonka hetek napjaira nagyobb kifizetések koncentralédnak,
amelyek most kiesnek a latokoriinkbol. Az eltolas- és skalaparaméterek értékei is kozel
azonosak az egyes napokon, csak a szerda 16g ki koziiliik, amikor atlagosan 30 —40%-kal
kevesebb a kartérités mértéke, mint a tobbi napon.

Mindezek a megéllapitasok igazak akkor is, ha a szezonalisan igazitott adatsorbdl

indulunk ki, bar az illeszkedés jésaga kissé romlik.
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It o 3
hétfs | 6973459 3523604 —0,054
kedd | 6987113 3354810 —0,063
szerda | 4905739 2725561 —0,085
csiitortok | 7647442 3411493  —0,087
péntek | 7223460 3711054 —0,062

3.1. tablazat. Becsiilt GEV-paraméterek a teljes 6tnapos munkahetek napjaira.

Schlather-modell illesztése a munkahétre. A margindlis feltételek teljesiilésérol
meggyozodtiink, mar csak az Osszefiiggoségi struktira a kérdéses. A hét napjai kozotti
Pearson-féle korrelacidk részben szignifikansak maradtak a szezonalitas levonasa utan is,
de nem alkotnak szabdlyos struktirat, ami egy korrelacios fiiggvény illesztéséhez kellene.
A GEV-becslések felhasznalasaval egységnyi Fréchet-re transzformaltam a peremeket,
de ez szinte teljesen eltiintette ezeket a szignifikdns korrelacidkat is.

Ennek ellenére megprobalkoztam az illesztéssel. A napokhoz haromféleképpen ren-

deltem koordinatakat:
1. Egy dimenziéban, szamok 1-tdl 5-ig.
2. Két dimenzidban, egységkorbe irt szabalyos 6tszog cstcsai.
3. Két dimenzidban, egységkorbe irt szabalyos hétszog szomszédos csucsai.

Az 1.3.3-ban ismertetett izotrop korrelacidfiiggvények koziil az altalanositott Cauchy
kivételével — amelyet illeszteni ugyan lehet a SpatialExtremes-ben, de szimuldlni vele
nem — mindet kiprébaltam.

A legtobb becslésben a program nem tudott sem TIC értékeket szamolni, sem szten-
derd hibdkat — vagy ha igen, akkor nagyon nagyok voltak. Ezért szimulacioval, a szi-
mulalt adatok korrelaciés strukturajanak ellenorzésével és tjrabecsléssel vizsgaltam,
mennyire fogadhatdak el. A legjobbnak a Bessellel vald illesztések bizonyultak. Ez nem
meglepd, hiszen a megismert fliggvénycsaladokbol csak a Bessel mehet negativ érték-
tartomanyba, és igy vele tudunk kis poztitiv korrelaciokat modellezni. Az egydimenzids

Bessel-modell sajnos nem futott le; a kétdimenzidsakbol kapott korrelaciofiiggvények
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a 3.3 abran lathaték. A tobbi fiiggvénytipusra elfajult becslések sziilettek, amelyeket

dbrazolni nem lehet.

—— 0Otsz6g Bessel
—— hétszog Bessel
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3.3. dbra. Az egyégnyi Fréchet-peremiire transzformalt munkahetekre illesztett korrela-
ciéfiiggvények a Bessel-csaladbdl. A pontok a sokszogek oldal- és atléhosszaindl felvett

értékeket jelzik.

A Bessel-modellbdl kalkulalt extremalis egyiitthatékat sem érdemes abrazolni, hi-
szen csak 10 van beloliik, és 6tszogre kétféle, hétszogre haromféle értéket vehetnek fel;
helyette a 3.2 tablazatban gyljtottem Ossze Oket, Osszehasonlitva a modelltol fiiggetle-
niil becsiilt értékekkel.

Mindez azonban igen kevés informacié ahhoz, hogy az el6z6 fejezetben latottakhoz
hasonléan értékeljiik modelliink jésagat. Ennek alaposabb vizsgalatahoz most is szi-
muldciéra van sziikség. Példaként a 3.4 abran osszehasonlitottam az adjusztalt teljes
munkahetek hétfoi és csiitortoki napjainak egyiittes eloszlasat két kiilonbozd szimulé-
ciéban tapasztalttal. Azért ezt a két napot valasztottam, mert kozottiik a legerésebb
a tapasztalati Pearson-korrelacio, 0,357, és ezért fontos ennek a viszonylatnak a helyes
visszaadasa. Ugyanez a tapasztalati korrelacié 0,304-nek addédott az 6tszogre illesztett
modellben és 0,294-nek a hétszogre illesztettben. Az abra alapjan szemlatomast jol
sikeriilt visszaadni a kapcsolatot, és az illesztheto linedris trend is nagyon hasonlo lett.

Persze ez a hasonlésag jorészt onnan szarmazik, hogy az egységnyi Fréchet-peremi
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ST B5 BY ST B5 BT
H-K | 1,750 1,791 1,775 | K-Cs | 1,763 1,786 1,728
H-Sz | 1,862 1,786 1,728 | K-P | 1,740 1,786 1,761
H-Cs | 1,693 1,786 1,761 | Sz—Cs | 1,961 1,791 1,775
HP | 1,977 1,791 1,761 | Sz P | 1,882 1,786 1,728
K-Sz | 1,764 1,791 1,775 | Cs-P | 2,000 1,791 1,775

3.2. tabldzat. A paronkénti extremadlis egyiitthato értékei Schlather—Tawn-maédszerrel,

valamint az 6tszogre, illetve hétszogre illesztett Bessel-modellekbdl becsiilve.

szimuldciokat ugyanazokkal a GEV-paraméterekkel transzformaltam vissza, mint ame-
lyekkel egységnyi Fréchet-re hoztam a megfigyeléseket a becsléshez. Megjegyzendd az is,
hogy modelljeink olyan nappéarokhoz is szoros egyiittmozgast rendelnek, amelyek kozott

szignifikdns korrelaciét nem tudunk kimutatni.

Osszefoglalds. A mintdnk, mint mar emlitettem, maximumok képzése nélkiil is al-
kalmasnak bizonyult az extrémérték-modellezésre, idébeli 6sszefiiggdségen alapulé max-
stabilis modellek illesztéséhez viszont egyrészt tul kicsi, masrészt nem mutathatéd ki
benne elégséges mélységii, egybefiiggli korrelacios struktura. Ennek egyik oka lehet,
hogy nem a karok bekovetkezésének, hanem a kifizetésének napjat ismerhetjiik meg
beléle (lasd a 3.1-ben felsorolt problémékat). Mozgdatlagolas segithetne, de a minta
inhomogén szerkezete miatt ezt nem tudjuk kell6 szofisztikaltsaggal megtenni.
Mindazonaltal lattunk érveket amellett is, hogy biztositasi karkimutatasok alkal-
masak lehetnek térbeli extrémérték-modellezésre, de természetesen ehhez elég nagy és

részletes adatbézis sziikséges.
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3.4. abra. A hétfok és csiitortokok egyiittes eloszlasa a 168 kiigazitott munkahétben,

és annak szimuldciéiban, a linearis trend feltiintetése mellett.
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