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1. Bevezetés

A diplomamunkaban a spektralis kockazati mértékeket fogjuk vizsgélni. A
spektralis kockazati mértékek a koherens kockézati mértékek egy csaladjat
alkotjak, és Acerbi [5] vezette be Gket 2002-ben.

A spektralis kockdzati mértékek az Expected Shortfall egyfajta altalanosi-
tasdnak tekinthetdk, tgy, hogy ezen mértékek figyelembe veszik az egyén
sajat veszteségelutasitasi hajlamat. Mig az Expected Shortfallra dgy tekin-
tiink, mint az a szdzaléknyi legrosszabb kimenet atlagara, addig a spektralis
kockazati mértékek silyozott atlagat adjak a lehetséges kimeneteknek. A leg-
nagyobb sulyt a legnagyobb veszteséghez rendeljiik hozz4, és a kisebb vesz-
teségekhez minden spektralis kockdzati mérték esetén gyengén kisebb silyt
rendeliink.

A spektralis kockazati mértékek szoros kapcsolatba hozhaték a Choquet in-
tegralokkal. Schmeidler és Gilboa [10] belatta, hogy kolecsonosen egyértelmii
megfeleltetés 1étesitheté a Choquet integral kockazati mértékek, és a spekt-
ralis kockazati mértékek kozott. Ezen Osszefiiggéseket felhasznalva Nguyen,
Pham és Tran [9] 2012-ben vizsgélta a spektralis kockazati mértéket abbol a
szemponthol, hogy a statisztikai, vagy a kockazatsemleges mértékben kell-e
szamolni a mérték értékét egy részvényre. Ok a részvényarfolyam mozgasra
GBM(geometriai Brown-mozgas)-t feltételezve belattak, hogy alkalmas mér-
ték a kockazatsemleges.

Jelen dolgozat 2. fejezetében a spektralis kockazati mértékek altaldnos tu-
lajdonsagairdl irunk, a 3. fejezetben ismertetjilkk Nguyen, Pham és Tran
eredményeit, a 4. fejezetben a Lévy folyamatokrél irunk réviden. Az 5. feje-
zetben az FMLS(Finite Moment Log Stable) részvényarfolyam modellre, az
6. fejezetben a Variance gamma részvényarfolyam modellre, a 7. fejezetben
pedig a CGMY (Carr-Geman-Madan-Yor) részvényarfolyam modellre altalé-
nositjuk onallo tételek segitségével a GBM-ra épiil§ részvényarfolyam modell
esetén ismert eredményeket. A 8. fejezetben megvizsgaljuk a spektralis koc-
kazati mértékek és a hasznossagfiiggvények kapcsolatat. A 9. fejezetben

roviden Osszefoglaljuk a dolgozat eredményeit.



2. A spektralis kockadzati mértékrél altalanos-

sagban

2.1. Kockazati mértékekrdl roviden

A kockazati mértékeket a pénziigyi matematikaban hasznaljak, tobbek ko-
zOtt a tékekovetelmény meghatarozasanak kiszamitasara, portfolio optimali-
zalasra és teljesitmény értékelésre is. A t6kekovetelmény egy pénziigyi sza-
balyoz6 szervezet altal megkdvetelt pénzmennyiség, melynek célja, hogy a
jovGbeni lehetséges pénziigyi veszteségek esetén is likvid maradjon a pénz-
igyi szervezet, illetve, hogy ne folytasson olyan tevékenységet amely noveli
a cs6dbejutés valoszintségeét.

Az utébbi években a koherens és a konvex kockazati mértékek iranyaba for-

dult a figyelem a kockazati mértékeken beliil.

1. Definici6 (Koherens kockazati mérték). [16] Tekintsik a V valdszi-
niséqr vdltozot, melynek eloszldsa a portfolionk nyereség-eloszldsa. Ekkor a
p: V. — R fiigguényt koherens kockdzati mértéknek nevezzik, amennyiben a

kovetkezdk teljesiilnek:
o monotonitds: X, Y eV, Y >X = pY) <p(X),
e pozitiv homogenitis: X € V, h >0, hX € V = p(hX) = hp(X),
o szubadditivitas: X, Y, X+Y eV = p(X+Y) <p(X)+p(Y),
o transzldcid invariancia: X € V, a € R = p(X +a) = p(X) — a.

Csoka, Herings és Koczy 2007-es [19] cikkiikben a koherens kockazati mér-
tékeket kompatibilisnek talaltdk egy olyan altalanos egyensilyelméleti mo-
dellb6l eredd kockazati mértékkel, ahol a piac teljes. Ugyanakkor ebben a
modellben a spektralis kockazati mértékek esetén a csak az eloszlastol fliggés
(law invariance) kovetelmény nem tiinik természetesnek.

Két kozismert kockazati mérték a VaR és az Expected Shortfall (ES).



Amennyiben X-el jeloljiik a portfélionk nyereség-eloszlésfiiggvényét, akkor

ennek altalanositott inverzét a kévetkezGképpen kapjuk:
Fy'(p) = inf{z|Fx(z) > p}.

Ennek segitségével az o konfidenciaszinthez tartozo fels6 VaR-t a kdvetkezd-
képpen kapjuk:
VaR* = —F¢'(a).

A VaR nem koherens kockazati mérték, mivel nem szubadditiv.
Az a-Expected Shortfall-t o € [0, 1] esetén a kovetkezd képlettel definialjuk:

1

BS.(0) == [ P

Az Expected Shortfallrol belathato, hogy koherens kockazati mérték [4].
Fontos megemliteni, hogy az Expected Shortfall szoros kapcsolatban van a

feltételes VaR-ral, melyet a kovetkezd képlettel kapunk:
CVaR,(z) = —E(X|X < Fy'(a)).

A CVaR azonban nem feltétleniil koherens kockazati mérték. A CVaR és az
Expected Shortfall bizonyos feltételek esetén megegyezik, ilyen feltétel pél-
daul az eloszlasfiiggvény folytonossaga. Ebben az esetben természetesen a
CVaR is koherens.

Az Expected Shortfall tehat koherens kockézati mérték, és spektralis kocké-

zati mérték is lesz, melyet a kovetkezGkben definidlunk.

2.2. Alternativ definiciék a spektralis kockazati mér-

tékre

A spektrélis kockazati mértéket a kovetkezs képlettel definialjuk:

A@z—ﬁ?y@w@w,

ahol ¢ € L'([0,1]), melyre a kivetkezs tulajdonsagok teljesiilnek:



® ¢ pozitiv;
e ¢ monoton csokkend;

e [[ofl =1.

Ebben a definicioban az X-re gy gondolunk, mint egy jov6 idGpontbeli
nyereségre, mely nyilvan valoszintiségi valtoz6. Ebben a definicoban a pozitiv
elGjelid nyereségek, vagyis a profitok kapnak pozitiv elGjelet.

Cotter, Dowd és Sorwar 2007-es cikkében [14] egy alternativ definiciojat

adta a spektralis kockdzati mértékeknek:

1
N, = / v(p)gpdp,
0

ahol v € L'([0,1]), melyre a kivetkezs tulajdonsagok teljesiilnek:
® v pozitiv;
e v novekve;

o [l =1

qp definici6 szerint az Y valoszintiségi valtozo altalanositott eloszlasfiiggvény-
inverzének a p helyen felvett értéke. Ebben a definicioban az Y-re agy gon-
dolunk, mint egy jové id&pontbeli veszteségre, mely valoszintiségi valtozo.
Ebben a definicibban tehat a pozitiv elGjeld nyereségek, vagyis a profitok
negativ elgjelet kapnak.

Az alabbiakban sajat bizonyitast adunk a két definicé ekvivalencidjara.
2.1. Lemma. A két definicio ekvivalens a ¢(p) = (1 — p) vdlasztdssal.

Bizonyitds: Nézziik a folytonos eloszlasfiiggvény esetét.
Vegyiik észre, hogy
Fi'(p) = —q1_p, hiszen a fenti leirasbol adodik, hogy X = —Y, és igy:

Fil(p)=cop=Fx(@)=P(X <c)o1—p=



Ennek kovetkezményeként:

Az ¢(p) = v(1 — p) valasztéssal:

1 1
/ q1—p@(p)dp = / q1—pY(1 — p)dp.
0 0

1 — p = r helyettesitéssel kapjuk(dr = —dp):

1 0 1
/ @1—py(1 —p)dp = —/ ¢y (r)dr = / ¢y (r)dr = N,.
0 1 0

Sikeriilt tehat belatnunk az &llitast a folytonos esetre. A diszkrét esetre
szintén belathato az allitas. m

Nguyen, Pham és Tran a mésodik, veszteség alapi megkozelitést hasz-
naltak a cikkiikben a spektralis kockazati mérték kiszamolésara, igy jelen

dolgozat is ezt a megkozelitésmodot fogja valasztani.

2.3. A Choquet integral és a spektralis kockazati mérték

kapcsolata

A spektralis kockazati mértékek és a Choquet integralok kézott fennélo kap-
csolatot felhasznalva kiilonbo6zé tételeket fogunk felirni a spektralis kockazati

mértékekre, ezzel megkonnyitve a kérdéskoriink vizsgéalatat.

2. Definicié (Choquet integral). [7/ Legyen S egy halmaz, és F az S
részhalmazainak eqy halmaza. Tekintsik az f : S — R fligguényt, és egy
monoton p : F — RY halmazfigguényt. Tegyiik fel, hogy [ mérheté a u
figgvényre, vagyis: ¥ x € R: {s|f(s) > x} € F. Ekkor az [ figguénynek a
1 mértékre vonatkozo Chogquet integraljat o kovetkezdképpen kaphatjuk meg:

/ fdu = / (u({s17(s) > x}) — u(S))dz + / " u{slf(s) > 2},

—0o0

ahol a jobboldali integrdlok a szokdsos Riemann integrdlok.



A Choquet integralok kiilon eseteként tekinthetiink a Choquet kockazati mér-
tékekre. Ebben az esetben az X valoszintiségi valtozonak nézziik egy adott
mértékre vonatkozd Choquet integraljat. Az X : 2 — R valoszintiségi val-
tozora mint fiiggvényre tekintiink, amely az eseményekhez rendel egy valos

szamot. Legyen p: A — [0, 1] mérték. Ekkor:

[ X [ el X @) 2 ah) = Dot [ pelX () 2 ahe

a Choquet integralok egy alesete, mely az X valoszintiségi valtozonak a pu
mértékre vonatkozd Choquet integralja.

Ennek azt a specialis esetét, amikor u = h o P alakban fennall, fogjuk
Choquet integral kockazati mértéknek nevezni. Ebben az esetben tehéat:

o0 0
pn(X) = /0 h(1 — Fx(z))dx +/ [h(1 — Fx(z)) — 1]dx.

Schmeidler tételének [10] egyik kovetkezményeként kolesonosen egyértelmid
megfeleltetés 1étesitheté a Choquet integral kockazati mértékek és a spektra-
lis kockazati mértékek kozott.
A kolesonosen egyértelmi megfeleltetéshez nézziik a spektralis kockazati mér-
téknek a veszteség alapu megkozelitését. A kolesonosen egyértelmi megfelel-
tetés az h(t) =1 — fol_t v(s)ds, illetve y(s) = /(1 — s) Osszefiiggések mellett
igaz. A h fiiggvényt elutasitas fiiggvénynek nevezziik. Mivel v(s) = ¢(1 — s)
igaz, ezért h/'(s) = ¢(s) is teljesiilni fog. A tovabbiakban a k' jeldlést fogjuk

hasznalni.

2.4. Alapvetd tételek a spektralis kockazati mértékkel
kapcsolatban
Ebben a részben néhény fontos, alapvetd, sajat eredményt fogunk ismertetni

a spektralis kockazati mértékekkel kapcsolatban, melyeket a késGbbiekben,

mas tételek bizonyitasanél fel fogunk haszalni.

2.2. Lemma. A spektrdlis kockdzati mérték értéke v = 1 fligguény esetén

mainimalis.



Bizonyitds: Tekintsiik a spektralis kockézati mértéknek a Cotter, Dowd és

Sorwar [14] cikkében alkalmazott definiciojat.

1
N, = / v(p)gpdp,
0

ahol v monoton névs fiiggvény, ¢ szintén monoton nové fiiggvény, hiszen
eloszlasfiiggvény inverze. Tekintsiik a [0, 1] intervallumon azonosan 1 filigg-

vényt, és egy ettdl eltérd v fliggvényt. Mindkett6re igaz a v definicioja miatt,

hogy:
1 1
/ v(p)dpz/ ldp = 1.
0 0

Mivel v monoton novekvd, és integralja 1, ezért biztosan van egy olyan leg-
kisebb a € [0, 1] pont, ahol vy(a) > 1. Induljunk ki a kovetkezs, definicio

szerint igaz egyenletbdl:

A(r—wmmpzozA?l—wmmp+/kl—wmmp

Nézziik meg a két spektralis kockidzati mérték kiilonbségét:

/0 qp(1 —7(p))dp = /0 qp(1 —~(p))dp + / (1 —~(p))dp,

err6l a kifejezésrél szeretnénk belatni, hogy nempozitiv. Mivel v monoton
novekvé fiiggvény, ezért p < a-ra y(p) < 1, p > a-ra y(p) > 1. Mindkét
integralt feliil tudom becsiilni, ha g, helyére g,-t irok, hiszen ¢ monoton névé
fiiggvény.

Vagyis:

/0 ¢p(1 —~(p))dp = /0 qp(1 —~(p))dp +/ gp(1 —~(p))dp <

a 1 1
<o [(A=2@)d+a [ -1@)p=a [ 1= =0
0 a 0
Tehat bebizonyitottuk, hogy tetszéleges v fliggvény esetén a spektralis koc-

kazati mérték értéke biztosan nem kisebb a 7 =1 esetnél. m

2.3. Lemma. Ha a v fiigguény pozitiv Lebesque mértékid halmazon eltér az
azonosan 1 fligguénytdl, akkor a spektrdlis kockdzati mérték értéke nagyobb a

manimalis értéknél.
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Bizonyitds: Mivel v monoton névé fliggvény, ezért a pozitiv Lebesgue mér-
tékd halmaz ahol eltér az 1-t6l a fiiggvény, biztosan egy [0,v], és egy [w, 1]
alakt intervallum lesz, ahol a [0, v] intervallumon nem nagyobb v értéke 1-nél,
[w, 1] intervallumon nem kisebb ~ értéke 1-nél és el6fordulhat, hogy v = w.
Ellenkez6 esetben ha nem két ilyen intervallumon térne el az értéke az azo-
nosan 1 fliggvénytsl, akkor nem pozitiv mértékid lenne a halmaz Lebesgue
meértéke, ahol eltér v 1-t6l, hiszen a + fiiggvény integralja [0, 1]—en 1.

Az altalanositott veszteségeloszlas-fliggvény inverz biztosan nem konstans,
mivel egy véletlen valdszintiségi valtozot tekintiink. Masrészrél monoton névé
fliggvény, ezért biztosan létezik olyan o' € [0,v], és w' € [w, 1] pontpéaros,

amelyre ¢, < q.. Tekintsiik a kévetkezd kifejezések koziil a minimalisat:

/0 (1= (). [ ) -

!

Az altalanossag megszoritésa nélkiil tegyiik fel, hogy fovl (1—~(p))dp a kisebb.

Ekkor vegyiik azt a w” > w’ pontot, melyre:

/0 (1= (p)dp = [ ) -

1"

Ilyen w” pont biztosan létezik, hiszen az integralfiiggvény folytonos, és
lim, f;(v(p) — 1)dp = 0, valamint fi,(v(p) —1)dp > fov/(l —~(p))dp > 0.
Mivel g, < qur, ezért q, < g, is teljesiilni fog a monoton novekedés miatt.
Vagyis:

' 1

/ (1= () dp — [ at =20+ [ a0 -

1"

+ [ = aohip+ [ a0 -2 @)ap <

< qu /0 (1 —=~(p))dp + Qw”/ (1 —~(p))dp+

"

"

T / (1= 2(p)dp + 0 / " (1 A)dp,

/

11



ahol a € [0, 1] itt is az a legkisebb pont, amelyre v(a) > 1.
A v és w” pontok megvélasztasa miatt a kovetkezd biztosan igaz:

17

/a(l —(p))dp + /w (1 =~(p))dp = 0.

!

Tehat az integralokat tgy alakitottuk, hogy paronként minusz egyszeresei

legyenek egymasnak, igy az utolsé két tag kiesik:

/ (L= 1(p)dp <

/

< (¢ — qur) /0 (1 =~(p))dp < 0.

2.4. Megjegyzés. v = 1 esetében a spektrdlis kockdzati mérték értéke a
portfolio varhato nyereségének minusz egyszerese, vagyis a portfolio varhato

vesztesége.

A fentiek segitségével megkaptuk, hogy a spektrélis kockézati mérték
értéke biztosan nem kisebb a pozicié varhatd veszteségénél, és csak akkor
egyvenld, ha a v fliggvényiink nullmértékd halmaz kivételével az azonosan 1

fiiggvény.

2.5. A spektralis kockazati mérték értékének noveke-

dése a részvénytartis idejének novekedésével

Az elmult években komoly kozgazdasagi vita targyat képezte, hogy a rész-
vénytartas kockazata a részvénytartas idejének névekedésével né-e vagy csok-
ken.

Bodie 1995-0s [24] cikkében az addigi konvenciéval szemben arrol irt, hogy
a részvénytartas kockazatanak az id6 novelésével novekednie kell. A kocka-
zatot az addigiaktol eltérGen kezelte. A kockazatot addig azzal a kérdéssel
hoztak Gsszefiiggésbe, hogy mekkora a valoszintisége annak, hogy a részvé-

nyem értéke (S(t)) egy jovébeli pillanatban (t) kisebb lesz, mint ha a jelenlegi

12



részvényarfolyamot (Sp) kockdzatmentes kamatlab mellett befektetném. Ek-
kor a betétem értéke Spe™ lenne a t idSpontban. Annak a valoszintsége, hogy
a részvényem értéke Spe"'—nél kisebb lesz valoban csokken ¢ novekedésével.
Ez a megkozelités azonban nem veszi figyelembe, hogy mennyivel kisebb a
részvényem értéke Spe"'—nél, és t novekedésével a részvényem értéke nyilvan
joval nagyobb nagysagrendben térhet el Spe’* —nél.

Bodie mindezek miatt egy ettdl eltéré megkozelitését valasztotta a kockézat
mérésére. Azt vizsgalta, hogy hogyan valtozik annak a put ociénak az ara,
mellyel el tudom érni, hogy ¢ idépontban legalabb Sye™ Gsszeggel rendelkez-
zek a put opcid és a részvény 0 idpontban térténd egyideji megvasarlasaval.
Tehat egyfajta portfoliobiztositas arat vizsgalta kiilonbo6zé ¢ idépontokban,
és azt taldlta, hogy a put opcid ara t novekedésével névekszik, vagyis a koc-

kazat az idGvel novekszik ebben a megkozelitésben.

Bodie-nak ez a megkozelitése azonban szamos kritikat kapott, és egy vita
alakult ki az allitasa helyességérsl. Taylor és Brown 1996-0s |21] cikkében a
konstans szorés feltételezését talalta alkalmatlannak Bodie bizonyitédsaban.
Dempsey, Hudson, Littler és Keasey [15] szintén 1996-os cikkében arrol ir,
hogy Bodie elbukta a vitat.

Treussard 2006-os [11] cikkében azonban mégis Bodie megkozelitésére ala-
pozva vizsgilta a VaR és az Expected Shortfall értékét a GBM részvényar-
folyam modellben.

Nguyen, Pham és Tran [9] pedig szintén Bodie tételét vette alapul, és ezzel
vizsgélta a GBM részvényarfolyam modellben a spektralis kockazati mérték
kiszamitésat, és arra kovetkeztettek, hogy a kockazatsemleges mértékben kell
kiszadmolni ezeket a mértékeket, Treussard sejtését figyelembe véve. Itt Treus-
sard sejtése lényegében Bodie tétele, és mi is igy fogjuk hivni a kévetkezékben
azt a megfontolast, miszerint a részvénytartas kockdzatanak novekednie kell
az idGhorizont novelésével.

Mi is Treussard sejtését alapul véve fogjuk vizsgalni a spektrélis kockazati

mérték értékének kiszamitasat kiilonbozé részvényarfolyam modellekben.
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3. Spektralis kockazati mérték a GBM rész-

vényarfolyam modellben

Nguyen, Pham és Tran cikkének f6 kérdése az volt, hogy milyen feltéte-
lek mellett lehet biztositani az el6z6ekben emlitett idGkonzisztencia feltételt
spektralis kockazati mértékek szamitasakor.

A kovetkezd, ismert részvényarfolyam modellt vezették be:
dSt = ;LStdt + UStth. (1)

Vagyis a részvényarfolyam mozgésara a szokasos geometriai Brown-mozgast
feltételezték.

S(t)-vel jelolve a t. idépontbeli részvényarat, a 0. idé6pontban a befektetd
eldontheti, hogy az Sy részvényarfolyamnyi pénzt vagy befekteti r kockézat-

mentes kamatlab mellett, vagy megveszi a részvényt.

1. abra. A geometriai Brown-mozgés egy 5 éves szimulacidja p = 0,12 és

o = 0,21 paraméterekkel.

A kovetkezd véletlen valtozonak fogjuk a kockazatat vizsgalni:

Y(t) = Spe™ — S(t).
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Tehat a biztos pénzbdl levonjuk a kockazatos részvényarfolyamot. Amennyi-
ben Y (t) pozitiv (biztosan nem nagyobb Spe™-nél), akkor a részvény rosszul
teljesitett, ha Y (¢) negativ, a részvény jol szerepelt.

Mivel v : [0,1] — [0,00] monoton ndvekvd fiiggvény, igy a pozitiv Y (t)
elemekhez fogja a nagyobb értékeket rendelni, vagyis amikor a részvénnyel
veszitettlink volna.

Ezzel a véletlen valtozoval tehat a pozicionknak a veszteség alapu vizsgala-
tahoz jutunk.

A geometriai Brown-mozgas (1) adott t id6pontbeli eloszlasat a kovetkezd

képlettel kapjuk:

S() Sgep, %t+0’W Sep, %H—cr\[Z
ahol W (t) a Wiener folyamat ¢ helyen felvett értéke, Z pedig egy sztenderd
normaélis eloszlast valoszintségi valtozo. A fenti atalakitas igaz, hiszen W (t)

egy t szorasnégyzeti, 0 varhato értéki normdlis eloszlasu valoszintiségi val-

tozo. A fenti formula miatt igaz a kovetkezd Gsszefiiggés:

Fila) = B(S() < 2) = @(W%) G %”),

ahol F; az S(t) eloszlasfiiggvénye, ® pedig a sztenderd normalis valoszintségi
valtozo eloszlasfiiggvénye.
Az Y (t) spektrélis kockdzati mértékét az alabbi Gsszefiiggéssel kapjuk
meg:
0 0
p(h(Y(t))) = /O h(P(Y(t) > z))dx + /Oo[h(IP(Y(t) > x)) — 1]dx.

A kovetkezében a GBM részvényéarfolyam modell mellett igaz altalanos
formulat adjuk meg a spektralis kockazati mértékek kiszamolasara.
A spektrélis kockazati mérték kiszdmitasahoz a kovetkez6 valoszintiségre

lesz sziikséglink:

P(Y (t) > z) = P(Spe™ — S(t) > x) = P(S(t) < Spe™ — ) =

15



o[ — (- e
‘q)( NG )

A kovetkezd helyettesitéssel éliink:

In(Seet=zy _ (, — 22)¢
SR B G =z, vagyls dr = —oVtSye? Vit iz,

oVt
Ebbdl adodik, hogy:

c

p(h(Y (1)) = S0 / B(®[2])ovEeln= Vi

—00

+SO/ [h(®[z]) — 1]oVte! p=T iz
c

ahol ,

rt —(n— )t

o/t

Egyszer parcialisan integralva kapjuk, hogy:

O:

1
V2T

Megkaptuk tehat az altalanos formulankat a spektralis kockazati mérték ki-

p(h(Y (1)) = Spet[1 — e /_ h W (®[2]) ——=ez C=7VD 2],

szamitasara.

A szerzok kiilonboz6 tételeket bizonyitottak be p(h(Y (t))) értékére, mind-
ezt annak a kérdésnek az eldontése érdekében, hogy a Treussard sejtés mi-
lyen feltételek esetén teljesiil, illetve sériil. Kiilonos tekintettel azt vizsgél-
tak, hogy a statisztikai, vagy a kockizatsemleges mértékben kell-e szadmolni
a spektralis kockazati mértéket.

A statisztikai mértékben a részvényarfolyam a kovetkezd dinamikéaval ir-
hato le:

dS; = puSidy + o SydWy,

ahol p a részvény megfigyelt hozaméanak tekinthetd.
A kockazatsemleges mértékben a részvényarfolyam a kdvetkez dinamikéaval
irhato le:

dS; = rSidy + S dW;,
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ahol r a kockdzatmentes kamatlabnak tekinthetd.

Ismert, hogy a kockazat megfelels portfolio kialakitasaval kikiiszobolhetd,
igy az opcidarazast a kockazatsemleges mértékben kell elvégezni. Nyitott
kérdés azonban, hogy a spektralis kockazati mérték szamitasat melyik mér-

tékben végezziik. Ezzel kapcsolatban ismertettek tételeket a szerzék.

3.1. Tétel. Ha W(:) alulrdl korldtos valamely C' # 0 konstanssal, akkor a
GBM részvénydrfolyam modell esetén p(h(Y (t))) negativ megfeleléen nagy

t—re a statisztikai mértékben.

Bizonyitds:

0o 1 B
/ h/@[Z])me;(z_"”)dez

e oV, >C >0,

>C

o0
<1
—oo V21
ahol az utolso egyenlGtlenség belatdsdhoz vegyiik észre, hogy az integral pont
1, mivel egy normalis eloszlasi valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvényét integ-
raljuk —oo—t6l co—ig.

Mivel a statisztikai mértékben p > r, ezért:

o 1 =
eln=rt / B (®[2]) ez =V

00 2T

kifejezés tart a végtelenbe, ha ¢ tart végtelenbe. Vagyis p(h(Y'(t))) tart
—oo—be, a tétel tehat helyes. m

Vagyis megkaptuk, hogy amennyiben a legkisebb veszteséghez is pozitiv
silyt rendeliink, vagyis az Gsszes lehetséges portfolio-kimenet pozitiv sullyal
szerepel, akkor a statisztikai mértékben a spektralis kockazati mérték értéke

tart a minusz végtelenbe, ha t—vel tartunk végtelenbe.

3.2. Tétel. Ha h' folytonos minden pontban és pu — r — "72 > 0, akkor a

GBM részvénydrfolyam modell esetén p(h(Y (t))) negativ kellden nagy t—re

a statisztikar mértékben.

Bizonyitas:
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Mivel A’ nemnegativ, monoton csokkend, folytonos és integralja [0, 1]—en

1, emiatt biztosan létezik egy olyan zart A intervallum [0, 1]—en, amire igaz:
W(z)>c V x€A,
ahol ¢ > 0. Emiatt a kovetkez6t kapjuk:

OO / 1 SL(z—0v/1)?
/ h(cp[z])ﬁeﬂ VIR =

= h(P[z e%l(z_"\/i)2dz+
/@ | @R

+ / h'(®[z]) ez Vg, >
R\®-1A4 V2

> C/ L Seovirg.y
d-14 V2T

1

+/ B (®[z]) e

R\®1A Vim

Mivel A’ monoton csokkend, ezért biztos, hogy az A intervallum [0, a] alaku,
ahol 0 < a < 1. Ekkor @ !(A) = (—o0,b], ahol b = ®~(a). A (—o0,D

intervallum V  x elemére tehat h'(x) > c¢. Vegyiik ennek az intervallumnak

PV,

a [d/, b] részintervalluméat. Mivel &’ > 0 mindenhol, ezért:

0o 1 B
/ h/@[Z])me;(Z_"”)dez

b1 L 2
> c/ PR G ADR P
a’ 27T

= c[®(b— oVt) — D(d' — oV/1)].

Ahol az utolsé atalakitas azért igaz, mert a o/t varhaté értékd, 1 szorasnégy-
zet normalis eloszlasi valosziniiségi valtozo stirtiségfiiggvényét integraltuk az
[a, b] intervallumon.

A kozépértéktételt felhasznalva:
c[®(b—ovt) — ®(d — oV/t)] >
> c(b—a)e= VO,
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valamely d € [d/, b]—re.

Tehat:
1

V2
ae

ez (FoViq, >

elu=r)t / Z 1 (D[2])

> eh=rlte . (b _ F(d—ovt)? _

o _lg2
:c-(b—a’)e(“ r 2)t+d0\/z 5d )

Mely kifejezés a p—r— %2 > ( feltétel miatt végtelenbe tart, ha t—vel tartunk
végtelenbe. Vagyis a tétel valoban igaz, hiszen egy —oo—be és egy co—be
tartd tényezG szorzata —oo—be tart. m

A kovetkezd sajat eredmény is igaz.
3.3. Tétel. 3.2 tetszdleges h' fiigguény esetén igaz.

Bizonyitds: Mivel h' monoton csokkend fiiggvény egy zart intervallumon,
ezért csak megszamlalhato sok szakadasa lehet, vagyis majdnem mindentitt
folytonos.
Két eset lehetséges: létezik olyan c¢,d > 0, hogy [c, d]—n pozitiv A/, illetve,
hogy nem létezik ilyen ¢, d > 0.

ElsG esetben a bizonyitas befejezhets az el6z6 tétel segitségével A = [c, d]
valasztassal.

Masodik esetben ha nincs olyan [c, d] intervallum, ahol pozitiv a fliggvény,
az azt jelenti, hogy h'(a) =0 V a > 0 esetén. Ellenkezs esetben [0, a]
megfelel§ intervallum lenne.
Ebben az esetben lényegében a degeneralt Dirac delta lesz a b’ fliggvényiink.
Csak a legnagyobb veszteséghez fog sulyt rendelni a kockazati mértékiink,
minden méshoz 0 nulla silyt rendel. Vagyis ebben az esetben a spektralis
kockézati mérték értéke: (Spe™—max(S(t))) lesz. Ez a kifejezés biztosan tart
a minusz végtelenbe.

3.4. Tétel. Ha h'(1) > 0, akkor a GBM részvénydrfolyam modell esetén
p(h(Y (t))) negativ megfelelden nagy t—re a statisztikai mértékben.
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Bizonyitds:

o0 1
/ h/@[z])@“wmdzz

Parcialisan integralva kapjuk:

U\/i / 1 —1( \/2)2
h(®|z]) ——=e2 ¥ VY dz =
[

oV
= [W(®[])Gi(2)]7% — ' (@[z])d(2)Gi(2)dz,

ahol G¢(z) a o/t varhato értékd, 1 szorasu normalis eloszlast valoszintségi
valtozo eloszlasfiiggvénye. Felhasznalva, hogy A’ monoton csékkend fiiggvény,

vagyis h” < 0:
oVt
P@ENGELE - [ W(@loG s =

> (@G > SH (@[ V) >

1
> §h,(1> > 0.
Vagyis:

& 1 - 2
e(ur)t/ h/(q)[zb\/%e;(zm/f) dz

megfelelGen nagy t—re nagyobb lesz 1-nél, ennélfogva p(h(Y (t))) negativ lesz

megfelelGen nagy t—re. m

3.5. Megjegyzés. 3.1 és 3.4 ekvivalens. Mivel h' monoton csékkend, igy ha
R'(1) > 0, abbdl kiévetkezik, hogy W' (-) alulrol korldtos egy C > 0 szdmmal,

illetve ha h'(-) korldtos eqgy C' > 0 szdmmal, abbdl is nyilvdn kévetkezik, hogy
(1) > 0.

3.6. Tétel. Ha
lim (e~ (®[oV/1])) = oo,

t—o00

akkor a GBM részvénydrfolyam modell esetén p(h(Y (t))) negativ megfelelden

nagy t—re a statisztikai mértékben.
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Bizonyitds:

3.4 bizonyitasahoz hasonlban:

o 1 - 2

vagyis a feltétel miatt

o 1 =
e(u—r)t/ K (®[2]) \/%QT(z—a\/i)de

megfeleléen nagy t—re nagyobb lesz 1-nél, ennélfogva p(h(Y (t))) negativ lesz
megfelelGen nagy t—re. m
A statisztikai mértékben, amikor p > r tehit nem teljesiil a Treussard
sejtés, miszerint az id6 novelésével a kockazatnak névekedni kell. Ennélfogva
ez a mérték alkalmatlannak bizonyul spektralis kockdzati mérték szdmitésara.
A kockazatsemleges mértékben, amikor p = r a kdvetkezs képlet adodik

a spektralis kockazati mértékre:

Y () = Soc”(1 = [ H(@le]) =

Egy segédtételre lesz sziikségiink a probléma vizsgalatahoz.

e%l(z_aﬁ)2dz].

3.7. Tétel. ffooo R (®[z]) \}e%(z_"‘/wdz monoton csokkendt fiigguényében.

Ve

Bizonyitds: Az integrandus egy szorzat, aminek a masodik tényezéje egy
o/t varhato értékd, 1 szordsi normalis eloszlast valoszintségi valtozo strd-
ségfiiggvényének értéke a z helyen.

Ha t—t noveljiik, akkor az 0j stirtiségfliggvény ugyanazokat az értékeket fogja
felvenni, csak mas helyen. Jelolje a o/t varhato értékid, 1 szorast normalis
eloszlast valoszintiségi valtozo strtsegfiiggvényét f,, a o/t varhato értékd,
1 szorasi normaélis eloszlast valoszintiségi valtozd stirtiségfiiggvényét f;/, ahol
t < t'. Ekkor tetszéleges z—hez létezik olyan 2’, hogy fi(z) = fi(2'), hiszen
mindkét fiiggvény ugyannnyi szorast normalis eloszlas stirtségfiiggvénye.

Mivel t < ¢/, ezért fi(z) = fu(2') esetén z < 2z, hiszen ugymond eltoltuk
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jobbra a stirtiségfiiggvényt a két varhato érték kiilonbségének megfelels ér-
tékkel.

Az integrandust a masodik tényezdk szerint csoportositjuk, vagyis két adott
id6ponthoz t—hez, és t'—hez, minden z—re megkeressiik azt a z'—t, melyre
fi(z) = fu(2).

Ekkor a két integrandusban h/(®[2'])- fu (2') illetve h'(P[z])- fi(2) alakt tagok
fognak szerepelni. Mivel A’ monoton csokkend fiiggvény, ezért

R (®[Z]) - fu(2') < W(P[z]) - fi(2) teljesiilni fog. Az egyenl6tlenség minden
z, 2’ parosra igaz, igy az integralra is igaz lesz. Vagyis

o 1 = 2
/ h'(@[z])meT(‘Z—"ﬁ) dz

monoton csokkend t fiiggvényében. m

Térjlink vissza a kiindul6 problémankhoz. Nguyen, Pham és Tran [9] cik-
kiikben vizsgaltdk a spektralis kockdzati mértéket a GBM részvényarfolyam
modell kockazatsemleges mértékében is. Egy tételt is felirtak, amelynek bi-
zonyitasa jelen dolgozat szerzGje szerint pontatlan és elnagyolt.

A 2.4 részben emlitett tételek és 3.7 segitségével azonban egy pontos bizo-

nyitast probalunk adni erre a tételre.

3.8. Tétel. A GBM részvénydrfolyam modell esetén a spektrdlis kockdzati

meérték értéke monoton nd t—ben a kockdzatsemleges mértékben.

Bizonyitds: A pozicionk: Y (t) = Spe™ — S(t).

Ennek varhatod értéke pontosan 0 a kockdzatsemleges = r mértékben.
Tehat a nemtrividlis v = 1 fliggvényt leszamitva a spektralis kockdzati mérték
értéke biztosan nagyobb lesz 0-ndl V. t—re.

Ugyanakkor a spektralis kockazati mérték értékét ebben az esetben a

kovetkezSképpen kaphatjuk meg:
* 1

p(h(Y (1)) = Soe™[1 — / Bl =

Az els6 tag pozitiv, monoton né. A masodik tagnak is pozitivnak kell lennie

eiTl(Z*U\ﬁ)de].

(ha nem a trivialis esetrdl beszéliink), hiszen a mérték értéke biztosan pozitiv,
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és a 3.7 tétel kovetkezményeként monoton névekvd, igy elmondhato, hogy a
szorzatuk is monoton névekszik. m

Ezzel Treussard feltétele teljesiil a kockdzatsemleges mértékben. Elmond-
hato tehat, hogy a spektrélis kockazati mérték kiszamitasa a kockazatsemle-
ges mértékben kell, hogy megtorténjen a GBM részvényarfolyam modellben.
A GBM részvényarfolyam modell mellett azonban sok maésik részvényarfo-
lyam modellt is alkalmaznak a pénziigyi matematikaban, melyek a Lévy fo-
lyamatokkal hozhatok Osszefiiggésbe. Nézziik 4t ennélfogva a Lévy folyama-

tokrol az alapvets tudnivalokat!

4. A Lévy folyamatokrél nagyon roviden

A Lévy folyamatokat a pénziigyi matematikiban alkalmazzék elGszeretettel
az utobbi idékben. A Lévy folyamatok speciélis sztochasztikus folyamatok,
tobbek kozott a Wiener folyamat, illetve a Poisson folyamat is specialis Lévy
folyamat. A Lévy folyamatokrol Cont és Tankov 2004-es [20] konyvében talé-
lunk részletes leirast, az alabbi tulajdonsagai is ott talalhatok meg gondosan

kifejtve.

3. Definici6 (Lévy folyamat). Egy R? értéki cadlag {X(t) : t > 0} szto-
chasztikus folyamatot Lévy folyamatnak neveziink, amennyiben teljesiti a ko-

vetkezd tulajdonsdgokat:
e X(0)=0,
o X(t) figgetlen névekményd,
o X(t) staciondrius névekményd
o X(t) sztochasztikusan folytonos:

V e>0, ImP(|X(t+h)—X(t)]>e€) =0.

h—0

4. Definici6 (Végteleniil oszthato6 eloszlas). Egy F valdszindségi elosz-

last végtelelentil oszthatonak neveziink, ha minden n pozitiv egészre létezik
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X1, Xna, ..., Xon fliggetlen, azonos eloszldsiu valdszindségi valtozd, hogy

X+ X+ -+ X, F eloszldsi.

A Lévy folyamatokon beliil fontos részhalmazt alkotnak az Osszetett Poisson

folyamatok.

5. Definici6 (Osszetett Poisson folyamat). Az Osszetett Poisson folya-
mat A > 0 intenzitdssal, és f ugrdseloszldssal eqgy X (t) sztochasztikus folya-

mat:
N(t)

X() =Y (),

ahol az Y (i) ugrdsnagysdagok figgetlen azonos eloszlasi valdszinidségi viltozok
f eloszldssal, és N(t) egy X\ intenzitdsi Poisson folyamat, amely fiiggetlen

VY (i)—tdl.

Két fontos mérték definidlédsara szintén sziikség van a Lévy folyamatok meg-

értéséhez.

6. Definici6 (Ugrasmérték). Jx(B) az X(t) folyamat ugrismértéke, ha
vV BC ([O, oo] x (R'\ O)) halmazra:

Jx(B) = #{t : (t, X(t) — X(t—)) € B}.

7. Definici6 (Lévy mérték). Legyen {X(t) : t > 0} egy Ri—beli Lévy fo-
lyamat. Ekkor a v R%—beli mértéket:

v(A) =E[#{t €[0,1] : AX(t) #0, AX(t) € A}, AecBR?),

az X (t) folyamat Lévy mértékének nevezzik. Ekkor v(A) az egységnyi idd

alatt beérkezd azon ugrdsok vdrhato szama, amely ugrdsnagysdg A-ba tartozik.

Ezen mértékek meghatarozoak a Lévy folyamatok vizsgalata soran.

4.1. Tétel (Lévy-Tto dekompozicio). Legyen {X(t) : t > 0} egy RI—beli
Lévy folyamat, v Lévy mértékkel. Ekkor:
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o v egy Radon mérték R4\ 0-n és teljesiti:
/ |z|*v(dz) < oo, v(dx) < oo.
|X|<1 |X[>1

o X(t) ugrdsmértéke, melyet Jx—el jeldlink, eqy Poisson véletlen mérték

[0,00] x Re-n,  v(dx)dt intenzitdsmértékkel.

o Létezik egy v vektor, és eqy d dimenzicos B(t) Brown mozgds A kovari-

ancia mdtrizzal, hogy:

X(t) =~t + B(t) + X (t)" + lim X (¢)°,

e—0

ahol:
X(t) = / xJ,(ds x dr),
|z|>1,s5€[0,t]

X(t) = / x{J,(ds x dz) — v(dz)ds}.
e<|z|<1,s€[0,t]

Egy maésik nagyon fontos tétel a Lévy Hincsin reprezentéicios tétel a Lévy

folyamatokkal kapcsolatban.

4.2. Tétel (Lévy Hincsin reprezentacios tétel). Legyen {X(t) : t > 0}
eqy R4—beli Lévy folyamat (A, v,~y) karakterisztikus hdrmassal. Ekkor:

]E[eiti(t)} — 61&(;5(2)7 = Rd,

ahol a ¢ fligguény a kévetkezd:

1 A
P(2) = —§ztAz +iv'z +/ (" =1 — iztal < )v(de).
Rd
A Lévy folyamatokat tehat a karakterisztikus harmasuk (A,v,~) egyértel-
miien meghatarozza, és a karakterisztikus fiiggvényre a fenti formula igaz.
A kovetkezs fejezetekben specidlis Lévy folyamatokat felhasznalva kiilonb6zé

modellekben vizsgaljuk a spektralis kockazati mérték értékét.
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5. Spektralis kockazati mérték az FMLS(Finite
moment log stable) részvényarfolyam modell-

ben

Egy specialis részvényarfolyam modellben fogjuk vizsgalni Treussard sejté-
sét a spektralis kockazati mértékek kiszamitasara. Carr és Wu 2003-as [17]
cikkét hasznaljuk fel ehhez. Ok ebben tigynevezett véges momentumi Lévy-
stabil(Finite moment log stable) folyamatokat vizsgaltak opcidarazéas szem-
pontjabol.

A stabil eloszlasok a valdszintiségi eloszlasoknak egy osztalya, amelyek
vastag farkisagot, és ferdeséget engedélyeznek. Széles korben alkalmazzak
Gket pénziigyi adatok modellezésére. A stabil eloszlasokrol Nolan 2005-6s
[13] konyvében ir nagy terjedelemben, a kovetkezs alapvetd tudnivalok is ott
talalhatok meg részletesen.

A stabil eloszlasok definicidja:

Ha X, X, Xy, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu stabil valoszintiségi
valtozok, akkor:

X1+ Xo4 .+ Xy L e, X +dy,

valamely ¢, > 0 és d,, konstansra. Itt az egyenlGséget eloszlasban kell értel-
mezni, vagyis a jobb és bal oldalon azonos eloszlasi valészintiségi valtozok
szerepelnek.

A stabil eloszlasokat négy paraméterrel lehet leirni: (o, 3,7,9). Altala-
nossagban nincs zart formula a stabil eloszlasok stirtiség és eloszlasfiiggvé-
nyére, néhany ismert eloszlas azonban kivételnek tekinthetd.

Az o paramétert indexnek, vagy a stabilitds indexének szokés nevezni, és
0 < a < 2—nek biztosan teljesiilnie kell. A definicioban szerepl§ ¢, kons-
tansnak ne alakanak kell lennie.

A [ paraméter a ferdeséget jeldli, és biztosan —1 < § < 1. Ha 8 = 0,
akkor az eloszlas szimmetrikus, ha § > 0, akkor az eloszlas jobb oldali iranyba

ferdiilt, ha 5 < 0, akkor az eloszlas bal oldali iranyba ferdiilt.
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A ~ paraméter az dgynevezett skila paraméter, minden pozitiv szdmot
felvehet.

A ¢ paraméter a lokdcios paraméter, ez jobbra tolja az eloszlast, ha § > 0,
és balra tolja az eloszlast, ha 6 < 0.

A stabil eloszldsoknak tehat a siirtiség- és eloszlasfiiggvényiik csak néhany
esetben fejezhets ki zart alakban, a karakterisztikus fliggvényiiket azonban
mindig ki tudjuk fejezni.

Ha X stabil eloszlast valoszintiségi valtozo («, 3,7,0) paraméterekkel,

akkor a karakterisztikus fiiggvénye:
¢X (U) _ E(eiuX) _ e—|'yu|“[l—iﬂsz’gn(u)A}-l-iéu7
ahol sign(u) az elGjele az u értéknek, A pedig a kovetkezGképpen adhato
meg;:
-2
A =tan(ra/2), ha a#1, A= ?logﬁ\, ha a=1.
A siirtségfiiggvényt az ismert képlet alapjan kaphatjuk a karakterisztikus
fiiggvénybdl:
1 [~ ,
= — t)e "t dt.
fla) =5 | ote

Harom aleset van, amikor ez zart alakban kifejezhets: a normalis- a Cauchy-

és a Lévy eloszlasok. A kovetkezG megfeleltetések mellett igazak ezek:
e N(u,0%) = S(2,0,0/+/2,0),
e Cauchy(v,0) = S(1,0,7,9),
o Lévy(v,d) =5(1/2,1,7,9).

A normalis eloszlast kivéve az Osszes stabil eloszlas vastag fark.
A kovetkez6 tétel igaz a stabil eloszlasokra, melyet a késébbiekben fel fogunk
hasznalni.

Fiiggetlen, stabil eloszlast valoszintségi valtozok linedris kombinécidja
is stabil eloszlast a kovetkezd Osszefiiggésekkel: ha X; ~ S(a,f;,7;,0;),
7 =1...n, akkor:

ale +a2X2 + - +anX’rL ~ S(aaﬂvvaé)a
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a kovetkezd Osszefiiggésekkel:

> i1 Bisign(ag)la;v;|®
Z?:l |ajy;] 7

’706 = Z ’aj7j|a’
j=1
j=1

A stabil eloszlasok tehat a fenti alapvets tulajdonsagokkal birnak, nézziik

8=

meg, hogy milyen sztochasztikus folyamatokkal hozhatok kapcsolatba [8].
Egy {X(t) : t € T} sztochasztikus folyamatot stabil folyamatnak neveziink,
ha minden t—re X (¢) stabil eloszlastu. A stabil folyamatok egy részhalmaza
a Lévy « stabil folyamatok.

Egy {X(t) : t > 0} sztochasztikus folyamatot Lévy « stabil folyamatnak

neveziink, ha:
e X(0)=0,
o X fiiggetlen novekményti,

o X(t) — X(s) ~ S(a,3,(t —s)a,0),V 0 < s <t < oo, valamely
0<a<2, —1<p<1 paraméterekkel.

a = 2 esetre pont a Wiener folyamatot kapjuk. A Lévy « stabil folyama-
tok hasonl6 szerepet jatszanak a stabil folyamatok kozott, mint a Wiener
folyamatok a Gauss folyamatok kozott.

Carr és Wu [17] Lévy « stabil folyamatokat hasznélt tehat a részvényéar-
folyam modellezésére, mindezt a kévetkezd kozgazdasagi okok miatt.

Az tdgynevezett implicit volatilitas smirk-et vizsgaltik kiillonb6z6 pénzte-
lenségi mérték értékek, és a lejarati id6 fiiggvényében az S& P 500 indexben
megfigyelt arakra.

A pénztelenségi mértéket a kovetkezd képlettel kapjuk:

In(K/Fy)
N
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ahol ¢’ az index valamilyen atlagos volatilitasértékét jeloli. Legtobbszor en-
nek a meghatarozasahoz az ugynevezett VIX értéket hasznaljak. K a kotési
arfolyama az opcionak, Fy pedig az implicit forward ara az indexnek a t
id6pontban.

A volatilitas smirk definidlasdhoz sziikségiink lesz néhany fogalomra [23]:

Jeloljitk o4 (€)-vel az implicit volatilitas értéket a & helyen.

Az ATM implicit volatilitast a kdvetkezs képlettel kapjuk:

a10 = 01(§)e=o0-

Az implicit volatilitas és az ATM implicit volatilitds hanyadosat nevezziik
normalizalt implicit volatilitdsnak: ‘21—1(5)
Az ATM implicit volatilitas ferdeségének nevezziik a normalizalt implicit

volatilitasnak a pénztelenségi mértékre vonatkozo elsérendd érzékenységét:

"= %[01(@

}k:()-

Az ATM implicit volatilitas gorbiiletének nevezziik a normalizalt implicit vo-

010

latilitasnak a pénztelenségi mértékre vonatkoz6 masodrendii érzékenységének

a felét:

Y2

1 [01(5)}‘
 2de? o
A volatilitas smirk értéket a fenti fogalmak segitségével a kivetkezd kép-

lettel kaphatjuk:

010

01(€) = a10(1 + 1€ + 12€?).

Carr és Wu a volatilitas smirk értékét vizsgalta S&P 500 historikus ada-
tokra kiilénbo6z6 kotési arfolyamok és lejarati idék esetén, és azt figyelték
meg, hogy az érték nem simul ki, a meredeksége a smirknek nem fog 0—va
valni, ahogy a lejarati értéket (t—t) noveljiik.

Ez a megfigyelés meglepd, és figyelmen kiviil hagyja a centralis hatér-
eloszlas tételt. A centralis hatareloszlastétel alapjan a hozam értékeknek
a normalis eloszlashoz kellene konvergalnia, ahogy a lejarati értéket novel-

jiik, mely magaban foglalna, hogy a volatilitas smirk kisimulna, konstanssa
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valna, ahogy a lejarati id6t novelnénk. Carr és Wu emiatt olyan modellt
épitett melyben a hozamoknak nem létezik mésod- és magasabbrendd véges
momentumuk, a centrilis hatareloszlastétel feltételei sériilnek, vagyis a lejé-
rati id6 novelésével se tekinthetd a loghozam normaélis eloszlastinak. Ebbdl a
célbol megfelels a stabil eloszlast hozam feltételezése.

A szerz6k pontosan megvizsgaltdk a historikus volatilitas smirk alakjat,
és ez alapjan olyan modellt épitettek, melynek a volatilitds smirkje teljesiti
a megfigyelt tulajdonsagokat.

A volatilitdas smirk negativ, lefelé iranyulé meredeksége asszimetriat, ne-
gativ ferdeségét tiikrozi vissza a loghozam eloszlasanak, a smirk pozitiv gor-
biilete vastag farkd loghozam eloszlasra utal.

Az elmult évtizedekben méar széles korben tortént a modellezése a logho-
zamoknak Lévy folyamatokkal. Ezek koziil néhany a Poisson ugré modell,
a Variance-gamma modell, a Log-gamma modell, és a CGMY (Carr-Geman-
Madan-Yor) modell. Ezekre a modellekre azonban a centralis hatareloszlas
tétel miatt a ferdeség abszoliat értéke a lejarati id6 négyzetgydkének recip-
rokaval ardnyosan csokken, a gorbiilet a lejarati id6 reciprokaval ardnyosan
csokken. Ezeknek kovetkeztében a fenti modellekbél kapott implicit volatili-
tas smirk nagyon gyorsan kisimul, ahogy a lejarati id6 névekszik.
Sztochasztikus volatilitas modell hasznélataval lelassithatjuk a konvergen-
cia sebességét, de nem &llithatjuk le, mindaddig, amig a volatilitds modell
stacionarius.

Carr és Wu tehat véges momentumi Lévy « stabil folyamatokat (FMLS)
hasznalt a részvényéarfolyam modellezésére.

Ezeket a differencidlegyenleteket kozvetleniil a martingal mértékben adtak
meg (u =r). A differencidlegyenlet, ami a részvényarfolyam mozgéasat leirja

a kovetkezg alakba irhato:
dS, = Syrdt + SiodL ™", >0, ac€(1,2).

A geometriai Brown mozgassal dsszehasonlitva a differencialegyenletet, a Wi-
ener folyamat helyett a fenti egyenletben Lévy « stabil folyamatokat hasz-
naltunk. Vagyis L’ eloszlasa egy sztenderdizalt (6 = 0) stabil eloszlast
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valoszintiségi valtoz6 minden t—re a kdvetkezd paraméterekkel:

LP ~ S(a, B, t=,0).

2. dbra. Az FMLS folyamat két darab 5 éves szimulacidja. A zold trajekto-
rian 4 = 0,12 és 0 = 0,21, a = 1,3 paraméterekkel tortént a szimulacio, a

kék trajektorian p = 0,12 és 0 = 0,21, o = 1,7 paraméterekkel.

Az o paramétert az (1,2) intervallumra szikitették le, ezzel azt bizto-
sitva, hogy a hozam kétfarka lehessen, vagyis az egész valos szdmegyenesen
értelmezve legyen.

A [ = —1 feltételt a részvényarfolyam momentumainak végessége miatt
tettiik fel.

A cikkben a volatilitds smirk grafikont a fenti FMLS modell mellett a
Variance gamma(VG) modellre, a Poisson ugr6é modellre (MJD), és a Poisson
ugro modellnek egy sztochaszikus volatilitassal kibGvitett modelljére (MJD-
SV) vizsgaltak.

A 4 folyamat koziil a legjobban az FMLS modell illeszkedett a valodi,
historikus volatilitds smirk grafikonokra. Az &altaluk hasznalt modell tehat
igencsak alkalmas részvényarfolyamok realisztikus modellezésére a fenti okok

miatt.

31



A Lévy a stabil folyamatok « € (1,2)—re, melyeket az FMLS modellben
felhasznalunk, tgynevezett tiszta ugro folyamatok, barmilyen idéintervallu-
mon beliil végtelen szadmu ugréssal bir a folyamat.

a—t szabad paraméternek valasztjuk, és a pontos értékének meghatarozasa-
hoz megfigyelt piaci arakat hasznalhatunk.

Lévy a stabil folyamatokkal Carr és Wu cikke el6tt is végeztek néhanyan
pénziigyi modellezést. Ennek a cikknek a f6 djitdsa azonban a [ paramé-
ternek a —1—re valo rogzitése volt. Ezzel a maximalis negativ ferdeséggel
megtartottdk a vastag farkd hozamokat, azonban ellentétben a szimmetri-
kus modellel, a részvény/index arfolyamok véges feltételes momentumokkal
rendelkeznek, ami elényos, tobbek kozott azért, mert igy az opcié arak is
végesek ennek a modellnek a hasznalataval.

A cikk alapjan a sztochasztikus differencidlegyenlet megoldasa a kovet-

kez6 alakban irhato fel:
St — SoertereraLf’_l ) (2)

Mivel 6k a kockdzatsemleges mértékben irtak fel a differencidlegyenle-
tet, ezért ebben teljesiilnie kell annak, hogy a diszkontélt részvényarfolyam

martingal. Emiatt:
Eert+oli™ — 1,

Miésrészrél 0 < a < 2-re:
X ~ S(a767770> & X~ S((l/7 _B77»0)7

illetve ha § = 1, akkor a stabil eloszlast valoszintiségi valtozd Laplace transz-

formaltjat a kovetkezd képlettel kapjuk:
Lx(\) = Ee ™™ = ¢(7A=A""5¢e55) ahol - Rel > 0.
Hasznéljuk ezt a formulat a mi esetiinkre (A =0,0=0,=1,v = té):

E[eaL?’_l] _ E[efoL?’l] _ eftao‘sec(ﬂ'a/Q).

Igy:
Kk = o%sec(ma/2),
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amely kifejezés a sec fliggvény tulajdonsagai miatt 1 < o < 2 esetén negativ.

Vagyis a differencialegyenlet megoldasa a martingal mértékben:

St — Soe(r—ﬁ—ao‘sec(ﬂa/Q))t—‘raLf’_1 )

A logaritmikus hozam:
Y; = In(Sy/So) = (r + 0%sec(ma/2))t + o L&,

vagyis a loghozamok valoban alfa stabil eloszlasi valoszintségi valtozok.
[rjuk fel a differencidlegyenletet a statisztikai(y > r) valoszintiségi mér-
tékben:
dS; = Sypdt + SpodL™", >0, ae(1,2).

Melynek megoldasa az r — p cserével adodik (2)-bél:

St _ Soeut—&-o‘*Sec(wa/2))t+aL?‘71 )

Vizsgaljuk meg a spektrélis kockdzati mértéket ebben a modellben!
Kezdjiik el6szor a statisztikal mérték vizsgalataval(p > r)!
Ahogy az el6z6ekben lattuk, a részvényarfolyam megoldasa S; = Spet alak-
ban irhato fel, ahol Y, ~ S(v, —1,ata, (1 + K)t).
A stabil eloszlasokra vonatkozé tételek miatt:
Yi—(utn)t S(a,—1,1,0).
ota
Jeloljiik innentsl a t—tdl fliggetlenné tett S(«, —1,1,0) eloszlasu valoszint-
ségi valtozo eloszlasfiiggvényét O,-val.
A spektrélis kockazati mérték kiszamitasahoz sziikségiink van a kovetke-

zore:

So

- - In(S=2) (14 )t
:p(i@qn(M)):p(Yt (et r)t () — v )>:
So ote ota

_e, (ln(s‘)%;_”&) — (u+ /ﬁ)t>.

rt
P(Spe™ — Spe¥t > ) =P (eYt < M) =

T
ota
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Eljiink a kovetkez6 helyettesitéssel:

In(B=2) — (44 )t

z = y

T
ot

vagyis
1/
x = Sy — " (1 ”)t).

dr = —Syott/ ezt Hutrt g,

gy tehat az el6bbi helyettesitéssel a spektralis kockazati mérték a kovetkezd

alaki lesz:

Y (@) = [ 11 = Frpfeds+ [ (b1 = Frioa)) ~ e =

o0

_ /00 X <@a (ln(ert — if)l/; (p+ Fd)t))dx—{—
(o ()

C
_ / B(O0(2))Soort ezt +Hutrt

[e.9]

dox =

+/ [1(Oa(2)) — 1]Seot!/@exot/“Htmtg,
C

ahol C' = %, és integraljunk parcialisan.

p(h(Y (1)) = [h(Oa(2))Spe*t " HlrtC

C
o LGOI ACE R

+[(h(@a(2)) B 1)Soezatl/a+(u+m)t]%o_

_ / h/(@a(z))@;<Z>Soezat1/“+(u+n)tdz’
C

a hatarokon behelyettesitve, és felhasznalva, hogy h(0) =0, h(1) = 1:

oo

p(h(Y(t))) = Spe™ — / Soe(““)'t“"tl/ah’(@a(z))@;(z)dz =

—0o0
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_ Soert[l _ e(#—r)t/ en-t—&-zcrtl/"h/(@Q(Z))@;(Z)dZ]7

—c0
ahol ©/ (z) a S(a, —1,1,0) eloszlastu valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvényé-
nek értéke a z helyen.

Tehét erre a modellre is kaptunk egy formulat, csakigy mint a geometriai
Brown mozgas esetén.

Treussard sejtéséhez kapcsoloddan hasonld sajat tételeket irtunk fel erre

a modellre is.

5.1. Tétel. Ha I/(-) alulrdl korldtos valamely C # 0 konstanssal, akkor az
FMLS részvénydrfolyam modell esetén p(h(Y (t))) negativ megfelelden nagy

t—re a statisztikai mértékben.

Bizonyitds: Induljunk ki a kévetkezd egyenlGtlenségbdol:

/ e 1 (0,(2))00 (2)dz >

o0

Z O / €Ht+zot1/a@;<2)dz —

=C- e”t/ Q! (2)dz =

= C - e"E[eX,
ahol X ~ S(a,—1,1,0).

Az el6zBekben emlitett stabil eloszlasokra vonatkozo 2 tétel miatt:

aTm

C - eﬁt]E[eXotl/“] —C. etaasec%—toasec > =C > 0.
Vagyis:
/ "=t (9, ()0 (2)dz > 0

barmely 1 < o < 2 esetén.

Ennélfogva:

6(#*T)t / €Kt+zatl/ah/(@a(Z))@a(Z)/dZ

o0
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tart végtelenbe ha t-vel tartunk végtelenbe.
p(h(Y(t))) tehat egy minusz végtelenbe, és egy végtelenbe tarto tényezd
szorzata, vagyis a kockazati mérték negativ, és minusz végtelenbe tart, ahogy

t—vel tartunk végtelenbe. m

5.2. Tétel. Ha h' folytonos minden pontban és u — r + k > 0, akkor az
FMLS részvénydrfolyam modell esetén p(h(Y (t))) negativ kellden nagy t—re

a statisztikai mértékben.

Bizonyitds: Mivel h' nemnegativ, monoton csékkend, folytonos,és integralja
[0,1]—en 1, emiatt biztosan létezik egy olyan zart A intervallum [0, 1]—en,
amire igaz:

h(x)>c V x€A,

ahol ¢ > 0. Emiatt a kovetkez6t kapjuk:

/ "= B (0,(2))0) (2)dz =

(e 9]

_ / ot Q) (2))OL (2)da+
0.'(4)
+ / "ot (9, ()0 (2)dz >
R\OZ'(4)
> c/ "ot () da4
0.'(4)

+ / "2t B (0,(2))0), (2)dz.
R\O5'(4)

Mivel A’ monoton csokkend, ezért feltehetd, hogy az A intervallum [0, a]
alakd, ahol 0 < a < 1. Ekkor ©,'(A) = (—00,b], ahol b = ©_'(a). A
(—o0,b] intervallum V  z elemére tehat h'(x) > c¢. Vegyiik ennek az inter-

vallumnak a [@/, b] részintervallumat. Mivel &’ > 0 mindenhol, ezért:

e(H—T)t/ ent—&-zm&l/"h/(@a(z))@/a(z)dz >

oo

/

b
> c- e(u—r)t/ emf-&-zotl/a@;(z)dz —
a
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b
_ / ¢ ettt gl (g,

Mivel ©/ (z) az (a, —1, 1,0) stabil eloszlast valoszintiségi valtozo strtiségfiige-
vénye, igy egy megfelel§ [a’, b] intervallumon mindenhol pozitiv.

Ez az alabbiak miatt igaz. Ezen intervallumon az eloszlasfiiggvény nem kons-
tans, igy a stirtiségfiiggvény biztosan pozitiv valamely pontokban. [20] 102.0l-
dalan talalhato tétel miatt, amennyiben a folyamat végtelen aktivitas, akkor
a folyamat striségfiiggvénye folytonos minden t—re. Carr és Wu [17] cikke
alapjan o < 2 esetén a stabil folyamat végtelen aktivitasia. S(a,—1,1,0) a
megfelels paraméterd « stabil folyamat ¢t = 1 helyen vett eloszlasa. Igy st-
riiségfiiggvénye folytonos, az adott intervallumon pedig valamely pontokban
pozitiv. Igy biztos van olyan intervallum is, ahol pozitiv ez a stirtiségfiigg-
vény.

Vegyiik ezen az intervallumon a minimumat, és ez legyen ¢ > 0. Igy:

e(ﬂ—r)t/ 6nt+zat1/°‘h/<®a(Z))(_):X(Z)dz 2

b
_ 1/a
>c. C,/ 6('“‘ r+k)t+zot dz.
a

/

Tovabba:
’ - t t1/a
/ e(H*T+n)t+zat1/adz _ [6(” H‘"””i tzo b _
o’ ot /o a’
. 6(#*1“4*&)1‘/{ bgtl/a*alUtl/o‘] B
O-tl/a =
= M (b—a’)atl/a]
- O—tl/a .
Mely tart a végtelenbe, ha t—vel tartunk végtelenbe, hiszen a [ ] részben

egy végtelenbe tarto tagot talalunk, e+ pedig sokkal gyorsabban tart
végtelenbe, mint ot/

Tehat p(h(Y(t))) tart minusz végtelenbe, ha ¢ tart végtelenbe, vagyis a
tétel helyes. m

5.3. Tétel. 5.2 tetszdleges h' fiigguény esetén igaz.
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Bizonyitds: A bizonyitas 3.3 bizonyitasahoz hasonléan elvégezhets. m

5.4. Tétel. Ha h'(1) > 0, akkor az FMLS részvénydrfolyam modell esetén
p(h(Y (t))) negativ megfeleléen nagy t—re a statisztikai mértékben.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy g,(z) = e/ ©’ (z) integrélja 1, min-
denhol pozitiv, igy szintén egy valosziniiségi valtoz6 sirtségfiiggvényének
tekinthetd. .

| et e e)e) ) -

[e.9]

= /OO gi(2)W (O, (2))dz.

Jeloljitk a g¢4(z) sirtségfiiggvényt valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvenyét
Gyi(z)-vel. Ez biztosan felveszi valamely 2’ pontban az 1/2 értéket. Tehat
legyen Gy(2') = 1/2.

A kovetkezdt kapjuk parcidlisan integralva:

/_OO g(2)W (O4(2))dz >

o0

’

- /_ 9:(2)h(Oa(z))dz =

o0

~ (GO~ [ Gl (©u(2)8 (o)

Az integrandus rendre pozitiv, negativ, és pozitiv fiiggvény szorzata, tehat
egy negativ fiiggvény. h"(0,(z)) azért negativ, mert h’ monoton csékkend
fiiggvény.

Vagyis: i,
| atmeu: =

—0o0

> (G (0a(2))]) s 2

1
> W(u()) 2
1
> §h’(1) > 0.

Vagyis a mar korabbi bizonyitasokban is emlitett részletek miatt p(h(Y (2)))

negativ, ha t—vel végtelenbe tartunk. m
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5.5. Megjegyzés. 3.5-ban emlitett okok miatt 5.1 és 5.4 ekvivalens eqymds-

sal.

Az el6z6ekben emlitett tételekkel tehat belattuk, hogy a A’ kockazateluta-
sitasi fiiggvényekre a statisztikai mértékben a spektralis kockazati mérték
értéke sérti a Treussard feltételt, mely szerint a kockazatnak az idGvel aré-
nyosan nénie kell.

A statisztikai mértékben tehét hasonlé tételeket sikeriilt bizonyitanunk az
FMLS modellt hasznalva a részvényarfolyam dinamikajanak leirdsira, mint
a geometriai Brown-mozgés esetében.

Tekintsiik a kockazatsemleges p = r mértéket!

Ekkor a spektralis kockdzati mérték értéke a kovetkezdképpen adhato
meg:

o

p(h(Y (1)) = Soe"[1 — / eI (0,(2)) O (2)d2].

5.6. Tétel. Ha t tart végtelenbe, akkor az FMLS részvénydrfolyam modell
esetén a spektrdlis kockdzati mérték értéke tart a végtelenbe a kockdzatsemle-

ges . = r mértékben, amennyiben nem a h' = 1 trividlis esetet tekintjik.

Bizonyitds:
Ha belatjuk, hogy:

m [ e B (0,4(2)0 (2)dz < 1,

t—oo J_ o

akkor egyben belattuk azt is, hogy p(h(Y (t))) tart a végtelenbe, ha t—vel
tartunk a végtelenbe.

Az el6z6ekben bebizonyitottuk, hogy a spektrélis kockazati mérték értéke
minimalis, ha A’ az azonosan 1 fiiggvény. Ebben az esetben minden t—re a

spektralis kockazati mérték értéke 0 lesz, hiszen a pozicié varhato értéke 0.

Ebben az esetben:

/ e 1 (0,4(2))OL (2)d =

o0
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—/ e“'”z"tl/a@'a(z)dz =1

o0

Mivel bebizonyitottuk, hogy ha A’ azonosan 1 minden pontban, akkor mini-

maélis a spektralis kockazati mérték értéke, igy megkaptuk, hogy a spektralis

kockazati mérték értéke biztosan nemnegativ.

A nem trivialis esetet tekintsiik tehat. Egy megfelelen nagy érték utan ek-

kor a h' fiiggvény értéke kisebb lesz 1-nél. Véalasszuk meg zo—t ugy, hogy

N(Oa(2)) < 1, ha z > 2.

Vegyiik elGszor azt az esetet, amikor zg > 0.

/ emt—o—zo—tl/ah/(@a(Z))@;<Z)dz _

—00

0
_ / F T () (2))OL (2)dz+

—00

+ / =t p(0,(2))0), (2)dz+
0

+ / em =t p(0,(2))0), (2)dz.

20
Szétbontottuk az integralt 3 részre.

Vizsgaljuk el6szor az els6 tagot.

/0 h'(©4(2))0.(2)dz < 1

— 00

biztosan igaz, mivel az integrandusnak a [—oo, oo] intervallumon vett integ-

ralja 1, egy kisebb intervallumon ennél biztosan nem nagyobb az integral ér-

téke, mivel az integrandus nemnegativ fiiggvény. Mivel ¢ = 0—ra a spektralis

kockézati mérték értéke 0, igy a képletiinkb6l adodik, hogy az integrandus-

nak a [—oo, oo] intervallumon vett integralja valoban 1.
Mésrészrol:

0
R CREI CACEE

< [ emeaee e -
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Utobbi tart pedig tart a O—ba, ha ¢ tart végtelenbe.
Nézziik a masodik tagot.

ert+zat* agvenletesen konvergdl 0—hoz a [0, zp] intervallumon. A fiiggvény

minden t—re a maximumat zp—ban veszi fel, igy adott e—hoz tartoz6 zo—beli

kiiszobérték univerzalis kiiszobérték is lesz az egyenletes konvergencidhoz.

Tudjuk, hogy:

/OZO B (04(2))0L(2)dz < 1.

Igy minden € > 0—hoz tudunk olyan ¢ —t mondani, amitél kezdve a masodik

tag értéke e—nal nem nagyobb, hiszen:

| e @) e () <
0

= / " e (0a(2)0 (2)dz <

0

<e /0 I (04(2))0L (2)dx < ¢,

ha t > t'.
Igy a hatarérték 0 lesz.
Maradt a harmadik tag.
m [ e B (04(2))0 (2)dz <

t—o00
20

o0

. . 1/
< lim et (2)dz <
t—o0
20
o0 1/
< lim el (2)dz = lim 1 = 1.
t—o0 oo t—o0

Vagyis t—t6l fiiggetleniil belattuk a harmadik tagrol, hogy 1—nél kisebb.
Tehat megkaptuk, hogy:

lim e””'”z"tl/ah/(@a(z))@;(z)dz <1-49,

t—o0 o
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ahol § > 0, igy

tlim p(h(Y (1)) = tlim Spe™[1 — / e“'”wtl/ah'(@a(z))e)'a(z)dz] >

— 00

> § lim Spe™ = oo.
t—o00

Vegyiik azt az esetet, amikor 2z < 0.
Ebben az esetben az integralt harom helyett két részre bontjuk szét, és a
gondolatmenet ugyaniagy végrehajthato.

J A B CAB

—00

_ / F T () (2))OL (2)dz+

(e 9]

+ / e 1 (04(2))O) (2)dz.

20

Az els6 tagrol belathato, hogy 0—hoz tart, hasonléan, mint ahogy az el6z6
eset elsd tagjarol. A masodik tagra pedig belathato, hogy a hatarértéke 1—nél
kisebb, hasonléan az el6z6 eset harmadik tagjahoz. A spektralis kockazati
mérték hatarértéke tehat ebben az esetben is végtelen lesz. m

Vagyis a monotonitast ugyan nem sikeriilt belatnunk, de azt belattuk,
hogy ha t—t megfelel6en nagyra ndéveljiik, akkor a kockazat is tetszGleges
nagyra novekszik.
Az FMLS részvényarfolyam modell bonyolultabb a GBM részvényarfolyam
modellnél, igy a spektralis kockdzati mérték szamitasa is joval bonyolultabbé
valik. A nehézséget elsGsorban az okozza, hogy az S(«a, —1,, ) valoszintségi
valtozo strtiségfiiggvénye nem fejezhets ki zart alakban.
A spektralis kockazati mértékre azonban kaptunk egy olyan formuléit, amit
S(a, —1,1,0) siirtiségfiiggvénye, és eloszlasfiiggvénye ismeretében szamito-
gép segitségével numerikus integrallal meghatarozhatunk. A megfeleld stirii-
ségfiiggvény és eloszlasfiiggvény szintén numerikus integralassal meghatéroz-
hato.
A kovetkez6 fejezetekben még ennél is bonyolultabbak a modellek, igy a
spektralis kockazati mértékre kapott formuldkban a strtségfiiggvény illetve

az eloszlasfiiggvény is t—nek fiiggvényében adhato csak meg.
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6. Spektralis kockazati mérték
a Variance gamma részvényarfolyam modell-

ben

A Variance gamma modell specialis részvényarfolyam modell, melyet Madan
¢és Seneta ismertetett elGszor 1990-es 2] cikkiikben. Az asszimetrikus verziot
Madan, Charr és Chang vezette be 1998-as [3] cikkében, amelyben arazasi
formulat is adtak az eurépai opcidra. Hirsa és Madan 2003-ban [1] irt az
amerikai opci6 arazasarol a Variance gamma modellben.

A Variance gamma részvényarfolyam modell praktikus és empirikusan igazolt
alternativija a GBM részvényarfolyam modellnek. A Variance gamma folya-
mattal a megfigyelt adatokon felfedezhets csticsossag és ferdeség megfelelGen
kezelhets, mely a folyamat pénziigyi modellezésre valo alkalmassagat erdsiti.
A Variance gamma folyamatot sikeresen alkalmaztdk hitelezési kockazatok
modellezésekor is. A folyamat tiszta ugro jellege miatt megfelelGen lehet vele
a cs6dbejutas kockazatdnak kérdéskorét kezelni. Fiorani, Luciano és Seme-
rano 2007-es [6] cikkitkben CDS modellezése soran alkalmaztak a Variance
gamma folyamatot. Egy kiterjedt empirikus elemzésben mas alternativ mo-
dellekkel szemben a Variance gamma modell fels6bbrendiiségét mutattak be.
A Variance gamma modell hasznélata spektralis kockazati mérték szamité-
sdhoz tehat empirikusan is igazolt.

Lassuk a modell {6 jellemz6it. Sziikségiink lesz néhany definiciora.

8. Definicié (Gamma folyamat). Legyen a,b > 0. Az (a,b) paraméterd
gamma folyamat egy olyan {X(t) : t > 0} folyamat, melyre a kovetkezd

tulagdonsdgok teljesiilnek:
e X(0)=0;
o {X(t):t >0} figgetlen névekményd;

o 0 <s<t—reX(t)— X(s) gamma eloszldsi lesz (a(t — s),b) paraméte-
rekkel.
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Az (a,b) paraméterti gamma eloszlasu valosziniiségi valtozo siirtiségfiiggvé-
nyét a kovetkezGképpen kapjuk:

b~ —
f(z;a,b) = @x“’leT, ahol x>0 és a,b>0,

ahol I'(z) a gamma fliggvény, melyet a kiovetkez6képpen definidlunk:

F(z):/ e t*at.
0

A Variance gamma folyamatra tgy gondolhatunk mint egy driftes Brown
mozgasra, melyet véletlen idépontokban értékeliink ki, ahol a véletlen id6-
pontok gamma folyamatot kdvetnek.

Formalisan:
X(t;o,v,0) =0G(t;1,v) + cW(G(t; 1, v)).

Ahol G(t;1,v) egy gamma folyamat.
Ezen paraméteri gamma folyamat striiségfiiggvényét a t id6pontban a
kovetkez&képpen kapjuk:

t —9g

flg) = L

gr_€r s
i) ?

Ekvivalens definici6 szerint a Variance gamma folyamatot két fiiggetlen

gamma folyamat kiilénbségeként lehet felirni:
X(t;o,v,0) 4 Ly (s pp, vp) — Dt i, vn)-

A Variance gamma folyamat karakterisztikus fiiggvényét a kovetkezSképpen

kapjuk:

1 p
® t) = .
va(1) (1 — ifvu + (02y/2)u2>

A Variance gamma folyamat egy specidlis Lévy folyamat, a Lévy mérté-
kének strtségfiiggvényeét a kovetkezd képlet adja:
ua ¢ v 17!
A dr ha x<0

kye(z)de =
E2|a|

s -
Bpe "

Vp ||

dr ha x>0
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A Variance gamma részvényarfolyam modellezést megkapjuk, ha az ere-
deti geometriai Brown mozgasban a Wiener folyamat szerepét kicseréljiik a
Variance gammaéra.

A statisztikai mértékben a részvényarfolyam folyamatot a kovetkezéképpen
adhatjuk meg:

S(t) _ Soemt—i-X(t;a,y,@)—i-wt

ahol w = 1In(1 — Gv — 0?v/2) a konvexitas korrekcio tag, és m a részvény-
hozam piacon megfigyelt varhato értéke.
Hasonléan ehhez, a kockazatsemleges(m = r) mértékben a részvényarfolyam

folyamatot a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

S(t) _ Soert—I—X(t;o,l/,G)—l—wt

Y

ahol w = 2in(1—0r—ov/2) a konvexités korrekcio tag, és r a kockizatmentes
kamatlab.

Nézziik meg hogyan kapjuk meg a spektralis kockdzati mérték értékét
ebben a modellben!

Kezdjiik a statisztikai mértékkel!

Sziikségiink lesz a kovetkezd valoszintségre:

P(S(t) < Spe™ — x) = P(ln(%z))—(m + w)t < ln(%) —(m+ w)t).

Végezziik el a kovetkezd helyettesitést:

rt

z=In(e" — =) — (m+w)t, vagyis,
PR Soert _ Soeer(erw)t7
o dr = —Spertmtwitgy,

Ismét az Y (t) = Spe™ — S(t) véletlen valtozora szamoljuk a spektralis kocka-
zati mértéket egy adott ¢ idépontra.
A spektralis kockdzati mértékre:

v ) = [ (= Fyg@de + [ 01— Fyo(@) — 1ds -

o0
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3. dbra. A Variance gamma folyamat két darab 5 éves szimulécidja. A zold
trajektorian = 0,12, 0 = 0,21, 0 = 0,3 és v = 0,5 paraméterekkel tortént
a szimulacio, a kék trajektorian p = 0,12, 0 = 0,21, 0§ = 0,5 és v = 0,3

paraméterekkel.

c
:/ h(Fy(2))Spe*HmHeltd 4

[e.e]

+/ [h(Fy(2)) — 1]Soez+(m+“)tdz,
c

ahol C' = (r —m — w)t, illetve jel6ljiik F;—vel a Variance gamma folyamat ¢
id6pontban vett eloszlasfiiggvényét, és f;—vel a Variance gamma folyamat ¢
idépontban vett sirtségfiiggvényét. Ezek nyilvan fiiggnek a o, v, 60 paramé-
terektdl, de ezek jelolésétsl most eltekintiink, rogzitettnek vessziik Gket.

Parcialisan integralva:

p(A(Y (1)) = [h(Fy(2))Soe™ ™+~
_/ ) W (Fy(2)) fo(2) Soe™ M Azt

o0

HA(Fy(2) = 1)Spe™ ) —
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- / OO W(Fi(2)) fu(2) Soe™ )tz

c
a hatarokon behelyettesitve, és felhasznalva, hogy h(0) =0, h(1) = 1:

p(h(Y (1)) = Spe™t — / " Soet N () ful2)dz =

o

= Spe[1 — e(m_r)t/ " (Fy(2)) fi(2)dz).

—00
Tehat erre a modellre is kaptunk egy formulat, mely szamitogép segitségével
numerikusan kiszdmolhato, a megfelel§ stirtiség- és eloszlasfiiggvények segit-
ségével.

Vizsgaljuk meg Treussard sejtését ebben a modellben is!

6.1. Tétel. Ha h'(-) alulrol korldtos valamely C' # 0 konstanssal, akkor a
Variance gamma részvénydrfolyam modell esetén p(h(Y (t))) negativ megfe-

lelden nagy t—re a statisztikai mértékben.

Bizonyitds: Induljunk ki a kévetkez§ egyenlGtlenségbdl:

/ T (F()) ful2)de >

>C- / e“ T fi(2)dz =
=C - e“'E[e’],

ahol X; ~ X(t;0,v,0).
A kockézatsemleges /martingal mértékben a részvényarfolyam a kovetkezd
alakban irhato fel:
S(Zf) _ S(O)ert+X(t;a’V70)+wt.
Ugyanakkor tudjuk, hogy a kockazatsemleges mértékben a diszkontalt rész-
vényarfolyam martingal.

Vagyis:

Eev' Xt = 1.
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Ezt felhasznalva megkaptuk, hogy:

/_ A (Fi(2) fi(2)dz > O

e}

Ennélfogva:

mrt / Y (F(2) fi(2)d

o0

tart végtelenbe ha t—vel tartunk végtelenbe.

p(h(Y(t))) tehat egy minusz végtelenbe, és egy végtelenbe tarto tényezd
szorzata, vagyis a kockazati mérték negativ, és minusz végtelenbe tart, ahogy
t—vel tartunk végtelenbe. m

Tekintsiik a kockazatsemleges m = r mértéket!

Ekkor a spektralis kockdzati mérték értéke a kovetkezdképpen adhato

meg:
oo

p(h(Y (1)) = Spe™[1 - / S (Fy(2)) fu(2)dz).

[e.9]

6.2. Megjegyzés (Feltételek a két mértékben). A statisztikai mérték-
ben, amennyiben:

lim [ e (Fy(2)) fi(2)dz > 0

t—oo J_ o

feltétel fenndll, akkor a Variance gamma részvénydrfolyam modell esetén a
spektrdlis kockdzati mérték értéke tart a minusz végtelenbe, vagyis negativ
megqfelelden nagy t—re.

A kockdzatsemleges mértékben, amennyiben.:

lim [ e (F(2)) fi(2)dz < 1

t—oo J_ o

akkor a Variance gamma részvénydrfolyam modell esetén a spektrdlis kockd-
zati mérték értéke tart a végtelenbe, ha t tart a végtelenbe.

Ezen feltételek helyessége a formuldkbol konnyen levezethetdek. Adott h el-
utasitdst fiigguényre pedig a hatdrérték szamitogép segitségével numerikusan

szdmolhatd.

48



Végiil nézziink egy ezektdl eltéré mértéket:

S(t) _ Soeqt—i-X(t;U,V,G)—i-wt’

ahol ¢ < r. Tehat dolgozzunk egy olyan mértékben, ahol a részvényérfolyam
adott ¢ idépontbeli varhato értéke a fix betét értéknél, vagyis Spe™ értéknél

is kisebb. A spektralis kockazati mérték értékét a kovetkezd képlettel kapjuk:

[e.9]

p(h(Y (1)) = Soe™[1 - 6“_”””/ e (Fi(2)) ful2)d2].

6.3. Tétel. Hat tart végtelenbe, akkor a Variance gamma részvénydrfolyam

modell esetén a spektrdlis kockdzati mérték értéke tart végtelenbe a q < r

mértéekben.

Bizonyitds:

o0

lim TR (Fy(2)) fi(2)dz < 1,

t=o0 J o
hiszen minden fix t értékre legfeljebb 1, igy ugyanez igaz a hatarértékre is.

Mindez azért igaz, mivel az el6z6ekben bebizonyitottuk, hogy a spektralis
kockézati mérték értéke minimalis, ha b’ az azonosan 1 fiiggvény, és ebben
az esetben ez az integral egy, mivel a spektralis kockazati mérték értéke a
pozicié varhato értéke.

Tehat a b’ = 1 esetben:

0

/ TN (Fy(2)) fi(2)dz =

—0o0

— /Oo T f(2)dz = 1.

o0

eld=t 3 g < r esetre pedig nyilvanvaloan nulldhoz tart igy:
a1 / U (Fy(2)) ful2)dz
is tart a 0-hoz.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy ebben a modellben a spektralis kockazati mér-

tek értéke tart a végtelenbe. m
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7. Spektralis kockadzati mérték a CGMY (Carr-
Geman-Madan-Yor) részvényarfolyam

modellben

A CGMY folyamatot-mas néven a temperalt stabil folyamatot-Carr, Geman,
Madan és Yor vezették be 2002-es [18| cikkiikben. A CGMY folyamatok a
Variance gamma folyamatok egyfajta altalanositasdnak tekinthet6k, specia-
lis karaktervalasztassal a Variance gamma folyamatot kapjuk vissza.
A CGMY részvényarfolyam modell is folytonos idejid modell, megfelel para-
métervalasztassal azonban el6fordul, hogy véges aktivitasi lesz a modelliink,
vagyis nem rendelkezik végtelen szamu ugrassal a folyamat minden id&inter-
vallumon beliil. A CGMY modell véges, illetve végtelen aktivitasi megfigyelt
arugrasok esetén is alkalmazhato.
Véges aktivitasi modellek hasznalata szamos el6nnyel jar. Végtelen akti-
vitast modellek esetén, mint példdul a GBM részvényarfolyam modell, a
statisztikairol a kockazatsemleges mértékre vald attéréssel a volatilitas o val-
tozatlan marad. A valdsdgban megfigyelt arfolyamadatokbol, és opcidarak-
bol azonban azt kapjuk, hogy a kockdzatsemleges volatilitasértékek lényege-
sen nagyobbak a statiszikai mértékbeli értékeknél. Véges aktivitdsi modell
esetén a paraméterek kevésbé rogzitettek, igy hasznalatuk indokolt lehet,
kiilondsen abban az esetben, amikor a piacon nem kereskednek tul nagy in-
tenzitassal.

A CGMY folyamatokat kozvetleniil a Lévy mértékiikon keresztiil adjuk
meg. A Lévy mérték siirtiségfiiggvénye a kovetkezd lesz:

—Glz|

C’de ha x <0
koamy (z)dx =
—M|z|

CW(LT ha x>0

,ahol >0, G>0, M >06ésY < 2.
Xeauy (t;C, G, M, Y )-vel jeloljiik azt a sztochasztikus folyamatot, mely vég-

teleniil oszthato, fiiggetlen novekményekkel rendelkezik, és Lévy mértékét a
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fenti képlet adja meg. Specidlis paramétervalasztassal pontosan a Variance

gamma folyamatot kapjuk vissza.

Az Y = 0 esetén a Variance gamma folyamatot kaphatjuk a C, G, M
paraméterek megfelel§ megvalasztasaval.

A 4 paraméter nagyvonalakban a kovetkezSképpen jellemzi a folyamatot:

e (-re ugy tekinthetiink, mint a teljes aktivitas mértékére. A definiciobol
adodik, hogy a tobbi paraméter rogzitése esetén C' novelésével egysé-

gesen novekszik az Osszes kiilonboz6é nagysagi ugras valoszintisége.

e A (G és M paraméterek hatarozzak meg a ratajat a Lévy meérték si-
riiségfiiggvényének a jobb és bal oldali exponenciélis csokkenésének.
Példaul G < M esetén X (t) eloszlasanak bal oldala vastagabb farka

lesz, mint a jobb oldala.
e Az Y paraméter szerepérdl a kovetkezGkben irunk.
9. Definicié. Egy olyan f(x) figgvényt, amelyre:
(=1)" " (x) > 0,
n=0,1,... esetén teljesen monoton fligguénynek nevezink.

Ha a Lévy mérték stiriiségfiiggvénye teljesen monoton, akkor a folyamat szé-
mos kedvezd tulajdonsaggal bir. Teljesen monoton Lévy stirtiség esetén sok-
kal ritkAbban koévetkeznek be nagy ugrasok, mint kicsi ugrasok, amely a valos
adatsorokon megfigyelhets tulajdonsdgokkal egybevag.

Kiilonboz6 Y értékekre kiilonb6zé tulajdonsagok teljesiilnek a CGMY

modellre.

e Y < —1 esetén a Lévy siirtiség nem teljesen monoton, a modell véges

aktivitasa,

e —1 <Y < 0 esetén a Lévy siiriiség teljesen monoton, a modell véges

aktivitasu,
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e 0 <Y esetén a Lévy stirliség teljesen monoton, a modell végtelen akti-
vitasa.
CGMY folyamatot hasznalva a részvényarfolyam modellezése a kovetke-

zGképpen torténhet a statisztikai mértékben:

S(t) = Soe(/""w)t'f‘XCGMY(t;C’,G,M,Y)

9

ahol p a piacon megfigyelt részvénytdl elvart hozam, w pedig az tgynevezet

konvexitas korrekcio, melyet a kdvetkezd képlettel tudunk definialni:

G_Wt = CbCGMY(_ia t; C, G, M, Y),
ahol ¢caumy (+) a karakterisztikus fiiggvénye a folyamatnak, melyet a kovet-
kez6 képlettel kapunk:

cbchy(U,t; C,G, M, Y) _ etCT(—Y)[(M—iu)Y—A1Y+(G+iu)Y—G’Y]7

ahol I'(+) a gamma fiiggvény.
CGMY folyamatot hasznéalva a részvényarfolyam modellezése a kiovetkezs-

képpen torténhet a kockazatsemleges mértékben:
S(t) = Soe(r+w)t+XCG1vIY(t;C,G,]W,Y)'

Ennek a modellnek egy kib&vitett valtozatat is gyakran haszndljadk. Ez az

ugynevezett kib&vitett CGMY modell, melyet a kévetkezGképpen definidlunk:
XCGJ\/IYe(t; C7 G7 Ma }/7 ,}/) = XCGJWY(t; Cu G7 M7 Y) + v W<t)7

ahol W (t) sztenderd Wiener folyamat, mely fiiggetlen az
XC’GMY (t; C, G, M, Y) folyamattc’)l.
Kibgvitett CGMY folyamatot hasznalva a részvényarfolyam modellezése a

kovetkez&képpen torténhet a statisztikai mértékben:

2
_a .
S(t) _ Soe(u+w It Xcamye(t;C,G,M,Y,y)

Kibgvitett CGMY folyamatot hasznalva a részvényarfolyam modellezése a

kovetkezSképpen torténhet a kockdzatsemleges mértékben:

2
_2 .
S(t) = Soe(r-i-w 5 )t Xoamye(H:C,GM,Y )
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Kérdés, hogy ezekben a modellekben mikor teljesiil Treussard sejtése.
Nézziik meg tehat, hogyan szamolhato a spektralis kockazati mérték értéke
a kibovitett statisztikai mértékes modellben!

Sziikségiink lesz a kovetkezd valdszintiségre:

P(S(t) < Spe" —x) =
_ S(t) 2 Spe™ — x v?
Végezziik el a kovetkezd helyettesitést:
2

z=In(e" — S£0> —(p+w— %)t, vagyis :

2
_ rt 2+ (ptw— 1)t
o 1 = Syet — Syert 7t
72
o dr = —Spertto="3)tq,,

A spektrélis kockizati mértékre a kdvetkez6t kapjuk:

Y (@) = [ 11 = Frpfads+ [ (01 = Frioa)) = e =

o0

C 2
- / B(Fy(2))Soe™ o= 3 d oy

© 2
+/ [W(F,(2)) — 1)Spe* et .
c

ahol C =r—(p+w-— 723)15, és F; a kib6vitett CGMY folyamat ¢ id6pontban
vett eloszlasfiiggvénye, és legyen f; a kib6vitett CGMY folyamat ¢ id6pont-
ban vett stiriiségfiiggvénye. Ezek nyilvan fiiggnek a paraméterektél, de ezek
jelolésétsl most eltekintiink, rogzitettnek vessziik Gket.

Integraljunk parcialisan:

p(h(Y (1)) = [h(Fy(2))Soe= =210

—0o0

C 2
—/ W(Fy(2)) fi(2)See* T o= d 24

o0
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+H[h(Fy(z) = 1)Spe* e 20—
—/ h’(E(z))ft(z)Soe”(“er_%)tdz.

c
A hatéarokon behelyettesitve, és felhasznalva, hogy h(0) =0, (1) = 1:

p(h(Y (1)) = Soe™ — / " Soer U (B (2)) £ (2)dz =

= Se"[1 — e(u—r)t/

—00

" U (F(2)) fu(2)dz).

Tehat erre a modellre is kaptunk egy formulat, mely azonban bonyolultabb
az el6zd fejezetkben kapott formulaknal. A strtiségfiiggvényiink és az elosz-
lasfiiggvényiink id6fiiggs maradt a formulaban, ezt mind a GBM, mind az
FMLS részvényarfolyam modell esetén ki tudtuk kiiszobolni.
Szamitogéppel, numerikus integralas segitségével azonban erre a modellre is

ki tudjuk szamolni a spektralis kockazati mérték értékét.

7.1. Tétel. Ha h'(-) alulrol korldtos valamely C # 0 konstanssal, akkor a
kibovitett CGMY részvénydrfolyam modell esetén p(h(Y (t))) negativ megfe-

lelden nagy t—re a statisztikai mértékben.

Bizonyitds: Induljunk ki a kovetkez§ egyenlGtlenségbdl:

/ e (R(2) f(2)ds >

oo

>C- / @ (2)dz =

_ .
= C - e TIE[eN,
ahol Xt ~ XCGMYe(t; )
A martingal mértékben a részvényarfolyam a kovetkezs alakba irhaté fel:
S(t) — Soe(r+w7é)t+XCG]\/IYe(t§CvG:]V[7Ya’Y)
ugyanakkor tudjuk, hogy a kockazatsemleges mértékben a diszkontélt rész-
vényarfolyam martingal.

Vagyis:
Ee(w_g)““xt =1.
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Ezt felhasznalva megkaptuk, hogy:
o 72
/ @D (Fy(2) fi(2)dz > C.

Ennélfogva:

e(ur)t/ ezﬂw*%)th/(ﬂ(Z))ft(z)dz

o0

tart végtelenbe ha t—vel tartunk végtelenbe.

p(h(Y(t))) tehat egy minusz végtelenbe, és egy végtelenbe tarto tényezd
szorzata, vagyis a kockazati mérték negativ, és minusz végtelenbe tart, ahogy
t—vel tartunk végtelenbe. m

Tekintsiik a kockdzatsemleges = r mértéket.

Ekkor a spektralis kockdzati mérték értéke a kovetkezdképpen adhato
meg:

o0

p(h(Y (1)) = Soe™[1 — / e+ T (Fy(2)) fu(2)dz).

—0o0
Hasonlé megjegyzések mondhatok el err6l az esetrél, mint a Variance gamma

részvényarfolyam modell hasonléd esetérdl.

7.2. Megjegyzés (Feltételek a két mértékben). A statisztikai mérték-

ben, amennyiben:

[e.9]

2
lim [ eT@T TR (Fy(2)) fi(2)dz > 0

t—oo J_ o

feltétel fenndll, akkor a kibdvitett CGMY részvénydrfolyam modell esetén a
spektrdalis kockdzati mérték értéke tart a minusz végtelenbe, vagyis negativ
megfelelden nagy t—re.

A kockdzatsemleges mértékben, amennyiben.:

[e.o]

2
tlim T (Fy(2)) fi(2)dz < 1
—oo J_

feltétel teljestil, akkor a kibévitett CGMY részvénydrfolyam modell esetén a
spektrdalis kockdzati mérték értéke tart a végtelenbe, ha t tart a végtelenbe.
Ezen feltételek helyessége a formuldkbol konnyen levezethetdek. Adott h el-

utasitdst fligguényre pedig a hatdrérték szamitogép segitségével kiszdmolhato.
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Nézziik djra azt a mértéket, amikor a részvényarfolyam névekedési liteme

q kisebb lesz a kockdzatmentes kamatlabnal.

2
_ .
S(t) — Soe(lﬁ-w 5ttt Xcemye(t,0,G,M,Y )

ahol ¢ < r. Tehat dolgozzunk egy olyan mértékben, ahol a részvényérfolyam
adott ¢ idépontbeli varhato értéke a fix betét értéknél, vagyis Spe™ értéknél
is kisebb. A spektralis kockazati mérték értékét a kovetkezd képlettel kapjuk:

o0

p(h(Y (1)) = Soe™[1 — e(qT)t/ e”(w*é)th'(ﬂ(z))ft(z)dz].

—00

7.3. Tétel. Ha t tart végtelenbe, akkor a CGMY részvénydrfolyam modell
esetén a spektrdalis kockdzati mérték értéke tart a végtelenbe a q < r mérték-

ben.

Bizonyitds:
6.3 bizonyitdsdhoz teljesen hasonléan elvégezhets ez is.

7.1. A monoton novekedés feltétel egy enyhitése

Sok modellben nem sikeriilt monoton névekedést bebizonyitani, csak végte-
lenbe tartast megfelel§ mértékekben. Ismert azonban, hogy végtelenbe tarto
sorozatnak van monoton névekvé részsorozata. Tehat ha a részsorozat idG-
pontjait vizsgaljuk, illetve azokat vessziik kereskedési id6pontoknak, akkor
teljesiil Treussard sejtése.

Masrészt ha kivalasztunk egy fix jovGbeli ¢ id6pontot, akkor biztosan van egy
olyan t’ > t id6pont, amitsl kezdve nagyobb a mérték értéke a t-ben felvett
értéknél, szintén a végtelenbe tarté sorozat tulajdonsagai miatt. Igy ha elég
nagy iddkiilonbségeket néziink, akkor szintén teljesiil Treussard sejtése.

Azt mindegyik vizsgalt modellben magkaptuk, hogy a statisztikai mértékben
szamolt spektralis kockazati mérték sérti Treussard sejtését, hiszen monoton

novekedés helyett a mérték értéke minusz végtelenbe tart.
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A kockazatsemleges mértékben a vizsgéilt modellek egy részében a spektra-
lis kockazati mérték kielégiti az eredeti sejtésnek egy gyengébb valtozatat,
amikor monoton novekedés helyett végtelenbe tartast koveteliink meg a koc-
kazattol.

Osszességében tehat elmondhato, hogy Treussard sejtését alapul véve bizto-
san nem a statisztikai mértékben kell szamolni a spektralis kockazati mérték
értékét. A kockazatsemleges mérték megfelels lehet, ha az eredeti sejtésnek

egy gyengitett valtozatat vessziik.

8. Hasznossagfiiggvény és spektralis kockazati

mérték kapcsolata

Vizsgaljuk meg ebben a fejezetben, hogy hogyan 1étesithets kapcsolat a hasz-
nossagfiiggvények, és a spektralis kockazati mértékek kozott. Mind a hasz-
nossagfiiggvény, mind a spektralis kockazati mérték kifejezi az egyén prefe-
renciajat.

A haszonssagfiiggvényekrdl részletes attekintés talalhato Norstad 2011-es [12]
cikkében, ebbdl ismertetiink néhany informéaciét az alabbiakban.

A hasznossagfiiggvény egy adott x vagyon értékhez hozzarendeli az egyénnek
az ehhez tartozo hasznossag értékét.

Formélisan:

10. Definici6 (Hasznossagfiiggvény). Egy kétszer derivilhato U(x) : (x >
0) figgvényt, melyekre U'(x) > 0, és U"(x) < 0 teljesiil, hasznossdagfiigguény-

nek nevezink.

A hasznossagfiiggvény tehat egy befektets relativ preferenciajat mutatja kii-
16nb6z6 vagyon értékek esetén, nézziik meg, hogy a két derivaltra vonatkozo
feltétel milyen kozgazdasagi okokra vezethetd vissza.

Az elsd derivalt pozitivitasa azt mutatja, hogy nagyobb vagyon értékhez bar-
mely egyén esetén nagyobb hasznossagfiiggvény érték tartozik. Ez teljesen

természetes feltételezés, mindenki jobbnak talalja azt, ha nagyobb vagyonnal
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rendelkezik.

A maésodik derivalt negativitdsa, vagyis a hasznossagfiiggvény konkavitasa
a csOkkend hatarhasznossagra vezethetd vissza. Gondoljunk bele, hogy egy
embernek mindossze tiz dollarja van, egy masiknak pedig egymilli6. Ha mind-
kettonek adunk még egy dollart, akkor sokkal jobb helyzetbe keriil az, akinek
csak egy volt, mint akinek egymilli6, igy a hasznossagfiiggvény is sokkal job-
ban né az elsé esetben, mint a masodikban. Ennélfogva a hasznossagfiiggvény
névekedése a vagyon ndvelésével lelassul, igy a hasznossigfiiggvény megala-
pozottan konkév.

A hasznossagfiiggvény konkavitasa egyben az egyén kockazatelutasitési haj-
lamat is mutatja.

Ennek megértéséhez vegyiik segitségiil a varhaté hasznossag maximalizasé-
nak alapelvét, amely azt allitja, hogy ha egy befektetd kiilonb6z6 lehetséges
befektetési alternativak halmaza el6tt all, akkor azt fogja valasztani, amelyik
maximalizalja a virhat6 hasznossagat. Formalisan /,,-tal jelolve az optiméa-
lis befektetési alternativat, és [-fel az 0sszes befektetési alternativa halmazat,

akkor igaz:
E(U(X(Lopt))) = mazepE(U(X(1))).

Vegyiik a kovetkezd két lehetséget:

o A befektetd biztosan kap 10 dollart,

o A befektetd 0,5 valoszintiséggel kap 5 dollart, és 0,5 valoszintiséggel 15
dollart.

Latjuk, hogy mindkettG esetben a varhato jovGbeli bejové pénzmennyiség 10
dollar. A hasznossagfiiggvény konkavitdsa miatt azonban barmelyik befek-
tetd az elsG lehetséget fogja valasztani.

Az el6z6 példa altalanositédsaként vegyiik a kovetkezd két lehetGséget:
e A befektets biztosan kap 5p + 15(1 — p) dollart,

e A befektetd p valoszintiséggel kap 5 dollart, és 1 — p valoszintiséggel kap
15 dollart.
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Mindkét esetben a varhato jovébeli pénzmennyiség 15— 10p dollar. A Jensen
egyenlStlenség kovetkezményeként azonban konkav U fiiggvényekre: pU(x1)+
(1 —p)U(xe) < U(pry + (1 —p)za). A mi példankban z; = 5, és o = 15,
tehat a befektetd biztosan elényben fogja részesiteni azt a lehetséget, amikor
biztosan kap 5p + 15(1 — p) dollart.

A Jensen egyenl6tlenség egy masik alakja:

E(¢(X)) < o(E(X)),

ahol ¢ konkév fiiggvény, és X tetszéleges valdszintiségi valtozo.

A mi esetiinkben a lehetséges alternativakra, mint valésziniiségi valtozora
gondolhatunk.

Az U(E(X)) adja a hasznossagat annak az esetnek, amikor a biztos E(X)
pénzosszeget kapjuk kézhez.

E(U(X)) fogja a hasznossagat adni annak az esetnek, amikor az X valoszi-
niiségi valtozo irja le a bejové pénzaramlast, ez fejezi ki a lehetséges alterna-
tivakat.

A Jensen egyenlGtlenség kovetkezményeként, a hasznossagfiiggvény konka-
vitdsa miatt barmely befektet6 azt az alternativat valasztja, amikor 1 va-
loszintiséggel megkapja a varhato értékét annak a pénzaramlasnak, mely a
kockézatos lehetGséget jellemzi, ahelyett, hogy a kockazatos lehetGséget va-
lasztana.

Jol lathato tehat, hogy a hasznossagfiiggvények is az egyén kockazat-
elutasitasi hajlamat fejezik ki. Ismeretlen azonban, hogy pontosan milyen
kapcsolat van az U hasznossagfiiggvény, és a spektralis kockidzati mértékek
fiiggvényei kozott.

Dowd, Cotter és Sorwar [14] keresték a valaszt a probléméara. Ahogy emli-
tettiik, 6k a veszteség alapti megkdzelitést valaszottak, tehat a v fliiggvénnyel
dolgoztak
Exponencidlis, és hatvany hasznossagfiiggvényeket vizsgaltak.

Az exponencialis hasznossagfiiggvény:
Ulx) =—e
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ahol a > 0.

A hatvany hasznossagfiiggvény:

ahol 0 < ¢ < 1.

Az exponenciélis hasznossagfiiggvény esetén az abszolit kockazatelutasitas-

fiiggvény:
U//(x)
R _ — —
A(I) U/(.CL') a?
a relativ kockazatelutasitas-fliiggvény:
xU" (x)
Rp(x) = — 0 () = za.

Dowd, Cotter és Sorwar intuiciéra alapozva bevezette az exponencialis spekt-
ralis kockizati mértéket, amely silyfiiggvényét az exponencialis hasznossag-

fiiggvényhez hasonld alakunak valasztotta:
(p) = Ae 0P,

ahol \ pozitiv konstans, melyet tigy valasztunk, hogy a silyfiiggvény integ-
ralja 1 legyen.

A = 1= valasztissal ez pont teljesiilni is fog. Ezt visszahelyettesitve a

kovetkezd alaku lesz a sulyfiiggvény:

A hatvany hasznossagfiiggvény esetén az abszolit kockazatelutasitas-fiiggvény:

U'(x) ¢
R - i
a(@) Ulz) o
a relativ kockazatelutasitas-fiiggvény:
xU"(x)
Rg(z) = — Tl c
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Dowd, Cotter és Sorwar intuiciéra alapozva bevezette a hatvany spektralis
kockézati mértéket is, melynek silyfiiggvényét a hatvany hasznossagfiige-
vényhez hasonlo alakunak valasztotta:

(1—p)!
1—c

V(p) = A

ahol \ pozitiv konstans, melyet gy valasztunk, hogy a silyfiiggvény integ-
ralja 1 legyen.
A = ¢(1 — ¢) valasztassal ez pont teljesiilni is fog. Ezt visszahelyettesitve a

kovetkezd alaku lesz a sulyfiiggvény:

v(p) = (1 —p)* "

Ezek a valasztasok azonban pusztan heurisztikusak, kozelitGek, és elméle-
tileg igazolatlanok. Az emlitett cikk is megemlit egy példat, ahol a hatvany
spektralis kockazati mértékbdl szarmazé dontések drasztikusan eltérnek a
hatvany hasznossagfiiggvényekbdl szarmazé dontésektsl.

Sriboonchitta, Nguyen és Kreinovich [22] is vizsgalta a spektralis kocka-
zati mértékek, és a hasznossagfiiggvények kapcsolatat.

A v, és U fiiggvények kozotti kapcsolatot vizsgalték, és egy robosztus sta-
tisztikai problémaval hoztak Osszefiiggésbe a kapcsolatot. Ezen robosztus
statisztikai probléma soran tgynevezett M és L becslések jelentkeznek. Az
M becslések szoros Gsszefiiggésbe hozhatoak a hasznossagfiiggvények becslé-
sével, az L becslések szoros Gsszefiiggésbe hozhatoak a spektrélis kockazati
mérték becslésével. Ezen robosztus statisztikai problémak megoldésat hasz-
naltak fel a szerz6k a spektrélis kockdzati mérték és a hasznossagfiiggvény
kapcsolatanak meghatarozasara. A pontos részletek a cikkben talalhatok, mi
csak a végeredményt emlitjiik.

Adott U(x) hasznossagfiiggvény esetén, melyre U(0) = 0, a kovetkezs 1épé-
sekkel kaphatjuk meg a spektralis kockazati mérték sulyfiiggvényét:

e hatarozzunk meg elGszor egy segédfiiggvényt: fo(x) = e~ Jo Ut

e hatérozzuk meg ennek az integréalfiiggvényet: Fy(x) = [*_ fo(t)dt,
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o az M(Fy(x)) = U'(x) osszefiiggeés segitségével hatarozzuk meg M (p)
értékét: M(p) = U'(Fy ' (p)), ahol F; !(p) az integralfiiggvény inverze,

o [ = fol M (q)dq segitségevel: ~(p) = 2@

Ezekkel a lépésekkel tehat kaptunk egy kiszdmitdsi modot a hasznos-
sagfiiggvény ismeretében a spektralis kockazati mérték ~ fiiggvényére. A ~
fiiggvény ismeretében a h(s) elutasitasi fiiggvény az ismert Osszefiiggések fé-
nyében szamolhato6.

A két feladat matematikailag analdg, a szerzék némi kézgazdasagi interpre-
taciot is megemlitettek azzal kapcsolatban, hogy miért érdemes igy szamolni

a hasznossagfiiggvénybdl a spektralis kockazati mérték silyfiiggvényét:

e Ha a hasznossagfiiggvény egyenesen aranyos a vagyon értékével, vagyis
U(x) = cx alakua, akkor U'(x) = ¢, amib6l kovetkezik, hogy M (p), és
v(p) is konstans. Az egyén tehat ebben az esetben minden kimenethez
egyforma silyt rendel, vagyis teljesen kockazatsemleges.

Masrészrél ebben az esetben: EU(X) = EcX = cEX = U(EX). Ebbdl
szintén az latszodik, hogy az egyén teljesen kockézatsemleges, egyfor-
mén jonak fogja tartani a biztos pénzaramlast, mint az ugyanakkora

varhato értékid kockazatos pénzaramlést.

e Ha a hasznossagfiiggvény alulrol és feliilrél is korlatos, vagyis a kiilon-
b6z6 nagyon nagy nyereségek, és a kiilonb6z6 nagyon komoly veszte-
ségek kozott nem tesz kiilonbséget, akkor a derivalt konstansnak te-
kinthet6 a nagyon komoly veszteségek, és a nagyon nagy nyereségek
tartoméanyaban. Ezzel a ~ fiiggvény is konstansnak tekinthet6 a na-
gyon kicsi percentiliseknél p < «g, és a nagyon nagy percentiliseknél
p>1—a.

Vagyis a spektralis kockazati mértékeknél, és a hasznossagfiiggvények-
nél is hasonlo kozgazdasagi értelmezését kapjuk ebben az esetben is a

fennallo Osszefiiggéseknek.

Ezen modszerrel val6 meghatarozasa a spektralis kockazati mérték sily-

fiiggvényének a hasznossagfiiggvénybdl tehat kozgazdasagi magyarazatokra
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is épiil, és pontos 1épéseken keresztiil kiszamithato.

Erdemes megnézni, hogy ez a médszer ugyanarra az eredményre vezet-e, mint
amit Dowd, Cotter és Sorwar javasolt. A valasz az, hogy nem.

Mind az U(z) = 1 — e % mind az U(z) = 2'77 esetén Fy(x) csak egy
analitikusan nem kiszamolhat6 integral segitségével fejezhet6 ki, melynek az
inverzét kéne kiszamolnunk a ~ fiiggvény meghatarozésahoz. Ez szintén nem
fejezhetd ki explicit alakban, nem kapjuk vissza tehat az eljaras segitségével

az egyszer( sulyfiiggvényeket, melyet Dowd, Cotter és Sorwar javasolt.

8.1. Exponencialis és hatvany spektralis kockazati mér-

ték a GBM részvényarfolyam modellben

Vizsgaljuk meg milyen formulakra jutunk, ha alkalmazzuk Dowd, Cotter és
Sorwar altal javasolt sulyfliggvényeket.
Az exponencidlis spektralis kockazati mértékre javasolt silyfiiggvény:

ae—a(1—p)

Y(p) = “—=. Mivel tudjuk, hogy h'(p) = v(1 — p), igy a GBM rész-

vényarfolyam modell esetén kapott képletiink a kévetkezd alakidra modosul a

statisztikal mértékben:

p(h(Y (1)) = Spe™[L — =" / " (@) LR v

oo 2T

() —ad(2) 1 3
ae 1 2
_ gt — <u—r>t/ ae 7 1 Feovirgy
e R gy d

Illetve a kockazatsemleges mértékben:
® gee®) 1
h(Y (1)) = Spe™[1 — _—
(v () = Soe' = [ S

Megkaptuk tehat a formulainkat a kiilonb6z6 mértékek esetén.

e%(z_aﬁ)2dz].

Neézziik meg, hogy a b’ fiiggvényre kapott tételek koziil melyeket tudjuk al-

kalmazni.

W(1) = 2= > 0, tehat p(h(Y (t))) negativ megfelelGen nagy t—re a sta-

tisztikai mértékben. Treussard sejtését alkalmazva tehat azt kapjuk, hogy ne

a statisztikai mértékben szamoljuk ki a spektralis kockazati mérték értékét.
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Mivel a kockazatsemleges mértékben minden A’ fliggvény esetén monoton
né t—ben a spektralis kockazati mérték értéke, igy Treussard sejtését alkal-
mazva elmondhato, hogy a kockdzatsemleges mértékben érdemes kiszadmolni
a spektralis kockazati mérték értékeét.

A hatvany spektralis kockazati mértékre javasolt silyfiiggvény:

v(p) = ¢(1 — p)*~'. Mivel tudjuk, hogy #'(p) = (1 — p), igy a GBM rész-

vényarfolyam modell esetén kapott képletiink a kdvetkezd alakira modosul:

(Y (1) = Soe”[1 = 0 [ w(alz)—

;1(270\/1?)2(1
2 z
—oo V2T ]

(&

i 1 = 2
= Sye"[1 — e(“_r)t/ c®(z)! e3 (F=ovVD? 4.
0 [ . ( ) \/ﬁ }

Illetve kockazatsemleges mértékben:

p(h(Y (1)) = Soe™[1 — /_ N cCID(z)Cl\/%_We;(Z”ﬁ)Zdz].

Nézziik meg ebben az esetben is, hogy a h’ fiiggvényre kapott tételek koziil
melyeket lehet alkalmazni.

B (1) = c1¢7t = ¢ > 0, tehat p(h(Y (t))) negativ megfeleléen nagy t—re a sta-
tisztikai mértékben. Treussard sejtését alkalmazva tehat azt kapjuk, hogy ne
a statisztikai mértékben szamoljuk ki a spektralis kockazati mérték értékét.
Mivel a kockézatsemleges mértékben minden A’ fliggvény esetén monoton
né t—ben a spektralis kockazati mérték értéke, igy Treussard sejtését alkal-
mazva elmondhato, hogy a kockdzatsemleges mértékben érdemes kiszamolni

a spektralis kockazati mérték értéket.

8.2. Exponencialis és hatvany spektralis kockazati mér-

ték az FMLS részvényarfolyam modellben

Nézziik meg, hogy az FMLS részvényarfolyam modellben hogyan fognak ala-
kulni a két javasolt tipus esetén a spektralis kockazati mérték értékek, illetve

a Treussard sejtésére vonatkozo tételek koziil miket tudunk alkalmazni.
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Az exponencidlis spektralis kockdzati mérték a kdvetkezs alakot fogja
Olteni a statisztikai mértékben:

(Y (1)) = Soe™[1 = =0 [ T et (0, ()00 (2)dz] =

0 —a(0a(z))
= Spe"[1 — e(“_r)t/ grttzott/ 28 T O/ (z)dz].

— p—a
. 1—e

Illetve a kockazatsemleges mértékben:

o a(©a(2))

p(Y () = Soe1— [ entreer e e,

—00
A hatvany spektralis kockdzati mérték a kovetkezs alakot fogja Olteni a
statisztikai mértékben:

p(h(Y (1)) = Soe™[1 — e / T en et (0, ()0 (2)dz] =

—0o0

— Soert[l _ e(MT)t/ e/{-t+z¢7t1/‘1C@O((Z)cfl@/oxz)dz].

—0o0
llletve a kockazatsemleges mértékben:

o0

p(h(Y (t))) = Spe™[1 — / e“'”wtl/ac@a(2)0_1(9;(z)dz].

—0
Mivel erre a modellre is igaz az a tétel a statisztikai mértékben, hogy amennyi-
ben A'(1) > 0, akkor p(h(Y(t))) negativ, ahogy t—vel tartunk végtelenbe,
igy Treussard sejtését alkalmazva a spektralis kockazati mérték értékét nem
a statisztikai mértékben kell szamolni erre a két spektralis kockazati mérték
tipusra.

A kockazatsemleges mérték esetén a trividlis A’ = 1 esetet leszamitva a
spektralis kockazati mérték tart végtelenbe, ahogy t—vel tartunk végtelenbe.
Ez a tulajdonsag szoros kapcsolatban van a monoton novekedéssel, igy ta-
nacsosnak tiinik ebben a mértékben szamolni a spektralis kockazati mérték

értékét ebben a két tipusban is.
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8.3. Exponencialis és hatvany spektralis kockazati mér-

ték a Variance gamma részvényarfolyam modellben

Nézziik meg a Variance gamma részvényarfolyam modellre is, hogy a két
specidlis kockazati mértékrsl mit tudunk mondani.
Az exponencialis spektralis kockdzati mérték a kovetkezGképp alakul a

statisztikal mértékben:

[e.9]

p(A(Y (1)) = Spe™[1 — el / U (F(2)) ful2)de] =

o0 —a(Fi(2))
—r zZ+w ae
= Spet[1 — elm )t/ ertet o fi(z)dz].
llletve a kockazatsemleges mértékben:
00 —a(Fy(2))
T ZTWw ae
PV () = Soct = [ ()]

A hatvany spektralis kockdzati mérték a kovetkezd alakot fogja dlteni a

statisztikal mértékben:

[e.9]

p(A(Y (1)) = Spe™[1 — el / U (F(2)) ful2)de] =

—00

— Spe™[1 — elm— / e ()5 fy(2)d2].

—00
llletve a kockazatsemleges mértékben:

o0

p(h(Y (t))) = Spe™[1 — / e TeleFy (2)7 fi(2)dz].

—0
Erre a modellre belattuk, hogy amennyiben h'(-) alulrol korlatos valamely
C # 0 konstanssal, akkor a spektralis kockidzati mérték értéke negativ, ha
t—vel tartunk végtelenbe. Ez mind az exponencialis, mind a hatvany spektra-
lis kockazati mérték h' fiiggvényére igaz, vagyis a spektralis kockazati mérték
értékét Variance gamma részvényarfolyam modellt feltételezve biztosan nem
a statisztikai mértékben kell szamolni Treussard sejtése alapjan.

A kockazatsemleges mértékben csak annyit tudunk mondani, hogy bizto-
san nemnegativ a spektralis kockazati mérték értéke, illetve a megjegyzésben

talalhato feltétel leellenérzésével a végtelenbe tartés biztosithato.

66



Egy olyan specialis mértékben, amikor m < r elmondhat6, hogy a spekt-
ralis kockdzati mérték értéke tart a végtelenbe, ha ¢ tart végtelenbe, igy
erre a két specidlis esetre is érdemes lehet Treussard sejtését figyelembe véve

ezekben a mértékekben szamolni a spektralis kockazati mértéket.

8.4. Exponenciilis és hatvany spektralis kockazati mér-
ték a kibovitett CGMY részvényarfolyam modell-

ben

Vizsgaljuk meg, hogyan tudjuk alkalmazni a kapott eredményeket a részvény-
arfolyam mozgasara kibovitett CGMY folyamatot feltételezve a két specialis
spektralis kockazati mértékre.

Az exponencialis spektralis kockdzati mérték a kovetkezGképp alakul a
statisztikai mértékben:

o0

p(A(Y (1)) = Spe™[1 — el / eI (B (2)) fo(2)dz] =

—0o0

o —a(F(2))
_ Soert[l . e(u—r)t/ 6Z+(w—§)tae

—00

Illetve a kockazatsemleges mértékben:

o0

p(A(Y (1)) = Soe[1 — / o0

oo 1—e

a(Fi(z))

fi(z)dz].

A hatvany spektralis kockdzati mérték a kovetkezs alakot fogja Olteni a
statisztikai mértékben:

[e.9]

p(A(Y (1)) = Soe’[1 — el / TR (Fy(2) fi(2)d2] =

—00

oo 72
= Spe[1 — e(”r)t/ T (2) 7 f,(2)dz].

—00
llletve a kockazatsemleges mértékben:

o0

PV () = Soc[1 = [ R e 2)d)

— 00
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A kibévitett CGMY részvényarfolyam modellre teljesen hasonlo tételeket
sikertilt bizonyitanunk, mint a Variance gamma részvényarfolyam modellre,
tehat elmondhato, hogy a két specidlis spektrélis kockazati mértékre nem
a statisztikai mértékben kell szamolni a spektralis kockazati mérték értékét
Treussard sejtése alapjan.

A kockazatsemleges mértékben szintén csak annyit tudunk mondani, hogy
biztosan nemnegativ a spektralis kockazati mérték értéke, illetve a megjegy-
zésben taldlhato feltétel leellendrzésével a végtelenbe tartas biztosithato.

Egy olyan specialis mértékben, ahol © < r azonban a spektrélis kockazati
mérték értéke tart a végtelenbe, ha t tart végtelenbe, igy Treussard sejtését
szem elGtt tartva érdemes lehet ezekben a modellekben szamolni a spektralis

kockazati mérték értékét.

8.5. Expected Shortfall a kiilonb6z6 modellekben

Az Expected Shortfall az egyik leggyakrabban hasznalt és legkozismertebb
spektralis kockazati mérték.
Az o Expected Shortfallra:

ha(u) = min{1, %},

1
hi(u) = - lozuza-

A kapott képletekbe behelyettesitve a h' fliggvényt megkapjuk a kiilénbozé
modellekben az Expected Shorfall értékét.

A 3.3 és az 5.3 tétel miatt az Expected Shortfall értéke a GBM részvény-
arfolyam modellben és az FMLS részvényarfolyam modellben a statisztikai
mértékben tart a minusz végtelenbe.

A Variance gamma részvényarfolyam modellben és a CGMY részvényarfo-
lyam modellben a megjegyzésben talalhato feltétel leellenérzésével eldont-
het6, hogy végtelenbe tart-e az Expected Shotrfall a statisztikai mértékben.
A kockazatsemleges mértékben valo viselkedésrdl teljesen ugyanaz mondhato

el, mint az Osszes spektralis kockdzati mértékrdl, vagyis a GBM részvényar-
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folyam modellben monoton né az Expected Shortfall, az FMLS részvényar-
folyam modellben végtelenbe tart.

A Variance gamma részvényarfolyam modellben, és a CGMY részvényarfo-
lyam modellben a megfelels feltétel leellen6rzésével biztosithato, hogy végte-
lenbe tart az Expected Shortfall értéke.

A Variance gamma részvényarfolyam modellben példaul a kévetkez6képpen

szamolhato az Expected Shortfall:

o 1
ES = Sge”[l — €(mT)t/ €Z+wt510SFt(z)Saft(2)dZ].

—00

9. Osszefoglalas, kitekintés

A szakdolgozatban spektralis kockazati mértékeket vizsgaltunk, kiilonos te-
kintettel figyelembe véve Bodie elméletét, illetve Treussard sejtését, mely sze-
rint a részvénytartas kockdzatdnak novekednie kell, ha hosszabb ideig szan-
dékozzuk tartani az eszkozt. Ebbél a szempontbol hasznaltuk fel Nguyen,
Pham és Tran cikkét. Ok a GBM részvényéarfolyam modellben vizsgaltak a
spektralis kockazati mérték értékét abbol a szempontbol, hogy ezt a statisz-
tikai, vagy a kockazatsemleges mértékben kell-e szamolni.

Ezeket az eredményeket altalanositottuk az FMLS, a Variance gamma és a
kibovitett CGMY részvényarfolyam modellre. Ezek gyakorlati szempontbol
is megalapozott részvényarfolyam modellek, melyekrsl béséges irodalom ta-
lalhato a hivatkozasokban.

A fent emlitett részvényéarfolyam modellek mindegyikére egy szamitogép se-
gitségével numerikusan szdmolhato formulat kaptunk a spektralis kockazati
mérték értékére.

Néhany cikket felhasznalva megvizsgaltuk, hogy a hasznossagfiiggvények és
a spektralis kockazati mértékek milyen kapcsolatban vannak.

Par specialis spektralis kockdzati mértékre megnéztiik, hogy milyen formula-
val szamolhato6 ki az értékiik.

A munka folytathaté egyéb modellekre vald vizsgalattal, illetve részvény he-

lyett mas pénziigyi termékek kockazatanak vizsgalataval.
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