EGYETEM

CORVINUS

Eo6tvos Lorand Tudoméanyegyetem Budapesti Corvinus Egyetem

Természettudomanyi Kar Kozgazdasagtudomanyi Kar

A csodvaldsziniliség becslése
Cramér-Lundberg

approximaciokkal
MSc szakdolgozat

Fabian Aniko
Biztositasi és pénziigyi matematika MSc,

Aktuarius szakirany

Témavezeto: Michaletzky Gyorgy
Valoészintliségelméleti és Statisztikai Tanszék
Eotvos Lorand Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Kar
Budapest, 2014



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés iv

2. A Cramér-Lundberg approximacio levezetése klasszikus rizik6folya-

mat esetén 2
2.1. Klasszikus rizikofolyamat . . . . . . . . .. ..o 2
2.2. Cramér-Lundberg approximacié levezetése . . . . . . .. . . . .. .. 10

3. Specidlis karkifizetés eloszlasok 12
3.1. Karkifizetés gyakorisaga szerinti besorolas . . . . . . . . . . ... .. 12
3.2. A kérkifizetés nagysaganak exponencialis eloszlasa . . . . . . . .. .. 16
3.2.1. Explicit megoldas . . . . . . .. ... 19

4. Osszetett geometria eloszlas alkalmazasa csodvaldszintliség becslé-

sére 26
4.1. Osszetett geometriai eloszlds . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 26
4.2. Alkalmazas csodvalészintiségek esetén . . . . . . . .. ... 32
5. Folytonos idejli 6sszetett binomialis modell 36
5.1. Exponencidlis martingalok . . . . . .. ... ..o 38
5.2. Cramér-Lundberg approximacié . . . . . . . . . . .. ... ... ... 46
6. Egyéb approximaciok 48
6.1. De Vylder approximacié . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 50
6.2. Beekman-Browers approximacié . . . . .. . ... ... o1

7. Osszefoglalas 52

i



Ko6szOnetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik segitettek a szakdol-
gozat elkészitésében, valamint végig tamogattak az egyetemi évek alatt. Kiilon ko-
szonet illeti Michaletzky Gyorgy Tanar Urat, aki mindig szakitott idét stirti elfog-
laltsagai kozepette a konzultacidkra, észrevételeivel segitett érhetové és atlathatova
tenni a szakdolgozat fejezeteit.

Ko6szonom csalddomnak és Volegényemnek, hogy a nyugodt és szeretetteljes kor-
nyezet biztositasaval hozzajarultak tanulmanyaim sikerességéhez. Tovabba koszo-
nom csoporttarsaimnak, akikkel egymast tamogatva, vidaman éltiik meg a mester-

képzés minden percét. Ez a szakdolgozat nélkiil nem johetett volna létre.
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1. fejezet
Bevezetés

Szakdolgozatomban a biztosité intézet tonkremenésének valdszinliségét vizsgd-
lom kiilonféle eloszlasok és mddszerek esetén. Azért tartom ezt fontosnak, mert ma-
napsag egyre tobbféle biztositasi portféliobol valogathatnak az emberek, és akinek
lehetOségiik van ra meg is teszik. Epp ezért nem mindegy, hogy egy olyan tarsasa-
got tiszteliink meg bizalmunkkal, melynél a tonkremenés valésziniisége magas, igy
amikor szolgaltatast igénybe szeretnénk venni, lehet, hogy mar nem is 1étezik a tar-
sasag, vagy egy olyat, melynél a csod bekovetkezésének lehetdsége nagyon pici, tehat
biztosak lehetiink benne, hogy ha bekovetkezne a karesemény helyt fog allni a bizto-
sit6. Azonban a tonkremenés valdszinliségére csak néhany esetben, mint példaul ha
a karkifizetések nagysaga exponencialis eloszlasi, kaphatunk explicit kifejezést. Vi-
szont j6 becsléseket adédnak a Cramér-Lundberg approximéaciok segitségével. Eppen
ezért szakdolgozatomban az ehhez a témakorhoz tartozo szakirodalom egy szeletének
feldolgozéasaval vezetem le tobb izben is a Cramér-Lundberg approximaciot.

Az els6 fejezetben el6szor bemutatjuk, hogy a klasszikus rizikéfolyamat esetén
a milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a kockézati modell elemei, azaz a biztosi-
t0 kezdeti tékéje, a biztositoé altal a karokra kifizetett Osszeg, valamint a befolyt
biztositasi dijak osszege. Majd ebben a modellben eldszor a nem tonkremenés va-
l16szintiségére mutatjuk meg, hogy egy nem teljes feltjitasi egyenlet, majd ebbdl a
csodvaldszintiségre is. Kis médositas utan a felujitasi elmélet alaptételének segitsé-
gével levezetjiik a Lundberg-kitevét, melynek alkalmazasaval megkapjuk a Cramér-
Lundberg approximéaciot. Ebben a fejezetben exponencidlis eloszlasu karkifizetési
Osszegek esetén a csddvaldszintiségre egy explicit megoldast is talalhatunk.

A maésodik fejezetben a karkifizetések nagysdganak eloszlasa fiigg a karkifize-
tések kozott eltelt idotol. Itt eloszor altalanosan mutatjuk meg differencidlegyen-

letek segitségével, hogy hogyan kapjuk meg a Lundberg-kitevét és a Lundberg-
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egyenlotlenséget, két kiilonbozo eloszlasba sorolva a karkifizetések nagysagat a koz-
tiik eltelt idotartam hossza szerint. Majd a masodik alfejezetben mindkét eloszlast
kiilénboz6 paraméterii exponencialisnak valasztva, explicit megoldast vezetiink le a
csodvaldszintiségre.

A kovetkezo fejezetben azt az esetet vizsgaljuk, amikor a karkifizetések szama
modositott geometriai eloszlast kovet. Ekkor az elso alfejezetében az élettartam ada-
tok elemzése soran hasznalt fogalmak segitségével korlatokat adunk meg az Gsszetett
geometriai eloszlas farok eloszlasara, mely korlatok a karkifizetések nagysaganak el-
oszlasatdl fiiggnek. Az itt kapott eredményeket felhasznalva a méasodik alfejezetben
a csodvalészintiségre megkapjuk a Cramér-Lundberg approximéciét és a Lundberg-
egyenl6tlenséget is.

A negyedik fejezetben a karkifizetések nagysaga diszkrét eloszlasu, mig a kér-
kifizetések kozott eltelt idétartamok folytonos idejii binomidlis eloszlast kovetnek.
Ebben a modellben megmutatjuk, hogy szakaszonként determinisztikus Markov- fo-
lyamatok segitségével, hogyan kaphatunk exponencialis martingalt és ez az ered-
mény miként kapcsolddik a csodvaldszintiségekhez. A fejezet végén itt is megkapjuk
a Cramér-Lundberg approximaciot.

Végiil, hogy lassuk nem csak a szakdolgozatban eddig targyalt approximacio
all rendelkezésiinkre a csédvalésziniliség meghatarozasara roviden ismertetiink két

masik, jol ismert modszert is.



2. fejezet

A Cramér-Lundberg approximacio
levezetése klasszikus rizikoéfolya-

mat esetén

Ebben a fejezetben a Biztositdsi és pénziigyi matematika mesterszak aktuarius
szakiranyan a 4. félévben Michaletzky Gyorgy éltal tartott Kockdzati folyamatok
cimii tantargy el6addsai, valamint az [5] szdm jegyzet alapjén vezetjiik le a Cramér-

Lundberg approximaciét klasszikus rizikéfolyamat esetén.

2.1. Klasszikus rizikéfolyamat

A klasszikus kockazati modellekben, mas néven riziké modellekben az egyes biz-
tositék miikodése sordan fellépd pénzforgalommal foglalkozunk, kiilonos tekintettel 3
fontos elemre, melyek a biztosito altal az egyes karok kapcsan kifizetett Gsszeg, a
biztositottak altal fizetett biztositasi dij és a biztosito kezdeti tokéje.

Mivel a karok bekovetkezésének idépontjait és nagysagat nem tudjuk elére, ezért
viselkedésiiket sztochasztikus elemeket tartalmazé modellek segitségével vizsgaljuk.
Tehat legyenek Uy, P;, S; sztochasztikus folyamatok. Az U, jeldli a biztositd intézet
pillanatnyi t6kéjét (tokefolyamat), P, a [0, ] intervallumban 6sszesen befolyt dijat,

mig S; az osszes kiadast (karkifizetést) az [0,¢]-n, ¢t > 0 esetén. Ezen jelolések mellett
{3t >0:U; <0} acséd esemény ,
{Vt > 0:U; > 0} anem cs6d esemény.

Ekkor u kezd6toke esetén a biztosito pillanatnyi tékéjét leird folyamat

Ut:U+Pt—St.
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Klasszikus esetben:
— P, =c-t, az id6vel ardanyos dijbevétel;

5= o1 Zj az Osszes karkifizetés a [0, ¢] idSintervallumon (sszetett Poisson

folyamat), ahol

* Z1,Zs, ... figgetlen, azonos eloszlasi valdészintiségi valtozok, Z; > 0 a j.

karkifizetés nagysdga;

* N; a [0,t]-n kifizetett karok darabszdama, N; > 0 egész, A intenzitasu

Poisson folyamat.

Tehat a tokefolyamat klasszikus esetben

Ny

Uy :u+ct—ZZj.

j=1
Jelolje 7; a j. kdrkifizetés idopontjat, valamint ¢, az n. és (n —1). karkifizetés kozott
eltelt idot. Igy Ch =Tn — T, n > 2, 7 = Z?:l ¢j és (1 = 7. Poisson-folyamat
esetén a folyamat trajektorlal tiszta ugré fiiggvények, ahol az ugrasok nagysaga 1,
azaz egyszerre csak egy kart fizetiink ki, az idokozok, (i, (s, ... pedig fiiggetlenek
A-exponencialis eloszlassal.

Miel6tt tovabb mennénk, el6szér megmutatjuk, hogy N, valoban Poisson-folyamat.
Legyen a [0,t] intervallum egy felosztdsa 0 = 11 < s <ty < 53 <t3<...< 8 <
< t; =t. Ekkor Ny, , N, — Ns,, ..., Ny, — N, egylittes eloszlasara vagyunk kivancsiak.
Nézzik {N; = k} = {m <t < 7pp1}-t. Mivel 71 = 7% + Cer1, 18y

/\k k—1
PNy =k)=P(r, <t <7+ (1) = // /\efAydy(k il e Mdz =

_ /t ef)\(tfz) AF 2 ef)\z dz = ef)\t A® / Zkfl dz = (/\t)kef)\t
; k—1)! =1/, TR

azaz N; ~ (At)-Poisson, ebbdl pedig kapjuk, hogy N;— N, ~ A(t—s)-Poisson, (s < t).

Hasonléan megkaphato az is, hogy a névekmények egymastol fiiggetlen valdszintiségi

valtozék, azaz N; fliggetlen novekményti. Tehat V; Poisson-folyamat A intenzitassal.
Most belatjuk, hogy S; = Zjvztl Z; osszetett Poisson-folyamat. Ehhez elevenitsiik

fel a véletlen tagszamu osszeg tulajdonsagairdl tanultakat.

A véletlen tagszamu 06sszeg tulajdonsagai

Legyen S = Z;VZI Z; véletlen tagszamu Osszeg. Feltessziik, hogy az N > 0 egész,

fiiggetlen a 2y, Zs, ..., Z, sorozattol, ahol Z;, Z,, ... fiiggetlen, azonos eloszlasuak.
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Ekkor nézziik mit kapunk S varhaté értékére, szorasnégyzetére és karakterisztikus

fiiggvényére.
E(S) = E(N)E(Z)
D*(S) = E(N)D*(Z,) + E(Z})D*(N)

os(t) = B(e™) = ZE(”ZMJW k:) P(N = k)

(“Ea 5N = k) P(N ZHE ) P(N = k)

k=1

ahol gy(z) az N generédtorfiiggvénye. Most nézziik azt a specidlis esetet amikor,
N ~ A\—Poisson. Ekkor

Tehat pg(t) = eMez (=1,

Az el6z6ek alapjan azt kapjuk, hogy klasszikus rizikéfolyamat esetén, S; karak-
terisztikus fiiggvénye u kezddtéke mellett, @g, (u) = eM¥21 (W=D Tehdt S, osszetett
Poisson-folyamat.

Most térjlink vissza az U, = u + ct — Zj\f:’fl Z; tékefolyamathoz. Jelolje

U(u)=P(3t>0:U; <0|Up =u) a tonkremenés valdsziniiségét,

O(u) =PVt >0:U; > 0|Uy = u) a nem-ténkremenés valésziniliségét.

U (u)! 4ltaldban explicit nem meghatdrozhato, kivéve a trividlis esteket. Nézziik meg,
mik ezek a trividlis esetek. El6szor is vilagos, hogy negativ kezdotoke esetén, azaz
ha u < 0, akkor 1 valésziniiséggel csédbe megy a biztosité. Tehdt a tovabbiakban
feltessziik, hogy u > 0. A kovetkezo paraméter, amit vizsgalunk a biztositasi dij
c. Ha ¢ < 0, akkor szintén trivialis, hogy W(u) = 1,Vu-ra. Nézziik, mi torténik
abban az esetben, ha u > 0 és ¢ > 0. Ekkor ha v = 0, a csddbemenés valdsziniisége
csak Z;-k véarhato értékétol és nem pedig az eloszlasatdl figg. Ha P(Z; = 0) = 1,
akkor W(u) = 0. Tegyiik fel, hogy u > 0,¢ = 0 és P(Z; = 0) < 1. Ekkor mivel
Uy =u— Zjv:tl Zj, igy 1 valészinliséggel csédbe megy a biztosito.

L A tovabbiakban ®(u)-ra a csédvalészintiség és W (u)-ra pedig a nem cs6d valészintisége ki-

fejezést is hasznaljuk.
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2.1.1. Megjegyzés. Hau > 0 és c > 0, ekkor a csédeseményt felirhatjuk a kovet-

kezd mddon

{EltZO:Ut<0}:{E|n21:UTn<O}:{E|n21:ZY;->u}

j=1

= {supz Y, > u}.

Ugyanis

n

U‘rn :u+CTn_ZZj:u+CZCj_ZZj:u_Z(Zj_CCj)’
j=1 j=1 J=1

j=1

ahol (Z; — c(;) =Y figgetlen, azonos eloszldsiak. Ekkor a Kolmogorov-féle nagy
szamok torvényét alkalmazva # — E(Y1) l-valdsziniiséggel. Ha 0 < E(Y;) <

< oo, akkor P(lim, o > 7, Y; = o0) = 1. Tehdt ¥(u) = 1.

Mivel a tonkremenés valdszintisége fligg Z;-k varhato értékétdl, vizsgaljuk meg
(Vi)

B(Yi) = E(Zy - 1) = B(Z) - 5.

Ha E(Z;) = oo, akkor U(u) = 1. Tegyiik fel most, hogy 0 < E(Z;) < c0. A p =
= E(Zy) jeloléssel E(Y1) = p— . lgy pu > { esetén a 1 valdszintiséggel csédbe megy
a biztosité Vu-ra. Tehat innen a nem trivialis esetek vizsgalatahoz a ¢ > A feltételt
kapjuk.
Ha E(Y;) < 0, akkor Z?ZlY} — —oo 1 valdszintiséggel. Nagyon nagy wu-ra nem
megytink tonkre, de az elején még tonkre mehetiink, azaz ha P(sup, > 7, Y; <
< 00) = 1, akkor W(u) = P(sup, »_, Y; > u) = 0, u — 00 esetén.

Ha E(Y;) = 0, akkor % — 0 1 valdszintiséggel. Mivel a Kolmogorov-féle
nagy szamok erds torvénye nem ad informaciét a szamlalordl, igy helyette a Chung-

Fuchs tételt alkalmazzuk.

2.1.1. Allit4s. &1, &, . .. figgetlen, azonos eloszldsi valdszindiségi valtozok, E(§;) =
=0,P(& =0) < 1. Ekkor

P(limsupij =00) = P(limian§ =—0o0) = 1.
=1 " j=1

Tehdt E(Y7) = 0 esetén, W(u) = 1. Ezzel befejeztiik a trividlis esetek vizsgalatat.
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Foglaljuk 6ssze, milyen feltételeink vannak a nem trividlis esetben:

V(u)=PE3>0:U; <0|Uy = u),
(I)(U) =1- \D(U’)a

N¢
Ut:U+Ct—ZZ
j=1
c > Ay,

ahol u > 0,0 < E(Z;) = p1 < oo. Ezen feltételekbdl szeretnénk meghatarozni W(u)-t
Ehhez azonban ®(u)-t kell meghatéroznunk.

Legyenek (1, (s, ... A—exponencidlis eloszlasuak, fiiggetlenek a Z;, Z, ... azonos
eloszlasu valdszintiségi valtozoktdl. Ekkor ¢y és Z; szerint a teljes valdszintliség tételt

alkalmazva

O(u) = / e P(nincs es6d|¢; = t) dt

/ )\e’\t/ O(u+ct — 2)dQz(z) dt (2.1)
[0,u+ct]

Az u + ct = s helyettesités utan

O (u) = /uoo é(3_%’\ /[0781 O(s—2)dQz(z)ds

Cc

® folytonos fliggvény, st abszolit folytonos (valamely mérhet$ fliggvény integral-
fiiggvénye), tehat létezik Radon-Nikodym derivéltja. Jelolje ezt ®’. Vegyiik mindkét
oldal u szerinti integréaljat 0-tol v > 0-ig. fgy

/Ov O (u) du = /” /°° ﬁe—sg“ {/{0 ; D(s — 2) dQZ(Z)} ds du
/ /mn e V{Ovs]@(s - Z)sz(z)} duds
- /000 MO,S] O(s — z) sz(z)} (e—%5+%mm(s,v> _ 6—%5) ds.

Felbontva a masodik zardjelet

/Ou P(u)du = — /OOO oS MO,S] D(s — 2) dQZ(Z):| ds
+/UOO e~ 26-0) MM B(s — 2) sz@} s
+/O” {4,3} P(s — 2) sz(z)} ds.
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2 [ owan= s +ow+2 [*[ [ a6-200x02)] a

atrendezve
d(v) = ®(0) + % /Ov O (u)du — %/OU {/{o,s} O(s — 2) dQZ(z)] ds.

Az utolsé tagban az eloszlas szerinti integralt eloszlasfiiggvény szerintire atirva, majd

parciadlisan integralva,

P(s —2)dQ(z) = — d(s—2)d(1 — Fy(z
/M< 4Qz(:) == | Bls—2)d(1 - Fa(2)

[0,5]

-~ {1t -210- - |

[0,5]

(1= Fz(2))dz®'(s — z)} )
Ezt visszafrva ®(v)-be egyszeriisités utdn kapjuk, hogy
() = B(0) + /O B(0)(1 — Fy(s))ds + % /0 /:(1 — Fy(2))®(s — 2)dsdz
—a0)+% [ 20)(1 - Fal9)ds+2 [(1- Fola) 00— 2) - 2(0)] d:

=d(0) + — /O” O(0)(1 — Fy(s))ds + % /0”(1 — Fz(2))®(v —2)dz

_A /0U<1 — Fy(2))3(0) d.

Cc

Ebbol a nem-tonkremenés valdszintiségére a nem teljes felujitasi egyenlet

O(v) = 0(0) + % /OUCD(U —2)(1 = Fz(2)) dz,

valamint a csddbemenés valdszintlisége

Uw)=1—-o(v)=1—-P(0) — %/OUCI)(U —2)(1 = Fz(2))dz
_w()+ 2 /O W(v — 2)(1 - Fy(z))ds — 2 /OU(1 _ Fy(2)) dz.

c
Tehét szitkségiink van ®(0) és W(0) értékére.
v — o0 esetén jelolje ®(o0) = lim, o P(v), mivel & monoton és valdsziniiség, igy

korlatos, tehat 1étezik a limesz.
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Beppo-Levi tétel miatt a konvergencia és a limesz felcserélhetd, és mivel
Jo (L= Fy(2))dz = p, fgy

Mivel ¢ > Au:
c=A=®(0)=0,¥(0) =1,

C>)\/L=>\IJ(OO)=0=>(D<OO):1=>(I)(O):1—7,\D(O):A?M.

Azonban, ha ¢ = Ay, akkor ®(v) = 0,Vv. Tehat a kés6bbiekben feltessziik, hogy
¢ > A\u. Ekkor

(I)(U)Z1—)\7”+%/OU(I)(U—Z)(1—FZ(Z))dZ
\p(m:%“—%/Ovu—FZ<Z))dz+%/vap(v—z)u—FZ(z))dz

:é/w@_FZ(Z))dz+%/Ov\y(v—z)a—FZ(z))dz.

c
Jelolje o = ’\7“, ekkor 0 < o < 1. fgy

1-— Fz<Z)
W

@(v)zl—&+oz/0v<l>(v—z) dz.

Legyen @y << A
on 0 , 2 < 0

d\ N 1-Fz(2) >0
w ) - bl

eloszlasfiiggvénye Fy. Ekkor

(13(1)):1—04—1-0{/ O(v—2)dFy(z) =1 —a+ ad x F.

—00

Tehat

)

(lI—a)+a[l—a+ad®«FlFy=(1—a)+(1—a)aFy+ P * £
(1—a)+ (1 —a)aly+(1-— oz)aQFé*z) + D * FO(*3)

o=1-a) Z oszé*j) +a" P « Fé*(n+1))7
=0
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ahol n — oo esetén az utolsé tag tart 0-hoz, azaz kapjuk, hogy

bu)=(1-a) > F (), 0<a=""<1

Z(l —a)od =

valoszintiség eloszlas szerinti sulyozott konvolicié hatvanyok.
Tegyiik fel, hogy Z;, Z, . .. exponencidlis eloszlasti i paraméterrel. Ekkor szeret-

, *7 ’ . 2o .. s e
nénk Fé Dt meghatarozni, ehhez azonban el6szor Fj-ra van sziikségiink.

0 ,x <0
fm 1= FZ(Z)dz ,x > 0.

1
x 1 _ F x —=Z xT 1
/ —Z(z)dz:/ €’ dz:/ —e_ﬁzdz—l—e_%x,
0 2 0o M 0o M
(*j)_k

tehat Fjy is exponencialis eloszlas l paraméterrel. A konvolicié hatvanyok, Fj

1 u 1
eloszlasa I’j(%) lesz, (“(J)J—lj),e ra surusegfuggvennyel Ekkor

F()(ZE) =

7j—1
]ujl 1 o) (2)
(I) 1—a Zczj 1 ‘1‘2(1—0504—6 iu 1
— (- T
1— Y
= ae_(lT)u

)

1

ami 1_7‘1 paraméterii exponencialis eloszlas stirtiségfiiggvénye. Tehat a tonkremenés
valoszintisége
l—«

U(u)=1—P(u) =ae = "

Felujitasi egyenlet

Mivel

W(u) = 2 /OO<1 _ Fy(2))dz + % /0 U(u — 2)(1 — Fy(2))dz

c

felirhatd a kovetkezo alakban

£(u) = glu) + / " flu— 2 du(z),

ahol g és v adott, f pedig ismeretlen, nem teljes felijitasi egyenlet. Nézziik, mit

tudunk a felijitasi egyenletrol.
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Legyen Xy a most miikodo alkatrész hatralévo idétartama, X, Xs, ... pedig az
1j alkatrészek teljes élettartamai, ahol Xi, X,,... fiiggetlenek, azonos eloszlasuak
és X; > 0. Jelolje N, a feltjitasok szamat a [0,¢] intervallumban, valamint S,, =
= > i 0Xj az (n+1). felijitdsi pontot. Ekkor {N(t) = k} = {Sy_1 <t < Sy} azt
fejezi ki, hogy hény darab feldjitdsra van sziikség a [0, ¢]-n. Legyen M (t) = E(N(t)).

1. Tétel. Legyen
N(t),t > 0 felugitdasi folyamat,
M(t),t > 0 felujitasi figgvény.
Ekkor 0 < E(X,) < 0o esetén

M) — ! t— 00
t E(X,)’ ‘

2. Tétel. A felujitasi elmélet alaptétele Legyen Qx,(z) egy olyan valdsziniségi vdl-
tozd eloszlasfiggvénye, melynek pozitiv a vdrhatd értéke. Legyen tovabbd g(u) koz-

vetlenil Rieman-integrdlhato, és f(u) megolddsa az

flu) = g(u) + flu—2)d@Qx,(2)

(0,4]

felugitasi egyenletnek. Ha Qx, nem rdcsos eloszlds akkor

Jim g0 = g

2.2. Cramér-Lundberg approximacié levezetése

Az altalanos feldjitdsi tételt alkalmazva tudnank valamit mondani W(u) hatarér-
tékérol. Azonban a csOdvaldszinliség esetén az integralas nem valdszintiségi mérték
szerint torténik. Megoldas: gy médositjuk W (u)-t, hogy valdszintiségi mértéket kap-

junk.

A [ “ A
e (u) = e”‘z/ (1= Fz(z))dz + / e (y — z)e”z(l — Fz(2))dz,
u 0

ekkor a kérdés, hogy hogyan valasszuk meg r-et. Kell,

o A
/ e (1 — Fy(z))—dz =1, azaz
0 c

o

/OOO (1= Fy(2))dz = 1.

Mivel novelni szeretnénk, ezért r > 0.
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2.2.1. Lemma. Z > 0 wvaldszintiségi vdltozd, ¢ : RT — RT. Legyen ®(z) =
= [ ¢(t)dt. Ekkor

E(@®o7) = /OOO o(2)(1 — Fy(2)) ds.

2.2.1. Megjegyzés. Legyen ¢ = 1. Ekkor ®(z) = Z, igy az eldz6 lemma eqy speci-
dlis esete, melyet eddig is alkalmaztunk: E(Z) = [;°(1 — Fz(z)) dz.

Tehat:
N 1
p(z) =" = P(z) = / etdt = —(e"” — 1),
0 r
fgy

[ oz =5 (L) = 1 B - 1.

-
El6fordulhat, hogy semmilyen pozitiv r-re sem véges a varhaté érték, tehat fiigg az
eloszlastol, hogy van-e az egyenletnek megoldésa.

Legyen h(r) = E(e"?) — 1. Tegyiik fel, hogy h(r) a 0 kornyezetében véges, tehat
akarhanyszor derivélhaté. (h®(0) = FE(Z*) momentumgenerals fiiggvény.) Csak
olyan Z-bdl lehet kiindulni, amelynek momentumai végesek, igy csak vékonyfarku

eloszlasok johetnek széba. Ekkor az egyenletiink a kovetkezo:

h(r) ¢
A 0
r )\’T>
h(r) — r—i = 0,7 > 0.

Nézziik, lehet-e tobb megoldasa!

== 5 <0,= Onil lefelé indulunk

h'(r) = B(Z%"?) > 0,= konvex.

H'(0) —

Ha r — oo = oo-be tart. Tehat legfeljebb 1 pozitiv gyok van. Ezt a pozitiv gyokot

Lundberg-kitevonek vagy illeszkedési egyiitthatonak nevezziik és R-rel jeloljiik.

2.2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy AR és h véges R kicsiny kirnyezetében (azaz Ie > 0,
h(R+¢) < o00). Ekkor

u c— A
€R \I’(U) — m,u—)oo.

Mashogy felirva

lim e (u) = K

U—00

a Cramér-Lundberg approzimdcio, ahol K véges pozitiv allando.



3. fejezet

Specialis karkifizetés eloszlasok

A tovabbi fejezetekben kiilonféle eloszlasok és technikak segitségével vezetjiik le a
Cramér-Lundberg approximéaciot. Elséként egy olyan modellt vizsgalunk, melyben
a karkifizetések kozott eltelt idétartamok két kiilonbozé paraméteri exponencia-
lis eloszlasba soroljak a karkifizetések nagysagat, aszerint besorolva, hogy a tartam

hossza meghalad-e egy adott kiiszobszdmot. Ebben a fejezetben a [3] cikket kovetjiik.

3.1. Karkifizetés gyakorisaga szerinti besorolas

Ahogy ezt fentebb emlitettiik, ebben a modellben a karkifizetés nagysaga fiigg a
kifizetések kozott eltelt id6 hosszatol. Amint az el6zd fejezetben, most is jelolje Z;
az i-edik kifizetés nagysigét és (; az (i — 1)-edik és i-edik karkifizetés kozott eltelt
idot. Tegyiik fel, hogy a Z; eloszlasa Fi, ha (; < a és F; kiilonben, ahol a > 0
rogzitett kiiszobszam. Feltessziik tovabba, hogy (;-k fiiggetlenek, azonos eloszlasuak
exponencialis eloszlassal. Korabbiakhoz hasonléan U, jeloli a t idépontban a biztositd

Ossztokéjének nagysagat leird folyamatot. Ekkor U, fejlédése a kovetkezo:
Ut =u+ct— St,

ahol S; = vaztl Z; a karfolyamatot és a ¢ konstans pedig az idGegységre esé biz-
tositdsi dijat jeloli. Ebben az esetben is a [0, t]-ben kifizetett karok szdma, Ny A
intenzitasu Poisson eloszlasu.

Feltehetjiik, hogy a kovetkezo netto profit feltétel teljesiil;

ct = (1+0)E(S;), ahol 8 > 0 a biztonsdgi pétdij.

12
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3.1.1. Megjegyzés. Alkalmazhatjuk a Wald-azonossdgot ', igy
=1+0)E(S)=(1+0)E (ZZ) (1+0)E(N)E(Z))

= (L+OMP(¢ < a)p + P( = a)pus),
ahol 111 az Fy eloszlasu kifizetések vdrhato értéke, uo pedig az Fy eloszldsiaké. Ebbol
= (L+ O — e ) + e pa).

Legyen T = inf;>o{t : Uy(u) < 0}, azaz T jeloli azt az idépontot, amikor a cs6d
esemény bekovetkezik. Ekkor

®(u) = P{T = oo|Uy = u}, a nem-cséd bekdvetkezésének valdsziniisége;

U(u) =1— ®(u),a csédesemény bekovetkezésének valdsziniisége.

Az €l6z6 fejezetben leirtak alapjan ®(u) a kovetkezé:

u+ct
/ )\e"\t/ O(u+ct — 2)dzdt

u+-ct
- / )\@_/\t/ fi(z)®(u + ct — z)dzdt

u+ct
/ e / O(u+ ct — z)dzdt,

ahol jelolje f1 az F} eloszlast, valamint fy az Fy eloszlasu karkifizetések strtségfiigg-
vényét. Tehat ®(u)-nak létezik Radon-Nikodym derivaltja. Ekkor a kovetkez6 tétel

igaz a nem-cséd valdszintliségére.

3. Tétel. A nem-csdéd valdszinisége, ®(u) kielégiti a kivetkezd integral-differencidl-

egyenletet :
u+-ca
qu;iu) — \D(u) = /\e—Aa/O [f1(2) — fol2)]®(u+ ca — z) d
_)‘/ fi(z)®(u — x)dx. (3.1)
Bizonyitas.

u+ct
/ _’\t/ O(u+ct —z)dedt
u+ct
/ e / O(u+ ct — x)dzdt.

LA Wald azonossig: Legyen Z1, Z, ... azonos eloszlasi valészintiségi valtozék sorozata, va-
lamint legyen N nemnegativ egész értékil valésziniiségi valtozo. Tegyiik fel, hogy N és Z;
varhato értéke véges, valamint azt, hogy az N, Zy,Zs,... valtozok fiiggetlenek. Ekkor a
Wald-azonossag szerint: E(Z1 + ...+ Zy) = E(N)E(Z).
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Legyen s = u + ct

u+-ca
cd(u) = / Ae ™

+/u+w () /f2 o(s — z) du ds. (3.2)

Vegyiik mind két oldal u szerinti derivaltjat, ekkor kapjuk

c—dq;iu) = e ™ /O“+“C fi(x)®(u+ca —z)de — A /0“ fi(x)®(u — x)de

O(s —x)dads

+5/me40?>sﬁuww—xMwu

0

u+tca
- )\e’\a/ fo(x)®(u+ ca — x)dx
0

L % /: e (52) /0 Fol2)®(s — ) dz ds.

Behelyettesitve (3.2)-t a fenti egyenletbe

dq) U u-+tca
c£>zmw/‘ (@) = fa@)]®(u + ca — 2)da
—)\/ fi(x)®(u — x) dz + AP(u).
Atrendezve megkapjuk a tétel allitasat. O

A cs6dvaldszintiségre, azaz U(u)-ra igaz a kovetkezo tétel:

4. Tétel. A csddvalosziniség kielégiti a kovetkezd integrdlegyenletet :
cW(u) =M\ (/ Fi(z)dx +/ U(u—x)F; () d:z:)
u 0
e / Folz) — Fi(2)] da
u+tca

+ /Ou+cam(u+ca—x)[72(x) ~Fi(2)] dx) (3.3)

ahol Fy és Fy az Fy és az Fy farok eloszldsdt jeloli.
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Bizonyitds. A (3.1) mindkét oldalat 0-tél u-ig integralva
()~ ()] = A [0y dy -
u y+ca
=3 7[R — @) + o= ) drdy
- A d(u—x)dxd
|| @t —aaray
u-+ca u-+ca
= e M — ) — — 2)]®(z) dyd
e {/0 /ca iy —2) — fo(y — 2)]P(x) dy do

- [ 1@ - s -» dydx}
—)\/Ou/:fl(x)(b(y—x)dyda:
_ e /O o CID(x){[Fl(u +ca—g) — Fi(ca— )]

— [Fa(u+ ca — x) — Fy(ca — a:)]} dz

- f ! / " h@)0() dody.

c[®(u) — P(0)] = )\/Ou O(z)F(u— z)de
+ e~ /Ou h O(u+ ca — x)[Fi(z) — Fy(x)] de
e /0 U () — Fy(a) da (3.4)

u — 00 esetén,

ca

c[l — ®(0)] = Mg + Ae (g — 1) — )\e)‘“/o O(ca — x)[Fi(x) — Fy(x)] de
D) =1 M _ A

C C

(p2 — M1)

Ae /0 " B(ca — )[Fy(x) — Fo(x)) da.

Cc

Behelyettesitve ezt az egyenletet a (3.4)-be és a ®(u) = 1 — W(u) hasznalva kész a
bizonyitas. O

Altaldaban nem kaphaté explicit megoldéds a csodvaldszintiségre, azonban szamos

uton kaphatunk becslést. A kovetkezokben belatunk egy felso korlatot és bemuta-



3.2. A karkifizetés nagysaganak exponencialis eloszlasa 16

tunk egy szimulaciés modszert. Mivel az illeszkedési egyiitthatonak fontos szerepe
van igy el6szor ennél a modellnél is azt vezetjiik be.

A klasszikus modszerhez hasonléan a kovetkezot kapjuk:

5. Tétel (Illeszkedési egyiitthatd). Tegyiik fel, hogy mind Ml fo e fi(x
és My(r foo "¢ fo(x) dw létezik, tovabbd léteznek r!
M;(r) < oo, har <rl, éslim, .. M;(r)=oo,i=12. Ekkor létezik egy egyedi po-

501 To0 € RU {oo} dgy, hogy
zitiv szdm R > 0 1gy, hogy E [e®X=D)] = 1. Ezt az R-et illeszkedési egyiitthatonak

nevezzuk.

Hasonléan a klasszikus modellhez az illeszkedési egyiitthatd segitségével itt is

megkaphatjuk a Lundberg-egyenlttlenséget.

6. Tétel (Lundberg-egyenlétlenség).

U(u) < e ) (3.5)

ahol uw > 0 a kezddtbke és R a (5) tételben definidlt illeszkedési eqyiitthatd.

Bizonyitds. Legyen S egy véletlen bolyongas fiiggetlen, azonos eloszlasi novek-
ménnyel Y = X — ¢T-vel, ahol T a cs6d bekovetkezésének ideje. Ekkor mértékeserét
hajtunk végre, és definidljuk az 1j valészintiségi mértéket, Pr(A) = EleftS»; A], A €
€ F,. Ekkor kapjuk, hogy U (u) = E[e~%57], ahol T a cséd ideje. Igy

\If(u) — EL[efRST} — efRuEL[eng(u)] < eiRu,
ahol £(u) az els6 kiiszobot meghaladé Osszeg. O

SOt a fenti bizonyitasbdl, hasonléan a klasszikus modellhez lathatjuk, hogy W (u) =
= by [e‘RST]—t haszndlva egy szimuldcios algoritmust kapunk a csédvalésziniiség

eldallitésara.

A karkifizetés nagysaganak exponencialis el-

oszlasa

Tegyiik fel, hogy Fy és F, exponencidlis eloszldsok, azaz Fi(z) = 1 — e )17 és
Fy(z) = 1 — e P2%, Ekkor megmutatjuk, hogy a csédvalésziniiség az (u + ca) he-
lyen kielégiti a mésodrendii linearis differencidlegyenletet. Ezt a harmadrendi dif-
ferencialegyenlet kovetkezményeként fogjuk megkapni, igy el6szor arra vonatkozon

bizonyitunk egy tételt.
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7. Tétel. VU (u) az (u + ca) helyen kielégiti a kovetkezd harmadrendd differencial-

egyenletet :
d>V (u) d*V (u) dV(u)
C dud + (Cﬁl + Cﬁg — )\) du? + 52(061 — )\) du

(u+ ca)

—)\e_’\“(ﬁl—ﬁg)dlp - =0. (3.6)

Bizonyitdas. A (3.1) egyenlet alapjan

dd(u)
du

u+tca
c —A\P(u) = )\e_’\“/ [Bre™ " — Bye P20 (u + ca — x) dw
0

- )\/ Bie P ®(u — ) da.
0

Mindkét oldalt u szerint derivalva majd behelyettesitve a (3.1)-t,
d?®(u) dd(u)

R A T e (B — B2)@(u + ac) — A\B1P(u)
u-+tca
— B (cd(ziu) - /\CI)(U)) + Ae™(By — 51)/0 ByePelutea=a) (1) du.
Atrendezés utén
2
TV I P R AP

u+-ca
= X (B — b’l)/ Bae P2 lutea=2) @ (1) da.
0

Legyen
u+ca
h(u) = Xe™(By — 1) / Boe Pt P (1) da.
0
Ekkor
u+ca
d};iu) = Xe (B2 — B1)Ba [CID(u + ca) — / Bae Pt D (z) dz |
0
dh(u
% = Ae By — B1) Ba®(u + ca) — Boh(u)
dh(u
d(u ) + ﬁzh(u) = /\67)@(&2 — ﬁl)ﬁ2®(u + CCL) (*)
Behelyettesitve a kovetkezé formuldt a fenti (%) egyenletbe
d*®(u d®(u
) = < e )T a5, e+ ca)
atrendezés utan kapjuk, hogy
A3 (u) d*>®(u) dd(u)
C dud + (Cﬁl + Cﬁg — /\) du? + 62(061 — )\) du
a d®(u+ ca
e gyt
u

Az utébbi egyenletbe felhasznalva ®(u) = 1 — W(u) megkapjuk a tétel allitdasat. O
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3.2.1. Kovetkezmény. A csddvalosziniség V(u) az (u + ca) helyen kielégiti a ko-
vetkezd masodrendi differencidlegyenletet :

d*W (u) d¥(u)
¢ du? du

+ (Cﬁl + C,BQ — /\)

(ch1 = A)¥(u)
— e (B — B)¥(u+ac) =0. (3.7)

Bizonyitds. Mivel ¥(co) = 0,9 (c0) = 0 és U (oc0) = 0, a (3.6)-0t u-tél oo-ig

integralva megkapjuk az allitast. O

8. Tétel. Az el6z6 (3.7) differencidlegyenlet megolddsa:

n
— Zpi(u)eRi“,n > 1,
i=1

ahol R; € C a kévetkezo karakterisztikus egyenlet gydkei:

CR2 + (Cﬂl + Cﬁg — )\)R + ﬁg(Cﬁl — )\) 7/\(1(5 B ) Rea _ (38)

és pi(u) (I —1)-ed foki polinom wu-ban, ha az R; gyok multiplicitdsa l. S6t n véges,

ha a lehetséges gyokiok a komplex tér valamely fiiggdleges sdvjdra korldatozodnak.

Bizonyitds. A W(u + ca) Taylor-sora,

> (ca)Fw®) (y
\I/(u—i-ca)zzw.

k!
k=0
Behelyettesitve ezt a (3.7)-be
2 o)
d;jg) +(cfr+cfo—A )dqj( ) (cB1=N) ¥ (w)=Ae™(B1—Ps) Z (ca) ¥ (u) =0.

k=0
Ekkor a vizsgélt karakterisztikus egyenlet :

©_ (ca)* RF
cR? + (cBy +cBa — MR+ Ba(cfr — N) — Xe (81 — o) Z R

=0

vagy ezzel ekvivalensen

cR? + (Cﬁl + cfy — )\)R + ﬁg(Cﬁl — )\) — )\ean(Bl — ﬁQ)eRca =0.

Mivel a 3.2.1-es kdvetkezménybol
hR) = cR? + (cf1 + cf2 — MR+ Ba(cfy — A) — Xe (By — fo)e™,

igy csak véges szamu nullhelye van egy kompakt halmazban. Ez azt jelenti, hogy csak
véges sok megoldas van a komplex tér egy fiiggbleges savjaban. Tovabbd a (3.7)-es
egyenlet linearitdsa azt jelenti, hogy barmely véges Osszegi uFef* k = 0,1,2,...
fiiggvény esetén, ahol R; a (3.8) egyenlet [-szeres gydke, a (3.7) megoldésa a (3.8)-
nak. O]
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A {6 probléma a mésodrendii differencidlegyenlet (u + ac) helyen vett megolda-
sanak megtalaldsaval az, hogy a karakterisztikus egyenlet nem linearis. Ez nagyon
nehézzé, csaknem lehetetlenné teszi az 6sszes gyok explicit meghatarozasat. De jelen
esetben a karakterisztikus egyenlet megoldhato, ezért ennek segitségével megproba-

lunk a W(u) csédvaldsziniiségre analitikus kifejezést adni.

3.2.1. Explicit megoldas

El6szor is fontos megjegyezni, hogy mivel u — oo, ¥(u) — 0, igy nem sziikséges
azzal az esettel foglalkozni amikor R; gyokok a nem negativ valds részbe esnek. Most
megmutatjuk, hogy a (3.8) karakterisztikus egyenletnek mindig létezik negativ valos

gyoke.
3.2.1. Lemma. A karakterisztikus egyenletnek mindig létezik 2 negativ valos gyoke.
Bizonyitds. Legyen

g(x) = ca® + (cB1 + By — N)x + Pa(cfr — N)
h(z) = Ae (B, — By)e™®.

Tgy (3.8) megoldasa ekvivalens g(x) és h(x) zérus helyeinek megtalaldsaval. Ezt eset
szétbontassal tessziik meg.

1. eset:5; > Bs.

Ebben az esetben py < us, ezért a nettd profit feltételbol, ¢ > Api-bol kévetkezik,
hogy mivel u; = %, igy ¢f1 — A > 0. Ez azt jelenti, hogy g(z) = (cx + cf1 — \)(z +
+ fs)-nek 2 negativ valds gyoke van, & és &. Mivel h(z) > 0, Vo € R esetén, ezért
h(z) > g(x), ha z € [{1,&]. Tovabba szintén a netté profit feltételbél kapjuk, hogy

g(0) = h(0) = Ba(cBr = A) = Ae™UBy — Ba) = Bifa(c—A((1— e )y 4 e pu3)) > 0.

Vegyiik figyelembe, hogy g(x) > h(z), ha x — —oo, akkor g(x) — h(x) szigorian
monoton csokkend a x € (—oo,&;]-on és szigorian monoton névekvé a x € (&,0]-
on. Megmutattuk, hogy g(z) — h(x) < 0 amikor = € [, &]. Tehdt vildgos, hogy a
karakterisztikus egyenletnek 2 negativ valos gyoke van.

2. eset:f1 < B9

Most h(z) < 0,Vz € R. Ha ¢g(z) a minimumé&ban kisebb, mint h(z), akkor kell lennie
a g(x) = h(z) egyenletnek 2 negativ valés gyokének. Ezt a kovetkezébdl lathatjuk:
a netté profit feltételbdl g(0) > h(0); mivel x — —oo, g(z) > h(z); tovabba g(x) —

— h(x) szigorian monoton csokkend, ha = < « és szigorian monoton névekvd, ha
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x > 1, ahol 7y az egyetlen olyan pont, melyre ¢'(x) = W'(x), azaz g(z) — h(x) eléri a

minimumat y-ban. ¢g(z) minimum helye %ﬁ;cﬂ? és értéke:

()\ — P — 052) N —(A—cf — Cﬁ2)2
g 2c N 4c '

h(x) értéke 2=L=% hen;

h (M) = My = By)eT e,

2c

Legyen r(a) = —()‘ cPrcha)” A(By — Ba)eeWHeBited2) okkor

—()\ —cf — 052)2 —(>\ —cf — 052)2
= — — By) = <
7“(0) dc )\(51 /82) 4c = 07

" (a) = A(Br — B2) (A + ¢fr + 052) ¢ keBiteBs)

c
—(AtcBi+cB2)?

minden a € R esetén. Mivel a — oo, ezért r(a) — < 0. Ez azt jelenti,

4c
hogy r(a) < 0,Va € RT. Tehdt megmutattuk, hogy ¢(z) a minimumhelyén mindig
kisebb, mint h(z). Mivel g(z) — h(z) < 0 a minimumhelyén ~, igy a g(z) = h(z)
egyenletnek 2 negativ valés gyoke va.

]

Most belatjuk, hogy ha a (3.8)-as karakterisztikus egyenletnek léteznek tobbszo-

r0s gyokei, akkor azok valdsak.

3.2.2. Lemma. Ha van tobbszords gyoke a (3.8)-as karakterisztikus egyenletnek,

akkor az teljesiti a kovetkezd feltételeket :

2A—Bk++/(B2—4AC)k2+4A2

24+ /(B? — 4AC)k? + 4A% — Dk’e oA =0, ha 1 > P
24 — \/(B? —4AC)K? + 442 — DR2e™ Y0 0 ha By > By
(3.9)

ahol A =c¢, B =cBi+cfo— A, C = Ba(cfy — N), D = Xe™(By — ) és k = ca.

Sot, ha a fenti feltétel teljesiil, a 2 valds gyok ugyanaz és csak eqyszeres.

Bizonyitds. Legyen f(z) = Ax?+ Bx + C — Dek® és g(x) = Ax? + Bx + C, ahol
A, B, C, k fent definidltak. Mivel g(z)-et felbonthatjuk a kovetkezéképp g(z) = (cx+
+¢B1 — N)(x + B2), igy minden gydke valés. Ez azt jelenti, hogy B? —4AC > 0. Ha

r tobbszoros gyok, teljesitenie kell a kovetkezd szimultan egyenletrendszert :
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f(r)=0  Ar*+ Br+C—De" =0
=
f(r)

0 2A4r + B — Dke" =0
Ezért,

Akr* + (Bk — 2A)r + (Ck — B) = 0. (3.10)
Az el6z6 masodfoku egyenlet determindnsa
(Bk — 2A)* — 4(Ak)(Ck — B) = (B? — 4AC)k* + 4A% > 0.

Tehét r-nek valosnak kell lennie. A (3.10) megoldésa

_ 2A— Bkt /(B2 —4AC)k? + 4A2
B 2Ak ‘

Az el6z6 lemma bizonyitasabol, ha 1 > fs, akkor a karakterisztikus egyenlet gyokei

r

kiviil esnek a

—B—-+vB?—-4AC —-B++vB?—-4AC
2A ’ 2A

halmazon.

fgy

24— Bk + /(B2 — 4AC)k? + 442
B 2Ak

az egyetlen lehetséges kétszeres gyok. Behelyettesitve ezt a 24Ar + B — Dket™ =

r

egyenletbe kapjuk, hogy

_ 2 __ 2 2
A <2A Bk + \/(zzaAk 1AC)K? + 4A > B

2A—Bk++/(B2—4AC)k2+4A2
24K

i —0,

vagy

k 2A—Bk++/(B2—4AC)k2+4A2
24k

2A + /(B — 4AC)K? + 4A% — Dk’ ( = 0.

Ez lesz a kétszeres gyok létezésének feltétele a 51 > Py mellett. A bizonyitas hasonlo

a masik, fy < (7 esetben. n

Tehat azt kaptuk, hogy nem lehetséges, hogy egy gyok multiplicitasa nagyobb
legyen, mint 2, mert az eléz6 bizonyitasban 1év6 (3.10) masodfoki egyenletnek nincs
kétszeres gyoke. Azonban a valds gyokok mellett a karakterisztikus egyenletnek lehet
néhany komplex gydke is. Ezért nézziik meg, hogyan tudjuk lesziikiteni a lehetséges

komplex gyokok tartomanyat.
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3.2.3. Lemma. Ha R; a karakterisztikus egyenlet komplex gydke, akkor R; eleme a
kovetkezd halmaznak :
1. eset: By > [

. —B+vVB2—4C
T=p+q2:p€(71,51)U((52,’yz)>q=i\/ 5
Kiilonben
) —B++vB?2-4C
7"=p+q2:p€(%,”yz),q=i\/ 5

2. eset: By > [y

: . —B+VB2—4C
r=p+4+qi:pe€ (51,71)U(’Vz,mm(5z,0)),q=i\/ 5

ahol,

B =(p+pB)° + <p+ <51 - %))2
C=(p+5) (p + (Bl - %))2 - (%)2 e By — Ba) e,

Y1 €s o két negativ valos gydke a g(x) — h(x) = 0 egyenletnek, §; és oy pedig a
g(x) + h(x) = 0 egyenlet két negativ valds gyoke, ahol

g9(x) = (z + B2) (:c + (51 - %))

h(z) = <é) e(By — By)e .

C

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy R = p+qi € C: p € R,g € R\ {0} a (3.8) egy
komplex gyoke. Mivel a karakterisztikus egyenlet egy valés analitikus fiiggvény, ezért
a komplex gyokok konjugaltja is megoldasa a karakterisztikus egyenletnek. Legyen
R a komplex gyok és R a konjugaltja. Behelyettesitve R-et és R-t a (3.8)-ba, a

kovetkezo egyenletrendszert kapjuk

CR?* 4 (cPr + cBo — MR+ Ba(cBy — ) = Xe (1 — fy)ee

. - B (3.11)
R+ (cB1 4 cBa — AR+ Ba(cB1 — N) = Ae (B — Ba)elt.
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Szorzattd alakitva a bal oldalt

(CR +cfr — /\)<R + ﬁg) = )\e—ka<51 — 52>6Rca
(CE_'— Cﬁl - A)(E‘i‘ ﬁg) = )\€_>‘a<ﬁl — B2>e§ca.

Osszeszorozva az elsé egyenletet a (3.11) mésodik egyenletével

(IR]? + B2(R+ R) + 53) x (*|R]* + c(cfy — \)(R+ R) + (¢ — A)?)

_ )\2672)@(&1 . B2)2€CG(R+E).
R = p + qi-t hasznalva

(0" + @ + Bap + B3) X (P(0* + @) + clcBr — Np+ (cfr — N)?) =

— )\26—2)«1(61 . 52)2626(]’]).
Ekkor
¢+ B¢ +C =0 (3.12)

ahol

B=(p+ )+ (p+ (61 - %))2
C=@p+p) (p + (ﬁl - %))2 - (%)2 e By — B) e

fgy a (3.12) mésodfoki egyenlet a ¢g*-re nézve. A masodfoku egyenletek megoldésara
vonatkoz6 ismeretek alapjan, mivel B > 0, ezért lehetetlen, hogy minden gyok

nagyobb legyen, mint 0. Tehat kell, hogy C' < 0. Ez azt jelenti, hogy

2 A ’ A ’ —2Xa 2 2ca
(p+62) (p“f‘(ﬁl_g)) _(E) e (51-52)6 P < 0.

Innen
(p+82) (p+ (81— 2)) + (2) eX(Br = Ba)ec? > 0 (3.13)
(p“‘ /62) (p+ (51 - %)) - (%) G_Aa(ﬁl — 62)66[”; <0

vagy
(p+ B2) (P + (/61 — %)) + (%) e (B — By)ec® < 0 (3.14)
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Most oldjuk meg a problémat két esetre szétbontva:
1. eset: By > [
Legyen

9(p) = (p+ B) <p+ (51 - %)) :

i) = (3) (61 - e

c

és 1 valamint 7, jelolje a g(p) = h(p) egyenlet 2 negativ valés gyokét gy, hogy 71 <
< 2. A 3.1.1-es lemma bizonyitdsabol lattuk, hogy g(p) > h(p) > 0,Vp € (—o0, 1)U
U (72,0). [gy a (3.14)-et elutasitottuk, tehét a (3.13) az egyetlen lehetséges megoldas,
azaz p € (71,72). Mivel g(p) szigorian monoton csokken pozitivbdl negativba a
minimumaig, majd szigorian novekszik pozitivba ismét mialatt p v;-bol ~9-hoz tart
és h(p) mindig pozitiv, igy a g(p) + h(p) = 0 egyenletnek, vagy a g(p) > h(p)
egyenlotlenségnek,Vp < 0 van két gyoke. Legyen d; és 9o ez a két gyok, ha léteznek
akkor 0; < 9. Ekkor R = p 4 ¢i a komplex gyokok lehetséges tartomanya, ahol
p € (71,01) U (d2,72), ha a g(p) + h(p) = 0 gyokei léteznek és p € (71, 72) killonben,
valamint g = 4/ @, ahol B és C' fent definialt.

A bizonyitas hasonlé a masik esetben, amikor 81 < (5. O

Az utolsé 1épésként annak bizonyitdsdhoz, hogy a (3.8)-nak két kiilonb6z6 negativ

valos gyoke van és nincs komplex gyoke, a Rouché tételt hasznaljuk.

9. Tétel. A csddvaldsziniiség azon feltételei mellett, hogy ¥ € C([0,00],[0,1]) és
V'(u) < 0,Yu > 0 a (3.7) mdsodfoki differencidlegyenlet megolddsinak az (u + ac)
helyen nincs oszcilldlo feltétele, azaz a karakterisztikus egyenletnek nincs komplex
gyoke. Tovdabbd a két kilonbozd negativ gyok egyszeres, azaz a (3.9)-es feltétel nem
teljestil.

Bizonyitds. Mivel g(x) masodfoku fiiggvény és h(z) exponencidlis, mindig tudunk
taldlni egy zért korvonalat a bal fél térben ugy, hogy |g(x)| > |h(z)|. Mivel g(z)-nek
csak két gyoke van a bal fél térben, Rouché-tétele szerint, g(z) — h(z)-nek szintén

csak 2 gyoke van a bal fél térben. Es a (3.2.1) lemma azt mutatja meg, hogy mindig

van 2 kiilonb6z6 negativ valés gyok. O
Tehat a (3.7)-es masodfoku egyenlet megolddsa:
U(u) = A + Bel" (3.15)

ahol A és B valamilyen valés konstansok, R; és Ry a (3.8) karakterisztikus egyenlet

2 negativ valés gyoke.
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Annak érdekében, hogy meghatérozzuk az A és B konstansokat, helyettesitsiik be
(3.15)-t az (3.1)-be és a (3.3)-ba, legyen u = 0, ekkor a kévetkez6 egyenletrendszert

kapjuk:
B By (1 — 6_(R1+/81)0a) B (1 — 6—(R1+ﬁ2)ca) _
A — cRy + Aeagfuce . }A+
{ ! [ R+ B Ry + B3>
- By (1 — e*(32+51)6a) Ba (1 — e*(R2+52)Ca) _
+ {)\—CR + \ehaghtaca — }B:
? Ry + B4 Ry + B35

=4 e M@ (e’ﬁQC“ — e’ﬁlca) )

1 — e~ (Batf2)eca | _ g=(Batpfi)ea\ ] _
[c — \e Maglhca ( ¢ — ¢ )1 A+
Ry + Ry + B

1 — e~ (R2+p2)ca 1 — ¢~ (Ba+pi)ca o
+ [c — \e Naghizca ( ¢ — ¢ )] B =
RQ + 52 R2 + 61
M + Ae™ <6ﬂ2m eW) (3.16)
= A + Ae” - . (3.
. B B

Megoldva ezt a két ismeretlenes egyenletrendszert, megkapjuk az A és a B konstan-

sokat. fgy kaptunk egy explicit formulat a csédvaldszintiség meghatarozasara.



4. fejezet

Osszetett geometria eloszlas
alkalmazasa csodvaldsziniiség

becslésére

Ebben a fejezetben azt az esetet vizsgéljuk a [1] konyv alapjan, amikor a karki-

fizetések szamanak eloszlasa geometriai eloszlast kovet.

4.1. Osszetett geometriai eloszlés

Most a kovetkezo jeloléseket hasznéaljuk: N tovabbra is a karkifizetések szamat je-
1616 valészintiségi véaltozo, eloszlasa {p, = P(N =n);n = 0,1,2,...}, farok eloszlasa
an=P(N >n)=37" . pxn=012 .. generitorfiiggvénye P(z) =Y " pn2",

1—P(z)

—,|2| < 2, ahol

|z] < 2, altaldnos generdtorfiiggvénye A(z) = > 7 ja,2" =
2o > 1 a P(z) konvergencia sugara. Tovabbd most {Xi, Xs,...} fliggetlen, azo-
nos eloszlasu valdszintiségi valtozok jelolik a karkifizetések nagysagat, melyek N-t6l
is fiiggetlenek. X;-k kozos eloszlasfiiggvénye F(z) = P(X < z),z > 0, valamint
F(x) =1 — F(x) a farok eloszldsa. Legyen F*"(z) = P(X; + Xo + ...+ X,, < 1)
n=1.2,...az n-edik konvolicié hatvany, igy F (z) = P(X; + Xo4 ...+ X, > ).
Sy =Xi1+Xo+ ...+ Xy (S =0, ha N = 0) egy véletlen tagszamu Osszeg, az
osszkar kifizetés. Ennek eloszlasfiiggvénye G(x) = P(Sy < x) egy Osszetett eloszlas.

Ezen jelolések bevezetése utan, eloszor tekintsiik az Osszetett kockazati modellt.

Legyen

G(z) = pF™(z),2 >0, (4.1)

26
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ahol F*O(z) =1, igy
an_*n ;x> 0. (4.2)

Altaldban az 6sszkar kifizetés farok eloszlasdnak, azaz G(z)-nek becslése a konvo-
licié miatt nehéz. Egyik megkozelités a farok eloszlas azonositasara Sy Laplace

transzformaltjanak, azaz
E(e™*V) = P{E(e"*")} (4.3)

segitségével torténik, ahol P{z} az Sy generatorfiiggvénye.
Tekintsiik az (a, b) osztalyba tartozé' geometriai eloszlas egy olyan speciélis ese-

tét, ahol 0 < py < 1 és
Po = (1 _pO)(l _Q)qn—lvn: 1727377 (44)

0 < g < 1. Ekkor {p,;n = 0,1,2,...}, azaz a kérkifizetések szdamdanak eloszlasa egy

modositott geometriai eloszlas. Ebben az esetben N farok eloszldsa

an = P(N > n) Z pr=(1—po)g"n=012,..., (4.5)
k=n+1

melybol most azt kapjuk, hogy
(py1 = qap;n =0,1,2,.... (4.6)

Mivel igaz az, hogy a,+1 < qa, és az is, hogy a,+1 > qa,, igy az Osszkar kifizetés
farok eloszldsanak korlatait, G(x), egy olyan B(z) eloszlas segitségével hatdrozzuk
meg (ennek farok eloszldsat a szokdsos médon B(x) = 1— B(z) jeldli), amely kielégiti

a kovetkezot

R 1
/ (B(x)} " dF(z) = *. (@7)
0 q
A (4.4) eloszlas egy egyediilalls és hasznos tulajdonsdga, hogy ha B(x) exponencidlis,

akkor egyszerti als6 és fels6 korlatok kaphatdk G(z)-re. Tehdt legyen B(z) = e,

ahol R > 0 az illeszkedési egyiitthatd, melyre a kovetkezo egyenlet teljesiil:

/000 e dF (z) = 1 (4.8)

q

1 (a,b) osztalyba, azok az eloszldsok tartoznak, melyek esetén a p, = P(N = n)-re igaz
a kovetkezO: ppy1 = (a—I— ~ +1) Pn, ahol N a kérkifizetések szamat jeloli, a és b pedig
konstansok. Geometriai eloszlds esetén: p, = (1 —¢)¢";n =10,1,2,...;0 < ¢ < l;a=¢,b=
=0.
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Ekkor G(x) felsé és alsé korlatait o () és ay(x) segitségével fejezhetjiik ki, ahol

1 C e dp
Qaq (IL‘) 0<2<2,F(2)>0 GRZF(Z)
és
1 e dF
= sup Je ) (4.10)

Q2 (ZL’) 0<2<x,F(2)>0 eRZF(Z) T

A kovetkezo altalanos korlatot sok kiilonb6z6 modén megkaphatjuk.

4.1.1. Kévetkezmény. Ha p,-re igaz a (4.4)-es egyenletn = 1,23,... és0 < g <1
esetén és R > 0 teljesiti a (4.8)-et, akkor

ap(z)e ™ 2 >0, (4.11)

ahol a1 (x) és as(x) a (4.9) és (4.10) szerint definidlt.

Nyilvanvalé, hogy (4.11) meglehetésen pontos kizelitést ad az efG/(x) értékére.

Ha ezt kiegészitjiik azzal a feltevéssel, hogy F(y) nem aritmetikai, akkor

. - 1— po)(l - Q)
1 Recy = ( .
zggoe (x) Rq? fooo yeFs dF (y)

(4.12)

Az alabbi kovetkezményben leirt korlatok viszont nem kivannak semmilyen megko-

tést az F(y) eloszlasfiiggvényre.

4.1.2. Kovetkezmény. Ha p,-re igaz a (4.4)-es egyenletet minden n = 1,23, .. .,
0 < ¢ <1 esetén, valamint R > 0-ra teljesil a (4.8)-as, ekkor

- _ 1
poy(x)e_R”” <G(z) < —poe_RzJ: >0, (4.13)
q q

ahol v(x) = max{qF(z),e "}, m = inf{x; F(z) = 1}.

Azokban az esetekben, ahol a hatralévo atlagos élettartam monoton, a kovetke-

z0k bizonyithatoak:

4.1.3. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy p,-re igaz a (4.4)-as egyenlet minden n =
=1,23,...,0<q <1 esetén, valamint R > 0-ra teljesil a (4.8)-as. Ekkor ha F(y)
IMRI?

(1 = po) F'(x)

< G(z) < (1 —po)e ¥,z >0. (4.14)
oo — — -
q [, e dF(y) ’
2Increasing Mean Residual Lifetime (Novekvd dtlagos hatralévé élettartam); F(y) eloszlds-
. f;o F(x)dz

fiiggvény IMRL osztdlyba tartozik, ha r(y) = nem cstkkend y-ban.

F(y)
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4.1.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy p,-re igaz a (4.4) egyenlet minden n =
=1,23,...,0 < q <1 esetén, valamint R > 0-ra kielégiti a (4.8)-t. Ekkor ha F(y)
DMRL? F(x) > 0-val

Ry ¢ & (1 = po) F(x)
(1 —po)e™ < G(x) < 2 [~ dF(y)’x > 0. (4.15)

Abban az esetben, ha F'(y), azaz a kérkifizetések nagysaganak kozos eloszlasfiigg-

vénye exponencialis eloszlasfiiggvény, akkor az alsé és a fels6 korlatok a (4.1.3) és a
(4.1.4) kovetkezmények esetén egybeesnek. fgy ezek a korlatok egy pontos kifejezést
adnak G/(z)-re.

Ha F'(y) atlagos hatralévé élettartama korlatos, akkor egyszeri korlatot kapunk.

4.1.5. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy py-re teljesiil a (4.4)-as egyenlet minden

n=123,...,0<q<1 esetén, valamint R > 0-ra kielégiti a (4.8)-t. Ha az dtlagos
- fyoof(x) dz
- Fly)

esetén, ahol 0 < ry < oo és 0 < ry < o0, akkor

(1 —po)(1 — Rry) 1 —po)(1 —er)e_m

hdtralévé élettartamra, azaz r(y) -ra igaz, hogy r1 < r(y) < 1o, y > 0

e—Rz Sé(l‘) S (

x> 0. 4.16
. . (4.16)
Tovébba r; < r(y) < ro-re elégséges feltétel

1 d, — 1

— < ——InFy) < —. 4.17

T 1)

Vegyiik észre, hogy amikor F'(y) = 1 — 67%, konnyen megkaphat6 (4.8)-bol, hogy
R = +=L és a (4.1.5) kovetkezménybél r; = ry = F(X)-nal, hogy

E(X)
G(r) = (1— po)e_%gc,w > 0. (4.18)
Hasonléan, abban az esetben ha —mtidl_— = ¢=Re igy a (4.1.3) és (4.1.4)

q [, e dF(y)
kovetkezményekben az egyenlStlenségek mindkét oldala (4.18)-re egyszertisodik. Ez

azt jelenti, hogy a (4.1.3),(4.1.4) és (4.1.5) kovetkezményekben a korlatok élesek.

A (4.1.1) kovetkezményben szerepld altalanos korlatot gyakran lehet finomitani.
A (4.9) kifejezésbol lathatjuk, hogy «i(x) nem csokkend fiiggvény, amely kielégiti
(z

= x esetén) az

o
F(x) < ozl(x)e_Rx/ e AdF(y),z >0 (4.19)
x
3 Decreasing Mean Residual Lifetime (Csokkend dtlagos hatralévo élettartam);F(y) eloszlds-
filggvény DMRL osztdlyba tartozik, ha r(y) = J7 ) de nem noévekvé y-ban.

F(y)
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egyenlotlenséget.
Hasonl6an, (4.10)-bél kovetkezik, hogy awo(z) nem novekvo és teljesiti az

F(z) > ay(x)e ™ /OO e AF (y),z >0 (4.20)

egyenlotlenséget.

A kovetkez6 tétel alapvetéen Wu-t6l (1996) szarmazik.

10. Tétel. Tegyiik fel, hogy p,-re igaz a (4.4)-es egyenlet minden n = 1,23,..., és
0 < g <1 esetén, valamint R > 0-ra kielégiti a (4.8)-t, ekkor x > 0 esetén

Gla) < 2P0 e — (1= py) {oq(x)em / "M ar(y) - m)} C(21)

€s

5@)21;Mbﬂ@€%”+ﬂ—pd{7@0—aﬂwé%{/wgwﬂww}-(4%)

Finomitdsok a (4.1.2)-(4.1.5)-6s kévetkezményekre, valamint nem exponencialis

korlatok hasonlé médon megkaphatok.

4.1.6. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy p,-re igaz a (4.4)-es egyenlet n = 1,23, ...,
valamint 0 < q < 1 esetén. Ekkor ha E(X) = [[*ydF(y) < oo,

Lz >0, (4.23)

ahol E(Sy) = E(X)E(N) = E(X)(1 — po)=.
Vilagos, hogy (4.23) finomitasa a G(z) < E(iN)—nek. [gy, ha po > 1 — ¢, akkor
(4.23) a kovetkezd finomitésa

6@) S E(SN)

V> 0. 4.24
P T (4.24)

Tovébbi finomitdsokat taldlunk Cai és Garrido (1998) munkéjdban. A kovetkezd
eredmények alapvetéen Lin(1996) valamint Cai és Wu (1997) nevéhez kétheték.

11. Tétel. Feltéve, hogy a, < (>)Kq* n=1,23,..., ahol q € (0,1). Ekkor

Glo) < (2)7-Hyfa) = (K - a0) (@) (1.25)
ahol
Hy(z) =) (1—q)¢"F " (x) (4.26)

eqy osszetett geometriai eloszlds farok eloszldsa.
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Ha K = ag, kovetkezik, hogy

1 —po
q

G(z) < (>)

Most nézziink egy egyszerii becslési eljarast arra az esetre, amikor F'(y) gamma

eloszlasok keverésének eloszlasfiiggvénye.

Kevert Gamma-eloszlas

Legyen a kevert Gamma-eloszlas stirliségfiiggvénye

.T

sz ﬁx_l , (4.27)

ahol {l1,ls,...,l,} maga is eloszlds. Legyen Q(z) = Y_,_, lxz", ekkor (4.27)-bSl
E(e=X) =Q (B%) Ekkor (4.3)-b6l kvetkezik, hogy

E(e‘SSN):P(E(e_SZ))ZP(Q<6+S>) Zm(Z (5is)k>n’

Ebbél vildgos, hogy a Sy véletlen tagszdmu osszeg. Ekkor (4.2)-ban legyen most

F(y) a Gamma eloszlas farok eloszldsa, azaz

_G_Bxilk

7j=1
Tehat kapjuk, hogy

0 r k—1 (ﬁ . k—1 ﬁ )j
Gl)=> pne™> Iy i anzlke N T
n=0 n=0 J

k=1 7=0 j=0

Legyen ¢, (2) = pn Y p_, lxz. Ekkor G(z) felirhaté a kovetkezd alakban
00 n—1 ;
_ s (B2)
o),
n=1 =0

Legyen tovabbd C;(z) = Y00 . ¢u(2) valamint C(2) = Y 00 c,2" = P(Q(2)).

n=j+1
Mivel e=#* kiemelhetd, az 6sszegzések felcserélése utdn kapjuk

G l’) = e_ﬁmiﬁjwv
=0
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Geometriai eloszlas esetén P(z) = po + (1 — po)% a (4.4)-bél (ez a ¢ mar nem

eloszlas). S6t

‘ 1—=2
J=0
Tehat
< _ ; 1 —po— (1 - po)(t%%g)
Z 7= 1—2
Jj=0
1—qQ(2) — (1 —q)Q(z
(1L 990) ~ (1= 0)Q(2)

(1= 2){1 —qQ(2)}
1—-Q(2) 1
1—2z 1—4qQ(2)

Az {Cy,C1,. ..} egyiitthatékat néha megkaphatjuk a fenti generatorfiiggvény z-ben

valé kiterjesztésébél (példaul, r < 2 esetben).

Vagy

amibol kovetkezik, hogy j = 1,2,3, ... esetén

J 00
Cj = C]Zlicj—i + (1 —po) Z l;
i=1 i=j+1
ahol feltessziik, hogy I; = 0 ha i ¢ {1,2,...,7}. A C; értékeket meghatdrozhatjuk

rekurzivan, a Cy = 1 — po kezdéértékkel.

4.2. Alkalmazas cs6dvalésziniiségek esetén

Most tekintsiik az el6z6 alfejezetben kapott eredmények alkalmazasat biztosi-
tasi cs6desemények esetén. A klasszikus folytonos idejii kockazati modellben, egy
biztositasi portfélié karkifizetéseinek szaméarél, azaz N;-r6l feltessziik, hogy Poisson-
folyamatot kovetnek A intenzitassal. Az egyedi karkifizetések nagysagai 7, Z, . . .,
pozitiv, fiiggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi valtozdk, fliggetlenek Ni-t6l, ko-
205 eloszlasfiiggvényiik: F(z) = P(Z < z) és vérhaté értékiik: E(Z) = [° zdF(z).
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Az 6sszkar kifizetést leird folyamat {Sy; ¢t > 0}, ahol Sy = Z1+ Zo+. ..+ Zn, (S = 0,
ha N, = 0). Ahogy az 1. fejezetben lattuk, S; dsszetett Poisson-folyamat. A biztosité
ossztOkéjének nagysdgat megadé folyamat {Uy;t > 0}, azaz Uy = u + ¢t — Sy, ahol
u > 0 a kezdeti téke, ¢ = AE(Z)(1 + 0) az idéegységre es6 dijbefizetés értéke és
0 > 0 a relativ biztonsagi potdij.

Definialjuk 7" = inf{¢; U; < 0} mint az els6 idépont, amikor a toke értéke negativ
lesz. Ezt a T-t nevezziik a cs6d idejének, a W(u) = P{T < oo} pedig a cséd valdszi-
niségének. Ha valamelyik feltétele az elsé karesemény idopontjanak és Gsszegének,
akkor a teljes valészintiség tétele* miatt

% utct 0
U(u) = /0 )\e’\t/o U(u+ct —z)dF(z)dt + /0 e MF(u+ct)dt. (4.28)

Parcialis integralas utan

U (u) = ﬁ Ou U(u—2)dFy(2) + = Qﬁ(u), (4.29)
ahol
Fi(z) = / B AL E(Z), 2 > 0, (4.30)

azaz Fy(z) az F(2)-bél szdrmaztatott (egyensilyi) eloszlés.

Konnyen beldthaté (példdul Laplace transzformalt segitségével) a (4.29)-bél,
hogy W(u) egy Osszetett geometriai eloszlas farok eloszlasa, nevezetesen, W(u) =
= P{L > u}, ahol L Gsszetett geometriai eloszlasu valdszintiségi valtozo

0 1 \"
=—|——) ;n=01,2,... 4.31
=g (1) n=012 (1.31)

és a karkifizetés nagysaganak eloszlasa a (4.30)-as egyenlettel adott. Biztositasi nyel-
ven Fi(z) jelenti a téke csokkenésének mértékének az eloszlasfiiggvényét, vagy ek-
vivalensen a kezdeti toke és azon toke kozti kiilonbséget, amikor a toke mértéke elso
alkalommal csokken a kezdeti téke ala, mas szoval S; —ct eloszlastiiggvénye. Tovabba
tudjuk, hogy S; —ct > 0és S, —cx < 0,0 < x < t. Az L valdsziniiségi valtozot

értelmezhetjiik ugy is, mint a maximalis Osszesitett veszteség, max;>o{S;—ct}, mivel

P{max;>o{S; — ct} > u} = P{S; — ¢t —u > 0, minden ¢t > 0} = ¥ (u).

Az el6z6 alfejezet eredménye alkalmazhaté a ¢ = 1/(1 + 60),p9 = 1 — ¢, valamint

4 Teljes valészintiség tétel: Ha By, Bo,. .. teljes eseményrendszert alkot, akkor tetszéleges A
esemény valdszinliségét a P(A) = P(A|By)P(B1)+ P(A|By)P(Bs)+. .. tsszefiiggés alapjan

lehet kiszamitani.
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az eloszlasfiiggvény Fi(z) helyettesitésekkel, kiilonosen, ha F(z) Gamma-eloszlasok
keverésének eloszlasfiiggvénye. Ekkor Fi(z) és ¥(u) konnyen megkaphaté az eléz6
alfejezet végén bemutatott mdodon. Szintén W(u) egy kiterjesztését adta meg Shiu a

kovetkez6 formulaval,

fe™ 2 (—1)k
\J =1- 1 4.32
ahol T = m éS
Ne(u) = / (u—t)Fe ™ dF**(t), (4.33)
0

ahol F**(t) a F(t) k-adik konvolicié hatvanya. A (4.32)-s kifejezését Shiu abban az
esetben haszndlta, amikor F'(z) egy diszkrét eloszlas eloszlasfiiggvénye.

Itt az R illeszkedési egyiitthatét a kovetkezo egyenlet egyértelmii pozitiv megol-
dasaként kapjuk

1+ R(1+0)E(Z) = /Oo e dF(t). (4.34)

Mivel Fi(z) a (4.30)-ben nem aritmetikai, felhasznalva (4.34)-et és parcidlisan integ-

ralva (4.12)-re kapjuk, hogy

6E<Z) —Ru

[ 2edF(z) — (11 0)E(Z)"

U(u) ~ , U — 00, (4.35)

Ez az aszimptotikus eredmény az ismert Cramér-Lundberg aszimptotikus cséd for-

mula. A

U(u) < e (4.36)

egyenlotlenség pedig a kozismert Lunbderg-egyenlotlenség.

Parcidlisan integralva (4.8)-t (4.34)-hez jutunk, amely gyakoribb (de kevésbé
sokatmondé) formula, mint (4.8). A (4.13) egyenlet jobb oldala a Lundberg egyen-
l16tlenség tjragondolasa. Ezért az el6zo alfejezetben kapott eredmények sok esetben
a Lundberg egyenlotlenség javitasat és finomitasat adjak.

Péld4ul, Gerber megmutatta, hogy ha F(x) IFR®, akkor

W(u) > (1 + R%) e (4.37)

®Increasing Failure Rate (Novekvé meghibdsoddsi tényezd): F € IFR, ha Vs > O-ra t
F(t+s)
F(t) i
végpontja, F(t) eloszlasfiiggvény tovabba F(t) = 1 — F(t).

monoton fogyd 0 < t < wp esetén, ahol wrp = sup{t : F(t) < 1} az eloszlds fels6
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ha DFRS, akkor

W) < (1+ R§>1 e f. (4.38)

Ugyanakkor, ha F(z) DFR, igy Fi(z) IMRL és ha F(z) IFR, akkor Fj(z) DMRL,
kivetkezik a (4.6) és (4.7)-b8l. Igy kapjuk, hogy

1
U(u) > —HRu 4.
(u) 2 ¢ (4.39)
ha F(z) IFR, és
W) < — e (4.40)
V=150 ‘

ha F(z) DFR. A (4.39) és (4.40) egyenlStlenségek tomorebbek, mint a (4.37) és
(4.38) egyenlStlenségek, illetve, mivel U(0) = 1/(1 4 6), és a (4.37),((4.38)) u = 0
esetén U(0) =1/(1+0) > (<)1/(1 + RS).

A fenti eredmények fennéllnak feltéve, hogy a (4.34)-nak van egyértelmii pozi-
tiv megoldédsa. Az exponencidlis hatasok egy masik tipusat kaphatjuk a karkifizetés
nagysdaganak eloszldsanak els6 harom momentumabél. A koévetkezd eredmény Ka-

lashnikov nevéhez flizddik.

12. Tétel. Ha puy, = fooo 2FAF(2) < 00,k =1,2,3 ekkor

1
1+6

1

_Rlu—K<\If >
¢ - (“)—1+9

e M L K, (4.41)

ahol

A (4.41)-es egyenlet egy j6 becslést adhat a csddvaldszintiségekre kis 6 esetén.

6 Decreasing Failure Rate (Csokkend meghibdsodési tényez8):F' € DFR, ha Vs > O-ra t
F(t+s)
F(t)

monoton névé 0 < ¢ < wp esetén.[7]



5. fejezet

Folytonos idejii 6sszetett

binomialis modell

Ebben a fejezetben a [2] cikket kovetve megmutatjuk, hogy szakaszonként deter-
minisztikus Markov-folyamatok segitségével, hogyan kaphatunk exponencidlis mart-
ingalt és ez az eredmény miként kapcsolodik a csédvaldszintiséghez.

A klasszikus kockézati elméletben az Osszetett binomialis modell az Gsszetett
Poisson modell diszkrét idejt véaltozata. A 6 kiilonbség a két modell kozott a karki-
fizetések kozott eltelt idotartamok eloszlasabol adédik. Az egyiknél geometriai, mig a
masiknal exponencidlis ez az eloszlas. Tovabba a folytonos idejli 0sszetett binomialis
modell a folytonos idejii valtozata a diszkrét idejli 6sszetett binomialis modellnek.
Azonban mig a diszkrét idejii modellben hagyoményos geometriai eloszlast kovet-
nek a karkifizetések kozott eltelt idotartamok, addig a folytonos idejiiben médositott
geometriai eloszlasiak. Viszont diszkrét kezdotoke esetén, a modositott geometriai
eloszlés egybeesik a hagyomanyos geometriai eloszléssal. Igy a kifizetések kozott el-
telt id6tartamok eloszlasanak modositasa azt eredményezi, hogy a toke folyamatunk
Markov folyamat lesz. Ezért a szakaszonként determinisztikus Markov folyamat (Pi-
ecewise deterministic Markov process: PDMP) mdédszerét alkalmazzuk arra, hogy
a tokefolyamattal kapcsolatosan exponencialis martingalokat kapjunk a folytonos
idejii 0sszetett binomidlis modellben. Mivel a mértékvaltéasi technika a PDMP maéd-
szerrel kombindlva hatékony eszkoz a csédvaldszintiségek vizsgalataban, bemutatjuk
a megfelelo valdszinliségi mértékvaltas elméletét, megadjuk a csddvaldszintliség egy
altalanos kifejezését és véges intervallumban a csédvaldszintiséget is. Ezekre alapozva
a megfelel6 Lundberg korlatokat és Cramér-Lundberg approximéciét is bemutatjuk.

Eloszor nézziik meg a folytonos idejli 6sszetett binomidlis modellt. Ehhez jelolje
{U,t > 0} a kovetkez6 tékefolyamatot

36
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U(u) =u+ct — ZZk,

ahol, mint eddig most is Uy = u a kezdotoke, ¢ > 0 a biztositasi dij, NV; a
(0, t] intervallumban kifizetett karok szdma, valamint {Z;} a kédrkifizetések sorozata,
mely fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozokbdl all. A karkifizetések kozos

eloszlasfiiggvénye F' diszkrét tipusi, azaz jelen esetben

P(Z = kcd) = pp,k=1,2,..., (5.1)

ahol > 7, pr = 1, mig a vérhat6 értéket jelolje py. Dijfizetés ¢ id6kozonként
torténik. Ha adott x a tokefolyamat ugrds utdani helyzete az utolsé Kkifizetés ido-
pontjaban, akkor a kérkifizetések kozott eltelt 1d6, {(, }5° feltételes farok eloszlasat

kifejezhetjiik a kovetkez6é modon:

PG > 1, Ucn =1) _ (1-pl
PU -0 (-p&
=(1 _p)LZ+CtJ L5 (5.2)

F(l’,t) = P(Cn > t|UCn—1 = ) =

ahol |z] jeloli z alsé egészrészét. A (5.2) kifejezésben a szamlaléban szerepld
valoszintiség a kovetkezoképpen kapjuk meg: ha a (,,_; intervallumban a toke nagy-
sdga x, és a kovetkezo id6koz hossza, (, > t, akkor a (,-ben lesz ct nagysagu bevétel
a dijbefizetésébol, tehat itt a tékefolyamat értéke x + ct. Mivel annak valdszintisége,
hogy ¢d nagysagu kar nem kovetkezik be ebben az intervallumban 1 — p, és = +
+ ct nagysagu t6kébol L“Ctj -szer tudnank kifizetni, igy megkapjuk a szamlaloban
szerepl6 kifejezést. A nevezo hasonld indoklassal megkaphaté.

(5.1)-bél kovetkezik, hogy az {N;} valéjaban egy (késleltetett) felijitasi szamlald

folyamat geometriai eloszlasi karkifizetések kozott eltelt idével, azaz

mig

P (gl _ [k— (:—5)} 5) —p(1l—p k=12,

ahol ( ) jeloli az s tortrészét. Ez az oka annak, hogy a modellt folytonos idejii
osszetett binomidlis modellnek nevezziik. Tovdbba ebben az esetben {IV;} fiigget-

len {Z;}-t6l. Ekvivalensen ez azt jelenti, hogy egy kar csak akkor kovetkezik be p
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valésziniiséggel, ha a (5.2)-ban szereplé x + ct, azaz az utolsé és az utolsé el6tti kar-
kifizetés kozotti intervallumban a téke nagysaga cd egész szamu tobbszorose. Ekkor
a netto profit feltétel: puy < cd.

Altalaban T = inf{t > 0 : U; < 0} jeloli a cs6d bekovetkezésének idejét u
kezdétdke esetén, inf () = co. Legyen W(u) = P(T < o0) a cs6d valészinlisége és
U(u,7) = P(T < 1) a véges id6ben bekovetkezd csédvalészintiség. Jelolje tovabba a
t1lélés val6szintiségét W(u) = 1 — U(u). Legyen 7, az n-edik kar kifizetésének ideje,
azaz T, = o1 G €s Ne = 01 Iir <y

5.1. Exponencialis martingalok

Most megmutatjuk, hogy hogyan jutunk el a szakaszonként determinisztikus
Markov folyamatbdl (réviden PDMP), az exponencidlis martingdlhoz. Ehhez elé-
szor nézziik meg, mi is az a PDMP.

El6szor is vizsgaljuk meg egy kicsit kozelebbrél az U, folyamatot! Legyen adott
egy E allapottér, melyben a tokefolyamatunk mozog. Jelen esetben, azaz folytonos
ideji binomialis modellben azt kaptuk, hogy két karkifizetés kozott U; determinisz-
tikusan viselkedik. Ezt a tuljadonsdgot egy olyan ®(t,z) fliggvénnyel irhatjuk le,

amely az elso valtozéjaban folytonos és teljesiti a kévetkezo egyenletet:
CI)(S +1, :L‘O) = (I)(tv (1)<Sa Io)), st 2> Oa s+1< C(ZL‘)7

ahol c(x) = inf{t > 0: F(z,t) = 0}. Ez azt jelenti, hogy x értékbdl indulva s + ¢
ido elteltével ugyanott van a folyamat, mintha azt néznénk, hogy z allapotbdl s
id6 mulva hol volt a folyamat, majd innen t ido elteltével milyen értéket vesz fel a
folyamat.

Most nézziik meg mit tudunk elmondani U; ugrasainak viselkedésérol. Ha z alla-
potban vagyunk és s + ¢t id6 utan megszamoljuk, hogy mennyi ugrés volt, ugyanazt
az értéket kapjuk, mintha el6szor x-bol indulva s id6 milva megszamoltuk volna az
ugrasokat, majd ehhez hozzaadjuk az 1j, x4 allapotbdl indulva a ¢ id6 alatt tortént
ugrasokat. Tehat az ugrasokat egy olyan F'(x,t) eloszlds hatdrozza meg, melyre igaz

az orokifju tulajdonsag. Jelen esetben ez igy irhato fel:
F(x,s+t) = F(z,s)F(®(s,x),t),Vr € E, és s,t € R,.

Mar meg volt, hogy mi torténik az ugrasok kozott és, hogy az ugrasok milyen el-
oszlas szerint kovetkeznek be, mar csak azt kell megnézniink, hogy egy ugrds utan

hova keriil a folyamat. Tehat azt szeretnénk leirni, hogy egy x allapotbdl, ¢ id6
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milva milyen dllapotokba keriilhet a folyamatunk. Ezt egy olyan Q(x,t, B) fiige-
vénnyel adhatjuk meg, melyet a ¢(z, B) Markov-dtmenetvaldszintiségek segitségével

hatarozhatunk meg a kévetkezd médon:
Q(Qf, t? B) = q(q)(t7 l'), B)7 S7t > 07 s+1< C(':E>

Ezek alapjan az U, folyamat egy specialis folyamat az un. szakaszonként determinisz-
tikus Markov-folyamat. Minden ilyen Markov-folyamathoz rendelhet6 egy infinitezi-
malis generator, amely két komponensbél all (A = (Aq., Aq)). Az egyik, jeloljiik ezt
Agqe~vel a folytonos valtozé determinisztikus részébdl, mig a masik, Ay az ugrasokbol
szarmazik. Ekkor az altaldanos elméletbdl kovetkezik, hogy
t
M = F(U) = S0 - [ AU ds = 3 Aaf)
0 0<s<t

martingal.

Most az E allapottér a valés szdmok halmaza, azaz E = R, tovdbba ®(t,z) =
=z+ct,z € Rt € Ry, FFa (5.2)-ben definidlt és q(z,dy) = F(x — dy), ahol
r— B ={x—y;y € B}(B € B(R)). Az {U,,t} folyamat kiterjesztett generatora,

A = (Aue, Ag) a kovetkezd formaban &ll el6:

d d
=L )+ L),

Agf(ico,t) = Af(ico,t) +p (/000 flicd —y,t)G(dy) — f(ico, t)) ,

icd <z < (i+1)cd
P—0,41,42 ..

Agef(z,1)

ahol Af(icd, t) = f(icd,t) — limp o f(icd — ch,t — h). Ekkor martingdlt az aldbbi

modon kapunk:

5.1.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy f : R x Ry — R eqgy olyan figgvény, mely teljesiti

a kovetkezdket :

1. Minden x € R, f(x + ct,t) szakaszonként abszolut folytonos t-ben és ugrdsa

csak abban a t-ben lehet, ahol az x + ct a cd egész szamu tobbszordse;

2. Af(l’,t) = (Aacf(xat)7Adf('r7t)) = 0.

3. Minden u € Rt € R4,

E > 1f(U), 1) = F(U(ra=),7a)| | < 0. (5.3)

On<t
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Ekkor {f(U, 1)} egy martingdl.

Ahhoz, hogy megkapjuk {f(U;,t),t > 0} martingdl alakjat, az Af(x,t) = 0
egyenlet egy specialis megoldasra van sziikségiink. Ennek megtalalasahoz, nézziik
flz,t) = (L1 - 12 )e-00t=(5)9) fiiggvényt. Tekintsiik azt az esetet, amikor 6 s-t6l
fiigg, azaz 0 = 0(s). Ekkor az Af = 0 egyenletbél

F(icb1) — Flicd, (e 1 p(ics, 1) (nz(s) — 1) = 0,
ahol feltessziik, hogy mz(s) = [;° e®G(dy) < oo. Mivel f(icd, t) > 0,
1 — e300 4 p(m,(s) — 1) = 0.

Ezért,

0(s) = —cs + %mu 4 plrng(s) — 1)), (5.4)

Tovabba, megmutathatd, hogy
M(t) = e~s(LE =15 1)es-0) (1= (2)o+(25)q)

egy martingal, csak azt kell igazolnunk, hogy (5.3) fenndll minden u € R és t € R,
esetén. Valojaban vegyiik észre, hogy a 7, kérkifizetési idépontokban, mind U, _,
mind pedig U, ¢d egész szamu tobbszorose. Valasszuk s -et ugy, hogy 0 < s < s4,
st =sup{s: mz(s) < oo}, ekkor kapjuk

E (Z [ (Ur,, ) — f(UTn_,Tn)|>

T <t

i (LG =151 )e=00) (= (- )5+ (25)9)

= B[ (o Lo o ()
n=1

- () (- () ()9))]

. )

<p|S el céesL:(ch69<s><m+<c%>6>]
Ln=1
. )

<FE el 05] max{esu,6”79(8)(“(%))}-
Ln=1

v Ny [5]+1 | £+
S esl@e| < SleXid| <p| Y eXan 4
n=1 n=1 n=1
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Ez a [0(s)| < oo feltétellel egyiitt megkapjuk, hogy a (5.3)-es képlet igaz M (t)-re

Az el6bbi levezetésbol adodik a kovetkezo tétel:
13. Tétel. Ha my(s) < oo igaz néhdany s > 0-ra, akkor
M(E) = e (L4115 D)oot (—(2)5+(5)9) 55)

” s

martingdl az M(0) = 1 kezddértékkel, ahol |x| jeloli és x egész részét, (u) pedig u

tortrészét.

Most megvizsgaljuk a fent bemutatott modellben leirt {U;,t > 0} t6kefolyamat
kanonikus valdészintiségi terét (2, F, P)-t, ahol Q az {U,} minden lehetséges trajek-
téridjat tartalmazé D(R ) halmaz Borel halmaza és F = B(Q2). Legyen {F;} az {U;}
eddig ismert informaciodit tartalmazo filtracié. Ekkor minden n esetén, a karkifizetés
id6pontja 7,, az {F;} megéllasi ideje.

Legyen s > 0 rogzitett gy, hogy mz(s) < oo, ekkor M(t) a (5.5)-ban kapott
nem negativ martingal. Tekintsiik a {Pt(s), t > 0} valdsziniiségi mértékek csaladjat,
ahol

PO(A) = /A M(t)dP®, A € F,. (5.6)

A Kolmogorov-alaptételbél' kapjuk, hogy ha létezik a P®) valészintiségi mérték a
(Q, F)-on ugy, hogy Pt(s) = P(S)’E, akkor elképzelhetd, hogy P szingularis P-re.
Jelolie E®) a varhat6 értéket P mérték mellett és P(O) = P. Ekkor a kovetkezd

lemma igaz:

5.1.2. Lemma. Mindent >0 és A € F; esetén,

p(s)(A):/ (L% -1 ))es-0)(1~(%)5+(2)9) g po) (5.7)

P(A) = / e (L% ] =L )essoe)(1=(%)5+(5)9) g p, (5.8)

! Kolmogorov-alaptétel :Legyen (X, p) teljes szepardbilis metrikus tér. Tegyiik fel, hogy a G
o-algebrat a tér Borel-halmazai alkotjak. Ekkor tetszoleges T paramétertartomany esetén
barmely 6sszeegyeztetheté mértékcsaladhoz taldlhato olyan - alkalmas alaptéren értelmezett
- Xt,t € T sztochasztikus folyamat, melyre P((X3,, X¢,,...,Xy,) € B) = QF. ., (B), ahol
QY ...+, (B) jeloli az 6sszeegyeztethetd mértékesaladot.

Jelen esetben G = F,Q} , (B) = Pt(s)7 T=A

aaaaa

.....
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Sét, ha v az {F;} egy megdllasi ideje és A C {v < oo} gy, hogy A € F,,
PO = [ el L oo (51009 g
A
és
Py = | (1] L Dyessato (- (%)5+(5)9) ap,
A
14. Tétel. Legyen s € R olyan, hogy mz(s) < oo,

\If(u) _ e—sLC%JC(S/ esUT—l—G(s)(T—f—(%)&) dP(S),

{T<oo}

és

@(U,T) _ e—stéﬁdcé/ e‘SUT"_e(S)(TJ’_(c%)(S) dP(s)
{T<r}

42

akkor

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Bizonyitds. Emlékezziink vissza, hogy a 7, karkifizetési idépontban a U, ugras utani

helyzet a cd egész szamu tobbszorose és igy a T' ¢sod idépontban Ur az ugras utani

Ur

allapot. Ez azt jelenti, hogy a % tort része, azaz (—) = 0. Ezért az el6z6 lemma

cd
alapjan, P*®) mérték esetén

W(u) = P(T < 00) = / (L= Las))erro (T-(5)o+(2)9) g pro

{T<oo}

= 68<W_L%J>66+0(8)<T+(%)) dP(S)

/ eoUr=s |5 |30 (1+(5)) g )
{T<oo}

/ oSUTHE)(TH(%)) . oms| &8 g p
{T<oo}

s / U +0() (T+(25)5) g pls).
{T'<oo}

Az elozovel analég moédon adédik adott véges T esetén,

Wur) =P <n = [ (Lol apo

{T<r}

_ QSL(ZSJ‘:&/ esUT+0(s)(T+(C%)5) dP(S)_
{T<7}

O

Megkérdezhetjiik, hogy az eredeti U; folyamatunk milyen sztochasztikus struk-

tiraval rendelkezik P*) szerint. Legyen ¢ geometriai eloszlasti p/ paraméterrel, c

tovdbbra is a biztositasi dij, Z; eloszlasa pedig adott, a folytonos ideji Gsszetett bi-

nomialis modellben U; = u—i—ct—ZfV:tl Z;. U, P®) szerint is klasszikus rizikéfolyamat,

amelyben a Z;-k és (;-k eloszlasa a kovetkezo tételben megadott modon valtozik.
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15. Tétel. Legyen s > 0 olyan, hogy 1z (s) < oco. Tekintsiik a (2, F, P®)) valdszi-

niségi mértékteret, ekkor a kovetkezd dllitdsok igazak:

1. A P©) mérték esetén, az {U,} folyamat tékefolyamat a folytonos idejii dssze-
tett binomidlis modellben, ahol ¢ a biztositasi dij, a kdrkifizetések kozt eltelt
1dotartamok pedig geometriar eloszldsuak. fgy

P (g‘l — kb — (%) 5) — (=) k=12,...,

PO =kd)=p(1—-p) L k=12,...;n=23, ...,

ahol a p = #ﬁgz;—n paraméter és a kdrnagysag eloszldsa
skcd
POZ =ked) = —LE p=12,....
Mz (s)
Nevezetesen, E®)(Us —u) = —0'(s)0.
2.
® [ fim X /
P lim —(U; —u) = —0'(s) | = 1. (5.13)
t—oo t

~

Ha s,s' € R olyan, hogy s # s',mz(s) < oo és my(s') < oo, akkor P és
PY) megegyeznek F-en.

Bizonyitds. (1) Mivel az {U,;,t > 0} rizik6folyamat trajektéridinak halmaza meg-
egyezik a P és a P® mértékek esetén, igy {U;,t > 0} biztositasi dija ¢ mindkét
mérték alatt. Legyen n € N rogzitett, és B;, Bl € B(R),1 < i < n. Ekkor 7, {F;}

egy megallasi ideje, amely véges a P mérték esetén, és UT,) a cd egész szamu tobb-
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szordse minden n-re. [gy a (5.9)-bél kapjuk, hogy
P (ﬂ{@ € By, Z; € B:}) =

/ o=+ (L 5 1L Der—o0)(ra~(%5 )3+ (5)5) g p
{N*_,{¢i€B;,Z;€B}}

6—5(U7—n—L%J)c&—@(s)(nﬁ-(%)&) dpr
{NiL{GieBi. ZieBi}}

e (wte(Siy 6) =i Zim | 8 e0) —0(s) (S 4 (5)9) g p

/{ﬁ1 1{Gi€Bi, ZieB}}
/ eledP/ e—s(u—L%Jcé)—G(s)(%)é (es+0(s))¢1 dpr
{Z1€Bj {¢1€B1}

n

H / eSZidP/ e~ (sct0())G g p
i=2 {ZieB}} {¢:€eB;}

5 [ () (ot |

jEB] €B;
n ~ —1
IS e L 3 ( prinz(s) ) < L-p )]
=\ g M) | g \L+pliz(s) = 1)) N1+ p(iz(s) —1)
Ebbél kovetkezik az (1.) &llitas els6 része. Ez azt jelenti, hogy
E( Z 5 sjcé D mIZ(S)
coe e — = — .
2 I ()
fgy kapjuk, hogy
Ns
EW(Us —u) = E® |5 =Y Z;| =cd — EYN;EWZ
i=1
vl ()
L+ p(mz(s) = 1) mz(s)
privy(s) :
=cd — - = —60'(s)d.
T+ plia -1 )

Ezzel kész az (1.) éllitas mésodik részének bizonyitasa.
A (2.) rész bizonyitésdhoz, figyeljiik meg, hogy a P) mérték esetén, Vi = U(cd) —
—U((k—1)d),k =1,2,..., fliggetlen, azonos eloszlasu véltozdk sorozataa V = Us—u

valtozdval azonos eloszlasi. A nagy szamok torvényébdl kovetkezik, hogy

1 ; /(s), P©
tlggot(Ut_u)_g&Lt_J< >ka__0
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Ebbél kovetkezik a (2.) allitds els6 része. Tehat a P®) és a P*) mértékek szingu-
larisak kivéve, ha 0'(s) = 0'(s"). Ezért elég csak azt bizonyitani, hogy a €'(s) elsé
derivalt szigorian névekvé minden s > 0 esetén, ahol 6(s) véges.

Val6jédban 6(s) mésodik derivaltja, azaz

sy — LPPELE p0R(5) ~ 1) — (i (5))?
; (L + plinz () — D)2 |

és a fenti egyenlet jobb oldalanak szamlaléja

p(1 — p)iny(s) + p* (g (s)my(s) — (my(s))?)
=p(1 —p)E (Z%¢*?) + p* [E(e*”)E(Z%e*) — (E(Ze*?))?] > 0.

Az egyenl6tlenség a Cauchy-Schwarz egyenlotlenségbdl kovetkezik. Tehdt 67(s) > 0.
Ez azt jelent, hogy a €'(s) els6 derivalt szigorian novekvé minden s > 0 esetén, ahol
0(s) véges. O

Tudjuk, hogy 6(s) fliiggvény végtelen sokszor differencidlhaté a (—oo, s, ) inter-
vallumon, ahol 0(s) és s, fentebb definialt. A (15) tétel bizonyitdasabdl tudjuk, hogy
0"(s) > 0, azaz 0(s) konvex fiiggvény. A netté profit feltételbdl az elsé derivaltra,
0'(s)-ra az s = 0 helyen kapjuk, hogy

_pmx —¢cd

0.
; <

0'(0)

Konnyen 1dthatd, hogy #(0) = 0. S6t létezhet egy szigorian pozitiv gyoke a
0(s) = 0 egyenletnek. Ha egy ilyen pozitiv gyok létezik, akkor az egyértelmii. Ezt a
megoldast hivjuk illeszkedési egyiitthaténak vagy Lundberg-kitevonek. Mint eddig,
most is R-rel jeloljiik.

Mivel a 6(s) fiiggvény konvex, 6'(R) > 0. A (14) tételbél tudjuk, hogy EF(Us —
—u) = —0'(R)§ < 0ésigy PP (T < 0o) = 1. Ebbél kapjuk az alabbi kévetkezményt.

5.1.1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az illeszkedési egyiitthato, R > 0 létezik,

ekkor
U(u) = EP (eftV7) e B ) (5.14)
és
U(u, 1) = e Bl 05/ el qpt), (5.15)
{T<r}
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5.2. Cramér-Lundberg approximacié
Legyen ng = sup{k : px > 0}.
16. Tétel. Tegyiik fel, hogy a R > 0 illeszkedési egyiitthato létezik. Ekkor
a_e Rl < U(u) < a+e_RL%J°‘3 (5.16)
minden u > 0-ra, ahol

Rkcé .
a_ = inf ekl 221D
- Rjcdy, .’
0<k<ng )., efip;

Rkcé
€ Zj>kpj
ap = SUp ——5

Rjcdy
0<k<no 2 jsk € 7CD)

Bizonyitds. Ez a (5.14)-bol kovetkezik, hogy
\If(u)eRLc%Jc‘s = g® (eRUT) )
Vizsgaljuk a feltételes varhaté értéket, azzal a feltétellel, hogy Ur_ = kcd :

E® (™| Ur_ = ked) = E® (eR(kC‘S’ZﬂL)lZJr > kc§>

o) ( oR(kes—Z+) I{Z+>kc5})

PR(Z+ > ked)

Rkcd —Rjcd ,Rjcd __Pj
e ke e e

Rjcéd _Pj
2ok €
Rkcd
€ Zj>kpj

o Rjcd,, .’
Zj>lge T

ahol ZT jeloli azt a karkifizetést, amelyik a cs6dhoz vezetett. O]

5.2.1. Kovetkezmény. Ha az {Zy} kdrkifizetés sorozat fiiggetlen, azonos eloszldsi

valosziniségi valtozo sorozat a kovetkezo kozos geometriai eloszldssal
P(Z=jcd)=pj=q(l—qf " 0<qg<l,j=12,...,

és a metto profit feltétel a p < q esetben igaz, akkor a csédvalosziniség u kezddotoke

esetén

v =2 (129 L3

I—p
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Bizonyitas. Megoldva
1
0(R) = —cR = 5 In[1 + p(rz(R) —1)] =0

egyenletet, az illeszkedési egyiitthatora a kovetkezot kapjuk:
1 1—
R=—In(—2).
co 1—¢q

_pl-p
ql—gq

Ebben az esetben

a_ = ay

fgy a csodvaldszintiségre pontos értéket kapunk:
1— o\ L)+
T(u) =L <_‘1) _
g \1-p
O

5.2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy az {Zy} kdrkifizetés sorozat fiiggetlen, azonos el-

0szldsu valosziniségi valtozok sorozata a
P(Z = jcd),j=1.2,...
kézos eloszlassal. Ekkor, minden pozitiv eqgész m és k esetén

P(Up_(0) = mes, —Up(0) = kes, T < oo|Uy = 0) = %pm% (5.17)

Tovabbd

1
P(T < co|Up = 0) = % (Euz . 1) . (5.18)

(Bizonyitasa megtalalhaté a cikkben.)

17. Tétel. Tegyiik fel, hogy a R > 0 illeszkedési egyiitthato létezik. Ekkor

. Y 0 — pHz
]_ \I] R |_ C(SJ cd = ¢ .
Jrg, Pwe pit (R) — caet



6. fejezet
Egyéb approximaciok

Ebben a fejezetben a [4] cikkbdl szemezgetve, két tovabbi approximéciét mu-
tatunk be a csodvaldszintliség becslésére. Ehhez el6szor ismételjiik at a klasszikus
kockazati folyamokhoz sziikséges fogalmakat, jeloléseket, melyeket ebben a fejezet-
ben alkalmazni fogunk.

Ahogy eddig, a klasszikus kockazati folyamat a kovetkez6 egymastdl fiiggetlen

tagokon alapul:
1. N ={Nt > 0} egy Poisson-folyamat, A intenzitdssal;

2. {X;}{° fuggetlen, azonos eloszlasi valdsziniiségi véaltozok sorozata, F kozos

eloszlas fiiggvénnyel.

Mint kordbban, most is N jelenti a karkifizetések szdamat, mig {X;} a kifizetések
nagysagat. A térsasdg altal a (0,¢] intervallumban kifizetett karok osszegét a kovet-

kezo karfolyamat irja le:

Ny 0
Sy = ZXJ" N; = 0 esetén ZXJ- = 0.
j=1

j=1

A kockazati folyamat
Ut =ct — St,

ahol ¢ a biztositasi dij egy pozitiv valés konstans. Csak azt az esetet vizsgaljuk,
amikor pozitiv kérkifizetés van, azaz feltessziik, hogy F'(0) = 0.

Legyen

e BIXF k=123,

48
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és

def ,
p'= EX)] = és Var[X;] = po — pi.

Megengedjiik, hogy mind a pu és a 1, helyzettol fiiggden, jelolje a karkifizetés varhato
értékét.

A t6ke vérhato értéke a (0, ¢] intervallumon:
E[U] = ct — E[Sy] = (¢ — Ap)t.

A relativ biztonsagi potdij, (0) a kovetkezd:

def C— A
Y

Az U, tokefolyamatban a biztonsagi pétdij pozitiv, azaz 6 > 0.
A tarsasag cs6dvalosziniiségét W(u) az u kezd6toke mellett a kovetkezd valdszi-

niiség adja meg,
U(u) = P{u+ U; <0, minden ¢ > 0}.
Jelolje Fr a farok eloszlas integraljat, melyet a kovetkezoképp definialunk:

ef 1 [F=
Fi(2) d:f;/ F(z)dz, z>0,
0

ahol F(z) =1— F(x).

Ekkor a csédvaldszintiségére kapjuk, hogy

v = :OO () 7w, (61)

amely Beekman konvoliciés formulaként ismert.

Legyen T valdszintségi valtozd Fy eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor

def k Hk+1
I = L
" ] (k+ 1)
specidlisan
M2, M3
— = = 6.2
T1 2/14 €S To 3/11 ( )
A kovetkezé eredmény Lundberg (1926) nevéhez kothetd:
AL 1
V0)=—=——,0>0. 6.3
0= = (63

A jelolések atismétlése utan térjiink at a két approximaéaciora.
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6.1. De Vylder approximacio

A De Vylder approximécié, mely De Vylder (1978) nevéhez flizédik, azon az
egyszert, de zsenialis 6tleten alapul, hogy az U, kockazati folyamatot helyettesitsiik

az exponencialis eloszldsokat tartalmazé U, kockazati folyamattal ugy, hogy
E[UF = E[U}, k=123,

Az U, kockézati folyamatot a (X, ¢, i) vagy a (X, 0, i) paraméterek segitségével ha-
tarozhatjuk meg. Mivel

log E[e™Y] = t{ivc + A\(Ele""%] — 1)}

V2 V3
=1t {iuc + A (1 — iy — ?ﬂz + igﬂ:& + 0(’/3) - 1) }

. v? 3 5
=t {w(c — A\y) — 5)\,@ + Zg)\,ug + o(v )} :

kapjuk, (Cramér, 1945);

EUy = (¢ — Aup)t = Ot
E[UZ] = Mot + (0Aust)?,
E[U}] = Aust + 3(0 purt) (Apat) + (O uit)?.

Tehat a (5\, 0, 1) paramétereknek ki kell elégiteniiik a kovetkez6 egyenleteket

Aty = 2M\fi°
Az = 6AE®

ebbdl

2
9 — H1p3

fgy a De Vylder approximacié

def 1 7<~§u~)
VU(u) = Vpy(u) = —e \A(+0)/ 6.4
()~ Wy (0) ™ —— (6.4
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amit a kovetkezoképp is irhatunk

2 61 pobu
345

V)] - s @00 73u2+2u1u39 6.5
ov () B2 + 20 (6.5)

vagy \I/Dv(u) = CDVe_RDVu, ahol

S __ Gmpmb
35 + 24 130 s + 2 30

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a kérok exponencidlis eloszlastiak, akkor W py (u) = U(u).

Cpv és Rpy

6.2. Beekman-Browers approximacio

A Beekman-Bowers approximacié a Beekman (1969) approximdcié egy olyan
modositasa, melyet Browers javasolt.
Legyen H(u) = P{—inf;>¢ U; < u|—inf;>¢ U; > 0}. Ekkor a (6.3) -b6l kovetkezik,

hogy

1
U(u) = ——(1 — H(u)). 6.7
(u) = 15 (u)) (6.7)
Jelolje puy és 0% a megfelels varhato értéket és a szérasnégyzet. Grandell (1991)

megmutatta, hogy

_ pme(1+0)
HH 2[&19
o Ha(140) (2#3 pa(1 —(9))
o = (-2 )
2/,610 3,1,62 2[,618

Az otlet Beekman-Browers approximécié mogott az, hogy H(u)-t helyettesitjiik T'-
eloszlas fiiggvényével G(u)-val tgy, hogy H és G els6 két momentuma egybeessen.

Ekkor kapjuk, hogy

0o ay,m—1
Upp(u) ﬁu — G(u) = 1i ; / BF“”(”W) e " Ay
1 71
:1+9/ﬁu I‘(’y)e “dx, (6.8)
ahol
5= 24116 és y = 1+ 0 .
uﬁ(%—@e 1+<ég;—§3—1)9

Elmondhaté, hogy ez az approximéacié és a De Vylder approximacié ugyanazon az
Otleten alapul. Habar a nem teljes I'-fliggvényt viszonylag egyszerti szamolni, a De
Vylder approximéciot sokkal kénnyebb haszndlni.

A levezetésbol kovetkezik, hogy Wpp(0) = ¥(0). Tovabba konnyen lathatd, hogy

exponencidlis eloszlasi kérok esetén Upp(u) = ¥(u).



7. fejezet
Osszefoglalas

Szakdolgozatomban azt igyekeztem megmutatni, hogy milyen sok mddszerrel
kaphatunk becslését egy biztositd intézet tonkremenésének valdszintiségére. Ennek
illusztralasaként négy fejezeten keresztiil a Cramér-Lundberg approximéciot vezet-
tiik le kiilonféle technikak és specialis eloszlasok esetén. Majd kitekintésként, hogy
lassuk, nem csak ezen approximacio segitségével kaphatunk jo kozelitést a csédvalo-
szintiségre, két masik formulat is ismertettiink az utolso fejezetben.

Tehat az elso fejezetben azt lathatjuk, hogy a klasszikus rizikéfolyamat esetén mi-
lyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a kockazati modell elemei, azaz a biztosito kez-
deti tokéje, a biztosité altal a karokra kifizetett 0sszeg, valamint a befolyt biztositasi
dijak 6sszege. Majd ebben a modellben eloszor a nem tonkremenés valdszintiségére
mutattuk meg, hogy egy nem teljes felijitasi egyenlet, majd ebbol a csédvaldszinii-
ségre is. Kis modositds utan a felujitasi elmélet alaptételének segitségével levezettiik
a Lundberg-kitevét, melynek segitségével megkaptuk a Cramér-Lundberg approxi-
maciét. Ebben a fejezetben exponencidlis eloszlasu karkifizetési 0sszegek esetén a
csodvalészintiségre egy explicit megoldast is talalhattunk.

A kovetkezo fejezetben a karkifizetések nagysaganak egy specialis eloszlasa esetén
kaptunk explicit képletet a csodvalészintiségre. Itt eloszor altaldnosan mutattuk meg
differencialegyenletek segitségével, hogy hogyan kaphatjuk meg a Lundberg-kitevot
és a Lundberg-egyenlotlenséget, két kiilonbozo eloszlasba sorolva a karkifizetések
nagysagat a koztiik eltelt idétartam hossza szerint. Majd a masodik alfejezetben
mindkét eloszlast kiillonbozé paraméterti exponencidlisnak valasztva vezettiik le az
explicit megoldést a biztosité intézet csodvaldszintiségére.

A harmadik fejezetben azt az esetet ismertettiik, amikor a karkifizetések szama
modositott geometriai eloszlast kovet. Itt az élettartam adatok elemzése soran hasz-

nalt fogalmak segitségével korlatokat adtunk meg az Osszetett geometriai eloszlas
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farok eloszlasara, mely korlatok a karkifizetések nagysaganak eloszlasatol fiiggtek.
Majd a kapott eredményeket felhasznalva a fejezet masodik felében a csédvaldszinti-
ségre megkaptuk a Cramér-Lundberg approximaciét és a Lundberg-egyenldtlenséget
is.

A negyedik fejezetben a karkifizetések nagysaga diszkrét eloszlasu, mig a kar-
kifizetések kozott eltelt idotartamok folytonos idejii binomialis eloszlast kovettek.
Ebben a modellben megmutattuk, hogy szakaszonként determinisztikus Markov-
folyamatok segitségével, hogyan kaphatunk exponencidlis martingalt és ez az ered-
mény miként hasznosithaté a cs6dvaldoszintiségek becslésére. A fejezet végére itt is
megkaptuk a Cramér-Lundberg approximaciot.

Az utolso fejezetben a De Vylder és a Beekman-Browers approximaciokat ismer-
tettiik roviden.

Osszefoglalva, ha kivancsiak vagyunk egy biztosité intézet tonkremenésének vals-
szintiségére ritkan kaphatunk pontos értéket, dm egy jo becslés kiszamitasara szamos

modszer koziil valogathatunk.
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