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1. Bevezetés 1

1. Bevezetés

A Solvency II és IFRS 4 phase 2 bevezetésével a biztositasi kotelezettségek piaci
értékelése kulcsfontossaguva valik. Azonban komplex biztositasi termékeket, melyek
példaul garanciat vagy opciot tartalmaznak, explicit médon nehéz vagy nem lehet
értékelni. Az ilyen termékeknél ugyanis a kotelezettség értéke fligghet a hozamok
jovébeli alakulasatol, igy ahhoz hogy ezeket mégis megfelel6 modon tudjuk érteé-
kelni szimulaciokra, hozamszcenériokra van sziikség. Fzen szcenariok felhasznélasa
a biztositasi portfoliok értékelésén tul kockazatkezelési feladatokra is kiterjedhet.

A hozamgorbe fejlédésének leirasahoz sztochasztikus modellekre van sziikség.
Ahhoz, hogy a hasznalt modell segitségével megbizhatéan tudjuk értékelni a bizto-
sitasi portfoliot, gy kell beallitanunk a paramétereket, hogy a stirtin kereskedett
pénziigyi termékek arait minél jobban visszaadja a modell. Fontos hogy csak olyan
pénziigyi termékek piaci arait hasznaljuk a kalibrélas sordn, melyek likvidek, hiszen
ellenkezG esetben az adott termék ara nem biztos, hogy visszaadja a termék valos
értékét, igy torzitja a modellt. A gyakorlatban gyakran a swaption-6k arai alapjan
kalibréljadk a modellt, amennyiben likvid az adott swaption piac. Ennek oka, hogy a
swaption-0k pénzarama hasonlit legjobban a biztositoi kotelezettségekben megjelend
garancidk pénzaraméara. A modellek paramétereinek beallitasdhoz tehat sziikség van
a piacon megfigyelhet hozamokra, swaption arakra (bonyolultabb kalibracio esetén
korrelaciokra is).

Az utébbi évtizedben a hozamok jelentdsen csokkentek, melynek hatasara a ho-
zamgorbe modellek rosszabb illeszkedést mutatnak, igy a portfoliok értékelése nehe-
zebbé valhat.

Az utébbi évtizedekben szdmos hozamgdrbe modell jelent meg, példaul a Gauss
modellek, CIR++ modell, Longstaff és Schwartz modell. A dolgozatban a gyakorlat-
ban elterjedt Gauss modell bemutatasa mellett dontéttem. A modell elterjedtsége
kedvez6 tulajdonsagainak tudhatd be: az azonnali spot hozam normalis eloszlasti,
melynek kovetkeztében zart képleteket kaphatunk tobb pénziigyi derivativa arara.
Tovabbé a modell egy id6tdl fliggd paraméternek készonhetGen pontosan visszaadja
a megfigyelt hozamokat.

A dolgozat 2l fejezetében |Brigo and Mercurio | (2006) alapjan roviden ismertetem
a késGébbiekben hasznalt pénziigyi derivativakat (swapok, swaption-6k). Tovabba le-
irasra keriilnek Harrison and Pliska | (1981) alapvetd fontossagi eredményei, melyek
segitségével precizen felirhatoak a termékek arai. Végiil bevezetésre keriil a nume-

raire fogalma, mely nagymértékben segiti a derivativak arainak kiszamitasat.
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A3l fejezetben a k-faktoros Gauss modell részletes bemutatasara keriil sor. [Sch-
rager and Pelsser | (2006]) eredményei alapjan explicit képletet kaphatunk a swaption-
Ok araira.

A két- illetve haromfaktoros Gauss modellt alkalmaztam valos, piaci adatokon.
A fejezetben ezen eredmények bemutatésara keriil sor. Alacsony és magasabb
hozamkdrnyezetben is végeztem kalibraciot, melyeken szemléltethets az illeszkedések
kozotti kiilonbség. Végiil a modellek kis valtoztatasaval igyekeztem jobb illeszkedést

talalni, mely bizonyos esetekben sikerrel is jart.
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2. Irodalmi Attekintés

2.1. Jelolések, derivativak

Ebben az alfejezetben egy gyors attekintést nytjtok a késébbiekben hasznalt je-

161ésekrdl illetve a dolgozatban hasznalt pénziigyi derivativikrol Brigo and Mercurio
(2006)) alapjan.

A dolgozatban ¢ illetve T id6pontokat fognak jelolni (a felhasznéalasok soran leg-
tobbszor t = 0). Két idépont kozott eltelt id6t jelolje 7(¢, T'), melyet években adunk
meg. 7(t,T) értéke fiigg a kamatkonvenciotol, amit hasznalunk, azaz hogy hany
naposnak tekintiink egy évet. A dolgozatban a 365 napos konvenciét hasznaljuk.

Jelolje B(t) a bankbetét értékét a ¢t id6pontban. A bankbetét egy kockazatmentes
befektetés, mely értéke folytonosan névekszik a kockdzatmentes hozam alapjan. A
t = 0 idépontban B(0) := 1. Ezek alapjan B(t) a kovetezd differencidlegyenlet
szerint fejlédik:

dB(t) = ryB(t)dt B(0) =1,

ahol () a t id6pontbeli azonnali spot hozamot jel6li. A differencidlegyenletet meg-

50 = ( [ t ruds).

A fenti egyenlet azt fejezi ki, hogy ha befektetiink 1 egység pénzt a 0 id6pontban

oldva kapjuk:

akkor mennyi pénziink lesz a ¢t idGpontban.
Legyen D(t,T) a sztochasztikus diszkontfaktor ¢ és T kozott, azaz a t id6pontbeli
értéke a T id6pontbeli 1 egységnek. Ezt a fentiek alapjan a kévetkezdképp kaphatjuk

D7) = gk = (- [ ) ruds).

Jelolje P(t,T) a T lejarata elemi kétvény (zero coupon bond) értékét a ¢ id6-

meg:

pontban (az elemi kotvény 1 egységet fizet lejaratkor, a tartam alatt nincsen ku-
ponfizetés). Igy természetesen P(T,T) = 1. Ez alapjan hasonloan a sztochasztikus
diszkontfaktorhoz az elemi kétvény értéke is a T-ben fizetend6 1 egység t-beli értékét
adja meg. Azonban mig P(t,T) értéke a t id6pontban determinisztikus, és D(t,T)
értéke fiigg r(t) fejlédésétsl ¢ és T kozott. Tulajdonképpen P(¢,7) nem més, mint
D(t,T) varhato értéke egy megfelels valoszintiségi mérték szerint.

Even beliili kamatszdmitasnal linearisan szamolunk. Jeldlje L(t,T) azt a kons-

tans ratat, melyre a t idépontbeli befektetésiink értéke a T idépontban egy egység
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(linedrisan szamolva), azaz:

1 - P(t,T)

P, 7)1+ L(t,T)r(t,T)) =1 L(t,T) = P TIFET)

Even tuli iigyleteknél folytonos kamatszamitast alkalmazok. Legyen R(t,T) az a
konstans rata, amelyre a ¢ id6pontbeli befektetésiink értéke a T' id6pontban egy
egység (folytonosan szamolva), azaz:
—In(P(t, T
PT)oxp(RIDA(T) =1 BT = =0
T )

2.1.1. Interest Rate Swap

Az Interest Rate Swap (IRS) egy olyan iigylet, melynek keretében egy jovibeli
id6ponttol kezd6dGen fix kamatot cseréliink el valtozo kamatra. Jeldlje az IRS iigylet
kezdetét T,,, a fizetési id6pontokat 1,11, To4o, ..., T, két fizetési id6pont kozott eltelt
id6t:

i =T, —Ti i=a+1l,a+2,..,0.

A fix kamatot fizet6 fél N7, K Osszeget fizet, ahol N az iigylet nominalis értéke,
K a fix kamat. A valtozo kamatot fizet§ fél, N7, L(T,_1,T;) Osszeget fizet, ahol
L(T;_1,T;) értéke a T;_, id6pontban hatarozodik meg (a gyakorlatban az {igylet fix
illetve valtozd kamatot fizets laba altaldban nem ugyanolyan id6kozonkeént fizet, de
hogy a jelolést egyszertisitsiik, ezt feltessziik). Payer IRS-nak (PFS) nevezziik amikor
a fix kamatot fizetjiik és a valtozot kapjuk, Receiver IRS-nak (RFS) ha a valtozo
kamatot fizetjiik és a fix kamatot kapjuk. Az elébbiek alapjan a PFS pénzaramanak
értéke a t < T, id6pontban

B

> D(t, T)NT(L(T;1, T) — K),

1=a+1
hasonléan az RF'S értéke a t < T, id6pontban:

B
> D(t, T)N7(K — L(Ti-1, Ty)).

i=a+1

Mas oldalrol tekintve a RFS iigyletre, a T; id6pontban a pénzaram:
NT@(K - L(iri—l; 7—‘1))

behelyettesitve L(T;_1,T;) helyére:

1_P(E—177—;) 1
T( P11, T) )) ( PRI )
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melynek értéke a t id6pontban:

Igy a RFS értéke a t idépontban:

B
> (N(P(t,T)nK — P(t,Tioy) + P(t,T3))) = — NP(t,T,) + NP(t, Ts)+

i=a+1
B
+N Y Pt T)mK,
i=a+1
hasonléan a PFS értéke a ¢t idépontban:
B
NP(t,T,) = NP(t,T5) = N > P(t,T)7;K.
i=a+1

Pontosan egy olyan K létezik, amelyre az RFS illetve a PFS értéke a ¢ id6pontban

0, ez:
P<t7Ta) — P<t7T )
Zi:a—H 7. P(t,T)

melyet forward swap ratanak hivunk. A swap iigylet kezdetekor kiszamitott forward

swap rata lesz az tigyletben megjelend fix kamat. A piac altalaban ebben a fix

kamatban jegyzi a swap ligyleteket.

2.1.2. Swaption

A swaption-6k opciok az IRS iigyletekre. Az eurdpai payer swaption birtoklasa
lehetGséget biztosit belépni egy payer IRS iigyletbe az opci6 lejartakor, mely alta-
laban egybeesik a swap iigylet T,, id6pontjaval. Az alaptermék hosszat (1 — 1,)
a swap tenorjanak nevezziik. Csak akkor 1épiink be a swap iigyletbe, ha a T, id6-

pontban az iigylet értéke pozitiv (mostantol N := 1):

B
> (—P(To, T)mK + P(To, Ti—y) — P(T0, T}))

i=a+1
igy a payer swaption értéke a ¢t idépontban:

8 +
D(t,T,) ( > (=P(Ta, T)mK + P(To, Tisy) — P(Ta,Ti))> :

i=a+1
Ennek megfelelGen a receiver swaption értéke:

8 +
D(t,T,) ( > (P(To, T)mK — P(T., Tio1) + P(T., n))) .

i=a+1
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A piac a swaption-oket egy a Black-Scholes képlethez hasonlé szamitassal arazza. A

payer swaption piaci ara a t = 0 id6pontban:

B
(80,200 (I, 50,5(0),0)) = KO, S,0).0))) D P(To T
ahol -
In (252) + 5
di(K, Sap(0),v)) = < ) >
do( K, S 5(0),0)) = ( U) |

U = 048V 1, és © a sztenderd normadlis eloszlasfiiggvény. o, 3 a placon jegyzett
volatilitds. Hasonl6an a receiver swaption ara a t = 0 id6pontban:

8
(=Sa5(0)¢(=di(K, Sap(0),v)) + Kd(=do(K, Sap(t),0))) Y P(Ta,Ty)7s.

i=a+1
Egy PFS-t at-the-money-nak (ATM) neveziink, ha K = S, 35(0), in-the-money-nak
(ITM), ha K < S,3(0) és out-of-the-money-nak (OTM), ha K > S, 3(0) (RFS

esetén a relaciok forditva allnak).

2.2. Meértékcsere, numeraire

Az el6z6 fejezetben lathattuk hogyan szamithatjuk ki a swaption értékét barmely
t < T, idépontban. A késSbbiekben (a swaption aranak a Gauss modellben torténd
meghatéarozasahoz) sziikségiink van a kovetkezd néhany alapvets fontossagu tételre,
definiciéra. Ebben az alfejezetben ezeknek bemutatasara keriil sor.

Legyen (Q, F, Qo) egy valoszintiségi mezd, és ' = {F; : 0 <t < T} egy jobbrol
folytonos filtracio. Jeldlje S(t) a vizsgalt pénziigyi eszkoz arfolyaméat a ¢ idépontban,
illetve ¢(t) az eszkozbdl tartott mennyiséget (ahol ¢(t) mérhets Fii-ra). Ezt a ¢(t)
folyamatot kereskedési stratégianak nevezziik. Jelolje V;(¢) a befektetésiink értékét

a t id6pontban, azaz:
Vi(o) = o(t)S(1).
A befektetésbdl szarmazo nyereségiinket a kovetkezs képlettel szamolhatjuk:
t
Gi(o) = [ stwas(u),
0
melyet nyereségfolyamatnak neveziink.

2.1. Definicid. Egy kereskedési stratégidt onfinanszirozonak neveziink, ha minden
0<t<T-re Vi(¢) >0 és:

Vi) = Vo(v) + Gi(4),
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azaz a befektetésiink értéke csak a pénziigyi eszkdz arfolyamvaltozasa miatt valtozik

(nincsenek id6kozi pénzaramlasok).

2.2. Definicié. Fgy X véletlen kovetelés eqy négyzetesen integrdlhato, pozitiv vald-
szindségi vdltozd a (Q, F, Qo) valdszindségi mezdn. A véletlen kévetelés elérhetd, ha

létezik egy olyan onfinanszirozo stratégia, amelyre: Vp(¢) = X.

2.3. Definicio. Egy Q valdszintségi mértéket a (2, F) téren ekvivalens martingdl
mértéknek neveziink, ha
1. Q és Qo ekvivalens valdsziniségi mértékek,

dQ
2. 30

3. a D(0,.)S folyamat (F,Q)-martingdl.

Radon-Nikodym derivdlt négyzetesen integrdlgato Qg szerint,

Harrison and Pliska | (1981)) cikkiikben bebizonyitottak a kovetkezd alapvetd

fontossagu tételt:

2.4. Tétel. Egy piaci modellben akkor és csak akkor nincs arbitrdzslehetdség, ha

létezik Qo-al ekvivalens martingdl mérték.

A dolgozat egészében éliink a feltételezéssel, hogy a piacon nem létezik arbitrazs-
lehetGség, ebbdl kovetkezendGen létezik ekvivalens martingal mérték. A kdvetkezs

allitas a derivativak arazésahoz nyujt segitséget (Harrison and Pliska | (1981)):

2.5. Allitas. Tegyiik fel hogy létezik eqy Q ekvivalens martingdl mérték, és legyen
X eqy elérhetd kovetelés. Fkkor minden 0 < t < T iddpontban létezik eqy eqyértelmi
dra a kovetelésnek:

m = E(D(t, T)X|F).

Ezen eredmények alapjan, a fenti feltételek teljesiilése mellett, egyértelmiien 1é-
tezik a payer swaption ara minden ¢ < T, id6pontban (a gyakorlatban a piacnak

likvidnek, teljesnek és mélynek kell lennie):

PFS(t.T,, T, K) =

N
= E | D(t,T,) ( > (=P(To, T)mK + P(T,, Tisy) — P(TQ,TZ-))>

i=a+1

A receiver swaption ara:
RFES(tT,,T3, K) =

P +
= E | D(t,T.) ( > (P(To, T)mK — P(T., Tio1) + P(T., E)))

i=a+1
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Ugyanakkor a kapott kifejezés kiszamitasa D(t,T,,) miatt nehézségekbe iitkozik.
A megoldasban segit a hasznalt () mérték cseréje. Bevezetjiik a numeraire fogalmat,
mely intuitivan egy referencia pénziigyi eszkoz, mely arfolyamaval normalizaljuk méas

eszkozok arait. (Geman et al. | (1995))

2.6. Definicié. Egy numeraire barmely pozitiv osztalékfizetés nélkili pénzigyi esz-

koz.

Ugyanebben a cikkben lattédk be a szerz6k, hogy egy 6nfinanszirozé stratégia énfinan-
sziroz6 marad a numeraire valtas utan, ennek koévetkeztében egy elérhetd kovetelés
is elérhets marad. Az ekvivalens mérték definiciojaban szereplé numeraire implicit
modon a bankbetét volt. A kovetkezd tétel (Geman et al. | (1995)) a numeraire

valtashoz nytjt segitséget:

2.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy létezik eqy N numeraire és eqy hozzd tartozé QY mér-
ték, mely ekvivalens az eredeti Qo mértékkel, igy hogy barmely Y kereskedett termék
értéke N-el normalizdlva martingdl QN alatlt, azaz:

Yy Yr

— =F | —|F 0<t<T.

Nt O
Legyen U egy tetszbleges numeraire. Ekkor létezik eqy QU valoszinidségi mérték, mely

ekvivalens Qq-al, 1gy, hogy barmely X elérhetd kovetelésre X/U martingdl lesz QY

alatt, azaz:

X Xr
— =F | —|F 0<t<T.
U, (UT | t) -
Tovdbbd a Radon-Nikodym deriviltat a kévetkezdképp szamithatjuk:
dQv ~ UrNg
dQn  UoNp

A swapoknal illetve swaption-6knél leggyakrabban hasznalt numeraire az

B
Nop(t) = > 7mP(T..T).

i=a+1
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Ezt felhasznalva:
PFS(0,1,,15,K) =
B

=E [ D(0,T.) ( > (=P(Ta, T)TK + P(Ta, i) = P(Ta,ﬂ))) =

i=a+1

E (D(0,To) (—K Nag(Ta) + P(Ta, To) — P(Ta, Tp))") =

E (D(O,TQ)N%/}(TQ) (P(Ta,%z /z(ji()Ta,TB) B K) )

= E (D(0, Ta)Nas(Ta) (Sap(Ta) = K)¥) =

_ No,s(Ta) (Sap(Ta) = K)*
-F ( ; B(zﬁ;) )

Ekkor a[2.7 tétel szerint kiszamithatjuk a Radon-Nikodym derivaltat, majd elvé-

gezhetjiik a mértékcserét.

dQY  Nos(Ta)B(0)  Nap(Tw)

dQP  Nap(0)B(T.)  Nap(0)B(Tw)’

igy

PFS(O,TaaTﬁaK) =F <Na,,3<Ta) (gtz,;i(?a) - K)Jr) =

v [(Nap(T) (Sap(To) — K) T dQB
- ( B(T,) d@N)

o (Nas(T) (Sus(T) — KV Nap(0)B(TL)\
= ( B(T.) Nop(T) )‘

= Nag(0)EY ((Sas(Ta) — K)7).

[gy ha ismerjiik S, 5(7,) eloszlasat, gy ki tudjuk szdmolni a swaption arat. Ha-

sonloan a receiver swaption ara:
RFS(0,T,, T3, K) = Nog(0)EY (K — Sas(Tw))") .
Hasonléan levezethetGek a képletek a t < T, id6pontra is:
PFS(t,Ta, T, K) = Nag(t)EY ((Sas(To) — K)7)

illetve
RES(t,T,, T, K) = Nag(t)EN ((K — Sas(Th))") .
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3. Gauss modellek

A biztositoi kotelezettségek piaci értékelése az alapja a Solvency Il-nek és az
IFRS 4 phase 2-nek. Ahhoz hogy a biztositasi szerz6déseket megfelelGen tudjuk ér-
tékelni, sztochasztikus modellek alkalmazasara van sziikség. A kotelezettségek piaci
értékeléséhez sziikséges hogy a modellek ugy legyenek kalibralva, hogy minél ponto-
sabban visszaadjak a kereskedett pénziigyi eszkozok arait. A késébbi tesztekben a
két- illetve haromfaktoros Gauss modellt fogom hasznalni, azonban itt &ltaldnosab-
ban, a k-faktoros modellt mutatom be, vezetem le a sziikséges Osszefiiggéseket.

Természetesen a modell kalibralasdhoz sziikségiink van a piacon megfigyelhetd
arakra, hozamokra. A kalibracio soran ugy igyeksziink beéllitani a modellek para-
métereit, hogy a modell altal a swaption-6k araira kiadott értékek a lehets legkoze-
lebb legyenek a piacon megfigyelhetd arakhoz. A swaption-0k esetében "ar" alatt a
swaption volatilitasat is szokas érteni (a Black-Scholes képlet egy egyértelmt meg-
feleltetést ad a két érték kozott). Igy tehat sziikségiink lesz a likvid swaption-ok
piaci araira (volatilitasaikra), illetve a kockazatmentes hozamokra. Fontos hogy a
kalibracié soran csak olyan piaci arakkal szabad dolgoznunk, melyek likvidek, azaz
megfelel6 mennyiségben kereskednek veliik, hiszen ellenkez& esetben a megfigyelt ar
nem biztos, hogy visszaadja a swaption értékét, mely torzithatja a modellt, rosszabb
kalibraciohoz vezethet.

A k-faktoros Gauss modell az azonnali spot hozam dinamikajét irja le a kovetkezs

forméaban:
k

Ty = Qr+ Zﬂfz(t)

i=1
dz;(t) = —a;x;(t)dt + o;W(t) z;(0) =0 i=1...k
ahol W (t) egy k dimenzios Wiener-folyamat, melynek azonnali korrelacios méatrixa:
= (0i) —1<90; <1 0ii = 1.

Itt ¢, értékét beallithatjuk gy, hogy a modell altal megadott hozamgorbe teljesen
megegyezzen a piacon megfigyelttel. Az x;(t)-kre felirt egyenletek linearis sztochasz-
tikus differencidlegyenletek, melyek megoldoképlete ismert, igy egyszertien kaphat-
juk:
t
[L’Z(t> = e_ait/ GaiuUidVVi(U),
0

melybdl r6gton kovetkezik, hogy

¢
2 (t) = z(s)e =) ¢ O','/ e~ WAV, (u).
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3.1. Az elemi kotvény arazasa

Mint ahogy a fejezetben emlitettiik P(¢,T) a sztochasztikus diszkontfaktor
varhato értéke egy megfelel6 mérték szerint. Ez a mérték )y, a bankbetéthez tartozo

mértek. Igy (E-vel jeloljiik a Qo mérték szerinti varhaté értéket):

P = (o0~ [ ' ruu) ).

Ahhoz hogy meghatarozhassuk ezt a varhato értéket sziikségiink lesz R(¢,T) :=
T

/ rydu eloszlasara.

t

T T
R(t,T) :/ Tudu:/ le du+/ wudu.
t

Tekintsiik elgszor a kovetkezs tagot:

T T u
/ zi(u)du = / z(t)e =t 4 0'1/ ~ai=9)qIV;(s)du =
¢ ¢

:[_%%M } // —=) dudWi(s) =

1 — —a;(T—t) _ —ai(u—s) u=T
L ) +o / {6—} AW (s) =
t u=s

a; a;

1 — e—ai(T—t) T 1 — e—ai(T—s)
= (! i ——dWi(s),
) [ = (5
ahol a masodik 1épésben hasznaltuk Fubini tételét az integralok sorrendjének fel-
cseréléséhez. Mivel ¢, determinisztikus fiiggvény, igy rogton adodik, hogy R(t,T)

normalis eloszlasi, varhato értéke:

k 1— efai(Tft) T
M(t,T):= E(R(t,T)) =Y  ————u;(t) +/ pudu.
, a; t
i=1
Tekintsiik most a varianciat. Mive] 1=e—2"=" z;(t)-k determinisztikus fiiggvények,

i

igy a variancia:

Var(R(t,T)) = Var (Z <Ui /tT 1_6(1—?@‘9)(1”/@'(5))) —

1=

—_
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T
4 Z <2 00 / 1 — e—ai(T—s) o e—aj(T—s) +€_(ai+aj)(T_s)d8>
Oij )

i,j=1..k;i<j
Igy

—a;(T—s)

k 0_2 e 672ai(Tfs) r
V(t,T):=Var(R(t,T)) = Z a—zg [3 —2 @ + 2 } +
pr i % ? s=t

0] {S e e e(aﬁaj)(Ts)rﬂ)
s=t

i ki< i a; Q a; + a;
k 2 —a;(T—1) —2a;(T—t)

o; e e 3

- i (T —t) -2 _
(G (o0
—ai(T—t) 1 —aj(T—t) 1
0,035 € e
(T —t —

N Z ( ( ) @i a; i
i,j=1..k;i<j
N e~ (aita;)(T—t) _q

a; + Q.

Osszegezve:

R(t,T) ~ N (M(,T),V(t.T)).
Mivel R(t,T) eloszlasa normaélis, igy —R(t,T) eloszlasa is normalis lesz, —M (¢, T')
varhato értékkel és V (¢, T') varianciaval. Ebbd6l kovetkezik, hogy exp(—R(t,T)) log-
normalis eloszlasu —M (¢, T) és V(t,T) paraméterekkel, igy (felhasznéalva hogy egy

lognormalis eloszlast valoszintiségi valtozo varhato értéke E(Z) = exp(pz + 307)):

PI6T) = Ble ™) = exp (~M(0.T) + 5V (0.T) ) =

k o—ai(T—1) T 1
= exp 2: i@—/¢mw§wum.
i—1 t

T
A fenti kifejezésbdl mar csak pyudu értékét nem ismerjiik. Ezt a paramétert

t
ugy szokas beéllitani (természetesen) hogy minden lejaratra a piacon megfigyelt
hozam egybeessen a modell altal kiadott hozammal vagy, ekvivalens modon az elemi

kétvények arfolyamai egyezzenek meg minden lejaratra, azaz:

PM(0,T)=F (exp (—M(O, T) + %V(O,T))) = exp (— /OT udu + %V(O, T))

ahol PM(0,T) a piacon megfigyelt dra a T lejarati elemi kotvénynek. Mind a két

oldal logaritmusat véve, majd az egyenletet atrendezve kapjuk:

T
1
/ udu = —In PM(0,T) + §V(O,T).
0
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Ennek felhasznalasaval:

T T t
exp (—/ gpudu) = exp (—/ gpudu) exp (/ gpudu> =
t 0 0

— %%’5)) exp (% (V(0,t) = V(0, T)))

Ezen formulak segitségével méar felirhatjuk az elemi kétvény modell altal szamitott

arfolyamat a ¢ idépontban:
k
P(t,T) = A(t,T) exp (- > Blait, T)a:i(t)>
i=1

A(LT) = % exp (% (V(ET) +V(0.4) — V(0, T))) (2)

1 — e_y(T_t)

Y

B(y,t,T) =
A kapott eredmények felhasznélasaval ratérhetiink a swaption-6k modellbeli drainak
kiszamitasahoz.
3.2. A swaption arazasa

Tekintsiik T, lejarata, T — T, tenort swaption-t. A fizetési id6pontokat jelolje
Tog1, Togo - .. T, a kozottiik eltelt id6 rendre 741, Taqa . .. 75. Ahogy a2l fejezetben

lathattuk a payer swaption ara a t idépontban:
PFS(t, Ty, T, K) = Nog(t) EY ((Sas(Tn) — K)7) |

ahol EYN az N, 5(t) numerairehez tartozé mérték szerinti varhato értéket jeloli, és

P(t,T,) — P(t,Ts)

Sas(t) =
s(t) Nos (1)
B
Nag(t)= > wmP(t,T)).
i=a+1

Schrager and Pelsser | (2006) cikkében adott egy kozelitést S, 3(1,) eloszlasara
QN alatt. A kovetkezd levezetés az emlitett cikk alapjan torténik.

Tudjuk, hogy S, egy martingal QV alatt, igy E” (S, 5(Ts)) = Sa5(0). Felirva
az [to-lemmat a swap ratara kapjuk:

dS,5(t) = i:ag;—’fg)dwfv(t)
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ahol W egy k dimenziés Wiener-folyamat, melynek korrelacios matrixa 2, és 5=

diag([o1, 0. ..0%]). Felhasznélva hogy

op) (AT exp (S0 ~Blaj,t. T)a;(1)) )
Ox;(t) B Ox;(t)

= —Bl(a;, t,T)A(t, T) exp (Z —B(aj,t,T)a:j(t)> = —Bl(a;, t,T)P(t,T)

a parcialis derivaltak:

5 ( PUTa)=P(t.15)
0Sap(t) Nos() —B(a;, 1, T.)P(t,1o) | Blai, 1, T5)P(¢,T5)

ori(t) 97:(t) a Nos(t) Nos()

(P(t.T0) = P(LT9) (X —miP (£ T))Blait. 1))
(Nas(£))?

= —B(a;, t,T,)P"(t,T,) + B(a;, t, T5) P" (t, Ts)+

B
t) Z TjPN(t’Tj)B(ai’tTj)

j=a+1

ahol PN (¢,T) = (t’j(;)) PN(t,T) és S, p(t) alacsony variancidju martingalok Q%
alatt, igy értékiiket kozelithetjilk a varhato értékiikkel, mely rendre P(0,T) illetve
Sa,5(0). Tovabba elvégezve ezt a becslést a swap rata volatilitdsa determinisztikussa
valik (a becsiilt valtozo volatilitdsa determinisztikus), igy egy normalis eloszlasi
valtozokbol all6 martingalt kapunk (Schrager and Pelsser | (2006)). Igy a kapott

kifejezést behelyettesitve B(y,t,T) helyére:

0Sup(t) 1—eulTat) | —eailTit)
2 = — P O TOé P 07T 3

1—e a;(Tj—t)

ZTJPNOT =

Jj=a+1 a;

B
— l (—PN(O, T, + PN(O,TQ) + Saﬂ(O) Z TjPN(O,Tj)> 4

Jj=a+1
e’ T DN Ts pN T
- —Qilo _az B8 _a’L J| =
1 <e PN(0,T,)— PN(0,Ts)— ZTJ
j=a+1
1

= — (=S.5(0) + Sa5(0)) +
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a;t

—|—<e_‘“T(’PN(O, T.,)—e 15 PN(0,Tp) —

a;

eait

:_<e—aiTa PN(O, Ta) —alT,gPN(O Tﬁ

Q;
_ it ~(3)
= e Caﬁ

Igy jutunk a kovetkezs egyenlethez:

Ta Ta R Ta .
Sa,ﬂ(Ta)z/O dsa,ﬁ(t)z/o EMdWN(t)%/O )

O0x(t)

k T, '
=3 /0 e COAWN (1)
i=1

0y P

Jj=a+1

0y 7

j=a+1

0S4 p(1)

or() V()

—(ZiTj) —

—aiTj> .

Az Ito-izometriat felhasznélva megkaphatjuk a forward swap rata becslésének vari-

anciajat:

— ko rTa )
Var(Sas(1,)) = Var (Z/ aie“"tC'C(fjng/iN(t)> =
i=1 70

i=1 1,j=1;1<j

302 (0

) 2 2a1t t= Ta
- ’( ) {201 Z 010:0,C3;
i=1 v di=0 1,j=1;1<g
k
2 €2azTa _ 6
2
:ZO‘Z (Cé)ﬂ) —l— Z 0i;0:0;C, aﬂ (])
=1 i,j=1;1<j

Ebbél a forward swap rata széorasanak becslése:

Oup = \/Var(Sa/,;(i)) =

()
aﬁ

k Ty
) a; j a;Ta4 _
A / 0tdt 1Y gy, CCY) / oty —

(aﬁ-aj)t] t=Ta

=0

itaj)To _ 1

ai—l—aj

(i) |2 T — 1 @) ()
— Z O-i (Ca,ﬁ> T + Z Q’Ljo-lo-jca ﬁCa ﬁ

i=1 1,j=1;1<j

e(ai+aj )To — 1

Igy a payer swaption modell 4ltal megadott arara a kivetkezs kifejezést kapjuk:

PES(t,Ty,Ts, K) = Nag(t)EY (Sas(Ts) — K)"

* r—K 1
“Nos(t) | L exp | o (2t
,ﬂ()/K T p( 2( |
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® Sa5(0) — K 1 (g;—saﬁ(()))?
v el T — (=R ) d
/K Oo V2T P ( 2 Oa,p !

Végezziik el a 2z = M helyettesitést:
o,

PFS(t,Ta, Ts, K) =

o z _ 1.2 > Sag(O) — K _1.,2
= N, z5(t) Uaﬁ/xs e 2Zdz—|—/ — ¢ 27 dz
’ ’ 5,80 |/ K=5q,8(0) v/
e 2m 2m

a,8

= N, gt L 12|
= a,ﬁ() Oap | — 27T6 Z:Kfsaﬁ(())

%a,B

+ (Sap(0) = K) (1 — (%ﬂ;ﬁ@») _

= Nas(t) (aa,g\If (M) +(Sap(0) — K) @ (W))

Oa,p

ahol W a sztenderd normélis eloszlas strtségfiiggvényét, ® az eloszlasfiiggvényét

jeloli. Hasonloéan megkaphatjuk a receiver swaption arat:

RES(t, Ty, Ty, K) =

= N, 4(t) (%,511/ (M) + (8a,5(0) — K) @ (w))

O-a7ﬁ U(X?B

A képletek tovabb egyszertisodnek, ha ATM swaption-Oket vizsgalunk, ekkor ugyanis
Karym = Sap(0). Tovabba a kalibracié soran a swaption-6k ¢ = O-beli ara érdekes,

igy:
Oa,8

Nors

Ezeket a képleteket hasznéljuk az a;, 0;, p;; paraméterek meghatarozasahoz.

PFS(0,T,,Ts, Karn) = RFS(0,T4, Ts, Karar) = Nap(0)

A modell egy gyengesége hogy a szcenarié generalas soran negativ azonnali spot

hozamokat kaphatunk. Ugyanis:

r(t) = ¢ + Z (1),

igy r(t) eloszlasa normalis. Ebbél adodoan elGfordulhatnak negativ értékek, azonban

az értékelés soran ez nem okoz elméleti nehézséget (csak a gyakorlatban fordul els
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ritkdn az ilyen hozamkoérnyezet). Ugyanakkor r(t) normaélis eloszlasa az, ami miatt
a gyakorlatban strtin alkalmazzak ezt a modellt. A normalitasnak koszonhetGen
ugyanis explicit képletet kaphatunk az elemi kétvények és tobb derivativa arara,

mely lényegesen leegyszeriisiti a szamitasokat.
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4. Kalibralas

4.1. Adatok

Az el6z6ekben bemutatott Gauss modellt alkalmaztam valds, piaci adatokon,
ebben a fejezetben ezeket az eredményeket mutatom be. Két kiilon pénznemet
valasztottam, az eurot (EUR), melynél a kockdzatmentes hozam alacsony (1 éves
hozam koriilbeliil 0.1%), illetve az ausztral dollart (AUD), ahol a kockdzatmentes
hozam magasabb (az egy éves hozam koriilbeliil 3%). A két hozamgorbe az(ll abran
lathato.

AUD hozamgdrbe EUR hozamgirbe

0038

0.036
0025

0.034 |
0.ozr
0032

003

hozam
]
2
(a5}

hozam

0028 +

0.026 |

0.005
0.024

0022 1 1 1 1 1 D 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 60 0 10 20 30 40 50 60

v &y

1. 4bra: Hozamgdrbék

Forras: sajat abra

Mindkét pénznemre igaz, hogy likvid a swaption piacuk, euréra azokat a swaption-
oket vizsgaltam melyek lejarata az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,15,20,25 és 30 illetve a te-
norja 1,2,3,4,5,7,10,15 és 20 évek koziil keriilnek ki. Az ausztral dollarnal valamivel
kevesebb swaption-t tudunk vizsgalni, ezek lejarata az 1,2,3,5,7 és 10, tenorja az
1,2,3,4,5,7 és 10 évek koziil valoé. A piacon megfigyelhets arakat az opcid lejarata
és tenorja fiiggvényében a abra szemlélteti (a pontos értékek megtaldlhatoak a
Fiiggelékben).

Az adatok 2014 év végi értékek, ezeket a Bloombergrdl gytjtottem.

A piacon megfigyelhets arakbol (rogzitett hozamgérbe mellett) egyértelmien
kiszamithatoak a swaption volatilitasok, felhasznalva a Black-Scholes képletet. A
Bl abran lathatoak a kalibralashoz hasznalt értékek. Ahogyan az dbran is latszik a

két feliilet kozott jelentSs eltérés mutatkozik: az ausztral dollarhoz tartozo feliilet
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Piacon megfigyelt AUD swaption ar

B

S
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R et Sk :“
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b

ey
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oy
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St
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SRR A e e T
RSSO ISR
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e

25

oo Opcis |

R,
(5

ejarata

Piacon megfigyelt EUR swaption ar

30
20

10

Opcid lgjarata

2. 4bra: Piacon megfigyelt swaption arak

Forras: sajat abra

egyenletesebb, mig az eurdhoz tartozonal kiugro értékek figyelhetGek meg a révid

lejarata, rovid tenort swaption-oknél.

Ez a kiilonbség okozza a késébbiekben a

kalibracié nagyobb pontatlansagat az eurd esetében és oka az alacsonyabb hozam

rovid lejaratok esetén.

YWolatilitas

R S A
il e
RRRiR

Fiacon megfigyelt AUD Swaption Volatilitas

o
LT,
LA AR
:«f“.‘f"sﬁtstts“sfé:‘
S S0
Lo AN,
e S A
SRR

LR N 5

U S S

ANt
e ‘5‘3‘203'2'302':'&:'

R

SRR
R
s

10 10
Tenar

Opcid lejarata

Piacon megfigyelt EUR Swaption Volatilitas

YWolatilitas

3. abra: Piacon megfigyelt swaption volatilitasok

Forras: sajat abra

Opcid lejarata
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4.2. Egyfaktoros Gauss modell

Az altalanos felirasban a k = 1 értéket valasztva rogtéon megkaphatjuk az egy-

faktoros modellben az azonnali spot hozam fejlgdését leird egyenletrendszert:

r(t) = () + (1)
dz(t) = —az(t)dt + odW (t) z(0) = 0.

Egyfaktoros modell esetén minden ¢ id6pontra a kiilénbo6z6 lejarathoz tartozéd ka-
matlabak kozott tokéletes korrelacié van, ugyanis a folytonosan szamitott kamatlab

t és T kozott:

n < o~ BlatT)a(t)— [ cp(u)dqu%V(t,T))

R(t’T):_%:_ T—t -
InAy(t,T) Bla,t,T)x(t)
T Tt T—t
InA(t,T) Blat,T)r(t) — Bla,t,T)p(t)
Tt T —t B
_ In Ayt T) Ba,t,T)r(t)
— _ﬁ + +? = a(t, T) + b(t,T)T(t)

és igy a korrelacio:

Corr(R(t,Ty), R(t,Ty)) = Corr(a(t,T) + b(t, T1)r(t), a(t, Ty) + b(t, Tr)r(t)) =
= Corr(r(t),r(t)) = 1.

Ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy ha a ¢ id6pontban a gorbe kezdéértékét (r(t)-
t) egy sokk éri, az az egész hozamgorbére kihat, tehat az egész gorbe ugyanabba
az irdnyba mozog, mint r(¢). Ez a szitudci6 nem életszert, a révid és hosszutava
hozamoknak varakozasunk szerint dekorrelaltnak kell lenniiik. Igy az egyfaktoros
modell alkalmazasa el§vigyazatossagot igényel, ha olyan terméket akarunk arazni,
mely értéke fiigg a hozamgorbe més tipust valtozasitol. Szcenarid generdlashoz
egyfaktoros Gauss modellt abban az esetben szokés alkalmazni, ha az adott pénznem
swaption piaca nem likvid.

A tobbfaktoros modelleknél ez a probléma méar nem &ll fenn, igy valasztdsom

inkdbb ezen modellek alkalmazéasara esett.

4.3. Keétfaktoros Gauss modell

A fejezetben levezetett képleteket implementaltam a MATLAB programba,
majd az el6re megirt GlobalSearch nevii fiiggvényt haszniltam az optimalizalashoz.
A gyakorlatban legtobbszor a piacon megfigyelt swaption volatilitas értékekhez il-

lesztik a modell altal megadott arbol visszaszamolt volatilitast. Ez alapjan az els6
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modellben a piaci, illetve a modellb6l szirmazé volatilitdsok négyzetes eltérését va-
lasztottam célfiiggvénynek, ezt minimalizaltam:
nom
min > ) " (PiaciVoly; — ModellVol;;)?,

a1,02,01,02,012 < -
=1 j=1

ahol 01,09 > 0 és —1 < g2 < 1, tovabba n jeldli az adott pénznemnél vizsgélt
opci6 lejaratok szaméat, m a tenorok szaméat, a PiaciV ol matrix ¢. soranak j. eleme
az 1. lejarathoz és j. tenorhoz tartozé piacon megfigyelt volatilitist tartalmazza,
hasonléan a ModellV ol méatrix elemei a modell altal szamolt volatilitas értékeket
tartalmazza.

A minimalizalas eredményeképpen megkapjuk a modell paramétereit és ezzel
egyiitt az optimumban a modell altal szamolt swaption volatilitasokat és arakat.
Azonban mivel mind az nm darab swaption-re kapunk egy volatilitast és egy arat,
az illeszkedés ,,josagat” nehéz szabad szemmel latni. A hiba mérésére a MAE (Mean
Absolute Error) mutatot hasznaltam, melyet mind a volatilitdsokra, mind az arakra

alkalmaztam:

1 n m ‘ .
MAFEy, = o Z Z | PiaciVol;; — ModellV ol;|,

i=1 j=1
illetve
1 n m . 3
MAFE;, = — PiaciAr;; — Modell Ar;;| .
ir nmlzljzl| iaciAr; ode rj|
Ahhoz hogy a kiilonb6z6 pénznemekre alkalmazott modellek illeszkedése is Ossze-

hasonlithato legyen az el6z6 MAE értéket vetitettem a piaci volatilitasok illetve arak

atlagara:
_— MAFE MAFE
MAEVOZ = n m V~Ol . = *VOZ
> ic1 2y PiaciVoly; — PiaciVol
- MAE MAE
MAE;, = 4 = =

D el 2o PiaciAry  Piacidr

Az 6sszes altalam vizsgalt modell paraméterei megtalalhatoak az[Il tablazatban,
az Osszehasonlitasi mérdszamok pedig a2l tablazatban.

Tekintsiik el6szor az ausztral dollarra alkalmazott modellt. A tablazatban
lathatjuk, hogy a MAEy, érték 7.23%, mig a MAE, 5.27%, ezek alapjan a mo-
dell jol illeszkedik a piaci értékekhez. Az euréra alkalmazott modellnél azonban az
eltérések egy nagysagrenddel nagyobbak, a MAEy, 17.09%, a MAE ;, 13.68%.

Ezek alapjan egyértelmien lathatjuk, hogy annal a pénznemnél amelynél alacso-
nyabb a hozam gyengébb illesztést tudunk elvégezni. Ez azonban még nem bizo-

nyitja, hogy a rosszabb kalibraci6 mogdtt valoban az alacsonyabb kamatok allnak,
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ennek tesztelésére tegyilik a kovetkezGt: vegyiik rogzitettnek az ausztral dollar swapt-
ion arakat, de az AUD hozamgorbét toljuk lefelé parhuzamosan 1,9%-kal (ekkor még
minden lejaratra pozitivak maradnak a kamatok). Igy egy olyan modellt kaphatunk,
melyben alacsonyak a hozamok, ugyanakkor a swaption arak szerkezete megegye-
zik az eredetivel (az uj hozamgorbét illetve a swaption volatilitdsokat a abran

lathatjuk).

AUD eltalt hozamgirbe (AUD2) Mddogitott AUD swaption volatilitasok

Wolatilitas

0.003

0.008

D'Dmu 10 20 30 40 a0 B0 8 4 10 Oprid lejarata

El Tenar

4. abra: Modositott AUD hozamgorbe és swaption volatilitasok

Forras: sajat abra

Az djonnan kapott swaption volatilitasok feliilete igy hasonlit az eurénal la-
tottra, az illeszkedés pontossidgatol is hasonldakat varhatunk. Ez igy is torténik:
a MAEy, értéke 18.91% (ugyanakkor a MAE 4, 4.45%, meglepden jol illeszkedik
a visszaszamolt ar a piacon megfigyelthez). Levonhatjuk tehat a kovetkeztetést,
hogy kétfaktoros modell esetén alacsonyabb hozamkdérnyezetben az illesztett modell

kevésbé képes visszaadni a piacon megfigyelt értékeket.
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Kétfaktoros modellek a; as o1 0o 012
AUD 0.2712 | 0.2261 | 0.193 | 0.1826 | -0.9981
EUR 0.1476 | 0.0922 | 0.0515 | 0.0489 | -0.9972
AUD2 0.1773 | 0.3852 | 0.029 | 0.0282 | -0.9778
AUD Hozam volatilitassal | 0.2696 | 0.2107 | 0.14 | 0.1304 | -0.9965
EUR Hozam volatilitassal | 0.0916 | 0.1484 | 0.0476 | 0.0503 | -0.9971
AUD2 Hozam volatilitassal | 0.7003 | 0.1109 | 0.012 | 0.0141 | -0.9996
AUD Arra optimalizalassal | 0.2391 | 0.2022 | 0.2207 | 0.2054 | -0.998
EUR Arra optimalizalassal | -0.0388 | -0.0279 | 0.0176 | 0.0232 | -0.9904
AUD?2 Arra optimalizalassal | 0.2204 | 0.2863 | 0.1045 | 0.1158 | -0.993
1. tablazat: A kétfaktoros modellek paraméterei
Forras: sajat szdmitas
Kétfaktoros modellek | MAE;, | MAE,, | MAEv, | MAEvy,
AUD 0.00119 | 5.27% 0.01828 7.23%
EUR 0.00568 | 13.68% | 0.08719 17.09%
AUD2 0.00102 | 4.53% 0.05324 21.05%
AUD Hozam volatilitassal 0.0012 5.29% 0.01834 7.25%
EUR Hozam volatilitassal | 0.00568 | 13.68% | 0.08719 17.09%
AUD2 Hozam volatilitassal | 0.00099 | 4.36% 0.04786 18.93%
AUD Arra optimalizalassal | 0.00079 3.5% 0.02191 8.66%
EUR Arra optimalizalassal | 0.00368 8.85% 0.14406 28.23%
AUD?2 Arra optimalizalassal | 0.0006 2.67% 0.04981 19.7%
Haromfaktoros modellek | MAE 4, m MAEv, | MAEv,,
AUD 0.0007 3.12% 0.0096 3.8%
EUR 0.00453 | 10.91% | 0.07908 15.5%
AUD2 0.00135 | 5.97% 0.04731 18.71%
AUD Hozam volatilitassal | 0.00075 3.3% 0.01265 5%
EUR Hozam volatilitassal | 0.00507 | 12.2% 0.06966 13.65%
AUD2 Hozam volatilitassal | 0.00098 | 4.33% 0.03543 14.01%
AUD Arra optimalizalassal | 0.00053 | 2.32% 0.0099 3.91%
EUR Arra optimalizalassal | 0.00225 5.43% 0.11962 26.03%
AUD2 Arra optimalizalassal | 0.00044 | 1.94% | 0.02234 | 8.83%

2. tablazat: A modellek eredményei

Forras: sajat szamitas
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4.4. Haromfaktoros Gauss modell

A k-faktoros modellre felirt egyenletekbdl egyszertien megkaphatjuk a haromfak-

toros modellben az azonnali spot hozam fejlédését leir6 egyenleteket:

r(t) = @(t) + 21 (t) + 22(t) + 25(1)
dzi(t) = —ayz(t)dt + o dW1 () 21(0) =0
dzo(t) = —aga(t)dt + oodWs(t) z9(0) =0
dzs(t) = —agz(t)dt + o3dWs(t) z3(0) =0,

ahol W (t) egy harom dimenzios Wiener-folyamat, melynek korrelacios méatrixa:

1 o012 o013
Y= 01 1 o093
031 032 1

Konnyen lathato, hogy a haromfaktoros modell kibévitése a kétfaktorosénak,
hiszen ha az 1j egyenlet paramétereit (a3, 03, 013, 023) nullanak valasztjuk visszakap-
juk a kétfaktoros modellt. Ennek kdvetkeztében a haromfaktoros modell alkalma-
zasa esetén mindenképp jobb illeszkedést varunk, mint a kétfaktoros esetben. Az
optimalizalashoz meg kell adnunk a programnak egy kezd&értéket, jo kezdGérték va-
lasztasa gyorsithatja az optimalizaldst. A haromfaktoros modelleket indithatjuk a
kétfaktoros modellek altal megadott optimalis paraméterértékekbdl, az 4j o3, 013, 023
nullanak véve. A3l fejezetben bemutatott becslési eljaras soran (Schrager and Pels-
ser | (2006) alapjan) a 3| levezetés soran az a; paraméter a nevezébe keriil, igy az
értékét nem valaszthatjuk nullanak, s6t ha megfelelGen kicsinek valasztanank sem
a megfelel§ hatast érnénk el, azonban a tobbi paraméter nullanak véalasztasa mar
elegend§ ahhoz, hogy visszakapjuk a kétfaktoros modellt.

A vizsgalt haromfaktoros modellek paraméterei megtalalhatoak af3] tablazatban.

A2l tablazatra tekintve lathatjuk, hogy az elvarasoknak megfelelGen a harom-
faktoros modellek minden esetben feliilmultak a kétfaktorosokat, a M AEy, értékek
2-3%-ot csokkentek, a harombol két esetben a pontosabb volatilitdsértékek hatasara
a visszaszamolt arak is kozelebb keriiltek a piacon megfigyelthez (az AUD2 mo-
dellnél a MAFE 4, 4.53%-161 5.97%-ra nétt). Azonban az alacsony hozamkdrnyezeti

modellek illeszkedése a kibGvitett modell hasznalataval sem javult jelentésen.
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Mint lathattuk egy Gjabb faktor bevezetésével valoban javultak az eredményeink,
azonban csak kis mértékben. Felmeriil a kérdés, hogy megéri-e egy tjabb faktort be-
venni a modellbe és ezzel névelni a futasi id6t. A 3| fejezetben bemutatott becslési
eljaras soran a szamitasok szama nem né jelentsen egy tijabb faktor hozzadadéasaval
(a kapott modellbeli arbol a volatilitas visszaszamitasanak szamitasigénye nagyséag-
rendekkel nagyobb), azonban az optimalizalasnal megjelend négy tjabb paraméter
(kétfaktorosrol haromfaktorosra vald attérésnél) mar nagymeértékben megnoveli a
futasi id6t. Ezzel a kérdéssel tobb cikkben foglalkoztak mar. |Jamshidian and Zhu

(1997) cikkiikben f6komponens analizist végeztek JPY, USD és DEM adatokra,
melybdl azt lathatjuk, hogy egy komponens a totalis variancia 68%-76%-at, két
komponens 83%-91%-at, harom komponens pedig 93%-94%-4at magyarazza. Tobb
komponens hozzdadasa egyre kevesebb névekedést jelent, ez alapjan két-harom fak-
tor mar elegendd a hozamgorbe fejlédésének modellezésére. Ezek kovetkeztében a

négy- vagy tobbfaktoros modelleket mar nem vizsgaltam.

4.5. Hozam volatilitas

A gyakorlatban a kalibraci6 stabilabba tételéhez a célfiiggvény egy djabb taggal
béviil, mely célja hogy a modellben megfigyelt hosszitava hozamok volatilitasa kdzel
legyen a piacon megfigyelthez. A piacon ezt az értéket historikus adatok alapjan
szamoljak. Ebben a dolgozatban a 20, 30 illetve 50 év lejarata hozamokat tekintem,
a piacon megfigyelhet6 értékek rendre 61, 64 illetve 68 béazispont az eurénal, 99, 102
és 61 bazispont az ausztral dollarnal. A modellbeli érték szamitasanak levezetését
szintén altalanosan, k-faktoros modellre végzem el.

Tekintsiik a[l] egyenletet és a [2] kifejezést, behelyettesitve:

wprr) W (ACD)esp (< T Blant D))

Rt.T) = ——F =~ Tt -
A T) S5, Blag,t, T)xi(t)
I T—t
A(t,T) = % exp G (V(ET) +V(0,8) = V0, T)))
1 — e y(T=1)
B(y,t,T) = T

A varianciat egy h hosszisagu szakaszon a kovetkezképpen szamolhatjuk:

CInA(t+h,T+h)
T—t

Var(R(t+ h, T+ h)— R(t,T)) = Var <
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+sz1 Bla;, t +h, T + h)x;(t + h) . mA®tT) SV Blant, T)wi(t) |
T—t t—T T—t N

= Var (Zle (B(ai,t,T) (zi(t + h) — x,(t))))
T—t

felhasznalva hogy

1 — e~ Y(T+h—(t+h)) 1 — e~ ¥(T-1)
B(Qat+haT+h): = :B<y7t>T)'
Y Yy

Mivel tudjuk hogy

t 2
zi(t) = 2;(s)e” =) m;/ e~ AW, (u) ~ N (0, 20—2 (1- eQ“i(ts))) ,
s a;
igy rogtdon megkaphatjuk a sziikséges Osszefiiggéseket:
o?
Var(z;(t + h) — z;(t)) = 2—’ (1—e*™)
a

Cou(i(t + 1), 25t + 1)) Lo
ov(x;(t + h),x;(t + = 0ij0;0;
J J J CLi—i—CLJ‘

Az eddigiek alapjan:

MYV (t,T,h): = Var(R(t+h, T +h) — R(t,T)) =

:VW<ZfMM%mTNm@+m—m@m>
T—t

_ Z <%) Var(z;(t+ h) — x;(t))+

B(ai, t, T)B(CLj, t, T)
(T —1)?

+ Yy 2
i,J=1;1<j

O'Z'B(Cli,t, T) 2 1-— 62aih+
T—1t 2@2'

Cov(z;(t + h),z;(t + h)) =

k

23

=1

k
B(a;,t,T)B(a;,t,T) 1 — e~ (@tai)h
2 i 005 ’ VERS) '

1,7=1;i<j
A kapott eredményt évesitve kapjuk:
k 2 :
o;B(a;, t,T)\" 1 — ¢
MYV (t, T, h) =
=3 (M)

=1

k
Bla;, t,T)B(a;,t,T) 1 — e~(@taih
2 A ] L S
+ Z 0ij0;0; (T—t)2 (ai‘f‘aj)h

ij=15i<j
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l_ef(aiJfaj)h

Ttt mivel b kiesi 15577 6s 1=

2aih

kozel vannak az 1-hez, igy kapjuk a kozelitést:

k
o;B(a;,t,T i, T)B(a;,t,T
MYV(LT)%Z(}G—) Z QQZ]UZUJ (@ (T) t()CLz] )
=1

1,7=1;1<7

Ennek segitségével mar felirhatjuk az aj célfiiggvényt, azokat a paraméter érté-

keket keressiik, melyekre a kifejezés felveszi a minimumaét:

min (PiaciVol;; — ModellV ol; MYT(0,l)=YVT( 2 ,
o (33 (Pavor, ooty S nvron vy
ahol YVT(l) a piacon megfigyelt | éves hozam volatilitasa, kétfaktoros modell ese-
tén a = [ai,as], 0 = [01,09] és 0 = p19, illetve haromfaktoros modell esetén
a = [a1, a, a3), 0 = [01,09,03], 0 = [012, 013, 023]-

Az eredményekre tekintve lathatjuk, hogy az alacsony hozamkornyezet model-
lekben 3-5%-o0s javulast hozott az ujabb tag bevezetése a célfiiggvényben (EUR,
AUD2), mig az AUD modellben rontott az illeszkedésen. Az 1j tag miatti tobblet-
szamitas elhanyagolhatd a modellekben, igy hasznalata — az eredményeink alapjan

— indokolt alacsony hozamok esetén.

4.6. Optimalizalas a swaption arara

A k-faktoros Gauss modellek segitségével a swaption-0k arat kaphatjuk meg,
ebbdl tudjuk kiszamolni a Black-Scholes képlet segitségével a volatilitasokat. Ter-
mészetesen meriil fel a kérdés, hogy sziikség van-e a volatilitasok visszaszamitasara,
nem lehetne-e kozvetleniil agy beéallitani a paramétereket, hogy az arak legyenek
egymashoz kozel. Mivel ebben az esetben a volatilitisokat ki sem kell szdmitani
igy a futasid6 az eddigi modellek toredékére eshet vissza. A megkdzelités hatranya
hogy semmi sem garantalja, hogy a modell altal megadott drakhoz valoban tarto-
zik volatilitasérték. Ebben az esetben a koévetkez6 optimalizalasi problémat tudjuk

felirni:

W m 2
{lnalr; (; ; (PzaczArU ModellArU)) ,
ahol hasonloan az eddigiekhez kétfaktoros modell esetén a = [a1,as], 0 = [o7, 09
és 0 = 012, illetve haromfaktoros modell esetén a = [ay,as,a3], 0 = |01, 09, 03],
0 = [012, 013, 023].

A tablazatban foglalt értékek alapjan ez a megkézelités bizonyul a legjobb-
nak: az EUR modellben, ahol az eddigi M AE 4, értékeink 11-13% koriil mozogtak
most a kétfaktoros modellben 8.85%, illetve a haromfaktoros modellben 5.43%. Az
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ausztral dollar esetében a piaci arakat jol adjak vissza a modellek, az eltérések 2%
koriiliek. Az &drakhoz képesti jobb illeszkedés ara, hogy az arra optimalizalt model-
lekben valoban nem létezik minden volatilitasérték, rendszerint a rovid lejarata és
tenorid swaption-0kre. Hogy a modellek mégis valamilyen szinten &sszehasonlitha-
toak legyenek a MAFEy, szamitasanal a nem létezs volatilitasok helyére az adott
pontban legjobban eltéré modell volatilitasértékével szamoltam. Azonban ezek a
mérdszamok igy csak tajékoztato jellegtiek (EUR és AUD2 két- illetve haromfakto-

ros modelleknél)

Al vald eltérés harom faktoros modellben, YT hasznélataval Antdl vald eltérés hdrom faktoros érra optimalizalt modellben

OOy 0.01..
04 .
; 0.005
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3 : Z 0
I .E T, i
ooy : S
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5. 4bra: A modellek 4altal kiadott arak hibai EUR esetében

Forras: sajat abra
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5. Osszefoglalas

A Solvency II és IFRS 4 phase 2 bevezetésével a biztositoi kitelezettségek piaci
értékelése nagyobb hangsilyt kap. A komplex termékek értékeléséhez hozamszcena-
riokra van sziikség, melyek elGallitdsahoz megfelelGen kalibralt sztochasztikus mo-
dellek sziikségesek. A dolgozatban bemutatasra keriilt a k-faktoros Gauss modell,
melyet elterjedten hasznalnak szcenarié generalasi célokra. Azonban az utobbi évti-
zedben a hozamok jelentésen csokkentek, ennek hatasira a modellek piaci adatokhoz
val6 illeszkedése romlott.

A dolgozatban valos piaci adatokra alkalmaztam a modellt. Osszehasonlitasnak
az alacsony hozamu eur6t és a magasabb hozamu ausztral dollart valasztottam. Igy
egy valos gyakorlati példan tudtam megfigyelni az illeszkedések kozotti kiilonbséget.
Kétfaktoros modellt alkalmazva az eurdra lathatéan rosszabb eredményt kaptunk.
Ugyanakkor nem lehetiink biztosak benne, hogy a hattérben valoban az alacsony
hozamok allnak, igy egy tijabb példan is alkalmaztam a modellt, amelyben a piacon
megfigyelhets ausztral dollar arakat hasznaltam, de alacsony hozamok mellett. A
kalibrécié eredménye ebben az esetben is rosszabb lett, igy mar igazoltnak latszik,
hogy az alacsony hozamok gyengitik az illeszkedést. Ennek oka az lehet, hogy ilyen
hozamok mellett a swaption-6khoz tartozo volatilitas feliilet csicsossa vélik, melyet
az alkalmazott modellek nem tudnak teljesen megfogni.

Mint az varhato, a haromfaktoros modellek alkalmazisa minden esetben javitott
az eredményeken. Ugyanakkor az tjabb faktor bevonasa minden modellen hasonlo
mértékben javitott, nem tudott jobb illeszkedést mutatni alacsony hozamkdornye-
zetben. Mivel a haromfaktoros modellek esetében az optimalizalas eréforrasigénye
sokkal nagyobb, igy alkalmazasa nem biztos, hogy megeéri.

Tekintetbe véve a hozam volatilitdsokat tjabb kalibraciot végeztem. Ezek a mo-
dellek alacsony hozamkornyezetben az illeszkedés javulasat idézték els, mig maga-
sabb hozamok esetében rontottak az eredményeken. Mivel szamitasuk nem igényel
sok tobblet erdforrast, igy alkalmazasuk indokolt lehet az alacsony hozamu pénzne-
mek esetében.

Az optimalizalas soran a futasi id6 nagy része a modell altal kiadott arboél a
volatilitas visszaszamitasara megy el. Azonban ha nincs sziikségiink a swaption-6k
volatilitasara akkor optimalizdlhatunk kozvetleniil az &rra is. Ekkor a futasidd a
toredékére csokken. Az eredmények biztatoak, az drak természetes modon kozelebb
keriiltek a piacon megfigyeltekhez, emellett a volatilitisok kiilonbsége sem né 1é-

nyegesen. Az eljaras hitranya azonban, hogy alacsony hozamok esetén a kalibralas
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eredményeképpen kapott arbdl sok esetben nem lehet visszaszamolni a volatilitast.

Osszegezve tehat a modellek illeszkedése alacsony hozamok esetén valoban gyen-
gébb, azonban a célfiiggvényben jabb tag bevezetésével az eredmények kicsit javit-
hatoak. Ha a swaption-6k arara hajtjuk végre az optimalizalast jobb eredményeket
és ennek folytdn megbizhatébb szcenaridokat kaphatunk, melyek segitségével a biz-

tositasi kotelezettségek biztosabban értékelhetek.
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Lejarat\ Tenor 1 2 3 4 5 7 10
1 0.0024 | 0.0062 | 0.0096 | 0.0118 | 0.0137 | 0.0177 | 0.0241
2 0.004 | 0.0095 | 0.0137 | 0.0168 | 0.0196 | 0.0257 | 0.0335
3 0.0061 | 0.012 | 0.0171 | 0.0211 | 0.0244 | 0.0316 | 0.0404
2 0.0073 | 0.0144 | 0.0204 | 0.0253 | 0.0294 | 0.0376 | 0.0477
7 0.0083 | 0.0159 | 0.0224 | 0.0278 | 0.0323 | 0.0414 | 0.0516
10 0.0092 | 0.0171 | 0.0239 | 0.0294 | 0.0339 | 0.0421 | 0.0517

4. tablazat: Piacon megfigyelt AUD &arak

Forras: Bloomberg adatok alapjan sajat szamitas
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