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Bevezetés

A dolgozatban a nem-élet biztositasban leggyakrabban hasznalt haromszoges tarta-
lékszamitasi modszer helyett 0j tartalékolasi modellt épitek fel. A hdromszog alapi
technikaknal sok informaciot vesztiink azzal, hogy a karokat haromszogekbe tomo-
ritjik. Ez kétféle modon is megjelenik. Ha példaul 10 000 karunk van 8 évre tekintve,
akkor ezt 36 pontba fogjuk bestiriteni egy haromszogon beliil, tovabba nem javit az
informacié mennyiségén az sem, ha ugyanezt 10000 kar helyett 100 000-re nézziik.
Tehat ha példaul az IBNR tartalékokrol nem csak egy pontbecslés szeretnénk, hanem
egy valoszintiségi eloszlast, akkor az informéciovesztés miatt a haromszog pontjaibol
nehéz lenne eloszlast illeszteni. A célom, hogy az [1| cikkben ismertetett iranyelvek-
hez konkrét gyakorlati szamitasi modszereket rendeljek, tovabba az igy felépitett
modellt implementaljam és alkalmazzam valés adatokon. Két f6bb, a véletlenen ala-
puld karcsoporttal fogunk foglalkozni, az IBNR és RBNS karokkal. Az elsére egy
sztochasztikus modellt fogunk felépiteni, a mésodikra pedig egy determinisztikusat.
A megfeleld eloszlasok, paraméterek kivalasztasahoz kiillonbozé eljarasokat mutatok
be, tovabba az elméleti targyalds utan egy mintavételezéssel randomizélt, transz-
formalt, anonim val6s adatsoron bemutatom a gyakorlati megvalositast is. A végén
pedig bemutatom az eredményeket. Az 0j modellhez a keretrendszert Pietro Pa-
rodi mutatta be, amely lényegében az imént emlitett informaciovesztést probalja
elkeriilni azzal, hogy minden egyedi karinforméciot belevesz a modellezésbe. Ez egy
kargyakorisag-karnagysag alapt modell (vagy Osszetett kockazatok modellje), tehat
kiilon van egy eloszlas a karokra és a karnagysagokra, majd Monte-Carlo szimulécio
segitségével meghatarozzuk az aggregélt kareloszlast. Korabban is foglalkoztak szto-
chasztikus tartalékolassal. 1993-ban Norberg ([11]) hasonloan felosztotta a karokat
Rendezett, IBNR, RBNS csoportokra és azt feltételezte, hogy a kardarabszam egy
nem-homogén Poisson folyamat generalja, a kirnagysagok pedig egy Altalanositott
Pareto eloszlasbol szarmaznak. Norberg modelljét tovabbfejleszte Haastrap és Arjas
([8]) egyedi karinformaciokat is belevette a modellbe, mint példaul bekovetkezés, ki-
fizetés, lezarés, jranyitas, sth.. Tobben készitettek esettanulmanyt a sztochasztikus

modellekrsl, amelyek altalanossagban jobbnak bizonyultak, mint a régi hdromszo-



ges modszerek. A haromszog alapu tartalékolast még olyan idGszakban talaltak ki,
amikor a szamitasi kapacités elég alacsony volt igy egyszerd papiron is kiszamithato
modszer kellett. Azonban manapsag a nagy teljesitményt szamitogépekkel ki lehet
szamolni akar karonként is a tartalékot. Az ujféle tartalékolas elényeként tobb helyen
kiemelik, hogy nagyon rugalmas és konnyen formélhat6, hogy minél jobb becslést
adjon a tartalékokra, tovabbé részletesebb eredményt kapunk. Hatranya a héarom-
szogekkel szemben pedig a bonyolultsaga, hiszen el6fordulhat, hogy nem megfelelGen
kalibraljuk a modelliinket vagy feleslegesen tilparaméterezziik.

A dolgozat els6 fejezetében a teljes kardarabszamokat szeretném megbecsiilni a
megfigyelt idGszakokra. A nehézséget azok a karok jelentik, amelyet bekovetkeztek az
adott periodus alatt, de még nem jelentették be Sket (IBNR). Ennek a becsléséhez
egy un. bejelentés késési eloszlasfiiggvényt szamolunk ki, mely megmondja hogy
mennyi a valészintisége, hogy bejelentik a kart az idészakon beliil, feltéve hogy be is
kovetkezett.

A mésodik fejezetben a kardarabszamok alapjan egy kargyakorisagi modellt il-
lesztiink az altalanos (a,b,0) eloszlasok koziil. Illetve par gyakorlati diagnosztikai
modszert néziink, hogy mely eloszlast célszert a gyakorlatban hasznalni.

A harmadik fejezetben az kirnagysag eloszlas becsléséhez sziikséges elGkésziilete-
ket tessziik meg. A kéarainkat egy in. IBNeR (Incurred, But Not enough Reported)
faktorral korrigaljuk. Amennyiben bejelentenek egy kart és beéllitanak ra valami-
lyen tételes tartalékot (lehet), el6fordulhat hogy a végleges kifizetési Osszeg eltér
ettSl. Tehat azon karokat, amelyhez tartozik még tételes tartalék kiigazitjuk ezekkel
a faktorokkal. Az IBNeR faktorok becsléséhez réviden atvessziik a GLM modszert
is, de tobb eljarassal is megkdozelithetd a probléma.

A negyedik fejezetben torténik a kiarnagysag eloszlasanak becslése. Elgszor alta-
lanosan attekintjiik, hogy értelmezziik az eloszlasfiiggvényt, majd konkrét modszert
mutatok be annak meghatérozasara. A becsléshez sziikségiink lesz az extrém ér-
ték eloszlasokra is, hiszen el6fordulhatnak kiugréan magas karok és ezeket is le kell
tudnunk kezelni. Az eloszlasillesztéshez sziikséges paraméterbecsléseket részletezve
leirom.

Az 6t6dik fejezetben els6ként a szimulacids algoritmusokat ismertetem, amellyel
meghatarozzuk az aggregalt kareloszlasokat. Harom f6bb kotelezettségi kategoria
van: az IBNR, RBNS és UPR. Az utobbival csak emlités szintjén foglalkozunk, mivel
a korabbi fejezetekben felépitett kargyakorisag és kirnagysag modellek alapjan lesz
elvégezve, mig az RBNS karoknél a GLM modellb6l kapott IBNER faktorokat fogjuk

hasznalni.



Az utolso fejezetben valos adatokon épitem fel a modellt. Ahogy korabban is
emlitettem, az adatok anonimitas végett transzformalva és randomizalva lettek oly
modon, hogy hogy az eredeti karadatokat ne tiikrozzék, azokat ne lehessen vissza-
fejteni. Lakossagi vagyonbiztositasokhoz tartozé karokkal fogok foglalkozni. Az aga-
zatnak vannak sajatossagai, amit figyelembe kell venni a modell felépitésénél. Majd

az eredményeket prezentalom és Osszehasonlitom a megvalosult értékekkel.



1. fejezet

IBNR karszam becslése

1.1. Gyakorisag el6revetitése

A karinformécié hianyabol adodo tartalékot két f6bb elemre lehet osztani. Az egyik
az IBNR, a mésik pedig az IBNER. Az IBNR olyan karokat foglal magaba, amelyek
mar megtorténtek, de még nem jelentették be Gket. Az IBNER pedig a méar bejelen-
tett kiarok varhato tartalékvaltozasat probélja megfogni. Az utobbival késébb fogunk
foglalkozni. Az altalanos gyakorlatban haromszoges modszerrel hatarozzak meg az
IBNR kérdarabszamot, viszont most mas megkdozelitésben lesz targyalva.

El6szor az ultimate (végsd) kargyakorisagot fogjuk elérejelezni, mivel szaimunkra
a bejelentett karok darabszama ismert, igy ha megbecsiiljiik az idGszakra vonatko-
z6 végs6 kardarabszamot, akkor a kettd kiilonbsége pont az IBNR kargyakorisagot
fogja adni. A modell felépitése koveti [1] logikajat és jeloleseit. Matematikailag a
kovetkezsképp fog kinézni.

Legyen ¢t a mai datum és az el6bbiek alapjan a teljes kirdarabszamot szeretnénk
meghatéarozni a [0, t]-n bejelentett karokra. Jelen kornyezetben az idgintervallum tet-
sz6leges hosszusagu lehet, azonban elemzés soran felszeleteljiik évekre. Ez semmiben
nem befolyasolja a modellezést. Feltételezziik, hogy a kirokat egy véletlen eloszlés
alapjan jelentik be. A kirbejelentések késésének eloszlasfiiggvényét F'(t)-vel jeloljik.

Most feltételezni fogjuk, hogy a karbejelentés késésének eloszlasa ismert, azonban
a 1.2 fejezetben eldobjuk ezt a feltételt és meghatarozzuk az eloszlasfiiggvényét.

Tovabba legyen v(t) a kirgyakorisag fliggvény, amely azt mutatja meg, hogy
t id6pillanatban mennyi kar kévetkezett be. Ennél a fliggvénynél jelenhetnek meg
szezonalis hatasok, hiszen példaul a mezdgazdasagi és lakossigi vagyonbiztositasok
esetében tipikusan nyaron torténnek a kiresemények nagy része, mig az év tobbi
részében altalaban kevésbé jellemz6 a magas kargyakorisag. Fz magaba foglalja azt

is, hogy ahol magasabb a kirgyakorisag, ott nagyobb lesz a kar bekovetkezésének va-



loszintisége is. Jeloljiik p;-vel az Gsszes kardarabszamot a [0, t] intervallumon. Ekkor

a varhato értéke: .
E(w) = / v(z)dx.
0
Példaként nézziik azt az egyszeri esetet, amikor egyenletes kargyakorisdgot feltéte-

leziink, azaz v(t) = ¢ valamilyen ¢ konstansra. Ekkor

t
E(ut):/ cdx =c-t.
0

Tovabbiakban r; fogja jelolni a [0,%]-n bejelentett karok darabszamat. Nyilvan
ry < - A bejelentett karok varhato értéke:

E(r,) = /O u(z) - F(t — 2)da. (1.1)

Vizsgaljuk meg, hogy szemléletesen mit is jelent a (1.1) integral. Ha most is
feltételezziik az egyenletes kargyakorisagot, akkor ahogy haladunk z-el az id6ben
t-ig, akkor ¢ — x tartani fog a 0-hoz, igy F(t — x) pedig egyre inkdbb csokken. Ez
pontosan azt jelenti, hogy a minél kozelebb vagyunk a mai datumhoz ¢-hez, annal
kevésbé valoszint hogy bejelentik még az adott idépontig tortént karokat.

A t idépillanatban nyilvan ismerjiik a bejelentett karok szaméat (hiszen be lettek
jelentve), tehat r; ismert és -t kell becsiilniink valahogy. Jelolje u; becslését ji;. A
kovetkezSképp becsiiliink:

o fot v(x)dx Y
He= f(f v(z)- F(t — x)dxrt ~ E(ry)
Vegyiik mindkét oldal varhato értékét (feltéve, hogy pu, és 1, fiiggetlenek):
Bl = B (s - Blw) ) = B2 - Bl = (o)
Tehat tényleg egy torzitatlan becslést kaptunk. Ha ismét feltessziik, hogy egyen-

B (). (1.2)

letes kargyakorisag van, tovabba a karbejelentés késésének eloszlasa A-paramétert
exponencialis, akkor az adodik hogy:
c-t t t
I s = 7 s = DT S—— Tt =
Jocr (I —e (t=2))dx Jo (1 —emvN)du t— [, e du
t t
ry = T
_e—tA 1 t e—tA 1 t
t—( T X) b+ —x
Az eddig felépitett modellben végig folytonos id6ben gondolkoztunk, de a gyakor-

Mt =

latban ez nem kivitelezhetd, ezért sziikség van a diszkretizalasra. Legyen 0 = o <
<o < ... < x, =t egy felosztasa a [0,¢] intervallumnak (nalunk jelen esetben
napokat fognak jelenteni az xz-ek). A (1.2) képlet diszkrét valtozata:

iy = Do V(@) - (xi — @ina)
CT e Pt~ m) - (a— wi)
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A latvanyosabb szemlélet miatt ismét feltételezziink egyenletes kardarabszam elosz-

last. Ekkor,
a D i€
Mt = n
dioC F(t — ;)

Most irjuk ki az egyenlet jobb oldalan lathato kifejezést:

Tt.

ctc+---+c
c-Ft)+c-Ft—1)4+---+c-F(0)

(1.3)

A szamléléban és a nevezdben is ¢t darab tag van. A szamléalo azt fejezi ki, hogy
minden nap ¢ darab kar kovetkezett be. A nevezében pedig aszerint stulyozzuk eze-
ket a c-ket, hogy épp hol allunk az idében a [0,¢] intervallumon. Nyilvan a nevezs
mindig kisebb lesz a szamlalonal (kivéve ha degenerélt eloszlasunk van, de ez kizar-
hato). Tekintsiik az els6 napot: sszesen ¢ kar tortént, a bejelentés késés eloszlasunk

alapjan a t id6ponting varhatéan F'(t) részét jelentik be, tehat megnézziik mekkora

7 Ossz karszam
varhatéan bejelentett karszam

arany és raszorozzuk a ténylegesen bejelentett kardarab-
szamra.

A maésik megkozelités pedig hasonlo a [1]-ban leirtakhoz. Egyszertsitsiink, azaz
vegyiik ki az iménti példabol a c-t, mint mennyiségi faktort. Ekkor a szamlaloban
1-eseket adunk Ossze, a nevez6ben pedig valoszintiségeket. Ezt tigy lehet értelmezni,
mintha napokat tekintenénk konkrét kardarabszamok helyett. Fent 1-eseket adunk
ossze, hiszen ott a karok 100%-ban bejelentettek, mig a nevezében az elsé napra
F(t) részt jelentenek be, masodik napra mar csak F(t — 1), és igy tovabb. A [1]

terminologidban ezeket megszolgalt napoknak nevezik. Igy felirhatjuk, hogy:

Napok szama

~

Lt

= Ty
Megszolgalt napok szama !

Amennyiben az u id6pontig (ahol u < t) szeretnénk el6revetiteni a karszamot,

akkor csak a szummazas és az integralas hatarat kell kicserélni.

1.2. Korrigalt késési eloszlasfiiggvény

Korabban feltételeztiik, hogy a karbejelentések késésének eloszlasfiiggvénye ismert.
Azonban ez nem teljesen igaz, mert mi csak egy konkrét allapot szerint, egy korlatos
megfigyelési ablakon keresztiil 1latjuk a bejelentett karok késedelmi idejét. Példaul,
ha egy adott 1 éves idGszakot néziink, akkor maximum csak 1 éves késést tudunk
megfigyelni, de kdnnyen el6fordulhat, hogy 1 évnél kés6bbi bejelentések is befutnak,
gy hogy a megfigyelt idGszakban kovetkezett be a kar. Az 1.1-es abra jol szemlélteti
a jelenséget. A példdban 300 darab kart generaltam egyenletesen 4 éves id6téavlatban,

tovabba a kirokhoz véletlenszertien mintavételeztem bejelentés késéseket, melyek



(2,3)-paraméterti Pareto eloszlasbdl szarmaznak. Ennek az eloszlasnak 3 a varhato
értéke. Azon karok, melyeknél igy a bejelentés datuma meghaladta volna a 4 évet
eldobtam. A megfigyelt idszakban a legnagyobb bejelentés 3.41 év lett igy. A piros
vonal jeloli a megfigyelési ablakban bejelentett karok empirikus eloszlasat, a zold

vonal pedig az eredeti eloszlast.
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1.1. abra. A bejelentési késési eloszlasfiiggvény a
megfigyelt ablakon keresztiil piros vonallal, illetve az

eredeti eloszlasfiiggvény zoldel

Ezek elébbiek alapjan korrigalnunk kell az eloszlasfiiggvénytinket, hogy figyelem-
be vegyiik az adott idGszakban bekovetkezett, de még be nem jelentett karokat is.
Formaélisan a kovetkezSképp néz ki.

Tegyiik fel, hogy a megfigyelési idGszakunk a [0, a] intervallum. A megfigyelt
stirtségfiiggvényt jeloljik f,(¢)-vel és keressiik az eredeti f(t) strtségfiiggvényt.

Legyen Tj egy valoszintiségi valtozo, amely a kir bekovetkezését jeloli. A T' pedig
jelolje a bejelentés késésének hosszét, szintén mint valoszintségi valtozo. Tehat ez

alapjan f,(t) a T valtozo feltételes stirtiségfiiggvényét jeloli, azzal a feltétellel, hogy



a kar bekovetkezése és annak bejelentése megtortént a el6tt. Az imént bevezetett

jeloléssel a kovetkezdképpen frhatjuk fel formalisan az empirikus stirtségfiiggvényt:

fat) = P(T =t|T+ Ty < a). (1.4)
Alkalmazzuk a Bayes-tételt.
PT+Ty<alT=t)P(T =1t)
P(T + T() < a) ‘

A jobb oldali kifejezésben szamlalojaban az els§ tagban alkalmazhatjuk a feltételt,

P(T =T+ Ty <a)=

a mésodik tag pedig definicié szerint f(t). A nevezét pedig jeldljiik B(a)-nak. Igy
tehat azt kapjuk, hogy

P(T+Ty<alT =t)P(T=t) P(Ty<a—1t)f(t)

falt) = P(T+ 1Ty < a) B B(a)

A fenti levezetés nyilvan a [0, a] intervallumra igaz, azon kivill az f,(¢) nulla.

Tehat,
P(Ty<a—0)f(t) 4 —

fulty =4 @ (1.5)
0 t>a

Atrendezve (1.5)-t f(t)-re az als6 4gnal egy ismeretlen részt kapnank, hiszen nem
garantalja semmi, hogy f(¢) nulla legyen az a felett. Ezért az lesz a feltevésiink, hogy
a-tol egy f, farokeloszlassal folytatodik a strtiségfiiggvény. Tehat,

Baft) 4,
f(t) = M= (1.6)

(1) t>a

A (1.5) formulaval szeretnénk meghatarozni f,(¢) értékét. ElGszor tekintsiik a
P(T, < a —t) tagot.

A legegyszertibb esetben feltételezziik, hogy a kirok egyenletesen kovetkeznek be
a [0, a] intervallumon (igy f,(t) tgy is megfogalmazhato, hogy egy [0, a]-ban véletlen
to kezdéponttal inditott szakasz, amelynek t a hossztusaga mekkora valoszintiséggel
esik bele a [0,a] intervallumba, lasd (1.5)). Tehat tegyiik, fel hogy T, egyenletes
eloszlasu valoszintségi valtozo. Ekkor,
“t—-1-L 0<t<a
PTho<a—t)=¢ “ ¢

0 kiilonben

Gyakorlatban azonban ez nem egy helytallo feltevés, hiszen a karok bekovetkezé-

sének idGpontja fligg az adott portfoliotol és a kockazat tipusatol. A masodik esetben
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a mar korabban bevezetett v(t)-vel irjuk fel a fenti valoszintséget :

P(Ty <a—t) o v(z)da (1.7)
Sa—t)="mG - -

0 Jo v(x)dzx

Szemléletesen (1.7)-ben a szamlalo a [0, a —t]-n bekovetkezett karokat szamolja meg,
a nevezében pedig az egész intervallumon bekovetkezett karokat. Ha feltessziik azt,

hogy azért valtozik a v(t), mert évente kiilonb6z6 a biztositéasi portfoliok kitettsége

(tehat novekszik vagy épp csokken az allomany), akkor a kovetkezsképp lehet felirni
(L.7)-t:

Oa_t v(x)dx _ Zitiatj_l € + €lat| - (a—t—[a—1t])

P(Tysa—t)= Jy v(x)da Y et €la) - (a— La))

A fenti egyenletben ¢; az i. idGszak kitettségét jeloli. A kés6bbi implementalashoz
megnézziink kétféle modszert, amely szerint meghatarozhato az eloszlasfiiggvény.

Elgszor leirjuk a feltételezéseket, amelyek mindkét megkozelitésben ugyanazok:
1. f. megfigyelt strtiségfiiggvény ismert a [0, a] intervallumon.
2. [y fa(t)dt =1.

3. Az f(t) striségfiiggvény id6ben nem valtozik, tehat nem hasznalunk maés el-

oszlést kiillonbozs bekovetkezési datumokra.

4. f(t) nem fligg a karok nagysagatol.

1. modszer

Az els6 eljarasban hasonloan szamolunk, mint amikor eloszlast illesztiink momentu-

mok modszerével, mégpedig:
1. Feltesziink valamilyen el6zetes valoszintiségi eloszlast f(t)-re.

2. A megfigyelt bejelentés késések alapjan varhato értéket (illetve ha sziikséges

szorasnégyzetet is) meghatarozzuk.
3. Az (1.5) alapjan kiszamoljuk f,(t) — t.

4. Az el6z6 pontban szamolt elméleti f,(t) becslés segitségével meghatéarozzuk az

elméleti varhatoértéket (és szorasnégyzetet is, ha kell).

5. A megfigyelt varhatoértéknek egyeznie kell a becsiilt varhatoértékkel, ezért az

egyenletrendszert numerikusan megoldva megkapjuk az eredeti paramétereket.
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6. Igy megkaptuk az eloszlast, mégpedig az imént kapott paraméterekkel.

Ha f(t)-re exponencialis eloszlast feltételeziink, akkor leegyszertisodik a szamités,
hiszen csak egy paraméteriink van. Bar ez a feltevés elég nyersnek tiinhet, azonban
sokszor megfeleléen modellezi a gyakorlatot. Az exponencialis eset megtalalhato [1]-
ben.

Mi most Pareto-eloszlasra fogjuk megnézni ezt a modszert, azzal a feltétellel,
hogy a karok egyenletesen kovetkeznek be. Az eurdpai (c,b)-paramétertd Pareto el-

oszlasu valtozo eloszlasfiiggvénye:

F() 0 r<c
€Tr) =
1-— (g)b T >c
A stirtiségfiiggvény :
0 r<c
b- (#) x>c

A (1.5) formulaban egyediil a B(a) tag maradt ismeretlen. Mivel definici6 szerint
két valoszintiségi valtozd Osszegérsl van szod, ezért meghatirozhatjuk konvolicios
képlettel az egytittes eloszlast (feltéve, hogy a valtozoink fliggetlenek). Tehéat,

B(z)=PT+Ty< z) = /00 P(T < z—2x)- fr,(x)dx.

—o0
Az integral els6 tagjanal definicio szerint csak akkor nem nulla az eloszlasfiiggvény,
ha z —x > ¢, azaz z — ¢ > x. A masodik tag pedig a [0, a]-n egyenletes eloszlast
valtozo strtségfiiggvénye, ami [0, a]-n kiviil nulla. Két eset van: amikor a z < ¢,
akkor a valoszintiség 0, hiszen a Pareto eloszlasu valtozo legaldbb a c értéket veszi
fel. A masik eset, amikor z > ¢, ekkor viszont az imént emlitett feltételek miatt az
integralas hatéarai 0 és min(z — ¢, a). Folytatva az el6z6 (a Pareto-eloszlas méasodik

paraméterét b-vel jeloljiik) képletet :

0 Zsc
min(z—c,a) <1 . ( c )b) . %dx z>c

0 z—T

B(z) =

Ha z — o0, akkor az als6 dgban a minimum a lesz, tovabbé az integralon beliil a
2-t tartalmazo tag eltiinik, igy konnyen lathato, hogy 1 lesz az eloszlasfiiggvény a

végtelenben. Nekiink B(a)-t kell meghatarozni, tehat a méasodik ag fog teljesiilni.

cb
_ b -1 ¢
a—c 1 a—c+ <
B(a):/ (1—( ‘ >>-—dx: bl
0 a—x a a
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Itt vigyazni kell, hiszen ha behelyettesitjiik a-t, akkor az eloszlasfiiggvény képle-
tébdl adodik, hogy csak akkor all fent az egyenléség, ha a > c.

Most mér felirhatjuk a strtségfliiggvényt :

a-b- g (1=
cb

. =1 €
a—c+ 5=

fa(t) =

A minta alapjan szamolt varhato érték és variancia segitségével felirjuk a kovet-

kez6 egyenleteket :

e  b(—a?d + abe(a(2 — b) + (b — 1))
E(X) —/ t'fa(t)dt_ (2_b)(acb+ab(a(b— 1) _bc))

c

b—1)b(—a3c® + a’c*(a(3 — b) + (b — 2)c))
(B—b)(b— 2)(ac + a(a(b— 1) — bo))

Numerikusan megoldva megkapjuk az eltolt paramétereket.

p(x) = . + (B(X))?

2. modszer

Az els6 modszer inkdbb egy elméletibb megoldést nyujtott az eloszlasfiiggvény el-
nyujtasara. Ha a megfigyelt adatainkat szeretnénk hasznalni, akkor a kovetkezsképp

jarhatunk el.

1. Kiils6 informéaciok alapjan, valamilyen farokeloszlast feltételeziink az [a, o]

intervallumra.

2. Az (1.6) egyenletbdl jol latszik, hogy a nevezd mindig kisebb mint 1, ezért

lényegében felskalazzuk f,(t) értékeit elGszor.

3. B(a)-ra ugy lehet tekinteni, mint egy korrekcios faktor, amivel az el6z8 pont-
ban kapott felskdlazott értéket hozzuk vissza. Tehat a B(a) értékét ugy hata-

rozzuk meg, hogy a stirtségfiiggvény integralja [0, co]-n 1 legyen.

Ez egy hasonl6 eredményt ad, mint az elsé modszer. A [1] konyv szerzGje emlit
egy megoldast, amely majdnem megegyezik a masodik modszerrel, azzal a kiilonb-
séggel, hogy a transzformalt strtségfliggvény véges tartoju lesz néla, ezaltal a letolt
eloszlasfiiggvény szintén véges pontban éri el az 1-et. Gyakorlati szempontbdl ez
se rossz megoldas, de matematikailag precizebb végeredményt kapunk azéltal, ha

valamilyen elosztést illesztiink vagy feltételeziink egy farokeloszlast.
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2. fejezet
Kargyakorisagi modell illesztése

Az el6z6 fejezetben lettek meghatarozva a projekttalt kardarabszéamok. A kovetke-
726 feladat egy gyakorisagi modell illesztése. Altalaban a nem-élet karok esetében,
a karszamra (a,b,0) eloszlasu valészintiségi valtozokat szoktak hasznalni. Réviden

definialjuk a fontosabb fogalmakat.

2.1. Definicié. Egy X valoszintségi valtozo (a, b,0) eloszlast, amennyiben teljestil
hogy:
b
Prer={a+ 7 ) P, (2.1)

aholpp = P(X =k)ésk=1,23....
Bizonyitéas nélkiil kimondjuk a kovetkezd tételt (megtalalhato [2]-ben).

2.2. Tétel. Ha X wvaldsziniségi vdltozo (a,b,0) eloszlasi, akkor X Poisson, Negativ-

Binomidlis vagy Binomidlis eloszldsi.

Miért ezeket az eloszlasokat szeretik hasznalni a gyakorlatban? Karszamlalo el-
oszlasként is felfoghatoak, hiszen a természetes szamok halmazabol keriilnek ki a
lehetséges értékek, tovabba altalaban a gyakorlati problémak jol leirhatoak ezek-
kel az eloszlasokkal. Mivel teljestil az (a,b,0) tulajdonsag is, ezért konnyen rekurziv
mod szamolhatoak a valoszintiségek, ezért pl. a Panjer rekurzi6 esetén egy viszonylag
gyorsan szamolhato képletet kapunk az aggregalt kareloszlas kiszamitasara.

A nem-élet biztositasi aggregalt kareloszlasoknél két modellt szoktunk elkiiloni-
teni. Az elsé az egyéni kockézat modellje, a masodik pedig az Osszetett kockazatok
modellje. Az el6bbi esetben feltételezziik, hogy a veszélykozosségiink nem homo-
gén, tovabba az X valtozoink az egy szerzédésre jutd kifizetést mutatjak, ezaltal

rogzitetten n darab szerzédésiink van. Az Gsszkar (S):
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Az utébbi esetben pedig karonként nézziik a kifizetéseket. Az els6 esettel ellenkezé-
en itt véletlen tagszamu Osszegilink van, hiszen nem ismerjiik a karok darabszamat
(pontosan ezt akarjuk meghatéarozni).

Az iménti megfontoléasok alapjan a binomialis eloszlast altalaban csak az egyéni
kockazatok modelljénél alkalmazzak, hiszen ott egy szerzédésen vagy bekovetkezik
a kar, vagy nem. A dolgozatban z Gsszetett kockdzatok modelljét targyaljuk, ezért a
Poisson és a Negativ-binomaélis eloszlas lesz elsé sorban érdekes szémunkra.

Tegyiik fel, hogy megbecsiiltiik az ultimate kardarabszamot és mar csak egy
eloszlashoz van sziikségiink a gyakorisagi modellhez. Mar csak az a kérdés maradt,
hogy hogyan valasszuk ki a megfelel§ eloszlast az adatainkhoz és mik lesznek a
paramétereink ?

Az els6 modszer (részletesebben [3|-ban) a varhato értékhez és a variancidhoz
kapcsolodik. Jol ismert, hogy egy Poisson eloszlasu valtozé varhatd értéke meg-
egyezik a szorasnégyzetével. Konnyen beldthato, hogy Negativ-Binomiélis valtozo

esetében pedig a szorasnégyzet nagyobb (binomidlis esetben pedig a szorasnégyzet

variancia
atlag

kisebb). Ezek alapjan képezziik a % hanyadost ( ). Ha ez az érték nagyobb,
mint 1, akkor probélkozzunk negativ-binomialis eloszlassal. Amennyiben 1-hez koze-
li (vagy akar 1 alatti), akkor pedig Poisson eloszlassal. Fontos megjegyezni, hogy ha
szignifikdnsan eltér az 1-t6l az érték, akkor a Poisson eloszlés helyett mast illeszteni.

A fenti eljarasnak az a hibaja, hogy nem feltétlen veszi figyelembe, hogy az
adataink véletlen mintdbol szarmaznak. Ez azt jelenti, hogy példaul ha legeneralunk
10 szamot Poission eloszlas szerint, akkor a V\ M héanyados akar 0,3 vagy 2 is lehet.
A masik megoldas a statisztikai hipotézisvizsgalat (megtalalhato [3]-ben). Ezt a

kovetkezSképp végezhetjiik el:

1. Valasztunk egy « szignifikanciaszintet, ami alapjan a hipotézisvizsgalatot el-

végezzik.

2. Kiszamoljuk a V'\ M-eket évenként.

3. Becsiiljiik meg a V\M eloszlasfiiggvényét, majd kiszamoljuk az [F'(5), F'(1 —

— 5)] intervallum végpontjait. Itt F(k,x) egy két véltozos fiiggvény, hiszen

fiigg az évtdl is.

4. Ha a V\M kisebb mint F~'(k, §), akkor legyen Binomialis. Ha nagyobb mint
F~1(k,%) és kisebb mint F(k,1 — §), akkor legyen Poisson. Egyébként pedig
Negativ-Binomialis.

Azonban ez az algoritmus nem teljesen korrekt, hiszen nem veszi figyelembe,

hogyha a kitettségiink valtozik az évek soran (példaul névekszik a szerzédéseinknek
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a szama). Tovabba, ha a V\ M nem szignifikinsan tér el az 1-t6l, akkor altalanosséag-
ban mindig a Poisson modellhez jutunk, ami nem feltétleniil a legjobb illeszkedést
nyudjtja. A Poisson eloszlas egyik {6 hibaja, hogy azokban az esetekben mutat jo il-
leszkedést, amikor szezonalis kiraink vannak. Ha példaul tekintjiik a mez6gazdasagi
kérokat és feltessziik, hogy a kiardarabszamot 500 varhato értékid Poisson valtozoval
modellezziik, akkor a szoras nagyjabol 22 lesz, mig egy szarazabb nyar esetén sokkal
nagyobb lehet a karok szama, mint példaul 522.

A korabbi modszereket és megfigyeléseket osszegezve (3| szerint a kovetkezs al-

goritmus ajanlott:

1. Ha a modelliink az egyéni kockédzatok modelljére tamaszkodik, akkor hasznal-

junk binomiéalisat.

2. Az Osszetett kockdzatok modellje esetében pedig probaljunk elsé sorban NB
eloszlassal modellezni. Ha pedig nem kapunk értelmes paramétereket az NB

eloszlasra, akkor probaljuk meg a Poisson eloszlast.

Ezek utan mar csak az eloszlésillesztés kell elvégezni. Bar korabban sokszor hi-

vatkoztunk a Poisson eloszlésra, most a sziikség és érthetGség kedvéért definialjuk.

2.3. Definici6. Egy X valoszintségi valtozot A(> 0)-paramétert Poisson eloszlasu-
nak neveziink, ha
ek
Tudjuk, hogy Poisson eloszlas esetében E(X) = A = Var(X). Hasonloan itt

definidljuk a Negativ-Binomialis eloszlast is.

2.4. Definicio. Egy X valoszintiségi valtozot (r, §)-paramétertd Negativ-Binomialis

eloszlastnak neveziink, ha

P(X_k)_(r+l;_1> (1i6>r<1fﬁ)k ahol k>0  (22)

Itt is nyilvan megkoveteljiik a paraméterek pozitivitasat.

Két modszer alapjan illeszthetiink eloszlast. Nézziik els6ként a maximum likeli-
hood becslést. Alapesetben tudjuk, hogy a Poisson eloszlésnal a becslés megegyezik
a mintaatlaggal. Amennyiben a kitettségiink nem allando a kiillénb6z6 éve soran, ak-
kor ki kell igazitanunk a kargyakorisagokat. Tegyiik fel, hogy N évre van adatunk,
tovabba jeloljik az N + 1. év kitettségét Eni-el. Erre azért van sziikségiink, hogy a
jelenlegi allapot szerinti kitettségre hozzuk a kargyakorisagot. Ha X; jeloli az i. évi

kargyakorisagot, akkor formalisan a kévetkezGképp néz ki a kiigazitas:
N Eng

—

Zj:l Ej
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Heurisztikusan ez azt jelenti, hogy az i. év kargyakorisidgét leosztjuk egységnyi kitett-
ségre (az Osszes évet beleértve) és uténa visszahozzuk az 1 évi kitettség ,atlagara”.
Figyeljiikk meg, hogy amennyiben Fx,, az els6 N év kitettségeinek atlagahoz kozeli
szam, akkor a fenti formulaban szereplé hanyados 1-hez kozeli érték.

Most szamoljuk ki a maximum likelihood becslést. A likelihood fiiggvény :

E E E
e MK e A2 e MN\XN
X! X5l X!

L= f(Xa|A) - f(Xn|A) =

Ezek alapjan a loglikelihood:

N N
InL=-NA+InA-> XF-Im]][xF.

i=1 =1

Széamoljuk ki a maximum helyét A szerint.
N
_ Oln f(Xy,..., Xn|N) N4 Z¢:1XiE_

0 O\ A

Innen pedig:

N N-E
SN XP B D i1 i ﬁ - Zij\ilXi
= = =N
N N ijl Ej

By

A momentumok moédszerre Poisson eloszlasnal egybeesik a maximum likelihood
becsléssel.

Vizsgéaljuk meg a (2.2)-ben definialt NB eloszlas milyen eredményre vezet a mo-
mentumok moédszerével. Jeloljiik a mintadtlagot az el6bb levezetett A-val (itt nem a
Poisson eloszlas paraméterét jeloljiik A-val), a szorasnégyzetet pedig v-vel. A varhato

értéke egy (r, B)-paramétertd NB eloszlasu X valtozonak:

Innen adodik, hogy

A masik egyenletiink a varianciara:
= D*(X)=rB(1+p).

Behelyettesitjiik r-et.

A
v=—=p(1+p).
5 (1+5)
Atrendezéssel kapjuk, hogy
B=%-1
3 :



Tekintsiik a maximum likelihood becslést NB eloszlasra is (a szamitas egy spe-
cialis esete megtalalhato [10]-ban). Itt is ki szeretnénk igazitani a paramétereinket
a kitettséggel, ezért egy lineéaris kapcsolatot feltételeziink az r és az E; kozott (szin-
tén az 1. évi kitettséget jeloli). Tehat r = a - E. Ez a feltételezés helytallo, hiszen
elébb lattuk, hogy egy N B eloszlasu valoszintiségi valtozo varhato értéke r3 és mi-
vel a kitettség nd, ezaltal r is nd, igy tehat nagyobb lesz a varhato kargyakorisag. A

likelihood fliggvény ebben az esetben:

L= sl setes) = (U () (1)

()6 ()
X 1+ 7 1+ '

Emeljiink ki egy altalanos tagot és vegyiik a logaritmusat.

=437 e (5) ()

El6szor derivaljunk § szerint. Igy az els6 tag teljesen eltiinik

Oln (f(Xil(a,B))) E; Xi

98 Urp T Ba+ )

Ahhoz, hogy a szerint lederivaljuk, el6szor az els6 tagot at kell irni méas alakba.

N ((aE +X)Z{i - 1)) L ((aEi + X )—(|1) - (am) _

X;—1
Y In(aE;+ X; —1—j) —In(X)))

J=0

Cseréljiik ki az index véltozot, mégpedig | = X; — 1 — j. Vegyiik észre, hogy ekkor [
ugyanazt a tartoményt futja be, azzal a kivétellel, hogy most névekednek a tagok.
gy,

In <aE + X — ) Z In(aE; +1) —1n (X;!).

Ha a-ban derivaljuk a kifejezést, akkor a masodlk tag elttinik. Tehat a derivalt,

ol (f(Xi|(a, ) = E
Ja Z ab; +1

— E;In(1+ B).

A logaritmus miatt Osszegezziik a kapott eredményeket mindegyik mintaelemre.

=> E ( - E —In(1 + 5)) (2.3)

i=1
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N E X,
=2 gt BB 24)
N N

A harmadik egyenlet a valtozo varhato értékébdl, illetve a kitettségre tett linearitasi
feltételbdl kovetkezik. Az egyenleteket numerikusan megoldva megkapjuk a paramé-
terbecsléseket. Fontos megjegyezni, hogy az r-nél szintén az N + 1. kitettség adatot
kell hasznalni.

Amennyiben van egy kirgyakorisag becslésiink az ultimate kérdarabra, akkor
lathato, hogy az IBNR kargyakorisag is ugyanolyan eloszlasbol szarmazik, amelynek

a varhato értéke az IBNR kardarabszam, a V'\ M pedig az ultimate becslés V'\ M-je.

Igy az IBNR becslés szordasa nem més, mint \/V\M (e — 1) A iy — 7y tag az
IBNR kargyakorisag varhato értéke, ezt felszorozzuk a V\ M arannyal, ami az IBNR
kargyakorisig varianciaja lesz igy.

Poisson esetben is teljesen anal6g modon ki lehet szdmolni a szoérast.
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3. fejezet

Karok IBNER korrekcidja

Eddig a kargyakorisagra probaltunk valamilyen modellt felallitani. A kdirnagysagokra
is szeretnénk hasonléan eloszlast illeszteni. Miel6tt ezt megtennénk, el6 kell késziteni
az adatainkat.

Ha egy kar bekovetkezik, akkor a biztosité beallitja a kdrhoz tartozo tételes tar-
talékot, amelyet a jovGbeli karkifizetések fedezetére fog hasznéalni. Ahogy haladunk
elére az id6ben, eléfordulhat hogy a biztosité méar kifizetett a karra valamilyen mér-
téki Osszeget, viszont a tételes tartalék nagysaga is valtozhatott a kifizetésen kiviil.
A kar lezarasig osszegyiilt kifizetések Osszege (tehéat a kiaron méar nincs tételes tarta-
1ék, illetve nem lesznek tovabbi kifizetések) és az adott allapot szerinti kifizetések és
tételes tartalék Osszegének kiilonbségét nevezziik IBNER mennyiségnek (Incurred,
but not enough reported). Tehat tudjuk egy allapot szerint mennyit fizettiink ki és
még mennyit kell, viszont a végsd Osszeg el fog térni ennek az Osszegétsl. Ha nem
konkrétan az IBNER mennyiségét szeretnénk megkapni, hanem hogy mivel kellene
raszorozni az adott allapot szerinti tartalékra, hogy megkapjuk a végsd kifizetési
osszeget, akkor IBNER faktorokrol beszéliink Egy révid példéan keresztiil bemutat-
juk az IBNER faktort és mennyiséget.

Ev Kifizetés | Tartalék | IBNER | Végso 6sszeg | IBNeR faktor
2006 | 0 1500 800 2300 1.53

2007 | 300 1300 700 2300 1.5384

2008 | 1000 1200 (-)100 | 2100 0.916

2009 | 2000 200 100 2300 1.5

2010 | 2300 0 0 2300 0
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A tablazatban egy 2006-ban bekivetkezett kar szerepel, amely 2010-ben zarodik
le. A végso kifizetett 6sszeg 2300. Az IBNER faktorokat a &< ijTS:ffi'éfﬁzetés képlet-
tel szamoljuk. A 2008-as évben mér kifizettiink 1000-et és képeztiink 1200 tarta-
lékot, tehat tul-tartalékoltunk, a tébbi évben pedig alul-tartalékoltunk. Az imént

tett megfigyelésbél adodik, hogy tul-tartalékolas esetén az IBNER faktor kisebb,

mint 1, ellenkezé esetben pedig nagyobb, mint 1. Akkor mondhatjuk, hogy pontos
a tartalékbecsléstink, ha ez az érték atlagosan 1 koriil ingadozik.
Milyen modszerek 1éteznek az IBNER kezelésére?

1. Nem szamolunk IBNER-al. Ha nincs megfelel6 informéacié karonként a

tartalékokrol, illetve a kifizetésekrdl.

2. Csak lezart karokat tekintiink. Ebben az esetben torzitani fognak az IB-
NER értékeink, hiszen a nagy karok esetén tébb mint valészind, hogy a kar
nincs lezérva még, tehat nem vessziik be az elemzésbe. Igy [3] szerint ez csak
akkor jarhato ut, ha az elemzés soran hasznalunk olyan eljarast, ami torzitat-

lanné teszi a mintankat.

3. Haromszoges modszer. Ha évenkénti informacionk van minden kérra, akkor

haromszogekkel is becsiilhetjiik az IBNER faktorokat. Megtalalhaté [3]-ban.

4. Altalanositott linearis modell. Az IBNER faktorok modellezése GLM-el.

Ezzel fogunk most foglalkozni részletesebben.

3.1. Altalanositott linearis modell

Az IBNER faktorok tobb valtozotol is fiigghetnek. A hagyomanyos lineéris reg-
resszioval helyett azonban egy sokkal altaldnosabb modszerrel fogjuk modellezni a
faktorokat. Roviden targyaljuk, hogy hogyan épiil fel az altalanositott linearis modell
(GLM). A GLM egyik {6 el6nye az altalanos linearis modell és linearis regressziohoz
képest, hogy a magyarazni kivant valtozo nem feltétleniil normalis eloszlasi, hanem
egy sokkal univerzélisabb tin. exponencialis csaladbol szarmazik. Tovabba az imént
emlitett modelleknél a magyarézo valtozoinknak additiv hatasa volt a magyarazando
valtozora, mig ez nem feltétleniil van igy és a GLM segitségével multiplikativ hatast
is beleépitiink a modelliinkbe. A modellt elsGsorban [4] és [5] alapjan targyaljuk. Az

GLM harom {6 részbdsl tevidik ossze:

1. Véletlen elem: Y, ahol az Y elemei fiiggetlenek, toviabba exponencialis csa-

ladbol szarmaznak (ezt lejjebb definialjuk).
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2. Linearis prediktor: n = X3, ahol X egy n X n-es méatrix.

3. Link fiiggvény: g differencialhat6 és monoton fiiggvény, amelyre E[Y] = p =
=g~ (n) = g7 (XP).

3.1. Definicid. Egy X valtozo exponencialis eloszlascsaladbol szarmazik, ha a st-

riiségfiiggvénye felirhatd, mint

Yi; — b(6:)
a(¢)

A definicioban szerepl§ fliggvények az eloszlastol fiiggnek. A ¢-t nevezziik skila-

f(X,Gi;qﬁ):eXp{ +C(Yi;¢)}-

paraméternek, a 0;-t pedig kanonikus paraméternek. Az utobbinak a varhato értékre
van hatasa. Az a fliggvényt nevezik diszperzios fliggvénynek, amelynek az alakja u%,
ahol w; a sulyt jeloli (ami altalaban a kitettség). A b(6;) a kumuléans fiiggvény, amely
nem fiigg Y;-t6l és kétszeresen differencialhato. A c fiiggvény nincsen kiilondsebb sze-
repe. Példak exponencialis eloszléscsaladba tartozo eloszlasokra: Normalis, Gamma,
Exponencialis, Poission, Tweedie. . . .

Az egyik legfontosabb tulajdonsiga ezeknek az eloszlasoknak, hogy az eloszlés
szorésa és varhato értéke egyértelmien meghatérozza magat az eloszlast. Tovabba
a variancia fiigg a varhato értéktsl. Ezt nevezziik varianciafiigguénynek. Jeloljik

V(x)-el a varianciafiiggvényt, ekkor a kévetkezs egyenleteket irhatjuk fel:

E(Y;) = pi = ()
DY) = #(61)a() =

Gyakorlati szempontbol, tehat ismerjiik a magyarazé valtozoink értékeit, tovabba a
hozzajuk tartoz6 magyardzandé valtozoértékeket. Keressiik azokat a § egyiitthato-
kat, amelyekkel a fenti formatumban tudjuk modellezni a magyarazandd mennyisé-
get.

Mi az IBNER faktorokat szeretnénk modellezni, ahol a magyarazo valtozok ko-
z0tt lesznek a fliggdkar hanyad, tartalék nagysaga, karnagysag, bejelentés és bekovet-
kezés éve, stb.. Kiilonbo6z6 szelekcios kritérium (mint pl. az AIC) alapjan kisztrjiik

majd a nem szignifikins erével rendelkezé valtozokat.
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4. fejezet
Kareloszlas becslése

Miutan korrigaltuk a karokat a megfelels IBNER faktorokkal, elkezdhetjiik becsiil-
ni a kareloszlasunkat. Tehat adottak a historikus karosszegeink, amelyek kiillénbo6zé
évekbdl szarmazhatnak. Ha példaul egy kar 2004-ben kovetkezett be, de 2012-ben
jelentették be, akkor szamolnunk kell a pénz id&értékével is, hiszen a 2012-es atlag-
karok valdszintileg nagyobbak, mint a 2004-esek. Tovabba szamolni lehet azzal is, ha
valamilyen oknél fogva megvaltozik a karok tipusanak osszetétele, példaul egy termé-
szeti katasztrofa miatt novekedett a karnagysag kargyakorisdg vagy egy biztonsagi
intézkedés miatt épp hogy csokkent. Az el6bb emlitett kockazatvéltozas nem lesz
emlitve kiilon, hiszen ilyen esetben mindig el lehet szeparalni az adott kartipust és
onalloan elvégezni a kareloszlas becslését.

A feladatunk, hogy meghatarozzuk a sima és késési inflacidoval korrigalt karelosz-
last. Ezaltal az eloszlasfiiggvénytink fliggeni fog a kar bekovetkezési és késési idejétdl.
A [1] jelolést alkalmazva, jelolje Fy(x) annak a valoszintségét, hogy egy X kar ki-
sebb vagy egyenlé mint z. A korrigalt eloszlasunkat pedig jelolje F' )t(o’(s(x), ami azt
adja meg, hogy mennyi a valoszintisége annak, hogy egy X kar kisebb mint x, feltéve

hogy a kar to-ban kiévetkezett be és 0 id6 utan jelentik be. Formalisan:

Fio9(2) = P(X < z|to-ban kévetkezett be és § idS utéan jelentik be). (4.1)

A kovetkezs egyszerti, de gyakorlatban jol miikodé feltevésiink lesz. Tudjuk, hogy
az Fx(x) alapeloszlas ismert (lejjebb lesz a kiszamitasa targyalva), ezért azt tessziik
fel, hogy a (4.1) részben definiélt eloszlasfiiggvény az alapeloszlas egy atskalazasa a
két inflacios rataval. Jelolje r a karok inflacios ratajat és s pedig a késésbdl adodo

inflaciot. Ha a vizsgalati id6pont ¢, akkor a (4.1) atirva a kévetkezs:

Fiof (1) = Fy (%) . (4.2)
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A szamlaloban lényegében a mai értékére hozzuk fel a kirokat. A nevezében pedig
annak a hatasat kezeljiik le, hogy a kés6bb bejelentett karok altalaban nagyobbak.
Ebben az esetben s pozitiv, mig ha a koran bejelentett karok a nagyobbak, akkor
negativ.

Ezek utan térjiink ré arra, hogy hogyan is kell meghatarozni az alap kardsszeg
eloszlast. Itt egy tjabb témakort érintiink, mégpedig az extrém érték eloszlasokat
(részletesebb leirast adnak a [7], [6] konyvek). A karaink kozott valoszintleg van jo
néhény olyan eset, amikor tulsidgosan nagy a karosszeg és emellett ritkan fordulnak
el6. Ezért megbontjuk a karainkat tgymond kis kérokra és nagy karokra. Azt a
hatéart, ami elvilasztja a két csoportot kiszébnek (jelolése p) fogjuk nevezni. A

tovabbiakhoz sziikségiink lesz a kovetkez6 definiciora:

4.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy X valoszintiségi valtozo dltaldnositott Pareto
eloszlasi (GPD, General Pareto Distribution) (u, &, o) paraméterekkel, ha a G x(x)
eloszlasfiiggvénye:

1—(14+&-=4) €40

le‘ =
LR PR R

Az alabbi tétel mutatja meg szamunkra miért hasznos a GPD eloszlas.

4.2. Tétel (Pickand-Balkema-de Haan). Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen, azonos el-
0szldsu valoszintségi valtozok. Tovabbd jeloljik F,-val az u kiiszobre vett feltételes

eloszlast, azaz
Fuz)=P(X —u<z|X >u)

Ekkor F,(z) LN G(z), ha u — oo, ahol G(x) GPD eloszldsi.

Tehét a tétel azt mondja, hogy a kiiszobérték alatti része eloszlasatol fliggetle-
niil a farokeloszlas modellezheté GPD-vel. Ezek alapjan az kirnagysag eloszldsunk
(jelolje Fx(z) a kiiszob alatti karok eloszlasat):

Fx(z) 0<z<p
Fx(p) + (1= Fx(n)G(z) z>p

ahol F'(z) a kis karokra illesztett eloszlast jeloli. Azonban ahhoz, hogy el tudjuk

F(z) =

végezni az eloszlasillesztést, meg kell adnunk egy p kiiszobértéket, illetve a GPD

eloszlas paramétereit.

Paraméterek becslése

ElGszor a kiiszobindexet fogjuk meghatarozni. Definidljuk az tn. Vdrhato kiiszob

fiigguényt (angolul mean excess value function, tehat a "kiiszob feletti kozép fiigg-
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vény"), aminek az angol neve jol leirja a lényegét, tehat az kiiszobnél nagyobb érté-
kek kiiszob feletti részének varhato értékét nézziik. Ha e(u)-vel jeloljik a fliggvényt,
akkor:
o+ &u
e(p) = BE(X — plX > p) = e
Az utoébbi egyenl@ség bizonyitasa megtalalhato [6]-ben. Jol lathato, hogy ez a fiigg-

vény lineéris a kiiszobértékben. Tehat ha abrazoljuk az e(u) fiiggvényt, akkor ugy
kell megvélasztani a kiiszobértéket, hogy a grafikonunk linearis trendet mutassunk.
Fontos megjegyezni, hogy matematikailag ez nem egy preciz eljaras, de a leggyak-
rabban alkalmazott a gyakorlatban és jol kozeliti a valosagot. Konkrét alkalmazasa
a szimulacios fejezetben torténik.

Két megkozelitésben megnéziink egy masik eljarast is, amellyel meghatarozhat-

juk a kiiszobértéket. Definidljunk el6tte a Kolmogorov-Szmirnov tavolsagot.

4.3. Definicié. Legyen X;,...,X, véletlen minta és F, ,(z) =
i1 Ypusxi<a - . _ .
E"ill—‘ij:} empirikus eloszlasa az Fj,(z) = P(X < z|X > pu) (tehat F, a fa-
rokeloszlas p paramétertdl tekintve) eloszlasfiiggvénynek. Ekkor F, ,(x) és G(z)
Kolmogorov-Szmirnov tavolsaga:

d*(Fu(2), G(x)) = sup |F, u(x) — G(z)]

TER

Tovabba normalizalt KS tavolsagrol hivjuk a diopy (Fru(z), G(x))-ot, amelyet a

kovetkezSképp szamolunk:

dyora (Fou(2), G(2)) =

Az alabbi algoritmussal a kiiszobindexet szamolja ki a KS tévolsag segitségével.

1. Beallitunk egy kezdeti py, kiiszobindexet (k = 0).

2. Elvégezziik a paraméterbecslést a GPD eloszlasra.

3. Meghatarozzuk a F, ,(z)-et.

4. Meghatarozzuk a GPD eloszlas mintaelemeken felvett helyét.

5. Kiszamoljuk a normalizalt KS tévolsagot.

6. k-t novelve 1-el futtatjuk a ciklust n-ig.

7. Kivalasztjuk azt a kiiszobindexet, amelyre a KS tavolsag minimélis.
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Célszert a kiiszobindex beosztéast tigy valasztani, hogy ne legyen tilsagosan szé-
mitasigényes, de ne til nagy léptéket hatarozzunk meg a pontok kozott.Belathato,
hogy ez a kiiszobindex becslés konzisztens lesz.

A masik megkozelités is hasonléan miikodik. A lényege, hogy mind a & paramé-
tert, mind a normalizalt KS tévolsagot abrazoljuk u fliggvényeként. A grafikonon
azt a kiiszobindexet valasztjuk, ahol a ¢ paraméter relative stabilizdlodik, illetve a
normalizalt KS tavolsag kicsi. Az illesztett modell illeszkedésvizsgalatarol az adat-
elemzéses résznél beszélek réviden.

A GPD eloszlas paramétereinek a becslése maximum likelihood mdédszerrel vagy

Hill-becsléssel torténik. Az olvaso részletesebb olvashat rola [7] vagy [9].
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5. fejezet
Monte-Carlo szimulaci6

Az aggregalt kareloszlas tobbféle modszerrel is kiszamolhato. A harom leggyakrab-
ban hasznalt eljaras a Monte Carlo szimulacio, a Gyors Fourier Transzformaci6 és
a Panjer-rekurzio. Az utobbi két modszer esetében sziikséges diszkretizalni az el-
oszlasfliggvényeinket, illetve a két f6bb kiilonbség a modszerek kozott, hogy mig a
Panjer-rekurzié egy relative konnyebben implementéalhaté és szamolhaté formula,
ezzel egyiitt a futasi ideje lassabb a Fourier-transzformaciohoz képest.

A legelterjedtebb eljaréds azonban a Monte-Carlo szimulécié. A moédszer lénye-
ge, hogy egy rogzitett szimulacios korlat (legyen N) mellett elészor legenerdlunk N
darab kardarabszamot. Majd az Osszes szcenaridé minden egyes karahoz generalunk
egy karosszeget is. Igy szcenarionként dsszeadjuk a kardsszegeket. Ha egy becslést
szeretnénk kapni a tartalékra, akkor kiadtlagoljuk a szcenariokat. Ha pedig egy biz-
tonsagi szint szerint szeretnénk értéket kapni a tartalékra, akkor kiszamitjuk a hozza
tartozo percentilist.

Miutan meghataroztuk a kargyakorisagi és karnagysag eloszlast, ismertetjiik a
szimulécios algoritmusokat (megtalalhatoak kicsit masként [1]-ben).

A célunk, hogy meghatérozzuk az 6sszes varhaté pénzbeli kotelezettségiinket a

mar bekovetkezett karokra. A kotelezettségeinknek két {6 alkotd eleme van.

1. IBNR kotelezettség: A korabbiak alapjan ide tartoznak azon varhato kifize-
tések, amelyek a bekovetkezett, de nem bejelentett kidrokbol fakadnak. Ehhez

épitettiik a modelliinket elsGsorban.

2. RBNS kotelezettség: Ide tartoznak a nyitott kiarok, tehat mar bejelentették
6ket, de varhatoan valtozni fog a végss kifizetési 6sszeg a jelenlegi tartalékhoz

képest, ezért korrigalni kell az IBNER faktorokkal.
Tehat Osszefoglalva:

Osszes kételezettség a bekdvetkezett karokra = IBNR + RBNS
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5.1. Megjegyzés. A szimulaciéba be lehet venni azokra a karokra vonatkozo ki-
fizetéseket is, amelyek a jovében kiovetkeznek be, de a szerzédéses kotelezettség,
amelybdl a kar fakad, mar fenn all. Ez teljes mértékben megegyezik az IBNR model-
lel. Annyi a minimalis kiilonbség, hogy az IBNR karszamokat ravetitjiik a becstiilni

kivant idészak kitettségére.

IBNR szimulacio

A szimulacios 1épések a kovetkezSképp fognak kinézni:

Algoritmus 1 IBNR aggregalt kareloszlas kiszamitéasa

Bemenet:
— IBNR eloszlasok paraméterei (attol fiiggen, hogy Gsszeadjuk-e az Gsszes

évet vagy pedig kiilon becsiiljiik): A és V' M. Mintaelemek jelolése: n .

— Kéarnagysag eloszlas paraméterei: empirikus + (£, o, u) és a mintaelemek,

melyeknek jelolése: X .
— N : Szimuléciok szama

— Y : évek szama
for j=1,...,Y do
for:=1,...,N do
Generaljunk le n; darab IBNR kéart. Minden karhoz generaljunk egy beko-
vetkezési datumot.
for/=1,...,n;do
Generaljunk minden egy X; kérosszeget a kdrnagysag eloszlasbol, majd
skalazzuk at bekovetkezési datum szerint ((4.2)).
end for
end for
Szamoljuk ki szcenarionként az aggregalt kirosszegeket: S; = > 7" X}C, i =
=1,...,N
end for
Rendezziik sorba az aggregélt kardsszegeket és szamoljuk ki az empirikus elosz-
lasfiiggvényt.
Kimenet: Aggregéilt IBNR kareloszlés.
Fs(z) = w ahol * a rendezett mintat jeloli.
(v, ..., ay) biztonsagi szint melletti x percentilisek:
Tatpha, = F5 (i) Vie{1,...,u}
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Elsfordulhat, hogy az utols6é évek névekvd bizonytalansdga miatt az éveket egy
adatként Osszestiritjiik. Ekkor egyértelmtiien csak egy évre kell szimulalni, tovabba

csak egy kargyakorisag eloszlasunk van.

RBNS szimulacié

Az RBNS tartalékot igazabol mar a karnagysag eloszlasdnak becslésénél meghata-
roztuk. A [1]-ben talalhato egy kifinomultabb algoritmus, ahol az RBNS tartalék is

sztochasztikus.

Algoritmus 2 RBNS karok eloszlasa

Bemenet:

— X, nyitott karok tartaléka, illetve a GLM modellhez sziikséges bemeneti

paraméterek.

— IBNER modell egyiitthatoi.
for VX nyitott kirra do
RBNSx, = X;- IBNER(z,r,...)
end for
Ezutén Osszegezziik az RBNS értékeket.
RBNS =3, RBNSx,
Kimenet: RBNS

Amennyiben sztochasztikus modelliink van az IBNER faktorokra, akkor minden
nyitott kdrhoz generalunk egy datumot, amikor a kart lerendezik és egy mintéaval

IBNER faktor eloszlasbol, a végss karosszegre szorozzuk fel a nyitott kart.
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6. fejezet

Adatelemzés, modellezés

A szakdolgozatban targyalt modellt alkalmazzuk valés adatokon. Az anonimitas
érdekében atskalaztam és transzformaltam az adatokat oly mdédon, hogy az eredeti
karadatokat ne tiikrozzék, azokat ne lehessen visszafejteni. A kargyakorisag modelle-
zéséhez f6ként Microsoft Excel lett hasznalva. Az IBNER faktorok becslése Emblem
nevi aktuériusi szoftverrel, illetve R-ben tortént. A karnagysag eloszlas becslése

pedig R-ben lett végrehajtva.

— Adataink lakossagi vagyonbiztositdsokhoz tartozo karokat tartalmaznak. A
karok bekovetkezési és bejelentési iddszakanak a modellben a 2006.01.01-t61
2009.12.31-ig tarto idGszakot valasztottam, azonban a valés adatok kardatu-

mai eltérnek.
— A vizsgalt idGszak: 2006.01.01-2009.12.31.
Mik a céljaink?
— RBNS: IBNER faktorok becslése és ezaltal RBNS karok meghatarozasa.

— Meghatarozni az IBNR kareloszlast. Ide tartoznak a 2006.01.01 és 2009.12.31
kozott bekovetkezett, de nem bejelentett karok.

— Az RBNS és IBNER kérok tartalékanak becslése.

Kargyakorisagi modell

Az els6 fejezet alapjan elGszor megkonstrualjuk a korrigalt késési eloszlasfiiggvényt.
A bejelentett karok ki lettek igazitva az adott évi kitettséggel. Az empirikus, illetve
az illesztéses modszer koziil az el6bbi jobb eredményeket adott. Az dgazatra jellemzs

a nagyon rovid karbejelentési id6 (par nap), ezért nem nagy mértékben tolodott el
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az alap eloszlasfiiggvény. Mindosszesen 0,7 napot sikeriilt korrigalni a bejelentés keé-
sések varhato értékén. Az kiilonbség kimutatasahoz logaritmikus skalan abrazoltam
(1 — F(t)) fiiggvényt. A korrigalt eloszlasfiiggvény magasabban van, mert ha egy kar
bekovetkezik 0-ban, akkor egy nagyobb a valészintisége, hogy t-ig nem jelentik be,

hiszen elnytjtottuk kicsit a bejelentések varhato értékeét.

Korrigalt bejelentés késési eloszlasfiiggvény

—— Kaormgalt
— Empirikus
[sn]
o
o
©
o
o
[Ts)
o
7
— I I I I I I I
0 365 730 1095 1460 1625 2190

Késés napokban

6.1. abra. Az empirikus (z6ld) és korrigalt (piros)

késési eloszlasfliggvény.

A bejelentett karoknal csak a nem-zérd karokat szabad figyelembe venni, tehat
azokat amelyeken tortént kifizetés (vagy van rajta tartalék). Amennyiben az Gsszes
kart tekintjiik, akkor eldzetesen meg kell vizsgalni, hogy a karok hany szézalék nul-
lazodik ki évenként és korrigalni kell az 0sszes karszamot.

Jelen esetben a karok koriilbeliil 90%-a lesz nem-zéro kar:

Ev Nem-zér6 karok arédnya
2006 | 89,84%

2007 | 90,68%

2008 | 89,86%

2009 | 90,2%

Itt az elemzés soran csak azok a karok lettek felhasznalva, ahol tortént kifizetés.
Tobbféle kargyakorisagi fliggvényt (v(t)) megnéztem. Els6 korben a feltevésem

az egyenletes kargyakorisag volt. Ekkor szinte majdnem megegyez6 eredményt kap-
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Bejelentett karok bekovetkezésének

F4
eloszlasa

4500

4000
K
5 3500
r 3000 m— I O0G-05 karok
d 2500 .

s 2007 -5 karok
a 2000
r 1500 2008-as karok
a 4000 2009-es karok
b 5og Atlag
ﬂ T T T T T T T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9% 10 11 12

Honap

6.2. Abra. A bejelentett kirok bekovetkezési kar-

gyakorisaga napi bontésban kiilonb6z6 években

tam az IBNR karok varhato értékre a lanclétra becsléshez képest. Amennyiben a
kargyakorisagot a bejelentett karok bekdvetkezési idépontja szerinti kargyakorisag-
ként definidljuk, akkor kevesebb IBNR kért becsiilt, mint az egyenletes. A harmadik
feltevés, hogy minden évben a kitettséggel kiigazitott dtlagos bejelentett kirok beko-
vetkezési id6pontja szerinti kargyakorisaga egyezik meg a kargyakorisagi fliggvénnyel.
A kiilonb6zd modellek hatésa az IBNR karszamra megtaldlhatd a 6.1 tablazatban
is. A variancia novekedett az IBNR karszamok névekedésével egyiitt. Nyilvanvaloan
akkor kapnank a legnagyobb IBNR karszamot, ha azt feltételeznénk, hogy a karok
év elején torténnek (extremalis esetben az Osszes kar elsé nap). A 6.2 dbra alapjan
jol lathato, hogy a bejelentett karok nem egyenletesen kovetkeztek be.

A kiilonb6z6 kargyakorisagi fiiggvényeknek nem volt szignifikins hatéasa a korri-
galt késési eloszlasfiiggvényre (6.3 dbra). A piros vonalnal egyenletes kargyakorisagot
feltételeztiink, a kéknél pedig a bejelentett karok eloszlasa alapjan néztiik a kargya-

korisagot.
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6.1. tablazat. Kiilonboz6 kargyakorisagi fiiggve-

nyek hatésa az IBNR darabszamra

. — Stlyozott Bejelentett karok
Ev | Lanclétra Egyenletes ]
atlag bekovetkezése szerint
2006 0 0 0 0
2007 2 1 1
2008 14 12 12 13
2009 915 742 949 636
2006 2007
1.00002 1.0005
1 19
05995 -
p 059298 e Beje lentett kar p 0999 - s Bejelentett kar
0.99996 05585
0.99994 e E oyenletes 0.998 | =——Egyenletes
089932 kérgyakorisag 0.9975 kargyakorisag
Idd 1dé
2008 2009
1.0005 12 4
11 1
0.9995 + 0.8 4
p 0999 - = Bejelentett kar p 06 4 = Bejelentett kar
0.9985 - 0.4 4
0998 - e E ayenletes 02 4 e E gyenletes
0.9975 kargyakorisag 0 kargyakorisag

30
59

117
146
175
204
233
262
291
320
349

=
o

A korrigalt bejelentés késési eloszlasfiiggvény és a bejelentett karok darabszama
alapjan meghataroztam az ultimate és IBNR kardarabszamokat. Az 6.2 tabldzatban
szerepelnek az eredmények. Az ultimate faktorok, tehat a 4. és 3. sorban szerepld ki-
fejezések hanyadosa. Jol lathatoan minél el6rébb megyiink az id6ben, annal nagyobb

az IBNR kardarabszam (tehéat bekovetkezési éveként a bejelentett karok aranya csok-

6.3. abra. A kargyakorisag fiiggvény valasztasa-

nak hatasa a korrigalt késési eloszlasfiiggvényre (1 —
— F(t))-ként abrazolva.

ken az Osszes bekovetkezett karhoz képest) és a bizonytalansag is novekszik.
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6.2. tablazat. Ultimate és IBNR kardarab becslés

1| Ev 2006 2007 2008 2009
Bejelentett

2 22348 22849 24555 24520
kardarabszam
Varhat6 kargyakorisag

3 21844 22726 24629 25510
(kitettséggel kiigazitva)
Varhaté bejelentett

4 21844 22724 24616 24514
karszam

5 | Ultimate faktorok 100,00% | 100,01% | 100,05% | 102,59%

6 | Ultimate kirdarabszam 22348 22850 24568 25156
Ultimate kardarabszam

7 23394 24050 25617 25716
(kitettséggel kiigazitva)

8 | IBNR kardarabszam 0 1 13 636

9 | Standard hiba 1 6 22 155

Az V\M érték joval meghaladja az 1-et, ezért negativ-binomiéalis eloszlast illesz-
tettem az adatokra (jobb illeszkedést mutatott, mint a Poisson). Ha 6sszevonjuk az

éveket egy idGszakra, akkor a 6.3 tablazatot kapjuk.

6.3. tablazat. Osszevont kardarab becslési tablazat

1| Ev 2006-2009
Bejelentett

2 94 272
kardarabszam
Varhato ka korisa

3 arhato6 kargyakorisag 94 348
(kitettséggel kiigazitva)
Varhat6 bejelentett

4 93 698
karszam

5 | Ultimate faktorok 100,69%

6 | Ultimate kardarabszam 94926
Ultimate kardarabszam

7 94926
(kitettséggel kiigazitva)

8 | IBNR kardarabszam 654

Az eloszlasillesztés momentumok modszerével tortént, mert a karok darabszama
miatt a maximum likelihood becslés nagyon lassii volt.
A 6.2 tablazat abrazolva diagramon lathaté a 6.4 abréan. A piros és sarga vonal

kozotti kiilonbség adja meg az IBNR karszamot. A hibavonalak pedig jelolik a becslés

34



szorasat. Jol megfigyelhetd az ultimate kardarab névekedése a kitettség parhuzamos

line4ris novekedésével.
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6.4. abra. Az ultimate kdrdarabszam és a bejelen-

tett karok abrazolva a becslés standard hibajaval.

Karnagysag eloszlas

Ahogy korabban is megemlitettiik, az IBNER faktorokat Altalanositott Linearis Mo-
dellel hatarozzuk meg. A modellben logaritmusos kapcsolé fliggvény lett valasztva,
illetve Gamma eloszlastu zaj. Ez a modell illeszkedett legjobban az adatokra.

Az elemzésben el6szor harom magyarazo valtozot tekintettem: karnagysag, kér-
kifutasi id¢ évben, illetve az fiiggSkar hanyadot (mennyi a még tételes tartalék az
eddig kifizetett Gsszeg és a tartalék Osszegének aranyaban).

Lakossagi vagyonbiztositashoz tartozo karok 99%-a elsé évben kifut, tehat le-
zarjak a kart, ezaltal a karkifutéasi valtozonak nem volt erés magyarazd hatésa. A
karkifutéssal parhuzamban, a fiiggSkar szazalék is elsé évben altalaban 100%, viszont
maéasodik évre kifizetik a karok nagy részét. A 4 éves vizsgalt kartorténeti periddus
alatt nem volt olyan kar, amelyet nem rendeztek volna le maximum 3 év alatt.

Végiil az illesztett modellben a magyaraz6 valtozok: a karnagysag, tételes tar-
talék és a fligg6kar hanyad. A 6.5 abran a kék oszlopok jelolik az IBNER nélkiili
karraforditasokat, a zold oszlopok pedig az IBNER utéani korrekciét. Jol lathatéan
az IBNER modell azt mondja, hogy kevesebbet fogunk kifizetni mint az eddigi ki-

fizetések és a tartalékok Osszege, tovabbé a régebbi éveknél ez a hatas jelentGsebb
(2006-ra tobb mint 20%-ot cstkkent, mig 2009-re csak néhany szazalékot).
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Karok IBNER kiigazitasa
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6.5. 4bra. Az aktualis és IBNER korrekcio utani

karrafordités

Az agazat gyors karkifutasa miatt nincs sziikség megkiilonboztetni a karnagy-
sag eloszlast bejelentés éve szerint is, illetve feltételezziik, hogy a vizsgalt periédus
hossza miatt bekdvetkezési évenként is azonos karnagysag eloszlas all fenn. Az IB-
NER faktorokkal kiigazitott karokra egy empirikus/GPD modell lett illesztve, mivel
a farokeloszlas el6tti részre nem illeszkedett semmilyen megszokott eloszlas. A kii-
szobértéket tobbféle modszerrel is vizsgéltam. Az 6.6 abran jol lathato, hogy a &
értéke a 285000-nél behuzott vonalnal kezd el stabilizdlodni, illetve a normalizalt
K S tavolsag is alacsony. Vizsgaltam tovabbi modelleket a kiszemelt kiiszobérték

50000-es kdrnyezetében, azonban nem mutattak szignifikans eltérést.
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6.6. abra. A Kolmogorov-Szmirnov tavolsagok és

&-k kiilonb6z6 kiiszobértékekre.
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Ha megnézziik az empirikus varhato kiiszobfiiggvényt :
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6.7. abra. Az empirikus varhaté kiiszobérték fiigg-

vény kiilonbozé kiiszobértékekre.

Jol lathatoan szintén kortilbeliil 285000-nél kezdddik a linearis trend (a végén tul
bizonytalanok a megfigyelések, az elején pedig til alacsony a kiiszobérték).

Ezek alapjan az illesztett GPD eloszlas paraméterei: p = 285000, £ = 0.5362 és
o = 193044.745.

Nézziik meg a GPD modell illeszkedését.

A 6.8 abrabol latszodik, hogy az egyetlen extremélis érték eltorzitja a képet,
de alapvetSen a modelliink jol illeszkedik az adatsorra (ez latszik a els§ két abra-
bol, hiszen nagyjabol a 45 fokos egyenesen helyezkednek el a pontok). Amennyiben
kivessziik azt az egy értéket, akkor szebb dbrékat kapunk.

A bal als6 abran azt latjuk, hogy nagyjabol milyen visszatérési idével kovetkezik
be az adott megfigyelésiink a modell szerint és hogy benne van-e a kékkel jelzett
konfidenciaintervallumban. Az eloszlas kvantiliseit visszatérési szinteknek nevezziik.
Legyen z a p-kvantilis. Ekkor z, visszatérési ideje 1 —p reciproka lesz. Példaul 99,5%-
nél ez a 200 év. Igy tehat z, kvantilis lesz azaz érték, amelyet 4tlagosan 1/(1 — p)
évente haladunk meg. A kilogo értéknek kicsit kevesebb, mint 100 év a visszatérési
ideje. A 6.9 abran lathato hogy mi a kiilonbség az abrak kozott, ha kivessziik az

extremalis értéket.
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6.9. dbra. Az extremalis érték kivétele utan korri-

galodik az abra
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A szimulaciot lefuttattam végrehajtottam kiilon évekre, illetve Gsszevontan is.

Percentilisekkel felirva az aldbbi tablazatot kaptam:

6.4. tablazat. Osszkar percentilisek és kvantilisek

éves bontéasban

Percentilis/Ev | 2006 | 2007 2008 2009 2006-2009
10% 0 0 0 6 935 898 | 7179 822
20% 0 0 0 7902 606 | 8 169 033
30% 0 0 3132 8 649 849 | 8951 408
40% 0 0 19277 | 9358571 | 9 652 649
50% 0 0 47 541 | 10 070 528 | 10 361 222
60% 0 0 97 543 | 10 795 494 | 11 103 858
70% 0 0 174 452 | 11 601 668 | 11 957 228
80% 0 0 320 149 | 12 593 265 | 13 015 152
90% 0 11760 | 624 689 | 14 206 426 | 14 571 710
95% 0 84324 | 993104 | 15611613 | 16 170 973
98% 0 310 027 | 1513 314 | 17 429 240 | 18 230 597
99% 0 604 108 | 1 967 737 | 18 938 142 | 19 852 577

99,5% 0 933 627 | 2455 536 | 20 929 716 | 22 044 300
99,9% 0 | 1923029 | 3963652 | 30847 010 | 39 721 112
6.5. tablazat. Statisztikai adatok a szcenariokrol
Ev 2006 2007 2008 2009
Atlag 282 23 065 214 515 | 10 418 577
Minimum 0 0 0 3 339 521
Maximum | 951 426 | 4 020 632 | 5 677 070 | 164 216 902

Az eurépai biztositokra 2016.januér 1.-t6] hatalyba 1épett Szolvencia 2 iranyelv
szerint a biztositoknak tgy kell megképezni a szavatolo tokéjiiket (szavatolo tdke-
sziikséglet, SCR), hogy az elkovetkezends 1 évre 99,5%-os valoszintiséggel fedez-
ni tudjak kotelezettségeiket. Ez pont azt jelenti, hogy a biztosité csédje legfeljebb
0,05%-o0s, ami a 200 éves eseménynek felel meg 1 éves idétavra. Tovabba a minimalis
szavatolo tékesziikséglet nagysagat is meghatarozza (ami ala ha beesik a biztosito,
akkor a feliigyelet kozbelép), amely a 85%-os percentilisnek felel meg és az SCR 25
és 45 széazaléka kozé kell hogy essen.

A 6.4 tablazat szerint, ha 99,5%-o0s biztonsag mellett szeretnénk tartalékolni a

2006 és 2009 bekovetkezett, de nem bejelentett karokra, akkor nagyjabol 24-25 millio
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Ft korili 6sszeget kellene tartalékba helyezniink. A szcenariok atlaga egy pontbecs-
lést ad a tartalékra. A 6.5 tablazatbol lathato, hogy szintén a 2006 és 2009-es IBNR
karokra 10,6 milliés tartalékot kellene képezniink. A kiilonbség a ketts kozott abbol
adodik, hogy a biztositok best-estimate modszerrel nem sztochasztikusan tartalékol-
nak, igy tehat a tartalékot tgy képzik meg, hogy varhato értékben fedezni tudjak a
kifizetéseket. Ahogy haladunk el6re az években, annal kisebb percentilisnek felel meg
ez a tartalék, ami logikus hiszen egyre jobban né a bizonytalansidg. Az els§ évben
szinte tékeletesen fedve vagyunk, masodik évben a 90-95 szazalék kozott, harma-
dik évben mar 70-80 szézalék kozott és végiil az utolsdé évben mér csak az 50-60
széazalékos szintet érjiik el.

Ahogy mar korabban is emlitettem, mivel az RBNS modell determinisztikus, a
kombinalt (IBNR + RBNS) kareloszlas olyan értelemben egyszertisodik, hogy az
IBNR eloszlashoz csak hozza kell adni az RBNS tartalékot.

Ahhoz hogy 6sszetudjam hasonlitani a megvalosult adatokkal, elGszor ezeket az
adatokat is ugyanolyan moédon transzformalnom kellett, mint a bemeneti adatokat.
Ezek utan vettem az IBNR karnagysag szcenariok atlagat és osszegeztem az RBNS
tartalékkal. Itt feltételezziik, hogy a méar nem lesz véltozas a karraforditasban, ami
jogos feltevés, mivel ahogy kordbban is emlitettem a lakossagi vagyonbiztositéasnal

el6fordul6 karok hamar kifutnak. Az igy kapott eredmény:

6.6. tablazat. A becsiilt tartalék és a megvalosult

adatok kozotti kiillonbség szazalékosan

Ev 2006 | 2007 | 2008 | 2009
Eltérés | 0.63% | 0.05% | 0.86% | 0.55%

A 6.6 tablazatbol az lathato, hogy elég pontosan sikeriilt megkozeliteni a vizsgalt
években tortént ultimate karkifizetést.

Osszegezve, jol lathatoan kelléen bonyolultabb egy ilyen modell felépitése, mint a
haromszoges modszerek. Azonban megfelel§ paraméter kalibrélassal, eloszlésilleszté-
sekkel, illetve szakmai tapasztalatok altal alatamasztott dontésekkel egy viszonylag
erés és pontos modellt lehet felépiteni a tartalékok becslésére (a haromszoges mo-
dellezéssel parhuzamosan). Tovabba a jobb eredmény érdekében, t6bb szempontbol
is lehet bonyolitani a modellt. Hiszen sok esetben a kiilonb6z6 éveknek méas a beje-
lentés késési eloszlasfiiggvényiink vagy vannak olyan dgazatok, amelyeknek teljesen
mas a kareloszlaslasa is bekovetkezési évenként. Eles kornyezetben célszert lenne
felbontani a karokat nagy és atlagos karokra is. Ha a sztochasztikus modellezés nem

célunk, attol fiiggetleniil a modell masik nagy elénye, hogy nem csak portfolié szinten
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tudunk tartalékot mondani, hanem karonként, igy dijazas szempontjabol is hasznos
lehet a modell.
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Fuggelék

Az els6 programkod a kiiszobérték valasztasara vonatkozik. A masodik pedig a szi-

mulécioéra.

#Karadatok beolvasasa
library("MASS")

data=read.csv("karok.csv" ,header=FALSE,sep=";",dec=",")

#Beolvasott karok matrix alakja

madat=as.matrix(data,nc=1)

#Kezdeti kiiszobértékek definidlasa 10000-es léptékkel a legnagyobb karig

mu<-seq(0,max (madat),10000)

#Empirikus eloszlasfiiggvény definidlésa

emp_dist<-function(x){

emp_datal<-sort(emp_data[emp_data<=x])
p<-length(emp_datal)/length(emp_data)

return(p)

X
#GPD paramétereinek és a KS tavolsagok vektoranak definidlésa
ks<-numeric(length(mu))
xi<-numeric(length(mu))
sig<-numeric(length(mu))
#Kolmogorov-Szmirnov tavolsagok és xi-k kiszamolasa kiilonozd

kiiszobértékekre

for(i in (1:length(mu))){
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emp_data<-sort (madat [madat>muli]])
empiric<-numeric(length=length(emp_data))
gpd<-numeric(length(emp_data))
f<-gpd.fit(emp_data,threshold=muli])
xi[il<-f$mle[2]
siglil<-f$mle[1]
for(j in (1:length(emp_data))){
gpd[jl<-1-(1+xi[il*(emp_datal[j]l-mulil)/siglil)~(-1/xi[i])
empiric[j]l<-emp_dist(emp_datal[j])
}
ks[i]<-sqrt(length(emp_data))*max(abs(empiric-gpd))
}
mrl.plot(madat)

HUFHHHH R R R R

#NB eloszlas generalashoz hasznalt programcsomag

library("MASS")

#Szimulacidk szama

N<-10000

#Evek szama

Y<-4

#VM érteék
VM<-38

#Bejelentett és Ultimate kardarabszam beolvasasa kiilonbozd évekre

data_ibnr<-read.csv("reported.csv" , sep=";" , header=FALSE , dec=",")
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IBNR<-as.matrix(data_ibnr,nc=2)

#Kargyakorisagi szimuldcidés matrix létrehozéasa

frequency<-matrix(nrow=Y,ncol=N)

#Kargyakorisagok szimulalésa

for (i in 1:Y){

#ultimate - reported

mu<-IBNR[i,2]-IBNR[i,1]

theta<-mu/ (VM-1)

frequency[i,]<-rnegbin(N,mu,theta)

#Karok beolvasasa

threshold<-280000

gpd_model<-gpd.fit(madat,threshold)

#GPD modell vizsgalata
gpd.diag(gpd_model)

#GPD paraméterek
xi<-gpd_model$mle [2]

sig<-gpd_model$mle[1]

#Empirikus eloszlasfiiggvény

ecdf<-function(x){

madatl<-madat [madat<=x]

p<-length(madatl)/length(madat)

return(p)

}
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omadat<-sort (madat)

#Karnagysag eloszlasfiiggvény

loss_dist<-function(x,threshold,xi,sig){

if (x<=threshold) {result<-ecdf(x)}

if (x>threshold) {result<-(ecdf(threshold))+
(1-ecdf (threshold) ) * (1- (1+xi* (x-threshold) /sig) ~(-1/x1))}

return(result)

3

#Inverz karnagysag eloszlasfiiggvény

inverse_ld<-function(x){

if (x<ecdf (omadat[1])) {return(0)}

if (x==1) {return(max(omadat))}

if (x<loss_dist (threshold,threshold,xi,sig)){
index<-length(omadat [omadat<=threshold])*
x/loss_dist (threshold,threshold,xi,sig)

return(omadat [omadat<=threshold] [index])

else {

return((((x-1)/(ecdf (threshold)-1))~(-xi)-1)*sig/xi+threshold)
}

}

loss<-matrix(nrow=Y,ncol=N)

#Karosszegek szimulalasa

for(j in (1:Y)){

for(i in (1:N)){
if (freqlj,i]==0){loss[j,i1<-0}
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else
{
loss[j,il<-sum(sapply(runif (frequency[j,i],0,1),inverse_1d))
}

sort_loss<-matrix(nrow=Y,ncol=N)

for(i in 1:Y){
sort_loss[i,]<-sort(lossl[i,])

3

#Aggregalt kareloszlas(karnagysag és év fiiggvényében)
agg_loss_dist<-function(x,y){

return(length(sort_loss[y,sort_loss[y,]<=x])/length(sort_lossl[y,]))
}
#Percentilis tablazat létrehozasa
percentiles<-matrix(nrow=10,ncol=Y+1)
percentiles[1,1]<-0.1
percentiles[1,1]<-0.
percentiles[2,1]<-0.
percentiles[3,1]<-0.
percentiles[4,1]<-0.

© 00 N o o

percentiles[5,1]<-0.
percentiles[6,1]1<-0.95
percentiles[7,1]1<-0.98
percentiles[8,1]<-0.99
percentiles[9,1]<-0.995
percentiles[10,1]1<-0.999

for (j in 1:Y){
for (i in 1:10){
percentiles[i,j+1]<-

sort_loss[j,percentiles[i,1]*length(sort_loss[j,])]
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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Ponuzs Robertnek, aki szak-
mai tudésaval, hasznos tanacsaival és észrevételeivel segitett a dolgozat megirédsaban.
Szeretném megkoszonni Sziileimnek, akiktdl sok tamogatast és biztatast kaptam a
tanulmanyaimhoz. Koszonettel tartozom Nagy Zoltannak, aki felhivta figyelmemet
az esetleges hibdkra. Végiil szeretném megkoszonni Pietro Parodinak, aki levelezésen

keresztiil segitékészen vélaszolt kérdéseimre a témaval kapcsolatban.
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