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Romvari Petra 1 BEVEZETES

1. Bevezetés

Szakdolgozatom célkitiizése egy olyan értékelési modszer bemutatasa, mely kezelni tudja
egy biztositasi portfélioban megjelend aktuariusi és pénziigyi kockazat kettését. A biz-
tositasi termékek palettdjan ugyanis mar régota jelen vannak olyan termékek, amelyek
kockdzata nem csupan valamilyen biztositasi folyamat sztochasztikajabol fakad, hanem
bizonyos piacon kereskedett termékek aralakulasdnak véletlenségébdl is. Példaként emlit-
hetGek ezek kozott a unit-linked biztositasok, valamint a garanciélis biztositasi kifizetések
is. Habar sokfajta konstrukcié foglal magaban az aktuariusi mellett piaci kockazatot is,
a kétféle kockazattipus egyiittes értékelésére és kezelésére a biztositok még mindig vi-
szonylag kis hangsulyt fektetnek.

A dolgozat végcélja, hogy a vonatkozo szakirodalom felhasznaldsaval megismerked-
jiink az dgynevezett id6- és piackonzisztens aktuariusi értékelésekkel: ezen értékelések
mar alkalmasak lesznek arra, hogy a kétféle kockizatot egyiittesen kezeljék. Ilyen értéke-
léseket nyerhetiink a mar széleskortien hasznalt aktuariusi dijelvek megfelels kiterjeszté-
seib6l. Ahhoz azonban, hogy odaig eljussunk, els6képp sziikségiink lesz a fogalmi keretek
felallitasara.

Elgszor, a mésodik fejezetben az idSkonzisztencia fogalmaval ismerkediink meg: mit
értiink alatta, miért adoédhat elvarasként egy értékeléssel szemben, illetve hogyan valo-
sithaté meg az aktuariusi dijelvek id6konzisztens kiterjesztése? Ebben a fejezetben 6ssze
is fogom vetni a hagyoményosan felirt aktuariusi dijelveket a bevezetett idSkonzisztens
kiterjesztésiikkel.

Ezt kovetGen a harmadik fejezetben a piackonzisztencia fogalmat is bevezetjiik, s
megnézziik, hogy az hogyan érvényesithets egy biztositd keretrendszerében.

Végiil a két fogalom tisztazasat kovetSen az utolso fejezetben mar ratérhetiink az id6-
és piackonzisztens értékelések tanulméanyozasira, amelyek teh&t mar lehetséges eszkozt

kinalnak arra, hogy az emlitett kockazatkettGst egyiittesen is tudjuk kezelni.

A szakdolgozat soran tobbszor is példan illusztralunk egy-egy bevezetett megkozeli-
tést. Ez nem pusztan a konnyebb megérthetdséget segiti elG, de arra is ravilagit, hogy

konkrét biztositasi szituaciokban is jol alkalmazhatéak a megismertetett modszereink.
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2. Id6konzisztencia

2.1. IdSkonzisztens értékelések a biztositasi szektorban

Az aktuariusi feladatok legfontosabbikai kézé tartozik a biztositési szerz6dések arazéasa:
legyen sz6 akar egy konkrét szerzddésrdl, akar egy teljes allomany vizsgalatarol. Vegyiink
egy egyszerd példat: mennyit kérjiink egy T tartamu elérési biztositasért? Vagy altala-
nosabban: vizsgaljunk egy olyan homogén portféliot, amelyben valamennyi szerz&dés
kifizetése a T. idépillanatban esedékes! A felmeriils kérdés: mennyi legyen ennek az ara?

A kérdés lehetséges megvélaszolasanak széles irodalma van, ugyanakkor a megkoze-
litéseknek rendszerint kozos jellemzdje, hogy az arazashoz kizardlag a kifizetés T'. id6-
pontbeli mutatoéit veszik figyelembe. Gondolhatunk példaul a hagyoményos dijkalkulacios
elvekre: mind a varhato érték elv, mind a szorasnégyzet elv, mind a szorés elv alapvetGen
a T. id6pontra vonatkozd varhato érték, illetve szorasnégyzet (vagy szoras) fiiggvénye-
ként irjak fel az arat, de a hattérben meghtizodo biztositasi folyamat (példaul egy elérési
biztositas esetében a tulélszam-folyamat) fejlédésdinamikajaval magéaval, a folyamat
id6beni valtozasanak jellemzGivel nem foglalkoznak.

Ahogy Thomas Mgller is hangsulyozza Indifference pricing of insurance contracts
in a product space model cimii cikkének bevezetGjében ([1]), az ilyen modszerek azért
is vetnek fel problémakat, mert nem engedik, hogy a biztosito a (0,7 intervallumon
reagéljon a kockazatra s a biztositasi folyamat alakulasara. Igy a vizsgalodasbol kizarjak
a viszontbiztositasi és pénziigyi piac meglétét, noha a valésadgban kinalkozik lehetGség az
azokon torténd kereskedésre, s ezaltal a kockazat lehetséges mérséklésére és megfelelGhbb
kezelésére.

Az Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi altal targyalt id6konzisztens
aktuariusi értékelés (|2]) ugyancsak a statikus vizsgalodas miatt felvet6dd problémara
reflektal. A szerz6k tehdt némileg Gj néz6pontbol kozelitik meg a kérdéskort: mar figye-
lembe veszik a korabban elhanyagolt fejlédésdinamikét, s igy fognak arat rendelni egy
biztositasi szerzédéshez. A hozzaallas abban az értelemben nem teljesen 1jszerd, hogy
ez a fajta logika mar régota jelen van bizonyos pénziigyi termékek arazasdnal —példaul
opciok és derivativak esetében—, gondoljunk csak a Fischer Black és Myron Scholtz al-
tal kidolgozott opcidarazasi modellre ([3]). Igaz, pénziigyi termékek esetén a dinamikus

arazés magyarazata, hogy ott az a replikalés és hedzselés elvén alapszik, amire pénziigyi
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termékek esetében valoban van is lehetdség.

Biztositéasi szerzddések arazasa esetében némileg mas a helyzet, elvégre példaul egy
talélgszam-folyamat olyan kockézatforras a biztosité szamara, amivel szemben nem tud
kockazatsemleges poziciot felvenni piacon kereskedhetd termékek megvasarlasaval. Mind-
azonaltal —mar csak azért is, mert bizonyos biztositasi szerz6dések nem hedzselhetd koc-
kézatokon kiviil hedzselhet&eket is magukban foglalnak— valoban van létjogoultsaga az
emlitett id6konzisztens arazés feltérképezésének és vizsgalatanak.

Ebben a fejezetben tehat az id6konzisztens arazast fogjuk feldolgozni, mégpedig nagy-
részt az Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi 4ltal irt cikkben leirtakat
felhasznalva. Az 6 megkozelitésiik lényege, hogy a széles korben ismert és hasznalt aktu-
ariusi dijelvek alkalmazasat fogjak kiterjeszteni oly moédon, hogy az teljesitse az id&kon-
zisztencia feltételét, azaz igaz legyen ra, hogy egyetlen id6horizonton értékelve ugyanazt
az eredményt adja, mintha az id6horizontot tovabb osztva értékelnénk pontrél pontra. A
fejezetben tovabba Gssze fogom hasonlitani az 6 eredményeiket azzal, hogy mit kaptunk
volna, ha "hagyomanyos", statikus elven draztunk volna, tehat a . id6pontban a T-ben
esedékes kifizetést a mar megszokott aktuariusi dijelvekkel kezeltiik volna.

Lassunk is most neki az id6konzisztencia fogalmanak bevezetéséhez, majd ismerked-

jink meg az idGkonzisztens drazas mibenlétével!

2.2. Az id6konzisztencia fogalma

Legyen (2, A, P) valosziniiségi mezd, y(t) egy ezen értelmezett biztositési folyamat, A; :
o(y.] 0 < r < t) filtracio. Az allomanyra vonatkozo kifizetés a T. id6pillanatban fog
torténni, a portfolio akkori kifizetése a szoban forgd biztositasi folyamat 7. pontbeli
értékének, y(7')-nek lesz a figgvénye: f(y(T)).

Példaképp vegyiink egy elérési biztositast! Adott szamua szerzédével indulunk: akik
koziiliik megélik T-t, 6k kifizetésre jogosultak, a tobbiek viszont nem. A szerz6ddk szamat
modellezziik esetiinkben a biztositasi folyamattal, y-nal: y(0) szerz6dével indulunk, a ¢.
idgpillanatban y(¢) a még életben 1évék szama, s végiil a T-t megéls y(T') szamu bizto-
sitottnak tartozunk kifizetéssel. A rajuk vonatkozo teljes kifizetés tehat y(7T') fiiggvénye:
Fy(T)).
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Jeloljiik az arat m-vell 7 : L2(Ar) — L2(A;) feltételes kockazati mérték. Ekkor 7-rél

akkor mondjuk, hogy idGkonzisztens, ha teljesiil ra az alabbi:

Tl f M)t y@)] = 7= [fy(T)ls, y()]lt, y()]  VO<t<s<T.

Ez a feliras a feltételes varhato érték toronyszabalyanak megfelelGt kovetel meg. Azt
hivatott kifejezni, hogy ha a ¢. idépillanatban adnank el a portfoliot, akkor ugyanannyit
kérnénk érte, mintha a ¢. idépillanatban azért kérnénk &rat, hogy az s. idGpillanatban
(0 <t < s <T) megvaljunk az akkor mar 7 (s, y(s)) ara portfoliotol. A fenti formalizalja
a fejezet bevezetésében emlitett kovetelményt, miszerint egyetlen id6horizonton arazva
ugyanazt az arat kéne megszabnunk, mintha az id6horizontot tovabb osztva pontrol
pontra araznank.

Az idGkonzisztens értékelés arrél fog szolni, hogy az arfiiggvénynek valamennyi belsd
pontjara vonatkozoan eleget kell tennie az idGkonzisztencia feltételének. Nézziik is meg

pontosan, hogy ez mit jelent, miképp irhato fel és valosithaté meg!

2.3. Az idSkonzisztens aktuariusi értékelések

[2] alapjan: az idGkonzisztens arazas lényege tehét, hogy az idSkonzisztencia feltételét
kell alkalmaznunk. Bedrazand6 a t. idépillanatban egy szerzédés, aminek kifizetése a 7.
idépontban esedékes. Hangsilyozando, hogy az id6konzisztencia maga egy modszer, de
onmagaban nem biztosit arazo formulat, igy nekiink kell még kiilon megadni mellé egy
arazasi eszkozt. Ahogy a feldolgozott cikk is teszi, mi is a bevett aktuariusi dijelvekkel
(a szorasnégyzet és szoras elvvel) fogunk operélni, csak nem a hagyoméanyos, statikus
modon, hanem tehat az id6konzisztencia modszerével.

Az id6konzisztens drazas megvalositasi modja, hogy a kezds- és végpont altal meg-
hatarozott id&intervallumot kisebb, At hossz( intervallumokra osztjuk. Ezeken a kis
intervallumokon mér tudunk a hagyomanyos médon arazni, vagyis az idGhorizontot to-
vabb nem osztva felirhatjuk a szokasosan alkalmazott aktuariusi dijelveinket a végpont
kezdSpont szerinti bedrazasara. Els6képp az utolso intervallumon tesziink igy: T — At-
ben hatarozzuk meg az arra vonatkozo feltétellel (vagyis a feltételes varhato érték és
szorasnégyzet felirdsaval), hogy mennyit kériink a At id6 elteltével, T-ben esedékes port-

foliokifizetésért. A szorasnégyzet elvvel illusztralva:
1
mr-a(F(y(T))) = B(f(y(T)|T = At y(T — Ab)) + SaVar(f(y(T))|T — At y(T — A)),

5
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ahol o > 0. Az utols6 idGintervallumra sz6l6 arazéssal igy meg is lennénk.

Ezt kovetéen haladhatunk hatulrol elérefele, a kovetkezd 1épésben az el6z6hoz ha-
sonlot fogunk felirni, csak immaron a [T" — 2At, T — At] intervallumra: a 7' — 2At¢-beni
feltételes varhato érték és szorasnégyzet felirasaval adjuk meg a T'— 2At pontbeni arat a
T — At-beni "kifizetésre" vonatkozoan (ez a "kifizetés" a T-beli ténylegesen megvalosuld
kifizetésbdl levezetett mr_a, arfiiggvénybdl szarmazik). A felirt kévetelmény biztositja,
hogy az id6konzisztencia elvarasa teljesiiljon a T — 2At, T — At és T pontokat illet6-
en. MegegyezGen folytathatjuk a hatulrol elérefele haladast, mignem végiil elériink a
kezdGpontig, t-ig, ezzel meghatarozvan a modszerrel a m(f(y(T))) arat.

Vegyiik észre, hogy ahogy a T'—2At, T'— At és T pontokat illetGen teljesiil az id6kon-
zisztencia, igy ha folytatjuk a modszert, s intervallumrol intervallumra lépve arazunk,
ugy az id6konzisztencia barmely olyan [t, T]-beli pontegyiittes esetén is igaz lesz, ahol a

pontok az intervallumhatarként szereplé pontok koziil kertilnek ki.

Osszegezve: ez a kis idGintervallumokra torténd felosztés, s hatulrol elérefele torténd
feltételes arazas biztositja, hogy tgy adjuk meg a kezdGpontbeli arat, hogy az inter-
vallumhatéarként szereplé koztes pontok barmely véalasztasa esetén fenndlljon az idGkon-
zisztencia feltétele. Vegyiik kozben észre, hogy ez az id6konzisztens arazas megadhato
tetsz6legesen kis At idGintervallum-hossz valasztasa mellett is! Ebb6l adodéan persze
arra is lehet6ségiink kinalkozik, hogy At — 0 hatarértékképzés mellett adjuk meg a ke-
resett idGkonzisztens arat. Ha pedig igy jarunk el, akkor barmilyen [¢t, T'|-kozbiilsé pontok
valasztésa esetén teljesiilni fog az idGkonzisztencia feltétele.

Letettiik az id6konzisztens arazas mint modszer alapjait. A késGbbiekben persze var
még rank a feladat, hogy adott arazasi eszkoz (példaul: szorasnégyzet elv, szoras elv)
mellett a biztositasi folyamat dinamikija, valamint az f kifizetésfiiggvény ismeretében
pontosan is leirjuk a konkrét modszert s megadjuk a keresett arat. MielGtt azonban
erre ratérnénk, még egy rovid kitérét tesziink, s megvizsgaljuk, hogy mi mondhaté el a

statikus megkdzelitések idGkonzisztenciajarol.



Romvari Petra 2.4 Iddékonzisztensek-e a statikus megkozelitések?

2.4. IdSkonzisztensek-e a statikus megkozelitések?

A cikk szerz6i ugyan nem térnek ki erre, de az j modszer megismertetésével egy idében
felvetGdhet benniink a kérdés: a korabban alkalmazott statikus modszerek, az aktuéariusi
dijelvek "hagyomanyos" felirasa ezek szerint nem teljesitette az idGkonzisztencia feltéte-
16t? A valasz az, hogy nem feltétleniil, s6t bizonyos specialis esetektdl eltekintve rendsze-
rint nem. Egy késGbbi alfejezetben részletesen is fogunk foglalkozni azzal, hogy milyen
kapcsolatban 4ll egyméssal az id6konzisztens és a statikus modszer altal szolgéltatott dij,
de egyel6re korlatozzuk figyelmiinket arra, hogy ez a ketté nem feltétleniil esik egybe.
Ezt a szérasnégyzet elv esetében egy egyszeri példan mutatjuk be.

Legyen a vizsgalt biztositasi folyamat a kovetkez6: y(0) = 100, majd innen két lépés-
ben, faszeriien dgazunk el: minden lépésben a folyamat értéke vagy 0.8-szeresére, vagy
0.6-szeresére valtozik, és a két eset megegyezd valoszintségi, p = % Abran szemléltetve:

(W: a vilagallapot megjelolése, y : a biztositéasi folyamat konkrét értéke.)

Ez egy lehetséges megbuvo biztositasi folyamat leképzése: 100 f6s alloméanybdl in-
dulunk, mely a kovetkezd idépontban 80, illetve 60 fGsre csappanhat, majd a masodik
id6pontban mar csak 64, 48, illetve 36 fGs lehet. Elérési biztositassal foglalkozunk, vagyis
a biztosité kizardlag a tiléléknek tartozik kifizetéssel, azaz jelen esetben a tartam végén
életben maradt 64, 48, illetve 36 fének. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy minden
tuléls egységnyi kifizetésre jogosult: f(y(T)) = 1-y(T) = y(T), tovabba a diszkontalastol

is tekintsiink el!
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Most tehat szorasnégyzet elvvel drazunk. Ha a statikus arazés maga idGkonzisztens
lenne, akkor ugyanazt az arat szolgaltatnd "egybdl arazva", mint koztes osztopontokat
véve, és azokon keresztiil arazva. Most vegyiink egyetlen koztes osztopontot, s vessiik
Ossze, hogy mit kapnank, ha el6szor hagyomanyosan, statikusan araznank, majd méasod-
jara egy osztoponttal, két 1épésben.

(Megjegyzés L.: alsé indexben az idGtényezGt fogjuk feltiintetni, amelyre vonatkozoan
szamitjuk a megfelel§ feltételes varhato értéket és szorasnégyzetet. Megjegyzés I1.: az o

dijparaméterre vonatkozoan értékadassal kell élniink. Legyen a = 0.2, s igy % ~a=0.1.)

o Statikus arazés:

mo(F((2) = Eo(F(0(2) + g0Varo (f(3(2)) =

1
= — (64 +48 + 48 +36) + 0.1 - (1(642 + 48% + 48% + 36%)—

(64 + 48 + 48 + 36))2) =

|
~—
] = = =~ =

1 1 )
1196 +0.1- 10000 — (- 196)° | =

W

9+0.1- (2500 — 2401) =49+0.1-99 =49+9.9 = 58.9
Azaz hagyoményosan arazva 58.9 egységet kérnénk a portfolivért.

e Osztopontos arazas:

Els6képp az 1-es idGpillanat két lehetségesen bekdvetkezd vilagallapotara vonatkozo

m arakat kell meghataroznunk.

— Wil-re:

m(f((2) =E (f(y(D)|y(1) = y) + %Warl (fly@)ly(1) =) =

1 1 1

3 (64 +48) + 0.1 - (5(642 +48%) — (5 : (64+48))2) =
1 1 1

= —.11240.1- | = - 6400 — (= - 112)? ) =
5 +0 (2 6400 (2 ))

= 56 4 0.1 - (3200 — 3136) = 56 + 0.1 - 64 = 56 + 6.4 = 62.4
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— Wi-re:
m(f(y(2) =E (fy(D)ly(1) = vi) + %Warl (fly2)y() = i) =

= % - (48 436) + 0.1 - (%(482 +36%) — (% (48 + 36))2> —~

1

2

2 2
=42+ 0.1- (1800 — 1764) = 42 + 0.1 - 36 = 42 + 3.6 = 45.6

1 1
84 +0.1- (—-3600— (—-84)2) =

Ezen kett6 ismeretében a 0. id6pontra vonatkozo ar is megadhato, abrank a

kovetkezGre modosul:

— Wy-ra:
w0 (F(1)) = Ea(FG1))) + 5aVare (F(5(1))) =
= % - (62.4+45.6) + 0.1 - (%(62.42 +45.6%) — (% - (62.4+ 45.6))2) =
% 108 +0.1 - (% -5973.12 — (% ~ 108)2) =

=54+0.1- (2986, 26 — 2916) =54 +0.1-70.56 = 54 + 7.056 = 61.056

Ezzel az osztopontos, kétlépéses esetre is meghataroztuk a keresett arat. Vessiik is

Ossze a statikus modszerrel kapottal!

A modszer szerinti ar 0-ban

Statikus arazas 58.9

Osztopontos arazas 61.056
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Lathato, hogy a két ar nem esik egybe. Ezzel sikeriilt egy konkrét példat mutatnunk,
mely aldtamasztja, hogy a hagyoméanyos, statikus arazasi médszerre nem feltétleniil tel-
jesiil az id6konzisztencia kdvetelme. Ez persze azt is jelenti, hogy ha a késGbbiekben
méar id6konzisztens modon arazunk, akkor a kordbbi, statikus artol eltérd eredményt
kaphatunk, hiaba hasznaljuk ugyanazt az aktuariusi dijelvet és megegyezs paramétert.

Ennek tisztazasa és hangsilyozasa utan ratérhetiink arra, hogy kozelebbr6l is megis-
merkedjiink az id6konzisztens arazassal mint elvvel magaval, s megnézziik, milyen &rakat
fog adni kiilénbo6z6 feltételezések mellett.

Még egyszer: az id6konzisztens arazas soran a vizsgalt [t, T] intervallumot elgbb kis
intervallumokra osztjuk, s ezeken lokdlisan arazunk valamilyen aktuériusi dijelv segitsé-
gével. Ezt kévetGen az intervallumok hosszaval 0-hoz tartunk, ezzel elérve, hogy a teljes
intervallum tetszGleges belsG pontjait valasztva fennélljon az id6konzisztencia kévetelmeé-
nye.

A dolgozatban két aktuariusi elvre vezetjiik le az idGkonzisztens arazas képleteit, ezek
a szorasnégyzet elv és a szoras elv lesznek. Els6képp a szordsnégyzet elvvel ismerkediink

meg kozelebbrdl.

2.5. A szoérasnégyzet elv

Ebben az alfejezetben Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi Time-

Consistent Actuarial Valuations cimi cikkje alapjan fogunk dolgozni (|2]).

2.5.1. A szérasnégyzet elv felirasa

Vizsgalatunk els§ alanya a szorasnégyzet elv. Egyeldre diszkontalassal nem foglalkozunk,
arra a fejezet egy késébbi alfejezetében fogunk kitérni.

Fontos hangsilyozni, hogy ebben az alfejezetben a kezdd idépontunk kivételesen nem
t, hanem 0 lesz, s ezaltal nem is a [t,T] idGintervallumot fogjuk részintervallumokra
osztani, hanem a [0, T]-t. Ennek a valtoztatasnak az az oka, hogy ez az alfejezet a kis in-
tervallumokon torténd arazasra fog fokuszalni, ami miatt sokszor lesz sziikségiink id6val-
tozokra, s praktikusabbnak tiint fenntartani most ¢-t az elsédleges idGvaltozo jeldlésére,
mintsem még egy 1j karaktert bevezetni. Tovabba ezzel a jeldlésrendszerrel a feldolgozott

cikk jeloléseivel is 6sszhangban tudunk maradni.
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A biztositasi folyamat kovesse az alabbi sztochasztikat (most tehat ¢ nem a kezddpont,

hanem tetszdleges belss pont):
dy(t) = a(t,y(t))dt + b(t, y(t))dW (t)

t > 0 esetén A, jeloli a megfeleld filtraciot. W (t) standard Wiener-folyamat, a(t, y(t))
és b(t,y(t)) folytonosak és adaptaltak. y(t) Ito-folyamat, négyzetesen integralhato.

Irjuk fel az id6konzisztens arazast! A korabban emlitettek értelmében ekkor elgszor a
[0, T'] intervallumot kis idGintervallumokra kell felosztanunk, s ezeken egyesével araznunk,
esetiinkben egyesével fel kell irnunk rédjuk a szérdsnégyzet elvet. Nézziik, hogy pontosan
mit is jelent ez! Egy vizsgalt intervallumunk [¢,¢ + At], ekkor a t-beni ar a ¢ + At-re
vonatkozo feltételes varhato érték és variancia fiiggvényeképp az alabbiként all elg (felss

indexben a szérasnégyzet, variancia V' betijét tiintetjiik fel):
1
7V (t,y(t)) = BorV (t + At y(t + Ab))|A] + §aVart [V (t+ At y(t+ A) 4] (1)

(A tovabbiakban a jelolés megkonnyitése érdekében le fogjuk hagyni a feltétel jelzését,
vagyis valamennyi t-re vonatkozé varhato érték, illetve szorasnégyzet az A, filtraciora
vett feltételes értéket fogja jelenteni.)

Tegyiik fel, hogy 7" kétszer folytonosan differencidlhato t-ben, tovabba a m, m,, m,,
derivaltak folytonosak! Ugyancsak a jeldlés megkonnyitése érdekében a tovabbiakban az
integrandusokban ¢ < s < t 4+ At esetén a m(s,y(s)), my(s,y(s)), myy (s, y(s)) értékeket
roviden 7, m,, m,,-vel fogjuk jelélni. Hasonloan jarunk el az a(s, y(s)) és b(s,y(s)) folya-
matok esetén is, ezekre a-ként, illetve b-ként fogunk hivatkozni.

Ahhoz, hogy a szorésnégyzet elvet alkalmazhassuk a [t, ¢ + At] intervallumra, ismer-
niink kell a ¢t + At-beli varhato értéket és szorasnégyzetet. Az Ito-formula alkalmazéasaval
felithato ¥ (t + At, y(t + At)) és (7" (t+ At, y(t + At)))2 sztochasztikdja, azokbol pedig
meghatarozhato a keresett varhato érték és szorasnégyzet. Irjuk is fel a formulat, nézziik
meg, milyen alakot 81t 7V (¢ + At, y(t + At)) és (7 (¢t + At,y(t + At)))Q!

Y

t+At 1 t+At
oV (t 4+ At y(t + At)) = 77 (t, y(t)) + / (7?2/ +amy + 55271';/ ) ds + / by dW (s)
t t

(2.1)

11
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A jelélés konnyebbsége érdekében 7V jelélje (7)%-t, ekkor:

t+At
1
TVt + At y(t + At)) = 7Vt y(t)) + / ((w”)t +a(rV?), + 562(7rV2)yy) ds+
t
t+At
+ / b(r"?),dW (s) =
' t+At
=2t y(t)) + / (27rv7rtv + 2am’ ) + 0% ((my )2 + 7TV7T;/y)) ds+
t
t+At
+ / 2bm ) dW (s) (2.2)
t

Hasznéaljuk ki a Brown-mozgas martingaltulajdonsagat (¢ < s)! Ennek értelmében
megadhatoak az el6bbi 2.1-es és 2.2-es egyenletek esetében a keresett varhato értékek.
Ezek az alabbiak lesznek:

t+At 1
E[n"(t + At y(t + At))] =77 (¢, y(t)) +Et{/t (7 +am, + §b27r;/y)ds] (3.1)

1

E[rV2(t + At,y(t + At))] = 72t y(t)) + E M t[%v(mv +am, + 5

bv’my) + (bﬂ;/)Q]d8:|
(3.2)

A 3.1-es Osszefiiggést négyzetre emelve az alabbit is megkaptuk:
2 t+At 1
E[r"(t + At y(t + At))]] =mV2(t,y(t)) + 27" (L, y(t)) - By [/t (7} +am) + §b27rz‘1/y)ds] +

ey v, Lo v ’
+ (Et[/t (m +am, + 51) Wyy)ds]) (3.3)

A 3.3-as és a 3.2-es Osszefiiggések kiilonbségét véve a keresett szorasnégyzet,
Var, [V (t + At), y(t + At)] is megadhato:

At
Var,[7V (t + At), y(t + At)] =E, [/ 27V (7} + aﬂ'?‘; + %bQWg‘//y)) + (bﬂ';/)Q]dS} —
¢
1% Ty v, Loy
=277 (t,y(t)) - By [/t (m¢ +am, + §b Wyy)d8:| -

t+At 1 2
— (Et{/ (m) +CL7T;/ + 5627%2)%]) (3.4)
t

12



Romvari Petra 2.5 A szérasnégyzet elv

Ezek ismeretében térjiink vissza a kiindulasi egyenletiinkh6z, a szérasnégyzet elv
[t,t + At] intervallumra torténd felirasahoz! Az el6bbi eredményeink alapjan behelyette-
sithetjiik a kordbban keresett varhato értéket és szorasnégyzetet, és megnézhetjiik, milyen
format o6lt igy az 1-es Osszefiiggés. Most mar feltiintetjiik az argomentumban (s, y(s))-
t, hogy értelemszertien meg legyenek kiilonboztetve a fiiggvényértékek a (t,y(t)) helyen
felvett értékektdl. Egyszertisitéseket kovetGen az alabbit kapjuk:

W) = )+ B [l (spte)) 4 o (s,0(6) + 50 s (60| +

# 3w [ ol o] + Jalom [ Gt - w0
(A sy 4 (s + 2P ) ) s -

t+At 2
—ge(B [ G o o) + P aNas) (@

Atrendezés utan leoszthatunk At-vel, majd vehetjitk mindkét oldal hatarértékét

At — 0-ban.

t+AL
0=E [ B s [ A Gulo)) - am G p(s) + 5 (s, + gl G y<s>>>2ds} ¥
t+At
vake Jim o [ 7 (st = 7 0p(0) (7 5.09) + e (506D + 50t (5D s | -

e (Et { /t T Y (s y(s)) + am? (s, 9(s)) + S y(s)>dsD2 (4.2)

Hatarértékeket kiszamolva az els6 sorban, s a méasodik sor els6 szorzétényezgjét ki-
fejtve:

v 1% Lo v 1 v 2

0 =¥ (ty(0) + am) (6, (1)) + Sb°7b, (1, y(0) + S (b (1 y(6)*+

v i [ ) (R G060 anfG00) + 07 5,006 )t -

1

o (a0 0) B g [ (WGl +an w6 + (o) )] -

e im s (B [ Gt e sato + s ) a3)

13
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Az egyenl6ség jobb oldalanak els§ sorat abbol kaptuk, hogy korabban feltettiik
T, Ty, Tyy, tOVAbDA a és b folytonossagéit, s ebbdl adoddan ez a hatarértékképzés a t-

beli fiiggvényértékeket fogja adni.

Vizsgéaljuk a jobb oldal masodik és harmadik sorat! Ugyancsak a megfelels fiigg-
vényfolytonossagokbol adoédodan hatarértékiik az alabbi lesz (el6bb pozitiv, majd negativ
elgjellel): ac- 7V (¢, y(t))- (Wf(t,y(t))+cm;/(t,y(t))+%b27rl‘//y(t, y(t))) Minthogy ez a kife-
jezés egyszer tehat pozitivként, egyszer pedig negativként szerepel, igy az Osszeadasban

a két sor kinullazza egymast.

A jobb oldal negyedik sora esetében az aldbbi 4talakitast végezhetjiik:

L1 Ay v Ly v ’
— —a lim —( E, T (s,y(s)) +am, (s,y(s)) + ib Ty (8,y(s))ds | =
t

2 At—0 At
B 1 1 1 E t+At v v 1b2 v d
50[ A}fglo Kt t . Ty (‘97 y(S)) + a’ﬂ-y (57 y(S)) + 5 7Tyy<87 y(S)) S

| (E / R (s, y5)) + an (5,(5)) + %%(&y“”ds) -

bevive a hatarértékképzést az els6 tényezdébe:

1 1 t+ At v v 1 0 v
= o g [ A o)+ e (5,066 + g1 9 )

t+At
. <Et lim /t m) (s,y(s)) + amy (s,y(s)) + %bZW;;(s, y(s))d5>

At—0

Belatjuk, hogy ez a szorzat nullaval egyenls. A feladatunk alapvet&en a két varhato
értékkeént felirt szorzotényez6 meghatarozasa. A kettd kozott 1ényegi kiilonbség, hogy az
egyikben megjelenik az ﬁ szorzoként, a masikban viszont nem, és ez jelentds eltérést
eredményez.

o E/( limaro x5 fttJrAt m (s,y(s)) + amy (s, y(s)) + 5b°my,(s,y(s))ds | hatérértékkel
nem sokkal kordbban taldlkoztunk, egészen pontosan a 4.2-es Osszefiiggés elsd
osszeadandoé tagjaban. Ahogy ez megallapitasra keriilt, folytonossagi okok miatt
a keresett hatarérték a kifejezés (¢,y(t)) pontban felvett értéke lesz, mégpedig:

) (t,y(t) + amy (t,y(t) + 5b°my, (¢, y(t)). Bz egy véges értéki szorzotényezd.
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. Et<limAH0 ftHAt W,}/(s,y(s))+a7rg(s,y(s))%—%b%z‘;(s,y(s))ds) viszont "iires" in-

1

tegralla fog redukilodni a +;

szorzotényezd hianyaban, igy értéke 0 lesz.

Vagyis a 4.3-as Osszefiiggés negyedik sora egy véges érték és egy 0-s tényezs szorzata,

igy maga is 0 lesz.

Ezek alapjan elmondhaté, hogy a 4.3-as Osszefiiggés jobb oldaldnak kizardlag az elsd
sora fog 0-t6l kiilonb6z6 értéket felvenni, kivetkezésképp az az alabbi egyszeriibb alakot

fogja o6lteni:

0= ! (1, u(0) + am) (£, 9(0) + 5Bl (6 y(0) + sa(bnd (Ly(1)” (44)

Ezzel meg is kaptuk a szorasnégyzet elvhez tartozo parcialis differencidlegyenletet:

1 1
m, +amy) + §b27r;/y + §a(b7r;/)2 =0 (5.1)
A hozza tartozd peremfeltétel pedig:
T (T.y(T)) = f(y(T)) (5.2)

Foglaljuk 6ssze, mire jutottunk!

Id6konzisztens drazési alapon felirtuk a szorasnégyzet elvet. Ennek értelmében a kez-
déponttol a végpontig tartod iddintervallumot kisebb intervallumokra bontottuk, s vala-
mennyi ilyen intervallum esetén a szorasnégyzet elvnek megfelelGen araztunk. Egy kis
idGintervallum kezdGpontbeli dra a végpontbeli varhato érték és szorasnégyzet fliggvénye.
Ezen varhato érték és szorasnégyzet az Ito-formula alkalmazésaval megadhatd az inter-
vallumon vett megfelel§ integralok 6sszegeként. Az igy felirt Osszefiiggéseket alakitva egy
parcilis differencidlegyenletet tudtunk levezetni, amely esetén 7V (T, y(T)) = f(y(T))
peremfeltételnek kell teljesiilnie, elvégre biztositoi kifizetés kizarolag a T. id6pontban ese-
dékes, igy a biztositéo szaméra a portfolio pontosan annyiba keriil ekkor (V' (T, y(T))),
mint amennyit ekkor kifizetnie sziikséges (f(y(T))).

Lassuk tehat, hogy mi a levezetésb6l megkapott parcialis differencidlegyenlet megol-

dasa!
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2.5.2. Feynman-Kac formula

A keresett ar meghatarozasahoz sziikségiink lesz a Feynman-Kac formulara. A Richard
Feynman és Mark Kac neveit visel6 Osszefiiggés kapcsolatot teremt, illetve ir le bizo-
nyos parabolikus parcialis differencidlegyenletek és sztochasztikus folyamatok kozott. A
formula segitségével példaul felirhatoak egyes parcialis differencidlegyenletek megoldéasai
egy megfelel6 sztochasztikus folyamat feltételes varhatd értékeként. Feladatunk soran
pontosan erre lesz sziikségiink, nézziik is tehat a formulat! Az alabbi parcialis differenci-
alegyenletet vizsgaljuk:

0%u
Ox?

ou ou 1,

(z,t) = V(z,Hu(z,t) + g(z,t) =0,  (6.1)
amely Vo € Rést € (0,7) esetén fennall, tovabba eleget tesz az u(z,T) = ¢(x) pe-
remfeltételnek. p, o, V, g és ¢ eleve adott fiiggvények, 7" paraméter. u : R x T" — R-t
keressiik. A Feynman-Kac formula értelmében ekkor u elGall az aldbbi feltételes varhato

érték alakjaban:

T
u(x,t) = E {/ e VT (X ) dr 4 e B VTG (X
t

X, = 4 (6.2)

ahol a varhato érték azon () valosziniiségi mérték alatt értendd, amelyre X Ito-folyamat a
dX = pu(X,t)dt+o(X,t)dWe sztochasztikaval és az X; = x indul6 ponti peremfeltétellel.
(WQ(t) Brown-mozgas Q mérték alatt.)

Ezt a formulat fogjuk tehat hasznélni a keresett ar meghatarozasahoz, de el6bb még

sziikségiink van arra, hogy a parciélis differencidlegyenletiinket megfelelg alakra hozzuk.

2.5.3. A parcialis differencidlegyenlet explicit megoldasa

Jelenleg az aldbbi egyenlet megoldasat keressiik:

1

1
2b277;/y + za(br))? =0 (7.1)

) + am, +
2

A négyzetes tag jelenléte miatt ez egy nemlinedris egyenlet, amit ebben a formaban nem

tudunk megoldani. Mindazonaltal megfelel6 transzformélassal linearissa tudjuk alakita-

ni, amire mar alkalmazhato lesz a korabban ismertetett eszkoziink. Irjuk fel ra tehat a

V(

Hopf-Cole transzformaciot! Legyen hY (¢,y) := e®™ %), Ekkor természetesen invertalas-

sal kifejezhets ¥ (¢, y) is hY (¢, y) fiiggvényében, mégpedig: 7 (¢, y) = ~InhY (¢, y).
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[rjuk fel 7V (¢,y) megfelels derivaltjait is:

% %
t ahV’ vy ahV’ W o

hY Y — (RY)?
(hV)?

(7.2)

Ezeket behelyettesitve a 7.1-es Osszefiiggésbe a négyzetes tagok ki fogjak egymést

oltani, s végiil az alabbira jutunk:
1
hi' +ahy + Sb%hy, =0 (7.3)

Lathato, hogy valoban sikeriilt a transzforméacionak kdszonhetGen megszabadulni a
négyzetes tagtol, s imméaron egy linearis parcidlis differencidlegyenlet megoldésat keres-
siik. A hozzé tartozo peremfeltétel (a korabbi, w-re vonatkozo peremfeltétel h fiiggvényé-
ben felirva): T pontban teljesitends, hogy hY (T, y(T)) = e (Tw(D) = gaf (1)),

Vegyiik észre, hogy a 7.3-as egyenlet mér olyan alaki, amire alkalmazhat6 a Feynman-
Kac formula! Nézziik is meg, mit kapunk belGle: els6képp irjuk fel, hogy a 6.1-es felirasban

szerepld fiiggvényeknek az esetiinkben mik felelnek meg!

e u:=~h
e :=a
e og:=0b

e IV :=0 (azonosan 0 fiiggvény)

e ¢ := 0 (azonosan 0 fiiggvény)

a peremfeltételbsl: ¢(y(T)) = e W)
Ezeket behelyettesitve az alabbira jutunk (most nem 0-ra, hanem t-re felirva):
Y (t,y) = E@[e |y (1) = y]. (8.1)
Azaz m-re vonatkozbdan:
7V (t,y) = élnEQ [eaf(y(T))}y(t) =yl (8.2)

Vagyis amennyiben idGkonzisztens arazasi modszerrel arazunk be egy biztositasi port-

foliot a szorasnégyzet elv alkalmazéasa mellett, ugy (a diszkontalast egyelére figyelembe
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nem véve) explicit formulat tudunk felirni a portfolio arara. A formula altal szolgaltatott
konkrét érték kiszamolasahoz sziikségiink van f(y(7')) momentumgeneralé fiiggvényére,
annak ismeretében pedig mar kiszamolhato a keresett ar. (Megjegyzés: ugye f(y(T')) ma-
ga a biztosito Osszkifizetése, elvégre kizarolag a T'. id6pontban torténik kifizetés, amely
akkor f(y(T)).) Minden olyan esetben tehat, ahol ismert f(y(7)) momentumgenerald

fiiggvénye, a keresett érték konnyedén meghatarozhato.

Osszefoglalas

Ebben az alfejezetben az idGkonzisztens arazas azon alesetével ismerkedtiink meg,
melyben a szorasnégyzet elvvel operdlunk. ElGszor a sztochasztikus analizis modszere-
it alkalmazva egy parcialis differencidlegyenlet megoldasara vezettiik vissza a feladatot.
Ezt kovetGen ezen egyenlet transzformalasaval olyan alakra sikeriilt hozni a megoldandé
problémat, hogy alkalmazni tudjuk r4 a Feynman-Kac formulat. A formula felirdsaval
végiil explicit alakjat tudtuk megadni a keresett &rnak, mely a végs6 kifizetés momen-
tumgeneral6 fiiggvényének ismeretében mar konkrétan kiszamolhato.

Héatra van még annak a figyelembe vétele, hogy a pénznek id6értéke is van, igy magéat
a diszkontélast is bele kell foglalnunk az arazasi metodusunkba. Lassuk tehét, hogy ez

hogyan valésithato meg!

2.5.4. A szoérasnégyzet elv diszkontalassal

Ertelemszertden adodik az igény, hogy az arazési eljaras magaba foglalja a diszkontalast
is. Minthogy a biztositési szerzddések maguk igen hosszu tartamuak is lehetnek, igy nem
pusztan elméleti megfontolasbol van erre sziikség, de a diszkontélasi tényezének megha-
tarozo hatdsa is van az arra. Nézziik meg tehat, hogy a pénz idGértékének szamitésba
vételével hogyan frhato fel a keresett 4r ugyancsak idGkonzisztens adrazési modszerrel, a
szorasnégyzet elv alkalmazasaval.

Miel6tt nekilatunk a feladatnak, tegyiink egy fontos megfigyelést, pontosabban &l-
lapitsuk meg, hogy az arazas megadéasanal milyen mértékegységekkel dolgoztunk! Ujra

felirva az 1-es Osszefiiggést:
1
7V (t,y(t)) = Eyfr" (t + At,y(t + At))| A, + §aVart[7rV(t + At y(t 4+ At))|Ay).

Leolvashat6, hogy a varhaté érték és a szorasnégyzet formajaban kiilonb6z6 mérték-

egységekben kifejezett értékekkel keriiliink szembe: mig a varhatoé érték az adott valu-
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taban, példaul forintban kifejezett, addig a szorasnégyzet ennek masodik hatvanyaban.
Ahhoz, hogy a felirt Osszefiiggés jobb oldalanak két tagja értelmesen Gsszeadhatd le-
gyen, el kellene érniink, hogy a két Osszeadandd azonos mértékegységgel jelenjen meg.
Amennyiben példaul a masodik tagban megjelend o szorzotényez6t magat is mértékegy-
séggel rendelkezének valasztanank, mégpedig példaul forintban torténé megadas esetén
Fit—nak, akkor elérhetnénk, hogy a kiilonb6z& dimenziok mar ne okozzanak gondot, el-
végre ahogy [E,;, tigy imméaron %aVart is a valuta els§ hatvanyaban lenne kifejezve.

Ez tehéat egy fontos észrevétel, mindenképpen figyelniink kell a kiilonb6z6 hatvanyok
megjelenésébdl adodo mértékegységbeli differenciéra.

Mindazonéltal a diszkontalas hozzavételekor mashogy fogjuk orvosolni az eltéré mér-
tekegységekbdl adodod problémat. Tessziik ezt azért, mert ezen masképp térténd orvoslas
egyben azt is biztositani fogja, hogy a diszkontélas maga is figyelembe vegyen véve. A
kordbban hasznalt a helyett egy abszolut, mértékegység nélkiili szorzora tériink at, ezt
0-val jeloljiik. o-t viszont korrigélni sziikséges, elvégre a szordsnégyzet szorzotényezdjé-

nek —-os mértékegységgel kell szerepelnie. Ha leosztjuk 0-t egy tigynevezett benchmark

%_
arszinttel, akkor 1jbol %—os mértékegységgel jelenik meg a szordsnégyzet egyilitthatoja.
Ez a benchmark arszint a T. id6pontra vonatkozik, értéke: Xr (a nulladik idépontban ez
az arszint X)), mértékegysége: az adott valuta. Feltéve, hogy a kockdzatmentes kamatlab
r, ezen X egyenld lesz Xoe'T-vel. Igy a szorasnégyzet elv tjrairhato az alabbi formaban
(ez egy id6horizontra torténd, tehat statikus feliras):

I (F(4(T) = Blf (T + 5 5 o7

Mi torténik tehat? Egyrészt mértékegység szempontjabol rendben van a feliras. Méas-

Varo[f (y(T))]. (9)

részt vegyiik észre, hogy IIY (f(y(T))) mar "forward arban kifejezett". Az Xge™”-vel
torténd leosztas csak a benchmark szintjét korrigalta, de mind a varhato érték, mind a
szorasnégyzet T-beni értéken lett megadva. Igy amennyiben egy korabbi idépontbeli arat
akarunk megkapni (ahogy torténni fog ez az id6konzisztens felirasnal, mikor 7} (¢, y(t))
a t + At-beli varhato érték és szorasnégyzet fiiggvényekent lesz kifejezve), ugy ezt ak-
kori jelenértékre kell hoznunk, azaz diszkontalnunk sziikséges. Lassuk, hogy mi torténik,
mikor ezennel mar m) (¢, y(t))-t kifejezve a (¢,t + At) intervallumra frjuk fel a formulét:
: 1 0
TV (ty(t) = e A (ErY (¢t 4+ AL, y(t + AL))] + §WVart[7rV(t + At,y(t + At)]).
0
(10)
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Oldjuk meg az egyenletet!

Emlékezziink r4, hogy korabban, a diszkontéilas elhanyagoldsa mellett is hasonlé meg-
oldando egyenlettel alltunk szemben (1-es Gsszefiiggés). A mostani felirast a korabbitol
kizarolag két szorzo jelenléte kiilonbozteti meg (a jobb oldal e~"A! egyiitthatoja, illetve

a variancia « helyetti 2+ egyiitthat6ja). A mar akkor ismertetett modon most is az

Xo e’
[to-formulat fogjuk alkalmazni, [¢,¢ + At]-n vett integralok osszegeként fogjuk kifejezni

7V (t + At,y(t + At)) varhato értéket és szorasnégyzetét.
Atalakitasokat kévetden kapjuk a kovetkezét (a kénnyebb attekinthetség érdekében

ahol egyértelmten (s,y(s)) az argomentum, ott ezt az integralokban nem tiintettiik fel):
At A% t+At v , 1 -
(e = 1) - m (t:y(t) = B l/t (Wt +am, + §b Wyy)d8:| +
1 6 A
EX—Et l/t (br, ) ds} +
1 9 t+At
’ EX {QEt/ (WV(S’y(S)) - Wv(t>y(t))) ’ < + Cl7r + - 52 V>d5}
t
1

g Ty v 2V ’
_ 2W<E /t (m +am, + 21) yy)ds> (11.1)

Ahogy ezt megel6zGen is eljartunk, most is osztjuk az egyenlet mindkét oldalat At-

vel, majd At — 0 hatarértéket vesziink. Igy az alabbi parcialis differencislegyenletet
kapjuk:

1
b2V -
+a7r —1—2 +2X6TT

(bry ) —r7" =0 (11.2)

=V (t,y) )
-ra valo

I
A parcialis differencialegyenlet linearizalasa most a hY (t,y) = eXoe™
attéréssel torténik. A h-ra vonatkozo egyenlet megoldéasa végiil elvezet a keresett megol-
déshoz, mégpedig (immaron nem O-ra, hanem altalanos t-re felirva, elvégre a szerzddés

egy koztes idépontban is beértékelhetd):

XO ert

$

y(t) = y] (11.3)

Osszefoglalas
Ebben az alfejezetben megvizsgaltuk, hogy id6konzisztens arazasi modszerrel, a sz6-

rasnégyzet elv alkalmazasaval milyen arat allapithatunk meg egy 7' idépontbeli f(y(T))
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kifizetésd portfolio esetében, ahol y(t) egy eleve adott sztochasztikaju biztositasi folya-
mat volt. EI6bb a diszkontalas elhanyagolasaval, majd a diszkontalast is figyelembe véve
araztunk. Egy-egy parcialis differencidlegyenlet megoldaséira vezettiik vissza a feladato-
kat, majd ezeket megoldva egy-egy feltételes varhato érték alakjaban tudtuk felirni az
arakat. A keresett arak a T pontbeli kifizetés, f(y(7')) momentumgeneralo fiiggvényének

ismeretében mar kiszamolhatoak.

2.6. A szoOras elv

Ebben az alfejezetben tovabbra is Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi

Time-Consistent Actuarial Valuations cimi cikkét fogjuk feldolgozni ([2]).

2.6.1. A szoras elv felirasa

A korabbi alfejezetben egy gyakran hasznalt aktuariusi dijelv, a szorasnégyzet elv alkal-
mazasaval vizsgaltuk az idGkonzisztens arazds modszerét. Most egy méasik széleskortien
elterjedt aktuariusi dijelvvel torténd arazast vesziink goresé alé az idGkonzisztens araza-
si modszer keretei kozott: ez a szoras elv. Feltevéseink ugyanazok: a t. id6pontbeli arat
kivanjuk meghatirozni egy olyan szerzédésnek, amely esetében kizarolag a végpontban,
T-ben torténik kifizetés, ami akkor f(y(T')). Az y-ra, illetve f-re torténd feltételezéseink
is valtozatlanok.

A hagyomanyos, statikus feliras szerint ebben az esetben a t. id6pontbeli ar az alabbi

modon 4ll el6 (a fels§ indexben szerepld S a szorasra, standard deviationre utal):

P (f(y(t) = Elf(y(T))|A] + B/ Var,[f(y(T))|A] (12)

Ahogy korabban is, most is felosztjuk a kezdd- és végpont altal hatarolt idGinter-
vallumot kisebb, At nagysagt intervallumokra, s els6képp egy-egy ilyen intervallumra
hatarozzuk meg az arat. Végig feltételes varhato értékekkel és szorasokkal dolgozunk, a
végpontra vonatkozo feltétel fiiggvenyében adhaté meg a kezdépontbeli ar. Igy hatrafele
iteracioval T-t6l egészen t-ig "visszafejthets" az ar. Végiil At — 0 hatarértéket vesziink.

Nézziik meg, hogy mit jelent a szoras elv egy [t,t + At] intervallum esetén! (Kivéte-
lesen jra attériink arra, hogy ¢ idévaltozo legyen a levezetésben, ugyancsak azért, mert

célszertien adodik tetszéleges id6paraméter megjelolésére.) Most mar a szorasnégyzet elv
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elemzésével ellentétben rogton a diszkontalast is szamitasba fogjuk venni. A szérés elv

az alabbit irja fel:

™ (t,y(t)) = e A (Et[ws(t + At y(t + At)] + BV AL/ Var [15(t + At y(t + At))])
(13)

Hangstlyozandé, hogy imméron a variancia egyiitthatoja S-rol Sv/At-re modosul.
Mar a szorasnégyzet elv alfejezetében a diszkontalds hozzavételekor tettiink egy kitérst
a mértékegységeket illetGen. Akkor a kovetkezetlenséget az okozta, hogy a varhato ér-
ték mértékegysége az adott valuta, mig a szorasnégyzeté az adott valuta négyzete volt.
Most ez a probléma nem meriil fel, elvégre a varhato érték és a szoras egyarant az adott
valuta els6 hatvanyaban kifejezett, adodik viszont egy masik gond. Az idGkonzisztens
arazas modszerének egyik lépése soran At — 0 hatarértéket vesziink: a jelenlevé mo-
gottes biztositasi fejlédésében szereplé Brown-mozgas miatt a varhato érték ugyan At
szerint linedrisan fog skalazodni, de a szoras csak annak gyokeével, v/At-vel. Ebb6l ado-
doan ahhoz, hogy a jobb oldalon szerepl6 két tag megegyez6 dimenzidkkal keriilhessen
osszeadasra, korrekciora van sziikségiink, s emiatt a szorastagot kiegészitjiik egy v At-s
szorzoval.

Ugyanazon eljarassal, ahogy a szérasnégyzet elv esetén is dolgoztunk, az alabbi for-

mara hozhatjuk az iménti felirast:

t+AL 1
(e — 1) - 75(t,y(t)) = E{/t (wf +ard + Eb%jy) ds] +

t+At 1
22 [ (5560 - 70 p(0) (5 + a4 5t
+ BVAL - t

(14.1)

Mindkét oldalt At-vel osztva, At — 0 hatarértéket véve, s a bal oldalon azt konkrétan
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ki is szdmolva:

1 t+At 1
rd(ty(t)) = E[ lim — /t <7rf + omr?;9 + 5627T5y) ds} +

At—0 At
1 A 1
2E[Ahtrgoﬁ/ (7% (s,9(s)) = 77ty (1) (77 + amy) + SUmy, )ds |+
+ B 1 ' t+AL
+E [ Al%glo A /t (bﬂ5)2d8:|

(14.2)

A gyok alatti kifejezésben szereplé harmadik tagot elhagytuk, hiszen az osztas és
hatarértékképzés utdn a négyzetes kitevGje miatt 0-val lesz egyenls, ahogy ezt mar ko-
rabban a szorasnégyzet elv levezetésénél is lattuk (a 4.3-as Osszefiiggés negyedik soranak
vizsgalatakor).

Elvégezve a hatarértékképzést a tobbi tagra is, a szorasnégyzet elvnél részletezett

okok miatt hasonlé szdmitassal az alabbi parcialis differencidlegyenletet nyerjiik:

1
T+ awi + §bg7rjy + B4/ (b)) — rad =0 (15.1)

\/ (b79)2 = |brs|-t felhasznélva, tovabba azzal az ésszert feltételezéssel élve, hogy b
nemnegativ:
1
T+ aﬁf + §b27rfy + 6b\7r5| —rr¥ =0 (15.2)

Ennél a parcialis differencidlegyenletnél szembe6tls gondot okozhat az abszolit érték
megjelenése. Mindazonaltal figyelembe véve, hogy az abszolit érték argomentumaban
a keresett ar y biztositasi folyamat szerinti derivaltja szerepel, igy mégis jogos feltevés,
hogy ez a derivalt végig azonos elGjelii marad (azaz az ar monoton fiiggvénye y-nak).

Ebbdl a megallapitasbol kévetkezGen kapjuk a derivalt el6jelétsl fiiggGen:
1
)+ (ak Bb)m) + Sbimy, —r® =0 (15.3)

Akércsak a szorasnégyzet elv esetében, most is a Feynman-Kac formulét alkalmazzuk,
amib6l r6gton megkapjuk a keresett 7 (¢, y)-t (tehat imméron nem 0-ban, hanem t-ben

kifejezve az arat):

5 (t) = B |7 (7)) 'y@) -], (16)
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ahol E7 egyfajta korrigalt varhato értéket jelent, egészen pontosan egy moédositott y°

folyamat alapjan vett varhato értéket, ahol y° driftje a +4b(t, y) taggal egésziil ki, vagyis:
dy® = (alt,y) + Fb(t.y))dt +b(t, y)dW*>.

Osszességében tehat megkaptuk az idSkonzisztens arazas képletét szoras elv alkalma-
zasa mellett is. Az eredmény mar a diszkontalast is magaban foglalja. A koztes szamo-
lasok és hasznalt modszerek nagyrészt megegyeztek a korabban, a szorasnégyzet elvnél
latottakkal.

2.7. Elméleti eredményeink vizsgalata

Az eléz6 alfejezetben bevezettiik az id6konzisztens &razas mint arazasi lehetGség fogal-
méat, s megnéztiik, hogy kiillonboz6 dijelvek alkalmazasa mellett milyen elméleti eredmé-
nyeket ad. Az explicit képletek rendelkezésiinkre allnak valamennyi vizsgalt alesetben, a
szorasnégyzet és a szoras elv alkalmazasa soran egyarant. Ezen eredmények birtokadban
mar lehetdségiink nyilik ezek konkrét vizsgalatara.

A cikk szerzéparosa ugyan ennek nem szentel figyelmet, de Gsszehasonlithato pél-
daul, hogy adott dijelv és biztositasi folyamat mellett, az elv és a folyamat paraméte-
reinek rogzitésével mennyire fog eltérni egymastol a hagyomanyos, statikus modszer és
az idGkonzisztens megkozelités altal szolgaltatott ar. Természetesen tudjuk, hogy ezen
modszerek teljesen méas alapokon nyugszanak, igy nem lehet messzire mend koévetkezte-
téseket levonni mondjuk abbol, hogy az egyik magasabb arat kér, mint a mésik, de ettsl
fiiggetleniil érdemes Gsszevetni a kett6t. Megnézhetjiik példaul, hogy esetleg egybeesnek-
e valamilyen esetben, vagy ha nem, akkor mekkora a differencia és mib6l adodik. Az
elméleti 0sszehasonlitdson til persze konkrét gyakorlati példakon is kiszamolhato egyik
s masik, s igy is megvizsgalhatd a szolgaltatott eltérés.

Miel6tt ratérnénk a megfelels vizsgalodasra, meg kell jegyezni, hogy a hagyomanyo-
san felirt aktuariusi dijelvek nem foglaljak magukban a diszkontalast, viszont annak
érdekében, hogy értelmesen hasonlithassuk 6ssze a két megkozelités eredményeit, nem
tehetjiik meg, hogy azok koziil az egyikben diszkontalunk, a mésikban pedig nem. Ezt
a problémat azzal kiiszoboljiik ki, hogy abban a specidlis esetben hasonlitjuk Ossze a
megkapott arakat, amikor a hasznélt r kamatlab 0%. Ez lényegében azt jelenti, hogy az

id6konzisztens esetben sem torténik diszkontélas, elvégre a pénz idGértéke ekkor fix lesz,
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azaz a t id6pontbeli 1 forint értéke azonos lesz a T id6pontbeli 1 forintéval. (Kiilonben
a szorasnégyzet eset felirasakor ugye 1épésrdl 1épésre haladtunk, s a kezdetekben még
elhanyagoltuk a diszkontalast, igy ott rogton felirhato a diszkontalast mell6z6 formula.)

A diszkontélashoz fiiz6d6 megjegyzés megtétele utan mar ra is térhetiink az Gssze-
hasonlitdsokra, tegyiink is igy! Az explicit képletek mar a korabbiak alapjan rendelkezé-

siinkre allnak, ezek pedig a kovetkezdk:

e Szorasnégyzet elv

A modszer szerinti ar t-ben
Id6konzisztens modszer 7V (t,y) = InEQ [ex/ M) |y (t) = y]
Statikus megkozelites | IT) (f(y(t)) = Ei[f (y(T))] + saVar,[f(y(T))]

e Szorés elv

(Az ES jeldlés a dy® = (a(t,y) & Bb(t,y))dt + b(t,y)dW* modositott folyamat

szerinti varhato értéket jeloli tovabbra is.)

A modszer szerinti ar t-ben
Idgkonzisztens modszer m(t,y) =E7 e T f(y(T))|y(t) = y]
r = 0 valasztassal ™™ (t,y) = E7 [f(y(T))|y(t) =y]

Statikus megkdzelites | IIP (f(y(t)) = Ei[f (y(T)] + B/ Var[f(y(T))]

Ahhoz, hogy a keresett kifejezések kiszamolhatoak legyenek, elGszor is valamilyen
feltételezéssel kell élniink a mogottes biztositasi folyamattal kapcsolatban. Modellezze
y egy allomany tulélGinek szamat! Esszertien milyen sztochasztikaval rendelkezhet y?
Irjuk fel két gyakorta elforduld folyamat megvalésulasaként y-t! Az egyik ilyen az Orns-
tein—-Uhlenbeck folyamat lesz, a méasik pedig a geometriai Brown-mozgas. Ezekre a fo-
lyamatokra ismertek a varhato értékek, a szorasnégyzetek, illetve az, hogy y(T') milyen
eloszlast fog kovetni. Nézziik is meg ezeket! (Az index nélkiil jelzett varhato érték és

szords a 0 pontra vonatkozo feltételes értékeket jelolik.)
e 1. eset: Ornstein-Uhlenbeck folyamat:

dy(t) = —p - y(t)dt + odW (1) (17.1)
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Ekkor levezethetSek az alabbiak:

E(y:) = yoe " (17.2)
o —2ut

Var(y,) = @(1 —e ) (17.3)
O —2ut

yi ~ N (yoe™ ,@(1 — e %) (17.4)

e 2. eset - geometriai Brown-mozgas:

dy(t) = a-y(t)dt +b-y(t)dW(t) (18.1)

Ekkor levezethetGek az aldbbiak:

E(y) = yoe* (18.2)

Var(y,) = y2e®® (et — 1) (18.3)
1

y; ~ LogNorm (Iny + (a — §bQ)t, b*t) (18.4)

A biztositasi folyamat megadéasa még nem elég ahhoz, hogy konkrét biztositasi hely-
zetekre eredményeket kapjunk, hiszen a kifizetéstiiggvény is alapjaiban hatarozza meg a
biztositasi szerzddést, igy erre vonatkozoan is valamilyen feltevéssel kell élniink. f(y(7"))
jelentése: mennyit kell kifizetnie a biztositonak a T'. idépillanatban azt tudvan, hogy ott
a biztositéasi folyamat az y(T) értéket vesz fel. (Az y(T') adott esetben a tulélszamot
jelenti, ekkor a kérdés az, hogy y(T') tulélére vonatkozoan mekkora lesz a biztosito kifi-
zetése.) Természetesen adodhat az f(y(T)) = c-y(T') valasztésa, ahol ¢ pozitiv konstans.
Ez olyan biztositasi szituaciokban fordul els, ahol valamennyi biztositottnak ugyanaz a
végkifizetés garantalt, ilyen lehet példaul egy fix biztositasi Gsszeges elérési biztositas,
ahol tehat valamennyi taléls c értéket kap a T' idGpillanatban.

Most kizardlag erre a természetesen adodo, gyakori esetre korlatozzuk a vizsgaldoda-
sunkat, s ezen f(y(T)) = ¢ - y(T) feltevés mellett nézziik meg, hogy a kiilonb6z6 meg-
kozelitések milyen eredményekre vezetnek. Vegyiik is sorra ezen levezethetd analitikus
formulakat, irjuk fel, hogy milyen egyenléség alapjan kell szamolnunk, s helyettesitsiik

be a feltevéseinkbdl kovetkezd megfelels értékeket!
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e Ornstein—Uhlenbeck folyamat, szérasnégyzet elv

— Idgkonzisztens modszer:

TV (t,y) = %lnE [eo‘f(y(T))‘y(t) = y] = 1InE [eo‘cy(T)‘y(t) = y]

Ahhoz, hogy ezt kiszamolhassuk, sziikségiink van y(7") momentumgenerald
fiiggvényére. Hasznaljuk ki, hogy y(T') ebben az esetben normalis eloszlasu,
s igy momentumgeneralé fiiggvénye ismert! Ekkor a fliggvényt M-mel jel6lve

(s) = eBlrseaVarlur)s® g ehhe a 17-

. . , , , , —ur. 102 1—e—21TYg2
es Osszefiiggés eredményét helyettesitve: M, (s) = e¥® " se2 3 (170"

72;/1")

(a 0 idopillanatra vonatkozoan): M,

(7252
evoe s m (1me Ugyanez a t-re vonatkozo feltétellel: M, (s) =
2.2

eytei‘u'(Tit)Seo-ZIZ (1_672H<T7t)).

Visszatérve a keresett 7, -re, s felhasznélva, hogy f(y(T)) = ¢ y(T):

1 1 —p(T— o?(ac)® i —op(T—t
Wv(t,y) — alnE [eacy(T)‘y(t) — y] _ alﬂ [Gyte w(T t)aceT(lfe 2u(T ))]

2 2 2 9
l [CytOZB_N(T—t) + M(l _ €—2M(T—t))] — cyte—u(T_t) + g QcC (1 B G_QM(T—t))

Ap

(19)

— Statikus megkézelités: ITY (f(y(T)) = Ei[f (y(T))] + saVar,[f(y(T))].
Ebbe behelyettesitve a 17-es Gsszefiiggés eredményeit f(y(T)) = ¢ - y(T') fel-
tevés mellett:
Y (F(9(T)) = epe™ T + 2act (1 — e=2r-) -

24

2.2
= ey T 4 T (1 — e (20)
i

Mit kaptunk?

Ornstein—Uhlenbeck folyamatot és a természetesen adodo f(y(T')) = c-y(T) kifizetést
feltételezve: a szorasnégyzet elv ugyanazt az eredményt fogja adni mind idGkonzisztens
arazés, mind a hagyomanyos, statikus arazas hasznélataval.

Felmeriil az igény, hogy kozelebbrdl is szemiigyre vegyiik ezt az eredményt, miért
egyezhet meg ez a kett6? Emlékezziink ra, hogy mibdl szarmazott az idékonzisztens
arazas eredménye! A megfelel§ levezetést és atalakitasokat kovet&en egy parcidlis dif-
ferencialegyenlet megoldasara vezettiik vissza akkor a feladatot. Az, hogy a statikus és

az id6konzisztens modszer ugyanazt az arat adja, egyenértékd azzal, hogy a statikus
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modszer megkivant ITY (f(y(T)) ara kielégiti az id6konzisztencia parcidlis differencial-
egyenletének 5.1-es egyenletét. Elevenitsiik fel ezt a parcialis differencialegyenletet:

1 1
m, +amy) + §b27r;/y + 5&(1)7@/)2 =0

Ezt kellene kielégitenie ITV (f(y(T))-nek, vagyis cye 7=t 4 %‘f(l — e~ (Tt nek.

Ellendérizziik, hogy valoban teljesiil-e ra a kdvetelem! Els6képp kiszamoljuk a megfelels
derivaltakat:

* = cypem T 4 —Ui‘i‘f? (1 — e~20(T—1)

vV _ —u(T—t —2u(T—t oclac? __ —u(T—t —2u(T—t o2ac?
* Ty = ceHT—1)

vV _
* Ty = 0

Helyettesitsiik be ezeket, tovdbba az a(t,y) = —puy, és b(t,y) = o értékeket! Igy:

1 1 _ _ _ _ 0'20402
m) +am,) + §b27r;/y + 504(5@’)2 — peypeMT= _ o=2u(T=0) R

0'20102

- ,uyt(ceju(Tit)) + 0+ %OJ(O’CGN(Tt))z = Iucytgf'“(T*t) _ e*ZM(T*t) . 5 _

— peye T 4 %a co? eI —

Vagyis valoban kijon, hogy a parcialis differencidlegyenlet felirasa teljesiil. Ez azt
jelenti, hogy egyuttal ellenériztiik is, hogy az id6konzisztens és a statikus ar megegyezik

egymaéssal.

e Ornstein—Uhlenbeck folyamat, szoréas elv

— TIdskonzisztens modszer r = 0% valasztassal:

w5 (ty) = EY [f(y(T)]y(t) = y] =EF[c-y(T)|y(t) = y].

Ezesetben dy® = (—uy £ Bo)dt + odW? szerinti varhaté értéket szamolunk,
ezt jelenti szamunkra az EY feliras. Ebben az esetben — ahogy az lathato is — a
drift kiegésziil egy korrekcios taggal. A varhato érték a 0. id6pontban az alabbi
lesz: E(yr) = yoe T & B30T, a t id6pillanatban pedig y(t)-t ismerve: E;(yr) =
y,e T + Bo(T —t). Jegyezziik meg, hogy ha tilélsszamot modelleziink (s
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ebben a dolgozatban ez a {6 irAnyvonal), Ggy az ar y szerinti derivaltja pozitiv
lesz, elvégre magasabb talélgszam magasabb Osszkifizetést eredményez. Ez
matematikailag azt is jelenti, hogy a o szorzdjaként feltlinG elGjel pozitiv
lesz, hiszen kordbban, a képlet levezetésénél megjegyeztiik, hogy ez az elGjel m,
elgjelével egyezik meg. Ezen megjegyzést megtéve a varhato érték az alabbira
modosul: By (yr) = e T8 4+ o (T —t), s ezt behelyettesitve mar konnyedén
megkaphato 77 (¢, y) is:

5 (t,y) = eye M T 4 cBo (T —t) (21)

— Statikus arazéssal:

I (f(y(t) = Bl (y(T))] + B/ Var[f (y(T))]

Behelyettesitve a 17-es Osszefiiggés eredményeit:

2

IF(f(y(t) = eye™ 70 + 5\/ 02;—“(1 — e 2T =

1 — e—2u(T-1)

= cye T 4 ¢Bo
24

(22)

Mit kaptunk?

Idékonzisztens modszerrel cye T~ 4 cfo (T —t), mig statikus felirassal cy,e (71 +
cBo # arat kérnénk a portfolivért. Leolvashato, hogy az eltérés a kockézati
felarban jelenik meg, az Osszeadas elsé tagja mindkét esetben a kifizetés varhato értéke
cy,e T (Varhatoan y,e *7—% talélénk lesz, s mindegyikiik szamara c a kifizetends
Osszeg. )

A kockézati felar tehat eltér a két esetben, de vajon mennyire? Az idGkonzisztens
hozzaallas cfo(T — t) pluszt kér a statikus megkozelités cfSoy / #—jével szemben.

Irjuk fel az utébbi esetére e 24T~ elsérendd kozelitését! e 24T ~ 1 — 2u(T — t).
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Behelyettesitve ezt:

R =T —1
21 21
1 — e—2u(T-1)
¢ ~vT —1
24
1 — e—2u(T—1)

Vagyis azt latjuk, hogy az exponencidlis kifejezést annak els6rendd kozelitésére atirva egy
becsiilt értékkel dolgozhatunk tovabb (bar ez a becslés a miiveleti transzformaciok miatt
mar nem kezelhets els6rendii kozelitésként), s ekkor a statikus megkozelités hozzavets-
leges kockazati tébblete cfoy/T — t lesz az id6konzisztens drazas cBo(T — t) pluszaval
szemben. Az el6bbi persze hangsilyozottan egy becsiilt érték, mégis leolvashato, hogy a
két kockazati tobblet kozott azért felfedezhetd rokonsag: mindketts a cfo szorzatot si-
lyozza még egy id6tényeztdl fliggd szorzoval. Pontos Gsszehasonlitasra persze ez alapjan
nem nyilik lehetGségiink, de majd konkrét szamértékek mellett Gsszevethetd lesz a kettd

altal produkalt ar.

e Geometriai Brown-mozgas, szorasnégyzet elv

— Id¢konzisztens modszer:

v (t,y) = élnE [eaf(y(T))‘y(t) = y] = élnE [eo‘cy(T)’y(t) = y]

Ugyancsak a momentumgeneréld fliggvényre lesz sziikségiink, ahogy ez a sz6-
rasnégyzet elv felirasakor mar korabban, Ornstein—Uhlenbeck folyamatot fel-
tételezve is megtortént. Tudjuk, hogy a mostani esetben yr lognormalis el-
oszlasu lesz. Ekkor azonban az is ismert, hogy a momentumgeneral6 fiiggvény

nem létezik, egészen pontosan az exponencialis kifejezés varhato értéke 400

lesz. Ebbél adodoan esetben 7V (¢, y) = +oo lesz a kért ar.
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— Statikus arazassal: IT) (f(y(t))) = E[f(y(T))] + 3aVar,[f (y(T))].
Ebbe behelyettesitve a 18-as sszefiiggés eredményeit f(y(7)) = ¢ - y(T) fel-

tevés mellett:

1 a(T— _
Y (F((T))) = ey + Sacype T T —1)  (23)

Mit kaptunk?

Geometriai Brown-mozgést feltételezve a szoérésnégyzet elv idGkonzisztens esetben
nem adott racionalisan hasznélhaté eredményt. Hidba implikilja a szamitas maga ezt a
+o00 arat, realisan nem indokolt ennyit kérni a biztositasi portfolioért. Kiindulva abbdl,
hogy y(7T') a talélok szamat jelenti: y(7') < y(t) felss korlat adhato, vagyis "legrosszabb
esetben" a portfolié valamennyi tagja életben marad, s ezaltal jogosult a megillets biz-
tositasi osszegre. Atirva f(y(T))-re: f(y(T)) = c-y(T) < c- y(t), azaz maximum c - y(t)
fizetés terheli a biztositot a T'. idépillanatban. Nem indokolt tehit +oo-re arazni a port-
foliot, hiszen véges fels6 korlat adhato a kifizetésre, s igy az arra magara is.

Ezzel szemben a statikus modszer véges eredményt ad, ami tehat "valosag-
kozelibb", mint az el6bb targyalt idékonzisztens &ar. A statikus modszer ara:
Cytea(Tft) + %a02y1f262a(T7t)(6b2(T7t)

%ac2yt2€2a(T—t)<€b2 (T—t) _ 1).

— 1), azaz a varhato értéken feliili kockazati felara:

o Geometriai Brown-mozgas, szoras elv

— TIdskonzisztens modszer r = 0% valasztassal:

m3(ty) = E7 [fy(D)]y(t) = y] = EF[c-y(T)|y(t) = y].
Ahogy méar korabban is a széras elv felirasakor, most is dy® = (a & 8b)ydt +
bdW* szerinti varhato értéket szamolunk, vagyis a drift most is kiegésziil egy

korrekcios taggal. A varhato érték igy az alabbi az lesz: E(yr) = yoe @07 il-

atBb)(T—t) Ugyancsak a korabban is el6-

letve t-re vonatkoztatva: E,(yr) = ye
jové logikat felhasznalva, feltételezve, hogy y a tulélészamot modellezi, vagyis
a m, deriviltfiiggvény végig pozitiv, a varhato érték az aldbbira modosul:

E,(yr) = 3, @T8)(T =t Ezt behelyettesitve, ¢t idépontra szamolva:

73 (t,y) = cypel T (24)
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— Statikus arazéssal:

I (f(y(1) = Elf (y(T))] + B/ Var [ f (y(T))]

Behelyettesitve a 18-as Osszefiiggés eredményeit:

I (f(y(t) = ey + B\/Cnye%(T*t)(ebQ(T*t) —1)=

= cype 0 (1 + BV e (T=t) — 1) (25)

Mit kaptunk?

Idskonzisztens logikéval cye@#)(T=t) mig hagyomanyos modszerrel cyte“(T_t)(l +
B\/m) arat kérnénk a portfolivért. Most is érdemes lehet megvizsgalni, hogy
milyen kapcsolatban all egymassal a két érték.

Az idGkonzisztens ar:

(a-+Bb)(T—t) a(T—t) . ,Bo(T—1)

PP TN elssrendis kizelitésébdl:

cyie = CYi€ )
cypelTPIT o ey e@T=D (1 4 Bb(T —1)), vagyis:
cype TPITY oy, @T=D ey edT=0 L BH(T — 1)
A statikus ar:
cye™ (1 + By /(e (T0) — 1)), T Delsérend( kozelitésehol:

cyee® T (14 B4/ (T — 1)) =~ cye®™ D (1 4+ By/BA(T — 1)), ebbsl (b > 0):
cype® T (1 + B/ (T8 — 1)) ~ cype® D ey e® T L BT — t

Tehat mindkét esetben egy elsérendii kozelités értékét behelyettesitve hasonlo alakra
hozhat6 a két megkivant ar, persze ezek az arkozelitések a mtveleti transzformaciok
miatt mar nem tekinthetdek elsérendii kozelitéseknek. Most is kirajzolodik az a formula,
ami mér az Ornstein—Uhlenbeck folyamat szoras elvénél is: az arban a varhaté érték
mellett megjelend kockéazati felar az id6konzisztens drnal és a statikusnal hasonl6é ugyan,
viszont az id6tél fiiggs szorzod az elsbb (T —t)-ként, mig utébb annak gyokeként, /71 — t-
ként jelenik meg. Ugyanezt figyeltiilk meg tehat korabban is a szoras elv esetében, akkor
még az Ornstein—Uhlenbeck folyamat tanulmanyozésa soran. Ahogy akkor is, most is
csak becsléseket vethettiink Ossze egyméssal, pontos Osszehasonlitds most is csak tgy

lehetséges, hogy adott, konkrét szamértékeket helyettesitiink az eredeti képletekbe.
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2.8. Elméleti eredményeink alkalmazasa

Ebben az alfejezetben gyakorlati példdkon nézziik meg, hogy a korabban levezetett és
elemzett elméleti eredményeink mit adnak konkrét biztositasi szituacidkban. Ugyanazo-
kat a feltevéseket hasznéljuk a kapcsolodo biztositasi folyamatra és kifizetésfiiggvényre
vonatkozoan, mint azt az el6bbi alfejezetben is tettiik, ezen feliil most mar a megjelend
paramétereknek is értéket adunk. Igy pontosan kiszamolhatoak a keresett arértékeink.

Elssképp az Ornstein—Uhlenbeck folyamattal foglalkozzunk! Ahogy korabban is irtuk:
dy(t) = —p - y(t)dt + odW (t)

Tegyiik fel, hogy a portfolionk 10000 szerzédéssel indul, vagyis y(t) = 10000! A bizto-
sitasi tartam 10 év lesz: T'—t = 10. y(t) fejlédésére vonatkozoan: p alapvetGen a folyamat
adott pillanatbeli varhato értékét hatarozza meg (a varhato értékre kizarolag a kiindulod
értéknek és p-nek van befolydsa), mig a o érték a szorasnégyzetben jatszik szerepet.
Vegyiink észre, hogy az Ornstein-Uhlenbeck folyamat esetén a véletlen tag nem fiigg a
folyamat adott pontbeli értékétsl (s pontban nem fiigg y(s)-t6l), igy értelemszertien ma-
gas o-t kell valasztanunk, hogy az 6nmagaban, y(s) szorzo nélkiil is meg tudja ragadni a
folyamat véletlenszeriségét. Igy adodhat egy lehetséges valasztasnak a = 0.05, illetve
o = 20 érték.

Az egyszertliség kedvéért c-t vegyiik egységnyi értékiinek, vagyis a konstans kifizetésre:
c = 1. A szorasnégyzet elv o paramétere pedig legyen 0.5! Mekkora lesz ekkor az ar

szorasnégyzet, valamint szoras elvvel a kiilonb6z6 modszerek esetén?

e Ornstein—Uhlenbeck folyamat, szorasnégyzet elv

Ahogy lattuk egy alfejezetettel korabban (19-es és 20-as Osszefiiggések), a szorés-

négyzet elvvel mindkét megkozelités ugyanazt az arat adta, amely:

1% 1% —p(T—1) o’ac? —2u(T—t)
T (t,y) =1 (f(y(T))) = cye + T (I—e )

Behelyettesitve:
00510 . 20%-0.5-12 o 0n
7V (t,y) =11 (f(y(T)) = 1-10000 - e~ *0>10 4 oo (e 2:0.05-10)
200

= 6065 + (1 — e ") ~ 6065 + 1000 - 0, 632 = 6697.
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Leolvashat6, hogy varhatéan 6065 tulélénk lesz, mindegyikiik szdmara 1 egység
kifizetés jar. A varhato értéken feliil megjelend kockézati felar pedig 632.

e Ornstein—Uhlenbeck folyamat, szoréas elv
Paraméterfeltevéseink megegyeznek az el6bbiekkel, 5 pedig legyen 2!

IdGkonzisztens arazassal (21-es of.):
7(t,y) = cpe T + o (T — 1)
Behelyettesitve:

7 (t,y) = 1-10000 - %01 1 1.2.20-10 = 6065 + 400 = 6465.

Statikus arazassal (22-es 6f.):

1 — e—2u(T-1)

Hf(f(y(t)) = cye MY 4 cBo o

Behelyettesitve:

IS (f(y(t)) = 1-10000 - e 00510 4 1.2 QOW
— . .e . ) 1o
o 2-0.05

~ 6065 + 40 - 2.514 ~ 6065 + 101 = 6166. (egészre kerekitett érték)

Valoban szembeotls a kockazati felarak okozta kiilonbség, mig az el6bbi modszer
6465-0s, addig az utobbi 6166-os végeredményt hoz. Persze ahogy az mar korabban is
emlitésre keriilt, ez a két modszer merGben més alapokon nyugszik, igy nem feltétleniil
érdemes kovetkeztetéseket levonni az eredményeikbdl. Téves lenne azt lesztirni, hogy az
id6konzisztens arazas magasabb kockéazati felarat kovetel, elvégre més a két modszer mo-
gottes logikaja, igy eleve nem is indokolt a két esetben ugyanannak valasztani a dijelvek
paramétereit. (S gondoljunk bele, hogy az ar nagyban fiigg a dijelvparamétertsl, ami

értelemszerien mashogy valaszthatéo meg a kiilonb6z6 logikakra tamaszkodva.)
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Most térjiink at a geometriai Brown-mozgéasra! Ekkor:
dy(t) =a-y(t)dt +b-y(t)dW(t)

Ahol lehet, ugyanazokat a feltevéseket tessziik, mint az Ornstein—Uhlenbeck folya-
matndl, igy: y(t) = 10000, T'— ¢t = 10. A kifizetés most is egységnyi: ¢ = 1, a dijelvek
paraméterei is valtozatlanok: a = 0.5, § = 2. A biztositési folyamat paraméterei viszont
kordbban nem ebben a forméaban keriiltek el6, igy azokra most kell meghataroznunk fel-
tevéseinket. Legyen a = —0.05, ezzel ugyanaz a varhato érték jelenik meg Vs > ¢ esetén
y(s)-re, mint a korabbi Ornstein—Uhlenbeck folyamat paramétervéilasztasanal (korabban
1 = 0.05 fordult el paraméterként, viszont ott a fejlédésdinamikédban ez negativ elGjel-
lel jelent meg). A fejlédésdinamika masik paramétere most azonban mésfajta szerepet
tolt be, elvégre a véletlentagot mar nem o szorozza 6nmagiban, hanem a b paraméter
y-szerese, vagyis mar maga a folyamat aktuélis nagysaga is befolyésolja a véletlenértéket.
Példankban valasszuk b-t 0.005-nek. Mekkorak lesznek ekkor a keresett &drak?

e Geometriai Brown-mozgas, szorasnégyzet elv

Az id6konzisztens arazas +oo eredményt hozott paramétervalasztastol fiiggetleniil.

Statikus 4razéssal viszont véges arat kapunk a 23-as Osszefiiggés alapjan:

alt — 1 a(T— 2(T—
I (f(y(1)) = eye” ™0 + SactypeT0( T 1)

Behelyettesitve:
I (f(y(T))) = 110000 - e™*0%10 4 ~. 0.5 12100007 - =210 . (1005710 _ 1)

~ 6065 + 2300 = 8365.

Ll

egészre kerekitett érték)

e Geometriai Brown-mozgas, szoras elv
A korabban definialt paraméterekkel dolgozunk.
Id6konzisztens arazassal (24-es 6f.):

Ws(t, y) _ Cyte(aJr,Bb)(Tft)
Behelyettesitve:

73 (t,y) = 1 - 10000 - (70052000510 — 6703 (egészre kerekitett érték)
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Statikus arazassal (25-0s of.):

TE(f(y(t) = cyee” ™D (14 By/ (T — 1))

Behelyettesitve:

17 (f(y(t))) = 1-10000 - e 00510 (142 1/ (e0:005210 — 1)) ~
~ 6065 - 1.031625 ~ 6257. (egészre kerekitett érték)

Itt is azt kaptuk a vartnak megfelelen, hogy az id6konzisztens ar feliil fogja milni a
statikusat, elvégre a megeléz6 alfejezetben lathattuk, hogy mig az el6bbi hozzavetslege-
sen az eltelt id6t, addig az utobbi annak gyokét veszi szorzosiulyul a kockazati felarnal, s
esetiinkben az id6 1 egységnél nagyobb (T'—t = 10), igy a (T — t)-s szorz6 nagyobb lesz,
mint a /7 — t-s. Jelen esetben az eltérés 6703 <> 6257. Most is hangstlyozand6 azon-
ban, hogy ez az eltérés megegyez6 dijelvparaméter esetén adodott, de ez természetesen
nem azzal ekvivalens, hogy az idGkonzisztens arazas mint megkozelités altalanossaghan
magasabb kockazati felarat kovetelne. Masfajta szerepet tolt be egyiknél és méasiknal a

dijelv paramétere, nem indokolt a két modszer esetében megegyezének beallitani Gket.

2.9. A dijelvparaméterek viszonya

A két megel6z6 fejezetben az idGkonzisztens és a hagyomanyos, statikus arazas ered-
ményeit hasonlitottuk Gssze egymassal, Gsszesen négy alapeset tanulmanyozisa révén.
Ebbdl a négy esetbdl egyszer arra jutottunk, hogy a szolgdltatott arak megegyeznek,
egyszer pedig arra, hogy mig az egyik 400 lesz, addig a masik véges értéket fog ad-
ni. A maradék két esetben lathattunk csak példat arra, hogy mindkét modszer véges
eredményt ad ugyan, de azok képlet szerint nem egyez&ek. Megallapitottuk, hogy mivel
eltérg jelentGségi szerepet jatszanak ezek a paraméterek a két modszer aralakitdsaban,
ezért nem is indokolt ket megegyezének valasztani: ekkor viszont felmeriilhet a kérdés,
hogy milyen paramétervalasztasok kellenének ahhoz, hogy adott koriilmények (a biztosi-
tasi folyamat jellemzdinek és a szerz6dés tartamanak rogzitése) mellett ugyanazt az arat

kapjuk. Milyen viszonyban &llnanak igy egymassal ezen paraméterek?
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A két széba jovs eset, ahol tehat értelme van a vizsgalodasnak, mert véges, am eltérd
eredményeket, kapunk:
1) Ornstein—Uhlenbeck folyamat, szoras elv

2) Geometriai Brown-mozgas, szoras elv

Az idGkonzisztens modszer paramétere szerepeljen B, a statikusé pedig 5‘ jelzéssel
(ugye mindkét esetben a szoras elvvel araztunk, ezek [ paraméterrel szerepeltek), s

lassunk neki a vizsgalodasnak!

e Ornstein—Uhlenbeck folyamat, szoréas elv

A modszer szerinti ar t-ben
[d6konzisztens modszer (L, y) = cyre T 4 cBo(T —t)
Statikus megkézelités | II7 (f(y(t)) = cye T8 4 cBa\/%ﬁT—t)

A két arat egyenlévé téve:

1 — e—2u(T—-%)

2

=0t

cype M= 4 CBO’(T — 1) = cye MY 4 cBo . levonva cy,e

1 — e2u(T-1)
- leosztva a nemnulla co-val:

CBO’(T —t) = cBo

egy oldalra rendezve, B-t kifejezve:

I
™

BT —1)

~ A~ [1 = e2u(T-1)
D=0\ ST =1y

Igy Ornstein-Uhlenbeck folyamatra szoras elv mellett megegyezs arbol kiindulva
megkaptuk az id6konzisztens paramétert a statikus fiiggvényeként kifejezve. Megtehet-
jiik, hogy abrazoljuk a kapottat. A biztositasi folyamat paramétereit a korabban is hasz-
nélt paraméterek értékeiben (u = 0.05, o = 20) rogzitjik. Az id6tényez6t mint valtozot
kezeljiik. Ekkor:

~ o 1 — ¢—20.05-(T—¢) . |1 = e—0.1:(T—1)
- = Nz V) 26
= 2-0.05- (T'—t)? p 0.1-(T —1t)? (26)
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Héarom dimenzioban abrazolva (0 < T —t < 30, 0 < B < 3):

Ornstein-Uhlenbeck folyamat, széras elv

nM
;o ow
B

[
. :

1564

Idbkonzisztens 1

Statikus 3

2. abra. Ornstein—Uhlenbeck folyamat, szoras elv esetén: B és B kapcsolata

Néhany érték szamszerten is:

~

~

~

B f=1|p=2]|5=3

T —t=0.5]|1.3967 | 2.7934 | 4.1902
T—t=1 ]0.9755 | 1.9510 | 2.9265

T'—t=25 ]0.3967 | 0.7934 | 1.1902

T —1t=10 | 0.2514 | 0.5028 | 0.7543
T—t=15 | 0.1858 | 0.3716 | 0.5574
T —t=20 | 0.1470 | 0.2941 | 0.4411
T —t=2510.1212 | 0.2424 | 0.3636
T —t=230 |0.1028 | 0.2055 | 0.3083

Az abran is kivilaglik az, amit mér analitikus vizsgalodasunk soran is lathattunk ko-

rabban. Megallapitottuk ugye, hogy mig az idékonzisztens arazés kockazati tobbletében

az id6tényezd maga jelenik meg egyiitthatoként, addig statikus esetben hozzavetélege-

sen annak gyoke (utobbi hangstlyozottan csak kozelité eredmény). Ebbdl értelemsze-

rien adodik, hogy 1-nél kisebb idGhorizontra ugyanahhoz az arhoz rogzitett B mellett

magasabb 3, l-es idGhorizontra kézel megegyez6 3, mig 1-nél nagyobb idéhorizontra

alacsonyabb f tartozik. Ez a karakterisztika rajzolodik ki a tablazatban is.
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Tovabbé az is megfigyelhetd, hogy minél hosszabb id6tavrol van sz6, annal élesebben
valik el egyméstol a két [-érték: minél nagyobb T' — t, ardnyaban annal kisebb B adja
idGkonzisztens drazassal ugyanazt az arat, mint adott B statikus modon.

Ebbdl is levonhato a kovetkeztetés, amir6l mar kordbban is sz6 esett: nagysagrendileg
més szerepi egyik és mésik modszer esetében az alkalmazott dijparaméter. Lényegében
azt mondhatjuk, hogy mivel az id6konzisztens megkozelités G-ja egymas utani inter-
vallumokon fog djra és Gjra megjelenni, igy az egymés utédnisdg miatt hosszi idGétavon
"felerssodik" a szerepe. Ez indokolhatja, hogy nagy T —t esetén mar kis 3 is olyan magas
kockazati tobbletet tud produkilni, amit statikus esetben relativ magas B kér csak.

Hasonl6 eredményre fogunk jutni geometriai Brown-mozgas esetén is:

e Geometriai Brown-mozgas, szoras elv

A modszer szerinti r t-ben
(a+Bb)(T—t)

Id6konzisztens modszer 7 (t,y) = cye

Statikus megkézelités | II7(f(y(t)) = cype® T (1 + BT — 1)

A kettSt egyenlové téve:

cy,e @I — oy pa(T—0) (1 + By b (T—1) — 1), leosztva a nemnulla cy,e® T -vel:

T = 1 4 By/et*T—1) — 1, mindkét oldal nemnegativ, igy
vehetjiik logaritmusukat:
Bb(T —t)=1In (1 + B/ eb*(T-1) — 1), egy oldalra rendezve, -t kifejezve:
In (1 + B/ T-1) — 1)
b= o(T — 1)

Fixdlva b paramétert: b = 0.005 (ugyanezzel az értékkel dolgoztunk ezt megelézGen

is), T — t-t valtozoként kezelve:

In (1 + B/ €0-000025-(T—1) — 1)
0.005 - (1" —t)

b= (27)
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Ekkor 3 abrazolva 8 és T —t fiiggvényeként (0 < T —¢ < 30,0 < B < 3):

Geometriai Brown-mozgas, szoras elv

nM
;o ow
B

[
n :

1564

Idbkonzisztens 1

Statikus 3

3. abra. Geometriai Brown-mozgas, szoras elv esetén: J és § kapcsolata

Mletve néhany [ szamszertien is:

~ ~ ~ ~

B f=1|p=2]|5=3
T—t=0.5| 14117 | 2.8185 | 4.2203
T'—t=1 ]0.9975 | 1.9901 | 2.9777
T—t=25 |0.4447 | 0.8846 | 1.3197
T —t=10 | 0.3138 | 0.6227 | 0.9269
T —t=15 | 0.2558 | 0.5067 | 0.7530
T —t=20 | 0.2212 | 0.4376 | 0.6494
T—t=25|0.1976 | 0.3904 | 0.5780
T —1t=230 | 0.1802 | 0.3556 | 0.5265

Ugyanaz mondhato el itt is, mint az el6bb, Ornstein—Uhlenbeck folyamatot vizsgalva.
[gaz azonban, hogy most rovid idétavon jelentGsebb, hosszii idGtavon viszont kevésbé

markans eltérések addédnak B és B kozott.
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2.10. Az id6konzisztenciardl szolo fejezet rovid osszefoglalasa

A fejezetben bevezettiik az idSkonzisztencia fogalmat, s elmagyardztuk, hogy noha a
hagyoméanyosan alkalmazott, statikus kornyezetben felirt aktuariusi dijelvek nem feltét-
leniil teljesitik a kovetelményét, mikor biztositési szerzddések arazasakor pénziigyi koc-
kézatok is megjelennek, mégiscsak felmeriilhet az igény annak megkovetelésére. Erre a
gondolatra épitve Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi idGkonzisztens
aktuariusi értékelésekrél szol6 cikke alapjan megnéztiik egyes aktuariusi dijelvek idGkon-
zisztens kiterjesztését. Az igy kapott értékeléseket dsszevetettiik a hagyomanyos, statikus

valtozataikkal is, valamint azokat konkrét példakra is kiszamoltuk.

A szakdolgozat célkitiizése olyan értékelések felallitasa volt, melyek egyarant idd-
és piackonzisztensek. Az el¢bbi témakorét mar részletesen tanulmanyoztuk, utobbirél vi-
szont még nem esett sok sz6. A kovetkezs fejezetben erre fog sor keriilni: megismerkediink

a piackonzisztenciaval.
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3. Piackonzisztens aktuariusi értékelések

Korabban is a hagyoméanyos, aktuariusi dijelvek kiterjesztésével foglalkoztunk: idaig id6-
konzisztens iranyba. Egy maésik fajta kiterjesztési irdanyvonal lehet a piackonzisztens
irdnyba torténd. Ez utobbi arra reflektal, hogy a biztositési piacon mar régéta nagy
szamban vannak jelen olyan termékek, amelyek kockdzata nem pusztan egy kapcsold-
do biztositési folyamat véletlenségébdl fakad (ezekre a kockézatokra innentdl aktuariusi
kockazatokként fogunk hivatkozni), hanem amellett pénziigyi, piaci kockazatot is maguk-
ban foglalnak. Ilyenek a részvényarfolyamokon alapuld termékek (példaul a unit-linked
biztositasok), valamint a garanciaval rendelkezd kifizetések is.

Amikor az aktudariusi és pénziigyi kockazat kiilonbozéségérsl beszéliink, akkor azt
nem csupan azért tessziik, mert névleg mas a kockézat forrasa, de maga a kockéazati
jelleg is eltér6 lesz: mig az el6bbit hedzselni rendszerint nem tudjuk, addig az utobbit
sok esetben igen. Ez azt jelenti, hogy annak ellenére, hogy biztositoként egy véletlen
kifizetést vallalunk el, nem feltétleniil vagyunk kiszolgaltatva annak kockazataval szem-
ben. Egy leegyszertisitett példa: ha azt vallaljuk, hogy tiz év mulva kifizetjiik egy adott
részvény akkori arat, akkor hidba kdévet az ar véletlen folyamatot, ha most megvessziik
a részvényt és tiz évig tartjuk, akkor tiz év milva lényegében rendelkezésiinkre fog allni
az akkori ara, azaz megfelel¢ hedzseléssel (most: a részvény megvasarlasaval) elérhetjiik,
hogy a részvényar valtozasa okozta kockazattal szemben semlegesek legyilink. Ennél egy
fokkal Osszetettebb példa lehetne, ha nem azt vallaljuk, hogy kifizetjiik tiz év milva a
részvény arat, hanem azt, hogy ezt egy elérési biztositassal kombinaljuk, vagyis amennyi-
ben a biztositott megéli a tizedik évet, Ggy jogosult lesz az akkori részvényar-kifizetésre,
kiilonben viszont nem. Ezen utébbi példa tovabbfejlesztése vezet el a unit-linked biztosi-
tasi termékekhez, amik jelenleg is meghatarozo részét teszik ki az életbiztositasi piacnak.
Erzékelhetd, hogy milyen fontos feladat igy manapsag a piaci, pénziigyi kockézatok biz-
tositoi értékelése.

Osszefoglalva elmondhaté, hogy biztositoként nem pusztan olyan kockazatokkal szem-
besiiliink, amelyek egy kapcsolodo biztositasi folyamat (példaul tulélésszam) sztochaszti-
kajabol fakadnak, hanem olyanokkal is, amelyek egy vagy tobb piacon kereskedett termék
aralakulasanak véletlenségével dllnak kapcsolatban, s a piacon kereskedettség volta miatt
lefedezhetGek (bar a piac nem feltétleniil teljes, igy nem allithato, hogy mindig megoldha-

t6 a megfelels fedezés). Minthogy tehat szamos szerz6dés egyarant magaban foglal nem
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hedzselhet és hedzselhets kockdzatokat is, adodik a kérdés: hogyan arazzuk s hogyan
kezeljiik biztositoként ezen kockazatok egyiittesét?

Az alapvetd nehézség abban rejlik, hogy a pénziigyi és aktuériusi kockazattipus na-
gyon eltér6 viselkedésii, s emiatt arazasuk is teljesen méas elveken nyugszik. A kétfajta
kockazat egyiittes jelenléte olyan hozzaallast hiv el, ami kombinalni tudja a kettét: az
aktuariusi dijelvek id6- és piackonzisztens irdnyba torténé kiterjesztése egy lehetséges
megoldast kinal.

Miel6tt azonban hozzakezdenénk ennek tanulményozasahoz, el6bb tobb figyelmet kell
szentelniink maganak a piackonzisztencia fogalmanak. Mit is értiink pontosan piackon-

zisztencia alatt, az hogyan valosithatd meg egy biztositasi portfolié keretrendszerében?

3.1. Piackonzisztencia a biztositasban

Roviden azt mondhatjuk, hogy a piackonzisztencia azt koveteli meg, hogy azoknak az

A piackonzisztencia s annak biztositasi szektorban valdé megjelenése mélyrehatéan
fel van dolgozva a Mario Valentin Wiithrich, Hans Biihlmann és Hansjorg Furrer har-
mas szerzésében megjelent Market-Consistent Actuarial Valuation cimi konyvben ([4]).
Ebben kifejtésre keriil tobb, a témahoz kapcsolodd elméleti és gyakorlati megfontolas
is, mindazonaltal a mi részletes ismertetésére most nem nyilik lehet&ségiink, mindossze
egyetlen, a téméankhoz szorosan fliz6d6 szeletét fogjuk roviden attekinteni ebben a feje-

zetben.

3.1.1. Kiértékelési portfolio

A piackonzisztencia megvalositasanak magja egy tn. kiértékelési portfolio felallitasa (X-
szel jelolvén a biztositasi portfoliot az X—VaPo(X) hozzarendelést keressiik, ahol a
VaPo jelolés a valuation portfoliora, vagyis a kiértékelési portfoliora utal.)

Ez azt jelenti, hogy a biztositasi portfolionk értékelésekor els6ként azt piacon kereske-
dett termékek Osszességeként irjuk fel, s végiil ez utobbinak kell majd meghataroznunk az
arat. Lényegében arra toreksziink, hogy az eredeti biztositasi portfolionkat egy replikilo
portfoliova jatsszuk at, ahol a replikald portfolio mar meghatarozott pénziigyi termékek-

b6l tevédik Ossze.
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A replikalas és értékelés két fazisban torténik. ElGszor feltessziik, hogy a haldlozasi
tabla determinisztikus, vagyis nincsen aktuériusi kockdzat, pontosan ismert, hogy mikor
hanyan haldloznak el. A masodik 1épésben pedig mar szamolunk ezzel a kockazattal is,
azaz ott mar sztochasztikus halalozasi tablaval fogunk dolgozni.

Nézziik tehat elsként a determinisztikus modellt!

3.1.2. Kiértékelési portf6lié, determinisztikus modell

A konnyebb érthetGség kedvéért egy példan illusztralva fogjuk levezetni a kiértékelé-
si portfolio felallitisat. Nem ugyanazt a példat vizsgaljuk, amit a felhasznalt irodalom,
attol eltérs tartammal és indulo életkorral fogunk dolgozni, ugyanakkor mi is egy vegyes-
biztositast vesziink alapul, hogy az elérési és halaleseti kifizetés egyarant bemutathato
legyen. Tovabba ugyantgy lesz garancialis kifizetésiink, hogy annak replikalésat is szem-
léltetni tudjuk. Léassuk is a példat!

A biztositasba torténd belépési kor 40, a tartam 3 év (x = 40, n = 3). A biztositasi
dij alland6, minden év elején felmeriils: II; = II, ¢ = 40,41,42. A halaleseti és elérési
kifizetések egy elére megnevezett I index (vagy részvény) adott évi értékének lesznek
fiiggvényei (I;, t = 41,42, 43), ahol az indul6 érték egységnyi, I4o = 1. A kifizetések:

-Elérési: 1,3, garancia nélkiili.

-Haléleseti (t = 41,42, 43): max([;, (1 +14)"719) , ahol 7 el6re rogzitett kamatlab. Ez a
kifizetés tehat garancialis, évi ¢ szazalék kamatgaranciat véllal.

A mortalitasi tdbla szokasos jeloléseivel legyen [, az x. életkort megéltek, d, pedig
az x. életkort még megélt, de x + 1.-et mar nem elérsk szama! (Ertelemszertien: d, =

l. — lp.11.) Ekkor a biztosito ki- és befizetései egy tablazatban Gsszefoglalva:

t | cash flow | biztositasi dij halaleseti kifizetés elérési kifizetés
40 Xy — 4011

41 X —[4 11 dyo- max (I, (1 +14)")

42 Xyo i dy1- max (I, (1 +1)?)

43 X3 dyo- max(ly3, (1 +1)3) lyg - Iy3

Keressiik az ezt replikalé portfoliot, VaPo(X)-et. Lassuk is, milyen egységekbdl épit-
hetjiik ezt fel!
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-Biztositési dij: zéro-kupon kotvényekkel: Zyg, Z41, Z4o. Magyarazat: példaul a két év
mulva esedékes egy egységnyi befizetés replikidlhato egy most megvasarolt két év tartamu
zéro-kupon koétvénnyel.

-Elérési kifizetés: I. Magyarazat: az eléréskor esedékes I3 kifizetés replikdlhato az 1
index (részvény) azonnali megvasarlasaval.

-Haléleseti kifizetés: az el6bbieknél Gsszetettebb, a t id6pontra vonatkozoéan I +
+ Put® (I, (1+4)1740), ahol t = 41,42,43. Az index (részvény) megvasarldsa mellett tehat
egy Put opciora is sziikségiink van, mégpedig egy olyanra, amely lehet6vé teszi, hogy
t idépontban az I részvényiinket (1 + 4)"71° aron eladhassuk. Ez leképzi a max(I;, (1 +
i)!71%)-et: ha az ar t-ben (1 + )"0 felett van, akkor nem érvényesitjiik a put opci6
lehetéséget, igy valoban I; értékkel fogunk rendelkezni, ha az &r viszont (1 + 4)710 ala
keriil, akkor az index értéke az opcio értelmében (1+4) "4 -re "cserélhets". Osszességében
a t-beli kifizetés valoban max([I;, (1 + ¢)!74) lesz.

Mindezek alapjan felirhato egy béazis a portfolidhoz tartozo kifizetések replikalasara,

mégpedig az alabbi 7-dimenzios vektor:
(Z1o, Zur, Zu, T, Put "D (L, (1 + 0)1), Put ™ (I, (1 +4)?), Put™ (I, (1 +4)?))

A portfolié replikdlasanak hatramarado lépése, hogy azt is megmondjuk, hogy az egyes
baziselemekbdl mennyi sziikségeltetik. Visszakanyarodva a korabban felirt replikalési tab-

lazatunkhoz, a determinisztikus haldlozési tabla feltételezéseivel élve ezek az értékek:

baziselem egységek szama

Zyo —lyo - 11

Zi —ly - 11

Zya —lgp - 11

I dyo + dyg1 + dyo + lyz = lyo

PutD (T, (14 4)b) | dyo
Put(42) (I, (1 + ’L)Q) d41
Put (1, (1 44)%) | dy

Mi tortént? Sikeresen replikdltuk a biztositasi portfolionkat: elGszor meghataroztunk
egy bazist, majd felirtuk a portfélionkat ebben a bézisban, igy megadvan a replikalo
vektorunk. Innentdl a kiértékelés tgy torténik, hogy egy kiértékelési fiiggvény segitsé-

gével arat rendeliink ehhez a replikdlé vektorhoz. Feltételezvén, hogy ismertek az egyes
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béaziselemek arai (vagyis ismertek a megfelel§ zéro-kupon kotvények, az index, illetve a
megfelel§ put opciok arai), mar a replikalo portfolio ara is meghatarozhato: valamennyi
baziselembdl a replikaldshoz sziikséges mennyiséget véve a portfolio ara ezen arak Ossze-
geként fog adodni. Matematikailag: elszor az X—VaPo(X) hozzarendelést elvégezve
felirhattuk a portfolionk replikalasat, majd ezutan egy A kiértékelési linearis funkcionélt
véve ezen elvégezhetjiik a VaPo(X)—A(VaPo(X)) hozzarendelést, amely tehat mar ér-
téket rendel a replikalod portfélidhoz.

Megjegyzés: érdemes azonban szot ejteni arrél is, hogy ez a kiértékelési A fliggvény
nem feltétleniil 4ll a rendelkezéstinkre, példaul nem sziikségszertien kereskednek a piacon
hétéves zéro-kupon kotvényekkel, noha lehet az az egyik baziselemiink. Igy eléfordulhat,
hogy egyéb megfontolasokra és modszerekre is sziikségiink van a portfolié aranak megha-
tarozasahoz. Ebbdl az észrevételbsl adododan persze az is elmondhatd, hogy a kiértékelési
fiiggvényiink nem is feltétlen egyértelmii. A hétéves zéro-kupon kétvény példajanal ma-
radva: ha nincs adott ara egy baziselemnek, akkor az azt értékels kiillonb6z6 hozzaallasok
is eltérg értékeket rendel(het)nek hozza, igy végeredményben eltérs kiértékelési fiiggvényt

eredményez(het)nek.

Osszefoglalas

A piackonzisztens értékelés elsG fazisdban determinisztikus haladlozasi tablat alapul
véve leképeztiik a biztositasi portfolionkat megtelelé pénziigyi termékek Osszességeként,
azaz fel tudtunk irni egy azt replikalé portfoliot. Feltételezvén, hogy ismertek a bazisként
szolgalo pénziigyi termékek értékei (arai), mar a portfolio értékének maganak meghaté-

rozésara is lehetdségiink nyilik e replikdld portfolié alapjan.

3.1.3. Kiértékelési portf6lio, sztochasztikus modell

A piackonzisztens értékelés méasodik fazisaban méar sztochasztikus halalozasi tablaval dol-
gozunk. Az elgbbi fazisban ugye determinisztikus tablat vettiink alapul, tehat lényegében
nem foglalkoztunk az aktuariusi kockdzattal, amit egy kapcsoldédo biztositéasi folyamat
(példaul a tulélésszam) sztochasztikaja okozott. Most viszont mér ez utobbi kockazatot
is szamitasba vessziik azaltal, hogy a modelliink sztochasztikus mortalitisi tablara fog
épiteni.

Mihdl is fakad a kockézat? Abbol, hogy minthogy a halalozasok immar nem determi-
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nisztikusak, igy a hozzajuk kapcsolédd pénzaramok sem lesznek azok. Ebben a fazisban
ugy fogunk egy portfoliot felirni, hogy annak alapja az el6z6 fazisban bevezetett replikalo
portfolié legyen: a mortalitasi tabla legjobb becslése determinisztikus tablat ad, s az alap-
jan felépithetd az el6z6 fazisban targyalt replikald portfolio. Ugyanakkor a most jelenlevd
véletlenség miatt ezt a portfoliot kiegésziteni kényszeriiliink egyfajta plusz biztonsagot
ad6 kockazati rahagyassal.

A konnyebb érthetGség kedvéért most is egy példan szemléltetjiik a modszert. Akar-
csak az els6 fazisban, a feladatunk ismét egy kiértékelési portfolio felallitasa lesz. A
vizsgalat alapjaul szolgalo biztositas legyen ugyanaz, mint a kordbban latott: a vegyes-
biztositas paraméterei mind megegyezGek az el6bbiben latottal, az egyediili eltérés az
lesz, hogy most miutan elindultunk az I életben 1évével, mar engedjiik a tulélési folya-
matot sztochasztikusan tovabbfejlédni. (Igy tériink &t determinisztikusrol sztochaszti-
kus mortalitasi tablara.) A kovetkezs években tehat a tulélések véletlenszamok lesznek:
L4y, Ly, Lys, illetve hasonléan a halalozési szamok is: Dyg, Dyg1, Dys.

Ezeket figyelembe véve a masodik fazis ki- és befizetései az alabbiak:

t | cash flow | biztositési dij halaleseti kifizetés elérési kifizetés
40 | X = X0 —lyoll

4l Xh —Lyll Dyo- max(Iy, (1 +4)")

42 X1 —Lypll Dyp- max (I, (1 +14)?)

43 X5 Do max(Iys, (1 +14)3) Ly3 - I3

Ez alapjén felithat6 a replikilo vektor is a mar korabban felallitott bazisban:

baziselem egységek szama

Zao —lyo - 11

Zy — Ly - 11

Zao =Ly - 11

I Dyo + Dy1 + Dag + Laz = lyo

Put(T, (1 +4)Y) | Dy
Put™ (1, (1 +4)?) | Dy
Put™) (1, (1+14)%) | Dy

Latjuk, hogy most mér a replikalo vektorunk elemei kozott véletlenszamok is megje-
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lennek. Nyilvan ezzel 6nmagaban nem haladhatunk tovabb, elvégre nem replikdlhatunk
véletlen mennyiségekkel. Ugyanakkor felirhatjuk, hogy milyen eltérés mutatkozik a mos-
tani és az el6z6 fazisbeli pénzaramok (s igy a replikalo vektorok) kozott, vagyis megpro-
balhatjuk valamelyest a mostani esetiinket visszavezetni a mar kordbban targyaltra.

Mik is tehat pontosan ezek a pénzarambeli eltérések? Irjuk fel a bazis alapjan! Tegyiik
meg ezt els6képp t = 41-re, hiszen az az elsé év, ahol kiilonbség mutatkozik a pénzaramok
kozott.

-a biztositasi dijbol fakadoan:
(lyg — Lyg) - 11+ Zyy (28.1)
-a haléleseti kifizetésbol fakadodan:
(Dao — dag) - (T4 Put“D(I, (1 4 0)Y)) (28.2)

Ezen feliil értelemszeriien a ¢ = 41-ben torténd valtozas a késébbi évekre tartott
portfoliot is feliilirja, ezen portfolio megvaltozasét is fel kell irnunk. A ¢t = 42-re vonatkozo

kiértékelési portfoliot VaPo(Xyz)-vel jelolve ez a differencia:

VaPo(X42)

l41

(Lay — lar) - (28.3)

Magyarazat: determinisztikus esetben ez a tartott portfolio VaPo(Xys) = %VaPo(XQ),
mig sztochasztikus esetben ez aranyosan modosul: %V@PO(XQ). Ezek kiilonbségeként
valoban a fenti adodik.

Felhasznalva azt a konnyen levezethets Gsszefiiggést, hogy Dyg — dyo = l41 — L1, az
el6z6ek alapjan a determinisztikus és sztochasztikus eset kozti eltérés az alabbi format

fogja Olteni a bazisban felirva:

(29)

Po(X
(Dao — dao) - <I + Put"™ (I, (14 0)Y) +11- Zy — Vao—(@))

L
Megtehetjiik, hogy kicsit jobban szemiigyre vessziik a kapott Osszefiiggést. Mi is mond-
hato el a kockdzatnak kitett Osszegrél, mi torténik, ha a vart dyy helyett Dy haldl-
eset kovetkezik be? Egyrészt a biztositoé koteles allni a vonatkozo halaleseti kifizetést,
ami a bazis szerint egy fore I + PutD(I, (1 + i)'). Ezen feliil elesik a t = 41 évi

dijbefizetéstdl is, ami egy f6re nézve II - Z4;. Ugyanakkor az elhaldlozottra mar nem
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kell tartania a replikdlo portfolid egy fére es részét, vagyis "felszabadul" %&X“)—

nyi bazisérték. Osszességében egy fére a kockdzatnak kitett sszeg bazisunkban felir-
va: T4+ Put(I, (1 4 i)Y) + 11 - Z,, — YePeXe) - p o g, fore pedig ebbsl adodoan:

la1

(Do — dap) - (I + Put®(, (144)) + 11 Zyy — %) . Vagyis logikusan is kovetkezik
az Osszehasonlitasbol megkapott képlet.
Hasonl6 megfontolasokkal levezethet a t = 42-beli differencia a determinisztikus és

sztochasztikus eset portfoliéi kozott:

(Dyy — %du) : (I + Put"(L, (1 +4)%) + T+ Zyy — %EX“)) (30)
lletve ¢ = 43-ra:
(D2 — %d@) : (I + Put™(T, (1 41)*) — I) = (D2 — %d@) - Put™(T, (1 410)%)
(31)

Mi alapjan szamitsunk fel kockazati tobbletet? Minthogy a konkrét megvalosulasok
(a nagybetiikkel jelolt értékek) nem ismertek, véletlenszertek, igy a 29-31-es képleteket
egy az egyben természetesen nem alkalmazhatjuk, de ki tudjuk olvasni bel&liik, hogy mi
egy adott évben a kockdzatnak kitett portfolio, amivel ardnyosan lehetne tartani egyfajta
"kockazati tobblet portfoliot". Példaul ¢ = 41-re nézve ez: T + PutD(T, (1 +4)') + 11 -

VaPo(X , s .. . )
Ja — VaPoXs2) Fy, o konkrét megvaldsulasban D4y — dyo-vel keriil megszorzésra, ami

laa
atirva:
D d
Dyy — dao = lgo - (1—40 — lio) (32.1)
40 40
Bevezetve a ¢, = % jelolést:
D d D
Dyo — dyo = lgo - (ﬂ - ﬂ) = ly - (ﬁ — q40> (32.2)
L4 L1 L1

A felhasznalt irodalom szerzéi ebbdl kiindulva azt mondjak, hogy tartsunk minden
évre egyfajta kockézati tobblet portfoliot, mégpedig az évekre vonatkozo portfoliokat
K F-szel jelolve legyenek ezek az alabbiak:

VaPo(Xy2)

l41

VCLPO(X43)

l42

KFy = ly - (¢ — quo) - <I + Put® (@, (14 0)Y) + 1T+ Zy — ) (33.1)

) (33.2)

KFys =l - (¢} — qu2) - Put®(I, (1 +1)*) (33.3)

KFyp =1l - (¢, — qu) - <I + Put"D(I, (14 0)%) + 11 - Zyy —
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A fentiekben ¢} az aktuarius altal megadhat6 paraméter, lényegében a ¢ — ¢, szor-
z6 hatarozza meg a kockéazati tobblet portfoliok aranylagos nagysagat. Lathato, hogy
ezek a képletek 6sszhangban vannak a koradbbi levezetéseinkkel, a 29-31-es és a 32.2-es
Osszefiiggésekkel.

A g, illetve ¢¢ — g, értékek megszabasa nem kotott, példaul valamilyen aktuariusi
elvre tdmaszkodva torténhet. Gondoljunk bele, milyen jelentése is van annak, hogy pél-
d4ul a t = 41-re vonatkozoan az egy f6re esé T4+ Put (I, (14-0)") +11- Z4 — %ﬁxm
kockazati portfoliot lyo - (¢h, — qao)-vel szorozzuk! Ez a szorzé hivatott ugye leképezni a

-nyi

varhato értéktsl valo Dyy — dyo-nyi véletlen eltérést, vagyis azt, hogy ha az elhalalozas
alakulasa nem a vartnak megfelelGen torténik, akkor mennyiben modosulnak a portfolio
ki- és befizetései. Az a kérdés, hogy a véletlen eltérésért hogyan felarazunk, mar az ak-
tuériusi dijelveknél is el6keriil. AlapvetGen attél fiigghet, hogy a kapcsol6dd biztositasi
folyamat miféle sztochasztikat kévet. Az aktuariusi dijelvek a megkovetelt felarat példaul
a folyamat szoérésaval vagy szorésnégyzetével aranyositottik, értelemszeriien mivel itt is
hasonlé dolgot szamolunk, itt is torténhet a felar megszabasa (ezzel Gsszefiiggésben ¢,

illetve ¢& — ¢, megadasa) ez alapjan.

Osszefoglalva a korabbiakat az mondhato el, hogy a tartando kiértékelési portfolionk
a mortalitasi tabla legjobb becslésébdl kapott determinisztikus tabla implikalta replikilo
portfolio és a kockazati tobblet portfoliok osszegeként adodik. Vagyis a mar kockazati

rdhagyassal is rendelkezd kiértékelési portfolionk:
VaPo* ¥ (X) = VaPo(X) + Y _KF, (34)

Ezen portfolio aranak meghatarozasahoz tobb dologra is sziikségiink van:

e A determinisztikus tablabol adodo replikalo portfolio (VaPo(X)) kiértékelésére.
A kiértékelésr§l mar részletesebben is esett sz6 az els§ fazis ismertetésekor, akkor

A-val jeloltiik a kiértékelési linearis funkcionalt.

e A kockazati tobblet portfoliok meghatarozasara (esetiinkben K Fyy, KFyp és KFy3
megadasara). Ez osszefiigg az egy fére es6 kockazati portfoliok szorzoinak megsza-

bésaval.

e Utobbi kockazati tobblet portfoliok kiértékelésére.
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Mit kaptunk?

Ebben a fejezetben a piackonzisztencia fogalméval ismerkedtiink meg a Market-
Consistent Actuarial Valuation cimi konyvben leirtakra taAmaszkodva. Az ott leirtakhoz
hasonléan mi is két 1épésben vezettiik be a piackonzisztens értékelés aktuariusi megvalosi-
tasat: elszor a determinisztikus esettel foglalkozva, majd azt tovabbvive a sztochasztikus
esetre. A modszer lényege egy kiértékelési portfolio felallitasa volt. Az els6 fazis megfelels
replikdlé portfolivja a masodik fazisban kiegésziilt az évekre vonatkoz6 kockazati tobb-
let portfoliokkal is, azaz Gsszességében immaron egy kockazati rahagyassal is eszkozolt
portfoliot frtunk fel, VaPokokvéd-(X)-et. A keresett portfolionk felallitasat kovetSen az
egy kiértékelési linearis funkcional segitségével alkalmasint bearazhato, hangsilyozvan
hogy a piac nem-teljessége miatt ez a kiértékelési lineéaris funkcional nem feltétleniil all

egyértelmien rendelkezésiinkre.
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4. Piac- és 1id6konzisztens aktuariusi értékelések

A korabbi fejezetekben elGszor az idSkonzisztencia, majd a piackonzisztencia fogalma-
val ismerkedtiink meg. Roviden azt mondhatjuk, hogy egy értékelést akkor tekintiink
idGkonzisztensnek, hogy ha azt egyetlen id6horizonton megéllapitva ugyanazt kapnank,
mintha az idGhorizontot tovibb bontva értékelnénk. Lényegében egyfajta feltételes vér-
hato értéknél is megjelend toronyszabalyt elégitenek ki az ilyen értékelések. Piackonzisz-
tens értékelésnek pedig azokat az értékeléseket tekintjiik, amelyek esetében a replikalhato

A két fogalom tisztazasat kovetGen lehetdségiink nyilik arra, hogy 0tvozziik a kettét,
vagyis immar olyan értékelésekkel foglalkozzunk, amelyek egyszerre id6- és piackonzisz-
tensek. Mi hivja életre az elvarast, hogy egy értékelés egyarant teljesitse a két kovetel-
ményt? Ahogy arrél mar szé esett, manapsag sok olyan termék fordul el§ a biztositasi
piacon, ami aktuariusi és pénziigyi kockazatot egyarant magaban foglal, s mi szeretnénk
egy eszkozt a keziinkben, amely kezeli ezt a kockézatkettdst. A pénziigyi termékek araza-
sdnal mar hozzaszokhattunk ahhoz, hogy egyfajta dinamikus kérnyezetben értékeliink,
vagyis a pénziigyi folyamat fejlédésdinamikajénak leképzése mellett. Ez a dinamikus
kornyezet magéaval vonja az idGkonzisztenciat, elvégre a pénziigyi termékek arazasakor
természetesen adodik, hogy az ar ugyanaz, ha "egybdl" értékeliink, mintha az idGho-
rizontot felosztva értékelnénk pontrol pontra. Adodik tehat az otlet, hogy a biztositasi
termékekre is vigyiik at ezt a fajta dinamikus, idGkonzisztens logikét, terjessziik ki a
mar ismert aktuariusi dijelveket id6konzisztens modon. Ha pedig ez mar megvan, Ggy a
piackonzisztencia feltétele is konnyen atiiltethetévé valik, vagyis végeredményben olyan
értékeléseknél kotiink ki, amelyek egyarant id6- és piackonzisztensek, s igy alkalmasak
lesznek az aktudriusi és pénziigyi kockizatok egyiittes kezelésére.

Mitja Stadje és Antoon Pelsser 2014-ben megjelent Time-Consistent and Market-
Consistent Evaluations cimii cikkében ([5]) foglalkozik a kétféle konzisztencia vegyité-
sével, egyiittes megkovetelésével. A szakdolgozat 4. fejezetében ezt a cikket fogjuk fel-
dolgozni. Az aktuariusi dijelvek kétiranyu kiterjesztése kézenfekvs lehetdséget ad id6- és
piackonzisztens értékelések felallitdsara. Ahogy a szerzék, tgy mi is tehat az aktuariusi
dijelvek kiterjesztésére fogunk fokuszalni, s ez alapjan bevezetni tjfajta kiértékeléseket,
amelyek immaéaron alkalmasak lesznek olyan biztositéasi szerzédések bearazasara, melyek

aktuariusi és pénziigyi kockazatokat egyarant tartalmaznak.
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A cikk egyik fontos eredménye, hogy formalizalja a mindkétféle konzisztenciaval ren-
delkez§ értékeléseket. Ehhez els6képp definialja az tgynevezett kétlépcsGs piaci értékelé-
seket, majd beldtja, hogy megfelel kovetelmények teljesiilése esetén az id6- és piackon-
zisztens értékelések egybeesnek a kétlépcesds piaci értékelésekkel.

Ahhoz, hogy dolgozni tudjunk ezekkel az kétlépcsds piaci értékelésekkel, elGszor be
kell vezetniink, hogy mit értiink alattuk. Tegyiik is ezt meg!

4.1. A hasznalt jelolések

Mindenekel6tt a hasznalt jelolések bevezetésére lesz sziikségiink. A feldolgozott cikk je-
161éseivel élve legyen (92, F,P) a kapcsolodo valosziniiségi mezd, jelolje G C F azt a
o-algebrat, mely leképzi a biztositd kezdeti informaciojat! A mostani vizsgalodasunkban
mar pénziigyi instrumentumok is a rendelkezésiinkre allnak, jelolje S = (S1,52%,...,9")
n-dimenzi6s vektor a pénziigyi piac n instrumentumanak aralakulasi folyamatat, az alta-
luk generélt o-algebrat pedig jeloljiik F°-sel, F° C F! Legyen tovabba F° = o(F*,G)!

Feltessziik, hogy a pénziigyi piac teljes és arbitrazsmentes, igy minden olyan deri-
vativa, amely G-re feltételt véve csak az S-beli instrumentumok &rabol tevidik Gssze,
hedzselhetd lesz, valamint egyértelmtien létezik a Qg valoszintiségi mérték (a G-re vald
feltételt jelolvén also indexben), hogy S mint vektor martingal legyen Qg alatt. Feltessziik
tovabba, hogy Qg és Pg ekvivalens mértékek.

A szokasos jelolésekkel élve legyen L£°(Q, F,P) —vagy roviden L£2(F)— a korlatos
véletlen valtozok tere! A pénziigyi és biztositasi véletlen viltozokat H-val jelolvén: H €
L®(F), H(w) a w szcendridhoz tartozo jelenérték.

A pénziigyi piacon Qg fogja definiadlni az arbitrazsmentesség adta arazasi operatort,
g : L2(F%) = LZ(G):

Mg(H®) = E% (H%) = /Q H? (w)Qg (dw)

A piackonzisztencia formalizalva jeloléseinkkel: minden HS € £>(F%), H € L>(F)

esetén:

Ig(H® 4+ H) = E% (H%) 4 TIg(H)
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Megjegyzés: F° rendszerint szigori részhalmaza F-nek, vagyis részhalmaza, de nem
egyenl§ vele. A pénziigyi piac teljességébdl tehat nem kovetkezik a piac egészének tel-
jessége: a mar tobbszor emlegetett példankat elGvéve, ha biztositoként egy elérési bizto-
sitassal kombinalt részvényar-kifizetést vallalunk, akkor az aktuériusi kockazat jelenléte
miatt (tehat annak okan, hogy nem ismert el6re a ttlélésszam), ez a kifizetés mar nem

lesz tokéletesen replikalhato.

Jeloléseink bevezetése utan ratérhetiink a cikk eredményeinek ismertetésére.

4.2. Kétlépcs6s piaci értékelések

A feldolgozott cikk belatja, hogy minden olyan esetben, amikor a részvények aralakulésa
folytonos, s a kapcsolodo biztositasi folyamat értékei fix id6pontokban valnak ismertté
(ezek az esetek leképzik azokat, amelyekkel természetes modon foglalkoznank egy biz-
tositasi szerz6dés arazéasakor), elmondhaté az, hogy amennyiben egy értékelés egyszerre
piac- és id6konzisztens, ugy felirhatd kétlépess piaci értékelésként. De mit is értiink
kétlépests piaci értékelés alatt? A két 1épcesé elsé 1épésben az adott szerzédést feltéte-
lesen értékeljiik, mégpedig tgy, hogy feltessziik, hogy G mellett rendelkezésiinkre all az
S-részvények aralakulasa is. Ez annak felel meg, hogy valamennyi részvényar-alakulas
mellett kapunk egy konkrét kiértékelést. Ebben az els6 lépésben valamilyen értékelési
modszerrel kell feltételesen bearaznunk a szerzédést, portfolidt, s erre kézenfekvd lehe-
tGséget kindlnak példaul az aktuariusi dijelvek. Ha ezzel végeztiink, akkor attérhetiink a
masodik lépésre, amiben mar feltételes varhato értéket kell venniink Qg mérték szerint.

Azokat az értékeléseket tekintjiik tehat kétlépcsGs piaci értékeléseknek, amelyek fel-
irdsa ezen két lépés alapjan torténik. Formalizalva: egy Ilg : L(F) — L>(G) értékelés
akkor kétlépcsds piaci értékelés, ha létezik hozzd Fo-feltételes értékelés, [zs 1 L2(F) —
L>(F5), hogy:

Ilg(H) = E¥ [Ilzs(H)] (35)

Ahogy emlitve lett, a kétlépcsGs értékelés els6 lépésében valamilyen el6re megvalasz-
tott értékelési technikat kell alkalmaznunk, s mi most aktuariusi dijelvek hasznéalataval
fogunk élni. A korabbi, id6konzisztenciaval foglalkoz6 fejezetben a szorasnégyzet elvet

és a szorés elvet vettiink gorcsd alé, tegyilink most is igy! Felirva ezeket kétlépcsds piaci
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értékelésekként:
e Szorasnégyzet elv:

Iy (H) = E9% [Exs(H) + %aVarfs(H)}, a>0 (36)

e Szobras elv:

II5(H) = E¥[Ers(H) 4+ 8/ Varzs(H)], 8> 0 (37)

Hangsulyozandé azonban, hogy legtébbszor olyanok az aktuériusi és pénziigyi koc-
kézatot egyarant tartalmazo szerzGdéseink, portfolionk, hogy a két kockézat egymastol
fiiggetleniil jelenik meg. Az aktuariusi kockazat a leendd kifizetések szamaval kapcsolat-
ban meriil fel, a pénziigyi pedig egyetlen konkrét kifizetés nagysagara vonatkozoan, s
ezek egymastol fiiggetlenekként lépnek fel. Ilyenkor a kifizetés szorzatalakban irhato fel,

mégpedig formélisan:

H=yr- f(ST)7 (38)

ahol yr azon szerzédések szama, melyekre kifizetés vonatkozik (példaul: elérési biztositas
esetén a tulélésszam T-ben), f(Sr) pedig egy darab kifizetend pénziigyi instrumentum
T-beli értéke.

A felvazolt fiiggetlen, szorzatalakos esetben a kétlépcsGs piaci értékelés az aldbbi

format fogja oOlteni:
g(H) = E% [Mgs(yr - f(Sr))] =E%[f(S7)] - Hg(yr). (39)

Mit is jelent ez? Adott egy H portfolionk, ahol H = yp- f(St), vagyis a biztosito az y
biztositasi folyamat yr értékének megfelel6szor koteles kifizetni a régzitett pénziigyi inst-
rumentumok f(Sr) fiiggvényét. Példa lehet, ha a biztosito azt véallalja, hogy az allomany
tulélginek (meghatarozott tartam mellett) fizeti egyenként elérési kifizetésként 1000 MOL
részvény arat. Ekkor drazaskor a biztosito egyrészt arazza a szoban forgd pénziigyi inst-
rumentumo(ka)t, jelen esetben egy fére az 1000 MOL részvényt: E99[ f(St)], ami most
replikalas okdn megegyezik az 1000 MOL részvény aktudlis draval. Majd ezt az értéket
megszorozza yr kiértékelésével, g (yr)-vel. Ez a kiértékelés egy elére kivalasztott techni-
ka alapjan torténik, példaul a szorasnégyzet vagy szoras elv idékonzisztens kiterjesztése

szerint.
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4.3. Elméleti eredményeink alkalmazasa

Nézziink meg néhany konkrét példat, hogy lathassuk, a bevezetett modszer miképp al-
kalmazhato a gyakorlatban biztositasi szerz6dések arazéasara! (A példak hangsilyozottan
egyszertsitett példak lesznek, s a kifizetések nagysagrendje sem felel meg a valosagnak,
mindazonéltal ezek alkalmasak arra, hogy rajtuk a modszer szemléltethets legyen.) Az
elére kivalasztott technika, mellyel a biztositasi folyamatok kockézatat fogjuk értékel-
ni, legyen a széras elv, a kapcsolodo biztositéasi folyamatok pedig kovessenek geometriai
Brown-mozgast! Természetesen mas elvvel is értékelhetnénk, s a biztositasi folyamatok
is lehetnének eltéré dinamikajiak, de most elsGsorban a kétlépcsss piaci értékelés mint
modszer bemutatasa a cél, ehhez pedig elegend6 ezek tanulmanyozasa. Mas elv, illetve

mas dinamika valasztésaval a képleteink értelemszeriien modosulni fognak.
e A biztositasi folyamat geometriai Brown-mozgés, tehat az alabbi alaku:
dy(t) =a-y(t)dt +b-y(t)dW(t) (40.1)
Specialisan legyen a = —0.02, b = 0.015:
dy(t) = —0.02 - y(t)dt + 0.015 - y(t)dW (), (40.2)

valamint y(0) = 10000.

o A szorés elv dijparaméterének § = 0.2-t valasztjuk.

e Ezekben a példakban 0 a kezdd id6pontunk, erre vonatkozoan fogunk értékelni.

Elsé példa
Az el6z6en felvazolt példahoz hasonloan vallalja a biztosito, hogy elérési kifizetésként
T = 10 tartam mellett minden tulélének 1000 I index arat tériti (I tetszéleges index).

Ekkor a 39-es Gsszefiiggés alapjan:
Mg(H) = E% [f(Sr)] - Ug(yr) (41.1)

A szorzotényezok értékeit kiilon-kiilon hatarozzuk meg.
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e Az [ index aktualis arat c;-vel jelolve:

E%9 [ f(S10)] = 1000 - ¢; (41.2)

e Az id6konzisztens arazas 16-os Osszefiiggésébdl pedig:
Mg(y10) = Eg [y(10)|y(0) = 10000}, (41.3)
ahol E® a modositott y-folyamat szerinti varhato értéket jelsli, vagyis azt, amelynél:

dy® = (a(t, y) + Bb(t, y))dt + b(t, y)dW®

(A 16-0s Osszefiiggéssel szemben most 5b(t,y) elGjele biztosan pozitiv lesz, elvégre
korabban megéllapitasra keriilt, hogy ezen elGjel a m, derivalt elGjelével egyezik

meg, ami most +.)

Ezt felhasznélva g (y10) = E§ [y(10)|y(0) = 10000] = yo - e(@+#10 Jesz. Most nem
kell a képletbe foglalnunk a 16-os Osszefiiggésben szerepls diszkontalasi tényezét.
Ennek az az oka, hogy a 2. fejezetben, az id6konzisztens arazas képletének leveze-
tésekor még elhanyagoltuk a piac meglétét, s a pénz idéértékét csak a diszkontalési
tényez6 révén tudtuk figyelembe venni. Itt azonban mér olyan értékeléseket hasz-
nalunk, melyek egyben piackonzisztensek is, igy replikdlasra is lehetGséget adnak.
Minthogy a megjelend részvényeket mar replikdltuk is (s aruk jelenértéken sze-
repel), igy a 16-o0s Osszefiiggéssel gy maradunk osszhangban, ha 4jbol méar nem

diszkontalunk (vagy masképp: az r = 0% megadéssal éliink).

A fenti képletbe behelyettesitve yg, a, b és 5 értékeit:

Tg(y10) = E§ [y(10)] = 10000 - (002402001910 ~ 10000 - 0.8437 = 8437 (41.4)
Igy végiil:
g(H) = E%[f(S10)] - Hg(y10) ~ 1000 - cf - 8437 = 8437 - (1000 - ¢;)  (41.5)

Lathatjuk, hogy a biztosité tgy kezelte a portfoliot, mintha 8437 életben marado-
val kalkuldlna, melyek mindegyikének 1000 - ¢; kifizetéssel tartozna. Valojaban a tulélgk
varhato értéke nem 8437, hanem g - e~ %0210 x5 10000 - 0.8187 = 8187. A két érték kiilon-

bozete a szoras elv id6konzisztens kiterjesztése altal adott kockazati rahagyasbol adodik.
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Ennek gyakorlati jelent&sége, hogy a biztositdé hedzseléskor nem 8187 fére vasarolhat

egyenként 1000 db [ indexet, hanem a kockizat menedzselése érdekében 8437 f6re.

Masodik példa
Masodik példank az els6 példa kiegészitése: a biztosito azt vallalja, hogy elérési kifi-
zetésként T' = 10 tartam mellett minden tulélének 1000 I index arat fizeti, most azonban
rdadasul hozamgaranciat is vallal, évi ¢ szazalékot. Minden egyéb feltevésiink megegyezik
az elsG példaban latottal. Mennyire értékeli a biztositd ezt a portfoliot?
Most f(S10) = 1000 - max(lyg, (1 +7)'%). Ennek replikaldsa:
1000 - (I + Put™(T, (1 +i)'))

I index &ara cy, a ra vonatkoz6 megfelels put opciéé pedig p}O(Hi)w. Ekkor:

EQG [f(Slo)} = 1000 - (CI + p}?(1+i)10> (42.1)

A 39-es Osszefiiggés szerint:

Ig(H) =E%[f(Sr)] - Ug(yr) (42.2)

Az els§ szorzotényezG mar ismert (42.1-es Osszefiiggés), meghatéarozandd még a méa-

sodik. A 41.4-es Osszefiiggés alapjan azonban méar azt is ismerjiik:
g (yi0) = Ef [y(10)] = 10000 - ~0-02+0-2001910 ~ 10000 - 0.8437 = 8437 (42.3)
Innen pedig:

Hg(H) = E%[f(S10)] - Ug(y10) = 1000 - (¢ + pjly i) - 8437 =
= 8437 - (1000 - (c1 + P}y i) (42.4)
Most is azt lathatjuk, hogy a biztosito 8437 tulélsre kalkulal (ahogy az elsg példaban
is emlitettiik, ez az érték mar varhato értéken feliili rahagyast is tartalmaz), s egy-egy

talélére a megfelels replikalod arat veszi, (C] + p}o(l +¢)10)‘t~ Itt persze feltettiik, hogy az [

index aktualis ara mellett a rd vonatkozd megfelel put opci6 ara is ismert.

o8



Romvéri Petra 4.4 Még par sz6 a piac- és idGkonzisztens aktudriusi értékelésekrél

4.4. Még par sz6 a piac- és id6konzisztens aktuariusi értékelések-
rél

Az el6z6ekben bevezettiik, hogy mit értiink piac- és idGkonzisztens aktuariusi értéke-

lések alatt. Ezek az értékelések mar alkalmasak arra, hogy egy biztositasi portfolioban

megjelend aktuariusi és pénziigyi kockazatot egyiittesen kezeljék. Milyen egyéb elényos

tulajdonsiggal rendelkeznek emellett?

Térjiink vissza a kétlépcsss piaci értékelés felirdsahoz (35-6s of.):
g(H) = E° [Ilzs(H)]

Feltételezvén, hogy 0 az induld idépontunk, T pedig a tartamunk: ezen kiértékelés
nem pusztan O-ban ad értéket, hanem tetszéleges belsé helyen felirhat6, ahol rendelke-
ziink informacioval (példaul olyan pontokban, ahol a biztositasi folyamat aktualis értéke
ismertté valik): a ¢ € [0, 7] értékelésnél t-re vonatkozo feltételt véve kell arazunk.

Példaul formalizalva ezt a szorzatalakban elGallo biztositasi kifizetésekre, y(t) = Y

megvalosulast tudvan:

Mg (H) = BZ° [£(S1)] - Tgu(yr) = B2 [£(Sr)] - B [y(T)|y(t) = Y]

A portfolié tehat a biztositasi folyamatot kovetve ujraértékelhets koztes pontokban,
az tjonnan rendelkezésre 4ll6 informéaciok ismeretében. Els§ példanknal maradva tegyiik

fel, hogy a biztosit6 a mar felirt sztochasztikus folyamatbhol indult ki:
dy(t) = —0.02 - y(t)dt + 0.015 - y(t)dW (1), y(0) = 10000

Az els6 év végén ismertté valik a tilélésszam, ami 9900. A biztosito el6zetes feltevése
alapjan ezzel szemben 10000 - 72921 2 10000 - 0.9802 = 9802 varhato tiilélgvel szamolt.
Mit tehet ekkor? Ujraértékelheti a portfoliot ¢ = 1-re vonatkozo feltételes értékeket véve,

mégpedig:
Hg,l(H) = E?g [f(sw)] : Hg,l(ylo) = E?g [f(Slo)] ) Ef [y(lO)‘y(l) = 9900] (43)

(Megjegyzés: Ef [y(lO)‘y(l) = 9900] meghatarozasa soran akar j paraméterekkel is
kalkulalhat, vagyis megvaltoztathatja a kordbban a-ra és b-re tett feltevéseit.) A biztosito
elzetes varakozésa mindenesetre modosult, a kordbbi Ej [y(10)|y(0) = 10000] helyett a
E7 [y(10)|y(1) = 9900] szorzoval kell szamolnia a portfolio értékelésekor.
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Ezen ujrakalkulalasnak gyakorlati jelentGsége is van. Nyomatékositanunk kell, hogy
a bevezetett piac- és idGkonzisztens értékelések modszere mar erésen épit a hedzselés
elvére. A kifizetés replikdlasdnak felirasa megfelel annak, mintha indulaskor lefedeznénk
portfolionkat. Példaul elsé példank eredményét felivva: Ilg(H) = 8437 - (1000 - ¢;). Ez
megfelel annak, hogy induladskor megvasaroltunk 8437 fére egyenként 1000 db I indexet.
Mi torténik ¢t = 1-ben? Modosul(hat)nak a varakozasaink, s ez a gondolat gyakorlati
jelent&séggel is bir. Amennyiben mar més tulélgszammal kell kalkulalnunk, gy hedzselési
stratégidnkat is ahhoz kell igazitanunk. Esetiinkben: ¢ = 0-ban E§ [y(10)|y(0) = 10000]-
re kalkulalva frtuk fel drazasunk, ¢ = 1-ben viszont mar Ef [y(10)|y(1) = 9900]-re. A
kiilonbozetnek megfelel6 mennyiségben tehat I indexet kell tartanunk, hogy a ¢t = 1-beli
értékelésiinkkel 6sszhangban maradjunk.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy az id6- és piackonzisztens értékelések lehetdséget tud-
nak biztositani arra, hogy a biztosito a [0, T] intervallum bels6 pontjaiban reagalhasson
a kapcsolodo biztositasi folyamat alakulasara. Ha példaul valamely koztes idépontban
azt tapasztalja, hogy joval tobb tulélére szamithat, mint azt az elézetes szamitasai imp-

likaltak, akkor annak megfelelGen tudja igazitani replikalo portfoliojat.

4.5. A fejezet rovid Osszefoglalasa

A fejezetben 6sszekapcsoltuk a mar kordbban bevezetett id6konzisztencia és piackonzisz-
tencia fogalmaival kapcsolatos ismereteinket. Piac- és id6konzisztens aktuériusi értéke-
léseket allitottunk fel mar ismert aktuariusi dijelvek kiterjesztésével. Kitértiink arra is,
hogy mi hivta életre ezen értékelések felirdsét, s milyen gyakorlati szempontbél is elényos
karakterisztikdval rendelkeznek.

Hangsilyozando, hogy ez a fejezet csak rovid betekintést adott az id6- és piackon-
zisztens értékelések elméletébe. A téma részletesebb elemzése megtaladlhato a fejezetben
feldolgozott cikkben ([5]), illetve az Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi
szerzGparos egy késébbi munkéajaban (|6]), melyben mar nyugdijbiztositasok korében is

alkalmazasra keriilnek a bevezetett értékelések.
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Ut6szo, osszefoglalas

A dolgozat célja olyan értékelések feldllitasa volt, melyek fair médon képesek értékelni
biztositasi kotelezettségeket, igy az azokban felmeriil6 aktuariusi és pénziigyi kockazatot
tudjak egyiittesen kezelni. Egy lehetséges értékelési modszert nyerhettiink a hagyomé-
nyos aktuariusi dijelvek id6- és piackonzisztens kiterjesztésébdl. A kiterjesztést elébb id6-
konzisztens, majd piackonzisztens modon alkalmaztuk, ekézben megismerkedtiink mind-
két fajta konzisztencia jelentésével. Végiil a kettGt Osszefogva mar olyan értékeléseket
lehetett formalizalni, melyek mindkét konzisztenciat egyszerre elégitik ki. Ezek mar al-
kalmasak a kockazatkettGs kezelésére és fair értékelésére.

A dolgozat megirdsa soran az elméleti megalapozashoz tébb forrasboél is hasznél-
tam fel vonatkozo6 irodalmat. A feldolgozott cikkekben felvazolt médszereket példakon is
kiszamoltam, illusztralva ezzel, hogy megkozelitéseink jol alkalmazhatoak konkrét bizto-
sitasi szituacidkban.

Az id6konzisztenciarol szolo fejezetben kitértem annak alatamasztaséra, hogy a ha-
gyomanyosan hasznalt, statikus kornyezetben felirt aktuariusi dijelvek nem feltétleniil
teljesitik az idGkonzisztencia kovetelményét. Ezt kovetGen a mar id6konzisztensen kiter-
jesztett elveket Osszehasonlitottam azok statikus felirdsaval, s azt is megvizsgaltam, hogy
a tobbi paraméter lefixalasa és azonos dij mellett a két elvhez tartozo dijelvparaméterek
milyen viszonyban allnak egymaéssal.

A piac- és idGkonzisztens értékelésekrsl szolo fejezetben irtam arrol, hogy a beveze-
tett modszer milyen, a biztosité szaméara rendkiviil hasznos gyakorlati jelent&séggel bir.
A gondolat, hogy a tartam ideje alatt, koztes id6pontokban is reagélni lehessen egy biz-
tositasi folyamat alakulasara, a klasszikus aktuariusi arazasi elvekben rendszerint nem
jelent meg, a dolgozatban bevezetett piac- és id6konzisztens értékelésekben viszont mar
igen. Ez utobbi azt is alatamasztja, hogy valoban van 1étjogosultsdga a megismertetett

modszereink tanulményozasanak és biztositéi alkalmazasanak.

61



Romvéari Petra

Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani mindazoknak, akik segitették dolgozatom lét-
rejottét.

Halas koszonettel tartozom konzulensemnek, Araté Miklosnak, amiért az elmalt év
folyamén faradhatatlanul tdmogatta munkamat, a dolgozatot mindvégig rengeteg hasz-
nos Otletével, ttmutatasaval és észrevételével segitette.

Emellett koszonet illeti csaladomat és barataimat kitart6 tdmogatasukért.

K6szon6m szépen!
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