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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom célja elsGsorban a tilélési modellek biztositasban valo alkalmazhatosa-
ganak vizsgédlata. Biztositési kalkulaciokban szamos helyen alkalmazhatoak a tulélési
modellek, ebben a dolgozatban egy specialis teriiletre koncentraltam. Segitségiikkel el-
sGsorban hazasparok élettartamanak egymassal vald Osszefiiggését vizsgaltam. Az élet-
biztositasi szamitasokban legtobbszor egyméstol fiiggetlennek tekintik egy héazaspar két
tagjanak varhato élettartamét, am ez nem feltétleniil allja meg a helyét a valésédgban.

Tekintettel arra, hogy a férj és a feleség azonos életkoriilmények kozott élnek, hasonld
szokasokkal rendelkeznek és a pénziigyi hatteriik is megegyezik, jogosan feltételezhetjiik,
hogy élettartamuk nem fiiggetlen egyméastol. Am a kozos életvitelen feliil a partner halala
is jelent@s befolyéssal lehet a halandosagi valoszintiségre. Ennek az eseménynek a révid-,
illetve hosszutavia hatasait fogom vizsgalni kiilonb6z6 modszerekkel.

A kovetkezd fejezet egy tulélési analizisrsl szolo rovid matematikai bevezetés. Az
itt végigvett fogalmak keriilnek felhasznélasra a 3. fejezetben, ahol is részletesebben
bemutatom a két, ebben a témakorben legelterjedtebb eljarast, a Kaplan-Meier modellt
és a Cox regressziot.

A 4. fejezetben az egymassal Osszefliggs élettartamok vizsgélatanak egy fontos rész-
letét mutatom be, név szerint a frailty modelleket. Ha bizonyos valoszintiségi valtozok -

példéaul élettartamok - kozotti kapcesolatot szeretnénk modellezni, mindenképp szot kell



ejteniink az egyik legelterjedtebb modszerrdl, a kopulakrol. Az 5. fejezetben keriilnek
bemutatasra ennek a moédszernek az alapfogalmai, illetve egy-két szélesebb korben hasz-
nalt nevezetes kopula. A 6. fejezetben a két modellezési alapotlet kozotti hasonlosagokat
és kiilonbségeket tarom fel.

A 7. fejezetben egy konkrét adatbazison modellezem az eddig targyalt Osszefiiggést
az élettartamok kozott, azon beliil is a hézastars haldlanak hatasat az életben maradt
tag tulélési valoszintségére. Az elemzéshez harom részre bontottam a hazasparok élet-
tartamait. ElGszor azt a fazist vizsgaltam, amikor mindketten életben vannak, majd az
els6 halal idépontjatol vett rovid intervallumot, végiil pedig a fennmaradé intervallumot
(ha volt ilyen).

Igy lehetségem nyilt megvizsgalni a tulélési valoszintségek alakulasat abban az ido-
szakban, mikor még egyik félnek sem kellett elviselnie parja halalat, réviddel a haléleset
utan, illetve hosszutavon. Vizsgalodtam a nemek tekintetében is: méashogy hat-e a fér-
fiakra és a ndékre tarsuk elvesztése? Kiilonbozik-e a tars haldlanak hatésa rovid-, és
hosszutavon? A kapott ereményeim a 8. fejezetben foglalom 0Ossze, és tovabbi elemzési

és javitasi lehetGségeket vetek fel.



2. fejezet

Alapfogalmak

A tulélési modellek alapvetd célja egy adott eseményig eltelt idG eloszlasanak modellezése.
Jellemz6 ilyen id6pont példaul a halalozasig eltelt idg, innen ered a modell elnevezése
is. De természetesen alkalmazhaté més idétartamok modellezésére is, példaul gyakran
hasznaljak torléselemzésre is, azaz biztositasi szerzédések megkotésétsl a torlésig eltelt
id6 modellezésére.

Természetesen ez az adott esemény lehet pozitiv dolog is, mint példaul egy betegség
diagnosztizalasatol a gyogyulasig eltelt id6. Hasonloképpen hasznaltak mar az orvostud-
méanyban egy adott betegség visszatérési idejének modelllezésére is.

Most nézziink néhany matematikai fogalmat a megértéshez (lasd [7] és [3]).

2.1. Egyvaltozo6s eset

2.1. Definicid. Tulélésfiigguény alatt értyik az
S(t)=P(T >1t)

///////

Lathato, hogy a tulélésfiiggvény elGallithato az eloszlasfiiggvénybdl, hiszen
S(t)=1—F(t).
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Tehat annak a valoszintiségét jeloli, hogy az adott esemény egy bizonyos id§ el6tt nem
kovetkezett be. Azaz, ha T élettartamot jelol, akkor S(t) annak a valoszintisége, hogy
az alany megélte a t idépontot. Hasznalatos még a tulélésfiiggvény egyenlGséget nem
megengedds valtozata is, azaz amikor az alany tulélte a t id6pontot. A kés6bb ismer-
tetett tulélési modellek egyik célja bizonyos adatokbdl ennek a tulélési gorbe alakjanak
megbecslése.

A tulélési modellek elméletében a kévetkezd legfontosabb fogalom a hazardréata, mas-
néven kockézati rata, amely példaul a kés6bb bemutatott Cox-regresszidoban jatszik fon-
tos szerepet, ugyanis ott a tulélésfliiggvény helyett a hazardrata logaritmusat becsiiljiik

a magyarazovaltozok segitségével.

2.2. Definicié. A hazdrdrdtdt a kovetkezd hatdrérték adja meg:

>
At) = Tim P(T <t+dt|]T > t)
dt—0+4 dt

A hazardréata jeloli annak a valdszintiségét, hogy az egyed egy adott idGpillanatban
rovid idén beliil (dt) meghal, ugy hogy az adott idépillanatban még életben volt.
A hazardrata felirhaté a stirtiség-, illetve a tulélésfiiggvény hanyadosaként is (ha a

tulélésfiiggvény nem 0), ugyanis a feltételes valoszintiség tulajdonsagat felhasznalva

. PT<t+adtlr>t) . Pt<T<t+dl)
A#) = lim, dt = A TP S Dl
o R@4d)—F(t) 1 F(t+dt) - F(t)
ST Sd 5@ as dt (2L1.1)
I NONIO)
S S@)

ahol f stirliség-, F' az eloszlas-, S # 0 pedig a tulélésfiiggvény.

A késébbi alkalmazasokhoz vezessiik be a kumulélt kockézati rata definiciojat is.

2.3. Definici6é. A kumuldlt kockdzati ratat az alabbi integrdl adja meg:

Ennek a definicionak a késébbi fejezetben targyalt Cox-regresszional lesz fontos szerepe.
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2.2. Kétvaltozos eset

Az alabbi fogalmak kiterjeszthetk két, illetve tobb valtozora is, amelyek hasznalatosak

lehetnek a tobb valtozo (példaul élettartamok) kozotti osszefiiggés modellezésére.
2.4. Definicié. Egyiittes tulélésfiiggvény alatt az

Sia(ti,te) = P(Ty > t1, Ty > to)

///////

A korabbiakhoz hasonloan Sis (¢, t) annak a valoszintiségét jelenti, hogy mindkét egyed
életben van ¢ id6pontban.

Felirhatoak természetesen a marginalis tulélésfiiggvények, példaul
Si(t1) = P(T1 > t1) = S12(t1,0),

amelyek az el6bb bemutatott egyvaltozos tuléléstiiggvények tulajdonsagaival rendelkez-
nek. Ha a két talélési id6 fliggetlen lenne egymastol, akkor az egyiittes tulélésfiiggvény

a marginalisok szorzata lenne.

2.5. Definicié. Az aldbbi mddon definidlhato a feltételes tulélésfiigguény:
Si2(t1]|Th = t2) = P(Ty > t1|Ts = t5),

ahol ti,to > 0, Ty, Ty tulélési idok.

Ez a fajta feltételes tulélési fiiggvény annak a valoszintiségét adja meg, hogy az elsé
egyed életben van ¢;-ben, feltéve, hogy a masik egyed to-ben halt meg. Hasznalatos még
az egyenlGség helyett >-t irni, ekkor a feltétel értelemszertien arra modosul, hogy a masik
egyed még élt to-ben.

Nézziik most a kétvaltozos hazardratat, amely logikus kiterjesztése az egyvaltozos

esetnek.



2.6. Definicié. Az egyiittes hazdrdrdta az z aldbbi modon definidlhato:

. P(Ty <ty +dt, Ty < to+dt|Ty > t,,Tp > t
/\12(t17t2) :(}tlglo ( 1 1 2 d; | 1 1, 1o 2)

A marginalis hazardrata pedig az aldbbi alakot veszi fel:

M) = Jim, dt

Lathato, hogy a tulélési iddk fliggetlensége esetén az egyiittes hazardrata a marginélisok

szorzata, ugyanis ebben az esetben

s P(T1 € [tl,t1+dt),T2 € [tQ,tQ"’dt))
Aiaty, t2) = lim, P(Ty > t1, Ty > ty)de2

Tehat a fiiggetlenség miatt

Aia(t1, t2) = lim P(Ty € [ty,ty + dt))P(Ts € [ta, t2 + dt))

dt—0 P(Tl Z tl)P(TQ Z tg)dtQ
dt—0 dt dt
- )\1(151))\2@2)

2.7. Definicid. Feltételes hazdrdrdtinak nevezziik az alabbi kifejezést:

C OP(T <t +dtTy,>t,Th=t

Ennél a kifejezésnél is hasznélatos egyenlGség helyett >-t irni, azaz:

P(Ty <ty +dt|Ty > t1,To >t
)\l|2(t1|T2Zt2>:dltiglo (Th <t + |dt1_ 1,12 2 2).

A tulélési modellek céljai (lasd [3]) elsGsorban az eddig bemutatott fogalmak becslése

és értelmezése, azaz
o A tulélésfiiggvények és/vagy hazardratak becslése a rendelkezésre allo adatokbol

e Ezen fliggvények értelmezése, 0sszehasonlitasa

;;;;;;;
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3. fejezet

Modellek

Ebben a fejezetben a tilélés analizis két leggyakrabban hasznalt modelljét fogom bemu-
tatni, és Osszehasonlitani. A Kaplan-Meier modellt egyszertisége, a Cox regressziot pedig

Osszetettebb értelmezhetdsége miatt alkalmazzék széles kérokben (lasd [3]).

3.1. Kaplan-Meier modell

A Kaplan-Meier modell a legelterjedtebb nemparaméteres tulélési modell. Ilyenkor nem
alkalmazunk magyarazovaltozokat a modellben, mindossze a tulélésfiiggvényt probaljuk
megbecsiilni.. A modellhez tekintsiik a vizsgalt eseményekig (példaul halal) eltelt idsket.
Jeloljiik ts-fel egy adott esemény bekovetkezéséig eltelt id6t (failure time), amit néhol
kilépési idének neveznek, mivel ekkor lép ki a megfigyelés a modelliinkbél. Rendezziik
ezeket a kilépési idSket névekvs sorrendbe.

El6szor is tekintsiik a masodik fejezetben targyalt tilélésfiiggvénynek egy méasik ver-

zi0jat, amelyben nem megengedett az egyenléség, tehat
Si(t) = P(T' > 1),

ahol t > 0 pozitiv szam, T' > 0 valdszintiségi valtozo.

A Kaplan-Meier modell az alabbi formulaval becsli a modositott tulélési fliggvényt

11



ebben a pontban:
Sy (ty) = Sy (t; 1) P(T > ts|T > ty), (3.1.1)
ahol §+ jeloli a modell altal megbecsiilt talélési fiiggvényt.

Azaz a becslés egy rekurziv szorzat forméajaban &ll el6, ahol az egyik tag az el6z6
eseményig eltelt kilépési id6 (¢;_1) tulélésének a valoszintisége, a masik tag pedig ¢f
tulélésének a valoszintisége, feltéve hogy legalabb t;-ig életben volt az egyed.

A fenti képletbe S (t;_;) helyébe behelyettesitve a

f—1
Si(tr) = H P(T > 4|T > ;)
i=1
képletet, megkapjuk a
Sy (ty) = ﬁP(T > 4| T > t;)

i=1
formulét.

De miért épp (3.1.1)) egyenletet hasznaljuk a tulélésfiiggvény becslésére? Miért igaz

ez az eredeti tulélésfiiggvényre? A megértéshez tekintsiik az alabbi két eseményt:

A= {T Z tf}7
B = {T > tf}.
Felhasznélva a
P(ANB)= P(A)P(B|A) (3.1.2)

tulajdonsagat a metszet valoszintiségének, azonnal adodik az egyenlet, ugyanis esetiink-

ben

— P(ANB)=P(T > t;NT > t;) = P(T > t;) = S.(¢;),
— P(A) = P(T = t;) = P(T' > ty1),

— P(B|A) = P(T > t;|T > t),

tehat (3.1.2)) miatt
Si(ty) = Si(tr—1)P(T > t5|T > ty-1),

ahol t; kilépési id6.
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3.2. Cox regresszid

A Kaplan-Meier modell mellett a leggyakrabban alkalmazott eszkoz a tulélés analizis
soran a Cox regresszi6. Elénye az el6bbivel szemben, hogy paraméteres modell, azaz
bizonyos magyarazé valtozok hatéasai is vizsgélhatoak a modellben.

A tulélésfiiggvény helyett ez az eljaras a 2. fejezetben leirt hazardratat - illetve annak

logaritmusat - becsli el6szor, az alabbi egyenlettel:

P
> Bizy
ei=1

A(t) = Ao(t) , (3.2.3)

ahol t > 0, és az x;-k (i = 1...p) a magyarazovaltozok. Valamint Ag-lal a baseline ha-
zardratat jeloljiik, azaz azt az esetet amikor egy megfigyelésre minden magyarazovaltozo
0 értéket vesz fel.

Lathato ebbdl, hogy
InA(t) =InXo(t) + Srz1 + Paza + ... + Bpxp.

De hogy kaphatjuk meg ebbdl a tulélésfiiggvényt? A kordbban targyalt kumulalt
kockazati rata segitségével, ugyanis ([2.1.1)) miatt

A(t) = /)\(s)ds = / giz)) ds=[-InS(s)]lhy = —InS(t) + InS(0) = —In S(¢),
emiatt
S(t) = e 20, (3.2.4)

Tovabbé visszahelyettesitve az el6bb megkapott hazardrata becslést a kumulalt ha-

zardrata képletébe:

p
_Z: Bizi

A@:AH@@:Awaym:M@wl,

ahol t > 0, és Ao(t) = fot Ao(s)ds
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Tehat (3.2.4) alapjan

> B
S(t) = exp(—Ao(t)es ™).

14



4. fejezet

Frailty modellek

A frailty modellek a tulélésfiiggvények elméletének egy fontos részét alkotjak (lasd [7],
[2] és [§]). A frailty sz6 magyarul torékenységet, gyengeséget jelent. Az altalanos tulélési
modellek homogenitést feltételeznek, azaz mindenki ugyanazzal a hazard-, illetve tilélési
fiiggvénnyel rendelkezik, &m ez a valésadgban nincs mindig igy. A frailty modell moégotti
elgondoléas az, hogy létezik egy véletlenszerd hatéas, ami felels a heterogenitésért, ezt
nevezziik frailty-nek.

A modell alapotlete az, hogy a tilélési id6k hatterében két ok &ll, elszor is a véletlen,
amit a hazardrata ir le. Mésodszor pedig a frailty, ami lehet kozos tobb egyednél is,
(élethossza) nem fiiggetlen egyméastol. A fent emlitett frailty-t, azaz a véletlenszertd

hatast nevezziik jeloljiik ezenttl O-val.

4.1. Egyvaltozés frailty modell
A modellt leird feltételes hazardrata © = 6 és t > 0 esetén az alabbi:

ahol )y a baseline hazéardréta.

15



A frailty egy nem megfigyelt véletlen valtozo, amely noveli az egyed kockézatat, ha
nagyobb, illetve csokkenti, ha kisebb. Eloszlasarol, ezéltal a stirtséggfiiggvényérdl is
rendelkeziink feltevéssel.

A modell feltételes tulélésfiiggvénye természetesen felirhato a kumuléalt hazardrataval
S(t|f) = e~ 0ho®
alakban. Ebbdl a feltétel nélkiili tulélés fliggvényt az alabbi egyenlet adja meg:
s(t) = [ so)g6)as = [ " g(6)ds

ahol g a © valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye.

Lathato, hogy ez © Laplace transzforméltja s = Ay(t) helyen, azaz
S(t) = Lo(No(t))

A siirtségfiiggvény a tulélsk kozott, azaz azon egyedek kozott, akiknek a tulélési ideje

nagyobb, mint a jelen, igy alakul:

PT=t0)g(0)  SE0)®)  So(t)Ve(6)
P20 Fswogerds T sotyg0)do

90T > 1) =

Y

ahol Sy a baseline tulélésfiiggvény, azaz Sy(t) = e Ao®),

c stz

egyedekre:
. T 0s0(t)9(0)d0
BOIT > t) /Gg(G\T > #)df = L |
0 J So(t)?g(0)do
0

4.2. Kétvaltozés frailty modell

Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan 6, hogy T} és T; feltételesen fiiggetlenek 6 feltétellel.
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Ty és T, feltételes fliggetlensége miatt az egyiittes tulélésfiiggvény a marginalis til-

élésfiiggvények szorzata a feltételes esetben, azaz
Sia(t1,t2]0) = S1(t1]6)S2(t2]6).

Tovabbé feltessziik, hogy
Si(t:10) = Soi(t:)’,

ahol Sp; baseline tulélési fiiggvény (ami akkor all els, ha minden magyarazé valtozod
nulla).

Igy a feltételes kumulalt hazardratak felithatoak

Az(u) = Al(tl|0) =—In Sz(tz|9) =—In S()Z‘(ti)e
(4.2.1)
alakban, felhasznéalva a tulélésfiiggvény és a kumulalt hazardrata kozotti kapcesolatot.

Tehat a véletlen hatas multiplikativan hat a hazardratara.

Emiatt a feltételes egyiittes tiulélésfiiggvény alakja a kovetkezd:
Sia(ti,t2]0) = Soi(t1)? Spa(t2)? = e thorltn)g=0hox(t2)

felhasznalva, hogy So;(t;) = e—Noi(ti)
Tehat
S12(t1,t2]0) = e~ 0(Bor(t)Aoa(t2)) (4.2.2)

Ahhoz, hogy a feltétel nélkiili egyiittes tulélési fliggvényt megkapjuk, ki kell integral-
nunk a fenti egyenletbdl 6-t.
A feltételes eloszlas, ezaltal a feltételes tulélési fiiggvény tulajdonsigait ismerve lat-

hato, hogy

e o]

Sia(t1, t2) = /512(751,t2|9)9(9)d9-

0
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Ide visszahelyettesitve (4.2.2))-t, megkapjuk, hogy
Sia(ti, ta) = / Ohort)Roz(t2)) g () df.
0

Lathato, hogy ez g Laplace transzformaltja s = Agy(t1)Ag2(t2) helyen, vagyis
Slg(tl, t2> = ﬁg(A()l (tl)AOQ(t2>) (423)

Mivel hasznaltuk O stirtiségfiiggvényét, nyilvan volt egy feltevésiink az eloszlasara. A
heterogenitast gyakran modellezik exponencialisak Osszegével, ezért a © frailty sokszor
gamma eloszlasu. Felhasznalva a gamma eloszlas Laplace transzformaltjat, a kétvaltozos

tuléléstiiggvény az alabbi fogja alakot olteni:

Sia(tr, ta) = (S1(t1) ™" + Sa(ts) ™" — 1) 2. (4.2.4)
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5. fejezet

A kopula fuggvények

5.1. Korrelaciés egytitthaték

Ha két valoszintiségi valtozo kozotti kapesolatot akarjuk vizsgalni, mindenképp szot ér-
demelnek a korrelacios egyiitthatok, illetve a kopula fuggvények (lasd [I1] és [4]). Az
Osszefiiggés leirasanak legegyszertibb modja a korrelacios egytitthatok hasznélata. Az
elsé, és egyben legelterjedtebb a lineéris korrelacio, masnéven Pearson korrelacio, amely

ismerve a két valtozo eloszlasat az alabbi képlet alapjan adodik:

cov(X,Y)
D(X)D(Y)

A linearis korrelacié értéke -1 és 1 kozott van, és akkor 1, ha a valtozok kozott

R(X,Y) =

tokéletes pozitiv, akkor -1, ha tokéletes negativ linearis kapcsolat van. Ezt a feltételt
gyengiti Spearman mutatdja, a rangkorrelécié, amely szintén -1 és 1 kozott veszi fel az
értékeit:

p(X,Y) = R(Fx(X), Fy(Y)).
Ismeretes, hogy egy valoszintiségi valtozot sajat eloszlasfiiggvényébe visszahelyettesitve
(0,1)-en egyenletes eloszlast kapunk. Két valtozo rangkorrelaciojat a mintabol meg-
becsiilhetjiik tgy is, hogy minden elemre megnézziik, hdnyadik a névekvs sorrendbe

rendezett mintaban, és ezen 4j valtozokra szamulunk lineéris korrelaciot.
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Ezaltal elérhet6 az, hogy nem csak lineéris, hanem mar szigorit monoton kapcsolat-
nal is 1 legyen a rangkorrelaci6. Tehat a valtozokat akarmilyen szigortian mondoton
fliggvénnyel transzformaljuk, a rangkorrelaci6 értéke nem valtozik (kivéve ha az egyik
valtozot szigortian monoton névs, a mésikat csokkend fiiggvénnyel transzformaljuk, mert
akkor az érték nem valtozik, de az eljel ellentétes lesz).

Egy harmadik féle korrelacios egyiitthato a Kendall 7, amely a (2.6.)-os részben kertil
targyalasra. Eloljaroban annyit, hogy -1 és 1 kozott van, és az ordinalis asszociaciot méri
két valtozo kozott.

Mindharom mutaté probléméja, hogy az Osszefliggést egyetlen szammal probaljak
jellemezni, am a valoésagban az Osszefliggés joval bonyolultabb, fligghet példaul a valoszi-
niiségi valtozok nagysagatol, és ezt mar nem lehet mindossze egy szammal modellezni.
Erre kinalnak megoldast a kopulak.Mivel az el6z6ekkel ellentétben nem egy szammal, ha-
nem egy tobbvaltozos fiiggvénnyel jellemzi a kapcsolatot, sokkal széleskoriibb vizsgalatra
ad lehetGséget.

Kopulakkal lefrhato példaul a széleken valo Osszefiiggés is, ugyanis egyes valoszintiségi
valtozok kozott az Osszefiiggés valtozik a valtozok nagysaganak alakulésaval. Ugyanis
ha normalis koriillmények kozott nem is nagy az Osszefiiggés, példaul az autokban és
az épiiletekben keletkezett karok kozott, extrém koriilmények kozott (példaul hurrikéan,
tiizvész, habort, stb...) mar ergsen 6ssze fognak fiiggni, hiszen ugyanaz valtja ki Sket.

Pontosan emiatt érdemes kopulakkal foglalkozni, amelyek hasznalatosak példaul
pénziigyi teriileten eszkozok és hozamok vizsgalatdhoz, egészségiigyben péros szervek
meghetegedéseinek elemzéséhez, és életbiztositasi teriileten hazasparok, vagy akér test-
vérek haladlozasanak modellezéséhez. Azért is nagyon népszerd ez a modell, mert mar-
ginalis tulélési vagy eloszlasfiiggvények ismerete esetén a koztiikk 16vs OsszefiiggGséget

bevezethetjiik kopulak segitségével.
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5.2. Alapdefiniciok, tételek

El6szor is definialjuk a kopulat, majd nézziik meg, milyen tétel alkalmazasaval hasznal-

hato a gyakorlatban.

5.8. Definici6. Kopuldnak nevezzik azokat a
C:[0,1]*> = [0,1]
kétvaltozos fiigguényeket, amelyekre teljesiilnek az aldbbi tulajdonsdgok:

1. lim C(xy,29) = lim C(z1,29) =0,

x1—0+ xro—0+

2. lim C(i[}l,ilfg) =1

Il,zg—)l—

3. C(b,d) — c(a,d) — C(b,c)+Cla,c) <0 (VO<a<b<l 0<c<d<l),
4. C minden vdltozojaban balrol folytonos

5. lim C(l‘l,!L'z) = X9
r1—1—

6. legrll_ C(x1,x2) = 14

Az elsé négy tulajdonsag ahhoz sziikséges, hogy C két valdszintségi valtozo egytit-
tes eloszlasfiiggvénye legyen, mig az 6tddik és hatodik tulajdonsag a peremeloszlés-
fiiggvények elGallitasara vonatkozik.

Tehat C' : [0,1]* — [0,1] fiiggvény akkor kopula, ha létezik két olyan X; és Xo, a

0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo, hogy
C(l’l,l‘g) = P(X1 < ZL‘l,XQ < {BQ).

Természetesen kopulat nem csak két dimenzidéban tudunk értelmezni, az el6z6 kép-
letben mindossze annyit kell valtoztatni, hogy két egyenletes eloszlas helyett n darabot
vesziink, és az igy adodo kopula C,, : [0,1]" — [0,1] a

Cn(xl,il?g, .. ..Tn) = P(Xl < xl,XQ < Zag,.. X, < l’n)
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alakot Olti.
Ahhoz, hogy a kopulékat a gyakorlatban is alkalmazni lehessen, nagy segitséget nyj-

tott Abe Sklar 1959-es tétele, amely katvaltozos esetben igy szol:

5.1. Tétel. (Sklar tétel) Tetszdleges kétvdltozos F(xq,x9) egyiitltes eloszldsfigguény
felirhato a két peremeloszldas illetve a koztik lévd kapcesolatot leire kopula segitségével,

azaz

F(xy,29) = C(Fi(x1), Fa(x2)),

ahol
Fl(.fl'1> = lim F($1,$2> és FQ(.TQ) = lim F(I’l,.fllg)

T2 —r00 Tr1—00

Ennek a tételnek a figyelembe vételével tobbdimenzids eloszlasok modellezé-
se matematikailag jelentGsen konnyebbé valik, ugyanis elkiilonithetGek egymastol a
peremeloszlas-fiiggvények és a kapcsolatot leird kopula, azaz modellezni is elég ket
kiilon-kilon.

A tétel megforditésa is igaz, azaz ha az F(x,x9) fliggvény felirhato a két peremel-

oszlas fiiggvényeként egy tetszéleges C kopula segitségével, azaz
F(ill'l, .1’2) = Cf(F’(ili'l)7 F(Z'Q))

alakban, akkor F'(xq,z5) egyiittes eloszlasfiiggvény.
Ismerve az egyiittes (F), ilettve a peremeloszlasokat (Fy és Fy), alkalmazva, hogy

FY(Fi(zy)) = 1, lathato, hogy
F(zy,22) = F(F (Fi(z1)), Fy ' (Fa(x2))),
amelybdl méar minden ismert tehat v = Fy(z1) és v = Fy(x9) helyettesitéssel

Clu,v) = F(F (), Fy ' (v)).
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5.3. Nevezetes kopulak

Az Osszefiiggd kockazatok modellezésére gyakran hasznaljak az Arkhimédészi kopulékat,
mivel matematikailag konnyen kezelhet&ek, kevés paraméterrel rendelkeznek, és felirha-

toak zart alakban.

5.9. Definici6. Egy C : [0,1]*> — [0,1] kopuldt Arkhimédészi kopuldnak neveziink, ha
felirhato
C(u,v) = O (D(u) + ©(v))

alakban, ahol ® : [0,1] — [0, 00], ®(1) = 0, konvez és szigorian monoton csékkend.
5.1. Megjegyzés. O-t generdlofiiggvénynek szoktdk nevezni.
A fenti definicioban alkalmazott ®I=Y jelolés ® pszeudo-inverzét jeldli, azaz

d-1(t), ha0<t<P(0)
oY1) =
0, ha ¢(0) <t <
Ha ®(0) = oo, akkor &1 = 1.
Clayton kopula

A kopula alakja:

A generélofiiggvény:
O(t)=t"*—1, ahola >0

Ez egy aszimmetrikus kopula, a bal széleken mutat nagyobb Osszefiiggést, azaz ha az
egyik kér kicsi, valosziniileg a masik kar is hasonloéan kicsi lesz.
Gumbel kopula

A kopula alakja:
Clu,v) = exp{— ((— Inu)® + (— Inv)*)=}
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A generalofiiggvény:

d(t) = (—Int)®, ahol o > 1

A Clayton kopuldhoz hasonléan ez szintén egy aszimmetrikus kopula, de a jobb széleken
mutat nagyobb Osszefiiggést, azaz ha az egyik kar nagyon nagy, a masik is valoszintileg
nagy lesz, ennek oka lehet példaul valamilyen természeti katasztofa, tiizeset.

Frank kopula

A kopula alakja:

C(u,v) = —

Q=

A generalofiiggvény:

eat

-1
CD(t):—ln( 1),8&101047&0
e —

A Frank kopula az el6z6 kettGvel ellentétben szimmetrikus.
Tovabbi kopuldkrol a [4] kényvben lehet olvasni, én csak a harom leggyakrabban

hasznaltrol irtam.
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6. fejezet

Hasonl6sagok és kulonbségek

Az el6z6 fejezetben targyalt kopulak, és a negyedik fejezetben bemutatott frailty model-
lek is alkalmazhatoak kétvaltozos tulélési fiiggvények modellezéséhez. Am a két modszer
mas iranybol kozeliti meg a kérdést (lasd [I]).

Az Osszehasonlitashoz [6] alapjan tekintsiik a kutyaknal a csipGtorés gyogyulasaig

eltelt id6t. A diagnozis megéllapitdsahoz két modszert hasznalnak, rontgent illetve ult-

;;;;;;;

///////

Err6l azonban a marginalis Cox regresszids modellek nem adnak informaciot. Az
Osszefliggés modellezéséhez hasznalhatdak kopula modellek, illetve frailty modellek. De
mi az eltérés a két megkozelités kozott?

A kopula modelleknél a két tulélési idG egyiittes tulélésfiiggvénye, azaz a kopula a két
marginalis tulélésfliiggvény fiiggvényeként van modellezve, és ez hatarozza meg a fiiggés
tipusat.

Altalaban két 1épésbdl all a modellezés, az elsG 1épésben a marginalis tulélésfiiggve-
nyeket becsiiljiik, paraméteresen, szemiparaméteresen vagy nemparaméteresen. Ezutan,
a masodik lépésben a kopula fiiggvény paramétereinek becslése kovetkezik, maximum
likelihood moédszerrel, tgy hogy a likelihoodban kicseréljiik a marginalis tulélésfiiggveé-

nyeket az elsé lépésben becsiilt valtozattal.
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Ezzel szemben a frailty modell egy feltételes hazard modell, ahol 1étezik egy véletlen-
szerd hatas, azaz a frailty, amely multiplikativan hat a hazardratara. Tovabba a feltételes
tulélési idsk fiiggetlenek, ha a feltételben a frailty szerepel.

Ebben az esetben az egyiittes stirtiségfiiggvényt tigy kapjuk meg, hogy kiintegraljuk a
frailty-t a kétvaltozos feltételes tulélés eloszlasbol. Belathato, hogy az egyiittes stirtiség-
fiiggvény egy Archimédeszi kopula alakjat fogja felvenni. Azaz a frailty modell megfelel
egy adott Archimédeszi kopulédnak, annak ellenére, hogy a két modell mas oldalrol kéze-

liti meg a problémaét.
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7. fejezet

Adatok elemzése

7.1. Az adatokrol altaldban

A modellezéshez rendelkezésre allo adataimat Tarnok Edinatol kaptam, akinek Tusnady
Paula bocsatotta a rendelkezésére. Az adatok egy temet&bdl szarmaznak, olyan parokrol
akiknek a neve alapjan feltehetd volt, hogy hazasok voltak.

Az adathalmaz 483 parrol tartalmazza a férj illetve a feleség sziiletési és haldlozasi
évét. Ezen adatok koziil a legkorabbi 1823-as, a legkésébbi pedig 2005-0s. A vizsgalt
parok kozotti atlagos korkiilonbség valamivel tobb, mint 5 év. A férfiak atlagéletkora
koriilbeliil 71, még a néké 74 év. A 483 par koziil 376 esetben a férfi, 74 esetben pedig
a nd volt az id6sebb, 33 alkalommal ugyanabban az évben sziilettek. Ezek a szamok
egybeesnek azzal az altalanos képpel, hogy a nék altalaban tovabb élnek, mint a férfiak,
illetve tobbségében 6k a fiatalabbak egy héazassagban.

Sajnos a 483-as elemszam kevés ahhoz, hogy messzemend kovetkeztetéseket vonhas-
sunk le az eredményekbdl, am alkalmas lehet arra, hogy néhany altaldnos jelenséget
megfigyelhessiink rajta. Tovabbi probléma az adatokkal, hogy széles skalan mozognak,
igy torzulhatnak az eredmények, hiszen a sziiletéskor varhato élettartam nétt az eltelt
id6 folyaman.

Ha az évek mellett a halal pontos napja is rendelkezéstinkre allna, tovabbi elemzéseket
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készithetnénk arra vonatkozolag, hogy mennyire révid idén belil torténtek egyméshoz
képest az elhalalozasok.
A hézaspar tagjainak élettartaménak egymashoz valo viszonyat vizsgalhatjuk tobbek

kozott kopuldkkal és tulélési modellekkel is.

7.2. Kopulak

Tarnok Edina a parok élettartaménak modellezéséhez a 4. fejezetben bemutatott ko-
puldkat hasznalta (lasd [10]). Szamitésai alapjan ezen adathalmazban az élettartamok
OsszefiiggGségét a legjobban az 5. fejezetben bemutatott Clayton-kopula irta le.

Ezutan kiszamolta a két-, illetve tobb életre sz6lo biztositasok dijat eldszor fiigget-
lenséget feltételezve, majd a becsiilt Clayton kopula alapjan. Eredményiil jelentds elté-
réseket kapott a kétféle modon kiszamolt dijakra, a kockazati biztositasok ugyanis feliil-
kalkulaltak, az elérési biztositasok pedig alulkalkulaltak fiiggetlen élettartam adatokkal
szamolva.

Emiatt tehat egyértelmtien elmondhato, hogy hatassal van a hazaspar tagjainak élet-
tartama egymasra, és érdemes ezzel a témaval mélyebben foglalkozni. En ezt a kovetke-

z6ben tilélési modellek segitségével probalom belétni.

7.3. Kaplan-Meier modell

Az egyik leggyakrabban hasznalt tulélési modell a Kaplan-Meier modell. El&szor ezt
fogom alkalmazni a rendelkezésemre 4ll6 adathalmazon. A vizsgalat soran a célom annak
feltarasa, hogy a pér egyik tagjanak haléla hat-e a mésik tag tulélési valoszintiségére.
Ilyen modellek futtatasara szamos lehet&ségiink nyilik, hiszen alkalmas ra tobbek
kozott az SPSS, Matlab, SAS vagy az R programnyelv. En az adatok kénnyebb kezel-
het&sége miatt R-ben programoztam. A survival csomagot hasznéltam, és a [5]-ben

talalhaté modszertant kivettem. Ebben az alfejeztben a Kaplan-Meier modellt fogom
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alkalmazni, amely az egyik leggyakrabban hasznalt tilélési modell.
Az elemzéshez létrehoztam tSbb id6 és statuszvaltozot is, fiiggden attol, hogy melyik

fazisban - a par halala el6tt vagy utéan - vagyunk-e.

7.3.1. Els§ fazis

Az els6 vizsgalt idStartam addig az id6pontig tart, amig valaki meg nem hal a hazaspar
tagjai koziil. Ilyenkor az illeté halalara nem hat a pérja elvesztése.
A modszertan ismertetéséhez vezessiik be az alabbi jeloléseket egy adott hazaspar

tagjaira:

Dy: A héazaspar férfi tagjanak halalanak idépontja

D,: A hazaspar néi tagjanak haladlanak idépontja

e b;: A hazaspar férfi tagjanak sziiletésének idépontja
e b,: A héazaspar néi tagjanak sziiletésének idépontja
e t;: A hazaspar férfi tagjdhoz tartozo idévaltozo

e ¢, A hazaspar néi tagjahoz tartozo6 idévaltozo

Az els6 fazisnak akkor van vége, mikor a par valamelyik tagja meghal. A fazis végét

jeloljiik Sy-fel, illetve S,-nel egy adott parra. Tehat az els6 fazis vége
Sy =8, =min(Dy, D,,).
Az id6valtozok az eddig megélt évek szamat mutatjak, azaz az els fazisban

) tf:Sf—bf,

e t,=5,—b,.
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Ez a valtozo a par egyik tagjara megegyezik az élettartammal is. Az altalam vizsgalt
adatfajlban 11-szer fordul els, hogy a par mindkét tagja ugyanabban az évben halt meg,
ebben az esetben mindkét félnél megegyezik az élettartammal.

A statuszvaltozd abban az esetben lesz 1, ha valaki meghal a vizsgalt fazisban, azaz

a férfiak statuszvaltozoja

0, ha Sf < Df

1, kilonben.

A ndk statuszvaltozdja hasonloképpen

(

0, has,<D,
en = | (7.3.2)

1, kiilonben.

\

ElGszor ezekre a statusz-, illetve id6valtozokra futtattam le a Kaplan-Meier modellt.

Az alabbi dbran a nem, mint magyarazévaltozo szerinti bontas lathato.
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TUlélési valdszinlség
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Eltelt évek

7.1. abra. Kaplan-Meier modell az elsé fazisban
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A abrarol megfigyelhets, hogy a nék tulélési gérbéi minden idépontban ma-
gasabban helyezkednek el, mint a férfiakéi. Ezt alatdmaszthatjuk y? statisztikaval is,
amelynek nullhipotézise az, hogy két tulélési gorbe kozott nincs szignifikins kiilonbség.
Lefuttatva a tesztet a p-érték 0,00000241, ezért elutasithatd az a nullhipotézis. Tehat a
statisztika és az dbra is alatamasztja azt a feltevésiinket, hogy a nem fontos prediktor a
tulélési valosziniiségek tekintetében, legalabbis az els6 fazisban.

A gyakran hasznalt, ugyanezzel a nullhipotézissel rendelkezs log-rank tesztet alkal-
mazva hasonl6 nagysagrendi p-értéket kapunk, ezzel is bizonyitva azt, hogy van kiilonb-
ség a férfiak és a ndk tulélési gorbéi kozott ebben a fazisban. A kiilonbség a tesztek
kozott mindossze a kilépési id6k sulyozasa a statisztika kiszamolasanél, ami altalaban
hasonlé eredményre vezet.

Lathato tovabba, hogy az esemény (tehat a halal) 344 alkalommal férfiaknal kovet-
kezett be, 150 alkalommal pedig n6knél. Ez 6sszesen 494 esemény, mivel 11 alkalommal

ugyanabban az évben halt meg a par.

7.3.2. Masodik fazis

Ezutan roviddel a par halala utani idészakot vizsgaltam, hiszen tobb tanulméany szerint
is kimutathato, hogy gyakran egy-két évvel a férj/feleség haldla utan a hirtelen sokk
és valtozas miatt a par méasik tagja is meghal (tigynevezett "broken-heart syndrome").
Tehat ez az idGszak kritikus lehet a tarsat taléls partner szamara.

El6szor megnéztem a tulélési gorbék alakulasat egy évvel a héazastars halala utéan
kovetkezs idészakban. Tehat ebben a fazisban csak azokat az embereket vizsgalom, akik
mar elvesztették a parjukat, de 6k még élnek. Emiatt 483 — 11 = 472 alany tulélési
valoszintségeit fogom vizsgalni. Természetesen, ha a haldlozasi év mellett az adatfajl
tartalmazna a pontos datumot, akkor még révidebb intervallumot is vizsgalhatnénk.

A masodik fazis vége azon férfiakra, akik tulélték a feleségiiket:

Sf = min(Df, Dn —I— 1)
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Es azon ndkre, akik tulélték a férjiiket:

Sp, =min(D,, Df+ 1)

Az esemény akkor kovetkezik be, ha a vizsgélt egyén meghal az id&szakban és akkor lesz
cenzoralt a megfigyelés, ha a minimum mésodik tagja lesz a kisebb, azaz elébb jar le az
egy év a tars halala utan, minthogy megtortént volna az esemény.

Az idévaltozok tovabbra is a fazis vége és a sziiletés kozti idGtartamot jelolik, mig
a statuszvaltozo is abban az esetben lesz 1, ha az illet§ elhalalozik a vizsgalt fazis vége

elott, azaz példaul a férfiakra:

ty =5y = by,
0, ha Sf < Df
ef = (7.3.3)
1, kiilonben.

Ezen valtozokra lefuttatva a Kaplan-Meier modellt, azt az eredményt kapjuk, hogy a
férfiak esetében mindossze 10-szer, a n6k esetében pedig 19-szer kovetkezett be a vizsgalt
esemény. Mivel ezek a szamok annyira kicsik, hogy tovabbi vizsgalatokra alkalmatlanok,
igy megprobalkoztam a hazastars halala utani két éves intervallumot vizsgalni. Ilyenkor
minddssze a masodik fazis végét jelzé Sy és S, fog médosulni, hiszen a masodik tagban
egy helyett ketts fog allni, minden mas marad ugyanigy.

Ebben az esetben a férfiak esetében 22-szer, a n6knél pedig 33-szor kovetkezett be
halal kevesebb, mint két évvel a par halalat kovetSen. A tulélési gorbék alakuldsat a
abran lathajuk. Koriilbeliil 80 éves korig a nék piros tulélési gorbéje a férfiaké
felett halad, am ott - feltehetGen a kevés elemszam és néhany kiugro érték kdvetkeztében
- a kék gorbében egy ugréis nagy talalhato. Mivel a n6k kozott tébbszor kivetkezett be
halal a vizsgalt fazisban igy az 6 gorbéjiik simabb. Alkalmazva a x? és a log-rank tesztet

azt kapjuk eredményiil, hogy a két tilélésgorbe kozott nincs szignifikans kiillonbség.
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7.2. abra. Kaplan-Meier modell a masodik fazisban

7.3.3. Harmadik fazis

Most pedig vizsgaljuk a hosszutava kévetkezményeit a hézastars elvesztésének. Itt mar
csak azokat az embereket fogjuk vizsgalni akik tulélték a parjukat (tehat az elsd fazist),
és az azt kovetd két évet (azaz a masodik fazist).

Ezekre az emberekre a harmadik fazis vége megegyezik a halal idépontjaval, azaz a
férfiakra Sy = Dy és a n6kre S,, = D,,. A mi adathalmazunk olyan emberek sziiletési és
halalozasi éveibdl all, akik mar meghaltak, azaz nincsenek cenzoralt elemeink. Emiatt
a statuszvaltozo most mindenhol 1 lesz. Az id6valtozok pedig az el6bbiekhez hasonldan
a sziiletés és a harmadik fazis vége kozott eltelt idét jelolik, tehat ¢ty = Sy — by és
t, = S, —b,, amely most megegyezik az életkorral.

Lefuttatva a Kaplan-Meier modellt, a tulélési gorbék a (7.3)) abran lathatoak.
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7.3. abra. Kaplan-Meier modell a harmadik fazisban

Els6 ranézésre is észrevehetd, hogy a két tulélési gorbe egymashoz nagyon kozel halad,
nincs akkora eltérés koztiik, mint példaul az elsé fazisban. Alkalmazva a x? és a log-
rank teszteket, 0,4 koriili p-értékekeket kapunk, azaz nem utasithato el a két tulélésgorbe
azonossagarol szolo nullhipotézis, azaz az abran lathato sejtésiink beigazolodott. Tehat
ez az eredmény arra enged kovetkeztetni - bar a mintam mérete tul kevés ahhoz, hogy
ezt teljes bizonyossaggal allithassuk -, hogy a tulélés valoszintiségére a harmadik fazisban

méar nem hat megkiilonbéztetéleg a nem.

7.3.4. Tovabbi elemzések

A héazasparok élettartamanak egymaésra valdé hatasat tovabbi magyarazovaltozokkal is
vizsgaltam. A par tovabb él6 tagjanak tulélését elemeztem az el6bbiekhez hasonldan.
Magyarazovaltozonak létrehoztam egy 6j dummy valtozot, a masodik fazishoz hason-

l6an csak azokra az emberekre, akik tulélték a parjukat. A valtozo akkor vett fel 1-et ha
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a hazaspar tagjainak halala kozott eltelt id6 legfeljebb egy év volt (természetesen mivel
nem ismerjiik a halal pontos napjat, igy ez akar majdnem két év lehet).

Azaz példaul a férfiakra

1, ha |Df—Dn| S 1
my = (7.3.4)

0, kiilénben.
Ezt felhasznalva magyarazovaltozoként a Kaplan-Meier modellben az alabbi tulélési

gorbéket kapjuk:
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7.4. abra. Kaplan-Meier modell egyéb elemzéshez

A abran kék goérbe az m magyarazo valtozo 0, a zold pedig az 1 értékéhez
tartozik. Az m = 0 eset azt jelenti, hogy a tuléls tag mar tobb, mint egy évvel tulélte
tarsa halalat. A zold gorbe pedig azon esetekhez tartozik, mikor még friss a hazastars
haldla. Szemmel lathatoéan a zold gorbe a kék alatt halad, bar a hozzé tartozo konfidencia

intervallum felsé hatara belemetsz a kék gorbébe.
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A x? teszt alapjan a p-érték 0,0179, azaz 5%-os szignifikanciaszinten elutasithatjuk a
nullhipotézist, tehat van jelentés kiilonbség a két tulélési gorbe kozott. Szoval az ezen a
mintan elvégzett szdmitasok alapjan elmondhatjuk hogy a hazastars halala - legaldbbis
rovidtavon - hatassal van az életben maradt tulélési valoszintségére.

De vajon ez a hatas ugyanolyan mértéki a nékre és a férfiakra is? A kérdés megva-
laszolasahoz futtassuk le ezt az analizist kiilon-kiilon mindkét nemre. Vegyiik elGszor a
féerfiakat. A abran a zold vonal jelzi az el6z&ekhez hasonldéan azon férfiak tulélési

valoszintiségeit, akik nemrég vesztették el a parjukat.
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7.5. dbra. Kaplan-Meier modell egyéb elemzéshez - férfiak

Habar az dbran a zold gorbe egyértelmiien a kék alatt halad, lathato, hogy nem olyan
sima mint az, hiszen csak 10 ilyen halal tortént. A kevés elemszam miatt nem érdemes
messzemend kovetkeztetéseket levonni, amit a y? statisztika is megerdsit. A kapott p
érték 0,278, ami alapjan nem vethetd el az a nullhipotézis, hogy nincs kiilonbség a két

csoport tulélési valoszintiségei kozott.
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Tekintsitk most a nék tulélési gorbéit (6. abra).
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7.6. abra. Kaplan-Meier modell egyéb elemzéshez - n6k

Itt mar a y? statisztika is alatamasztja 0,0261-es p-értékkel, hogy a parjukat nem
rég elveszté nék rosszabb tulélési esélyekkel rendelkeznek, mint a tébbiek. Habér ebben
az esetben itt is csak 19 esetben tortént halal, ezért biztos kovetkeztetésekre nem alkal-
masak az eredmények, de a most kapott értékek Gsszhangban allnak a harmadik fazis
eredményeivel. Mivel a n6k varhato élettartama alapesetben hosszabb, mint a férfiaké,
de mégis az lathato hogy szignifikinsan nem kiilonbozik ez az életkor a harmadik fazis-
ban, ezaltal arra kovetkeztethetiink, hogy a héazastars elvesztése a ndk tulélési esélyeit
jobban rontja, mint a férfiakéit. Mint ahogy ezt a most megkapott p-értékek is alaté-
masztjak. Természetesen hangsilyozando, hogy az elemzéshez hasznalt adatfajl mérete
még az 1000 embert sem haladja meg, igy a kovetkeztetések nem feltétleniil alljak meg
a helyiiket altalanossagban.

A maésodik fazisban leirtak alapjan ismét kiprobaltam egy modositott dummy valto-
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zoval is az eljarast, amikor két évre noveltem a par tagjainak halala kozott eltelt idét,

azaz példaul a férfiakra legyen most minden pérra

17 ha |Df - Dn| S 2

0, kiilonben.

Ebben az esetben a gérbék hasonlitanak a 4., 5. és a 6. abran latottakhoz, mindossze
a nagyobb intervallum miatt a zold gérbék is simabbak. A x? statisztikak alapjan az
egyiittes esetben a p-érték 0,00128, tehat van megkiilonboztets ereje m-nek. Most az
elézével ellentétben a férfiakra és a nékre is 0,02 koriil alakul a p-érték, tehat egyik
esetben sem tarthaté meg a tilélési valoszintiség egyezdségére vonatkozd nullhipotézis

5%-os szignifikanciaszinten.

7.4. Cox regresszio

Ahhoz, hogy tébb faktor egytittes hatasat vizsgalhassuk az élettartamokra, futtassunk
most Cox regressziot. Hasonléan a Kaplan-Meier modellhez, most is bontsuk harom

részre az élettartamokat.

7.4.1. Elso fazis

Mivel rendelkezésre allnak az életkorok mellett a sziiletési datumok is, készitettem egy 1j
magyarazovaltozot, amely azt jelzi, hogy az illeté melyik évtizedben sziiletett. Mivel a
varhato élettartam folyamatosan nd, ennek lehet befolyasolé hatéasa az eredményre. Az
els6 elemzésbe tehat ezt a valtozot, illetve a nemet vettem be, mint magyarazo valtozokat.

Lefuttatva a regressziot az alabbi eredményeket kapjuk:
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coef  exp(coef) se(coef) =z Pr(> |z)

nem 0,52 0,60 0,10 521 0
sziiletési évtized 0,20 1,22 0,04 536 0

7.1. tablazat. Cox regresszio az elsé fazisban

Az utolsd oszlopban 1év§ szamok az egyes magyarazovaltozok megkiilonboztets ere-
jére vonatkoznak. Akkor szignifikins egy valtozo, ha ez az érték kevesebb, mint 0,05.
Mivel ez mindkét sorra teljesiil, ezért elmondhatjuk hogy egy adott ember tulélési va-
l6szintiségére szignifikins hatéssal van a neme és a sziiletési évtizede. (A tablazatban
szerepld értékeket kerekitettem, az utolsé oszlopban példéul nem nullak, hanem nagyon
kicsi szamok szerepeltek.)

Most nézziik az els§ oszlopban talalhato egyiitthatokat. A pozitiv elGjel azt jelenti
hogy a véltoz6 magasabb értékeire a halal esélye is nagyobb. Az alany nemére vonatko-
zoéan ez az egyiitthatd negativ, tehat a magasabb értéki valtozo tulélési esélyei jobbak,
ami a mi kédolasunkban a néi alanyokra vonatkozik. Fz a megfigyelés egybeesik az eddig
tapasztaltakkal. Mivel a Cox regresszio egy aréanyos hazard modell, ezért ha egy adott
megfigyelésnél a masik magyarazovaltozot nem, csak a nemet valtoztatom meg férfirol
ndre, az 0,6-szorosara csokkenti a hazardratat, tehat 40%-kal.

A sziiletési évtized valtozora ez az érték pozitiv, ami azt a megleps eredményt adja,
hogy minél késébbi évtizedben sziiletett valaki, annal rosszabbak a ttlélési esélyei.

Els6 pillantasra azért nem tiinik logikusnak ez az eredmény, mert a vizsgalt idGszak-
ban, tehat a 19. szazad végén és 20. széazad elején a sziiletéskor varhato élettartam
jelentGsen megndtt, és azt varnank, hogy a mi elemzésiink is ezt fogja tiikrézni. Am ha
a sziiletés helyett a halal évét rakjuk be magyarazovaltozonak, ott mar azt az eredményt
kapjuk, hogy minél késébbi évben halt meg valaki, annal jobbak voltak a tulélési esélyei.

Ennek a kiilénos eredménynek az oka lehet példaul a kevés, nem reprezentativ min-
taelemszam. Tovabbé az adatok egy temet6bdl szarmaznak, igy nagyon régi sziiletéstiek

csak akkor keriilhettek be az adatfajlba, ha sokaig éltek, mivel példaul a régebbi sirokra
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gyakran ratemetkeznek.

Tovabbi statisztikdkat is vizsgaltam, példaul a modellhez tartozé Cox & Snell R?
értéke mindossze 5, 3%, ami azt jelenti, hogy mindossze ezekkel a magyarazovaltozokkal
csak nagyon gyenge becslést adhatunk az élettartamra, ami érthetd is, hiszen a nem és
a sziiletési évtized mellett szamos tényezs befolyésolja életiink hosszat, tobbek kozott
az egészségligyi allapot, dohényzés, alkoholfogyasztas, orokletes betegségek és termé-
szetesen a véletlen balesetek is. FEttdl fiiggetleniil a p-értékekbsl lathato, hogy ezen
valtozoknak is szignifikins magyarazoereje van.

Az output tartalmaz még harom statisztikai tesztet is (likelihood arény teszt, Wald
teszt, Score teszt), amelyekkel tovabb vizsgélhatjuk a modell jelent&ségét. Mindharom
esetben a nullhipotézis az, hogy az egyiitthatok mind nulladk, azaz a kivalasztott valto-
zoknak nincs magyarazoereje. Mindegyik teszt alapjan elutasithatoé ez a nullhipotézis,
hiszen a p-értékek ismét nagyon kozel vannak a nulldhoz. A harom eljaras egyébként
nagy minta esetében hasonl6é eredményt ad, kis mintdnal, mint jelent esetben, a likeli-

hood arény teszt a leggyakrabban hasznéalt.

7.4.2. Masodik fazis

Futtassuk most a Cox regressziot azon emberekre, akik a kozelmiltban — nem tobb, mint

két éve — vesztették el a parjukat. Az alabbi eredményeket kaptuk:

coef  exp(coef) se(coef) =z Pr(> |z])
nem 0,13 087 029  -046 0,64
sziiletési évtized 0,20 1,21 0,12 161 0,11

7.2. tablazat. Cox regresszié a masodik fazisban

Az utolsd oszlopbdl leolvashato p-értékek szerint a vizsgalt valtozoknak ebben a fé-
zisban nincs megkiilonboztets ereje. Ezzel 6sszhangban 4ll a likelihood arany, a Wald

és a Score teszt 0,27-es p-értéke is, hiszen emiatt nem tudtuk elutasitani a nullhipoté-
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zist, hogy minden egyiitthat6 nulla a modellben. Az R? értéke is 0,06%-ra csokkent. A

Kaplan-Meier modellnél is hasonl6 eredményeket kaptunk ebben a fazisban.

7.4.3. Harmadik fazis

Végiil nézziik, hosszu tavon milyen eredményeket kapunk.

coef  exp(coef) se(coef) =z Pr(> |z|)
nem -0,02 0,98 0,15 -1,11 0,915
sziiletési évtized 0,33 1,39 0,06 9,33 0

7.3. tablazat. Cox regresszio a harmadik fazisban

Az utolso oszlopban taldlhato p-értékeket megfigyelve lathaté, hogy a nemnek nincs
magyarazoereje a modellben a harmadik fazisban, ahogy ezt mar megfigyeltiik a Kaplan-
Meier modellnél is. Tehat ugyanarra az eredményre jutottunk mint korabban, vagyis
a nem a harmadik fazisban mar nem meghatérozo tényezé a tilélési valoszintiségeket
tekintve.

A sziiletési évtized még mindig fontos prediktor lehet, de ennek valoszintleg az adatok
érdekes eloszlasahoz van koze. Az atlagéletkor példaul nagyot csokken az 1920-as években
sziiletetteknél, de ezzel egyiitt a mintaelemszam is kevesebb, mint a felére esett vissza.
Ezeknek az eredményeknek az oka szintén az adatok specialis beszerzési helye lehet.
Ugyanis egy temetGben ahogy haladunk el6re az idében, egyre kevesebb adott évben
sziiletett mintank lesz, és a kevés mintaelemszam miatt esetleges kiugro értékek jobban

torzithatjak a modelliinket.

7.4.4. Tovabbi elemzések

Lefuttatva a Cox regressziot a (7.3.4)-es alfejezetben leirt valtozokra, magyarazovaltozo-

ként felhasznalva a nemet, sziiletési évtizedet és a létrehozott m véltozot, az igy 1étrejott
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modellben a sziiletési évtized és m lesznek szignifikdins magyarazovaltozok, a modell Cox

& Snell R?-ének az értéke pedig 11,3%-ra né.
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8. fejezet

Osszefoglalas

A szakdolgozat célja elsGsorban kiilonb6z6 valoszintiségi valtozok kozotti dsszefiiggés mo-
dellezése. A dolgozat elsd felében megismerkedtiink a két leggyakrabban hasznalt mod-
szer, a tulélési modellek és a kopulak matematikajaval. Sz6 esett a gyakran hasznalt
frailty modellekrdl is, Gsszevetve a hasonlosdgokat és kiilonbségeket a korabbiakkal.

Ezutan egy specialis adathalmazon futattam a el6szor Kaplan-Meier modellt, majd
a Cox regressziot. Az adathalmaz hazasparok sziiletési, és halélozési évét tartalmazta.
Az elemzéseket harom részre bontottam, hogy vizsgilhassam a hazastars elvesztésének
halandoéségra gyakorolt hatésat rovid és hosszi tavon is.

A vizsgéalatok soran érdekes ereményeket tapasztaltam. Az elsd fazisban, amikor még
mindkét fél életben van, az alany neme fontos prediktor a modellekben. Ez elézetesen is
vartuk, hiszen koztudomasu és szamos statisztika altal alatamasztott tény, hogy a nék
tovabb élnek, mint a férfiak. A méasodik fazisban, mikor is a hazastars halala utani rovid
intervallumot vizsgalom, mér nincs szignifikans eltérés a férfiak és a nék tulélési gorbéje
kozott. A harmadik fazisba mar joval tobb megfigyelés esik, mint a masodikba, és itt
is arra a meglepd megallapitasra jutottunk, hogy ebben az idGszakban mér nem hat
szignifikinsan az alany neme a tulélési valdszintiségre.

Emellett elemeztem a tulélési valoszintiségeket két csoportra bontva a populaciot:

akik egy-két éven beliil vesztették el a parjukat, illetve akik tobb ideje. Statisztikai
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tesztek bizonyitottak, hogy azon emberek tulélési valoszintiségei rosszabbak, akiknek a
kozelmultban kellett megbirkézni a tarsuk halalaval.

A modellt természetesen szamos modon lehetne tovabbfejleszteni. Az adathalma-
zom elemszama sajnos kevés ahhoz, hogy a kovetkeztetéseink biztosan helytalljanak, igy
ugyanezeket az elemzéseket egy joval nagyobb mintara lefuttatva tovabbi érdekes ered-
ményeket kaphatunk. Vizsgalhato lenne egyes idGszakok, példaul a vilaghadboruk hatasa
a halandosagi valoszintiségre, akar kiillon megvizsgalva a férfiakat és néket.

Tovabbé én minddssze a sziiletési és halalozasi éveket ismertem a péarokrol, és a Cox
regresszioban példaul szamos méas magyarazovaltozo is javithatja az elérejelzést, példaul
vagyoni helyzet, egészségiigyi allapot vagy karos szokasok. Illetve pontosabb elemzéseket
készithetnénk, f6leg a masodik fazisrol, ha az év mellett a sziiletés és halél honapja is
napja is rendeklezésiinkre allna.

Végezetiil tehat elmondhatjuk, hogy a hazastars halala nagyon fontos tényezé egy
ember tulélési valoszintiségét tekintve, és a biztosité tarsasagoknak mindenképp érde-
mes lenne szadmolni ezzel a tényezével is rovid-, illetve hosszitdvon, mikor halandosagi

valoszintiségeket kalkulalnak.
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