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1. fejezet

Bevezetés

A fedezés alapvets szerepet tolt be a pénziigyi életben, hiszen a derivativ termékek esetében
a kockazatkezelés egyik fontos eszkoze, valamint a fedezési stratégidk a pénziigyi modelle-
zésnek is fontos alapjat képezik, hiszen a replikdld portfolio elgallitasa és koltsége kulcs-
fontossagt szerepet t0lt be a derivativ iigyletek &razésaban. A modellekben, amelyekkel
ezeket a termékeket drazzuk, példaul a Cox-Ross-Rubinstein vagy a Black-Scholes modell,
éliink bizonyos feltételezésekkel, példaul hogy barmilyen mennyiségben tudunk keresked-
ni az alaptermékkel, vagy hogy nincsenek tranzakcios koltségek. Ezek fontos és sziikséges
feltételek, hiszen ezek teszik lehetévé azt, hogy meg tudjunk hatérozni egy egyértelmd,
fair arat az adott pénziigyi termékre. A valésaghan azonban a tranzakcios koltségek jelen
vannak, igy ezek a stratégidk a gyakorlatban nem tgy miikédnek, mint a modellben, nem
képesek tokéletesen replikalni, és kdltségesebbek is, mint a fair ar.

A tranzakcios koltségek tobbféle formaban is megjelenhetnek, lehet ez egy fix Gsszeg
tigyletenként, vagy az iligylet értékének egy meghatarozott szazaléka. A tranzakcios koltség
jelenléte miatt minden alkalommal, amikor kereskediink, elszenvediink bizonyos mértékii
plusz koltséget, ez pedig igencsak bonyolitja a fedezés kérdését. A tranzakcios koltség-
b6l szarmazo veszteség mértéke sztochasztikus, tehat ebbdl is szarmazik bizonyos mértékii
bizonytalansag. Ezenkiviil a fedezés szempontjabol egyfajta trade-off van az alaptermék
arvaltozasai és a tranzakcids koltség jelentette bizonytalansag kozott: ha siirtin fedeziink,
hogy jorészt kikiiszoboljiik az alaptermékbdl szarmazoé piaci kockdzatot, akkor a tranzakci-
6s koltségekbdl szarmazo veszteségek igen nagyra néhetnek, ha viszont ritkdbban fedeziink,
akkor a tranzakcios koltségek alacsony szinten maradnak, viszont a fedezésiink nem lesz
tal jo. Ezaltal felvetddik a kérdés, hogy mi is a megfelel§ stratégia ebben a helyzetben,
hogyan tudunk tgy fedezni, hogy minimalizaljuk a veszteségiinket, és egyszersmint a lehe-
t6 legjobban fedezziik a poziciénkat. A célom, hogy a tranzakcios koltségek altal jelentett
problémakort minél alaposabban koriiljarjam dolgozatomban, és az elméleti, valamint gya-
korlati eredményeket Gsszesitve egy altalanos képet kapjunk a témakorrél.

Dolgozatomban elGszor bevezetem a felhasznalt modelleket, illetve fogalmakat. Fzutan
osszefoglalom a téma irodalmat, bemutatva a tranzakcios koltségek melletti fedezés kii-



16nb6z8 megkozelitéseit, és az altaluk adott eredményeket. Végiil szimulacio segitségével
elemzem a tranzakcios koltségek hatasat, a kiilonféle modellek és fedezési stratégiak al-
kalmazasa soran bekdvetkezd veszteségeket, és Osszehasonlitom teljesitményiik alapjan a
stratégidkat.



2. fejezet

Alapfogalmak bevezetése

Els6 1épésként bevezetem azokat az alapvetd fogalmakat és modelleket, amelyek a dolgo-
zatban gyakran el6fordulnak. Ezek tobbségével rendszeresen talalkozhatunk a pénziigyi
matematika vilagaban, ezért példaul a modelleket nem teljes mélységiikben fogom beve-
zetni, a cél az, hogy a kés6bbiekben egyértelmii legyen, hogy mit értek az adott fogalom
alatt.

2.1. Opcidarazasi modellek

Dolgozatomban két alapveté modellbél fogok kiindulni, ezek a Cox-Ross-Rubinstein és a
Black-Scholes modellek. Ugyan més modellek esetében is sziilettek eredmények a témakor-
ben, de mivel ezek egyszert és széles korben hasznalt modellek, igy a legtobb uttors cikk a
tranzakcios koltségek melletti fedezés téméajaban ezekbdl indul ki, a bonyolultabb model-
lekre elért eredmények pedig talnyomé tébbségben ezeket a modszereket, megkozelitéseket
viszik tovabb.

2.1.1. Black-Scholes modell

A Black-Scholes modell [2] a legszélesebb korben hasznalt modell derivativik arazéséra.
A modellben a piacon harom termék van, egy részvény (kockazatos), egy kotvény (koc-
kazatmentes), és egy derivativa a részvényre. Feltessziik a piacrol, hogy arbitrazsmentes,
hogy nincsenek tranzakciés vagy egyéb jarulékos koltségek, barmilyen mennyiségben lehet
kereskedni (akar shortolni is) a részvénnyel, illetve hogy barmilyen mennyiségben tudunk
venni kotvényt, illétve hitelt felvenni a kdtvény segitségével. A Black-Scholes modellben a
részvényarfolyamat alakulasat geometriai Brown-mozgas irja le,

dS = pSdt + o SdWw,

ahol p a részvényar driftje, o a részvényar volatilitdsa, és W egy Wiener-folyamat. A
koétvény folytonosan kamatozik egy konstans r kamatlabbal, vagyis dB = rdt.
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A derivativat a martingalmérték alatt drazzuk, amelyre az teljesiil, hogy a koétvénnyel
diszkontalt értékfolyamata a részvénynek, illetve ezaltal a kotvény-részvény portfolioknak
martingal. Ennek a tulajdonsagnak a segitségével levezethets, hogy egy P(S,t) értéki
derivativara teljesiil, hogy

oP 0P 10°P
P="_ 4+ S+ 245292
T s g
A t szerinti derivaltat a derivativa thetdjanak, az S szerinti derivaltat a derivativa

deltajanak, az S szerinti kétszeres deriviltat pedig a derivativa gammaéajanak szokés hivni.

2.1.2. Cox-Ross-Rubinstein modell

Az id6ben diszkrét opcidarazasi modellek koziil az egyik leggyakrabban hasznalt, és egy-
ben az egyik legegyszertibb a Cox-Ross-Rubinstein modell [4]. A Black-Scholes modellhez
hasonléan a piacon itt is harom termék van jelen: egy részvény, egy kotvény, és egy deriva-
tiva a részvényre, illetve a piacra vonatkozo egyéb feltételek is érvényesek. A modellben a
részvény aranak alakulasat egy binomidlis faval irjuk le, amelyet az aldbbi moédon genera-
lunk: kiindulunk egy kezdeti részvényarbol, S(0)-bol. Innen kétféle iranyba mozdulhat el a
részvény értéke, vagy felfelé mozdulunk a fan, ami azt jelenti, hogy az 4j részvényar S(0)u
lesz, vagy lefelé mozdulunk a fan, ekkor pedig az uj ar S(0)d lesz, ahol

u=-e és d=e VA

b

o a részvény volatilitdsa, At pedig az egyes lépések kozott eltelt id6mennyiség. Fzutan
ugyanigy minden lépésben a részvényar u-szorosara vagy d-szeresére valtozhat egészen ad-
dig, amig elérjiik a lejarat idépontjat. Maga a részvényar pedig ugy alakul, hogy minden

lépésben az adott allapotbol p valosziniiséggel felfelé, 1 — p valdszintséggel pedig lefelé

rAt

léplink. A kdtvényiink értéke minden 1épésben R = e"*'-szeresére kamatozodik, ahol r a

kockdzatmentes kamatlab.
A derivativakat itt is a kockdzatmentes, vagy martingalmérték alatt drazzuk, amelyben

teljesiil, hogy a részvény (és barmilyen Gsszetétell kotvény-részvény portfolio) diszkontalt
értékfolyamata, vagyis az % folyamat martingal. A martingalsag miatt F (%) = % =
S(0) teljesiil minden t-re, ebbdl pedig a kétvényar determinisztikus alakulisa miatt az
adodik, hogy E(S(t)) = S(0)e™. Ezek alapjan az els lépés utan az az egyenléség adodik,
hogy E(S(t1)) = S(0)R = ¢S(0)u + (1 — ¢)S(0)d, ahol ¢ a felfelé 1épés valoszintisége a

martingalmértékben, gyakori nevén a kockdzatmentes valoszintiség. EEbbdl az egyenletbél
R—d
u—d”
Ha adott egy derivativa az f(S(T)) kifizetésfiiggvénnyel, akkor a derivativa értéke meg-

kénnyen megkaphato6 a kockdzatmentes valdszintiség formulaja, ami ¢ =

adhato gy, mint a kifizetés diszkontalt varhato értéke, azaz a kdvetkezs alakban



p=r (1500 - no (0)aa = ar—em ssouar

_T
ahol n = NE

2.2. Kereskedési stratégiak

Most azt fogom réviden definidlni, hogy mit fogok fedezési stratégia alatt érteni. A jelolé-
sekhez és a definiciok leirasdhoz felhasznaltam Markus Laszlo egyetemi jegyzetét [9].

Elgszor a kereskedési stratégia fogalmat vezetem be. Tovabbra is feltessziik, hogy csak
egy kotvény és egy részvény van a piacon, jelolje ezeknek az értékét a ¢ idépontban rendre
B(t) és S(t). Feltessziik tovabba, hogy csak a 0 = g, ty,...t, id6pontokban kereskediink.
Ezenkiviil legyen F; a részvényarfolyamat altal generalt o-algebra, azaz F, = o(S(s)|s < t),
és F az ezen o-algebrékbol allo filtracio.

2.2.1. Definici6o. Egy ((t),(t) folyamatpart kereskedési stratégianak neveziink, ha mind-
két folyamat eldrejelezhets az F filtracio szerint, azaz ha (B(t;) és v(t;) is Fi,_,-mérhetd.

Az el6rejelezhetGség sziikségességének magyarazata egyszerti: minden idGpontban ismer-
niink kell, hogy mennyi kdtvényt, illetve részvényt szeretnénk tartani a kovetkezd idépontig.
Ez a definici6 kiterjeszthet folytonos idére is, azaz amikor minden pillanatban keresked-
hetiink, ekkor annak kell teljesiilnie, hogy 5(t) és y(t) Fi—-mérhets, ahol F;— = lim Fi.

s—t—

2.2.2. Definicié. A [(t),~(t) kereskedési stratégia onfinanszirozo, ha nem valtozik meg a
portfolio értéke egyetlen atrendezéskor sem, azaz minden t; id6pont esetén fennall, hogy

B(t:)B(t:) +(t:)S(t:) = B(tis1)B(ts) +v(tiz1)S(t:).

Az arazas és fedezés vizsgalatanal csak onfinanszirozo stratégidkat fogok vizsgélni, hi-
szen ezekben az esetekben f6ként arra vagyunk kivancsiak, hogy mekkora kezdétSkére van
sziikség az adott stratégia végrehajtasdhoz. Mar csak azt kell specifikilni, hogy mit is fo-
gunk fedezési stratégia alatt érteni. Vegyiink egy derivativat, jeloljiik ennek a lejarati idejét
T-vel, és legyen ennek a kifizetésfiiggvénye f(S(T)).

2.2.3. Definicié. A ((t),~(t) onfinanszirozé stratégia fedezési stratégia az f(S(T")) kifi-
zetési fiiggvény derivativara, ha mindig teljesiil T-ben, hogy

AT)B(T) +~(T)S(T) = f(S(T)).

Ez egy viszonylag szigord definici, mivel bizonyos esetekben csak annyi a feltétel, hogy
a portfolio T-beli értéke legalabb akkora legyen, mint a kifizetésfiiggvény. Dolgozatomban



azonban fedezési stratégia alatt mindig ezt az esetet fogom érteni, amikor a portfolio értéke
pontosan megegyezik a kifizetéssel. Ennek oka a dolgozat téméajaban ered: elsGsorban azt
szeretném vizsgalni a dolgozatban, hogy a tranzakciés koltségek altal jelentett bizonyta-
lansagot mekkora veszteség mellett tudjuk kezelni a fedezésben.

Példaul a Black-Scholes modell esetében az alapvets fedezési stratégia az, ahol mindig a
derivativa deltajanak megfelels részvényt tartunk, kotvény tekintetében pedig az opcio fair
aranak megfelel6 mennyiségt hitellel indulunk, majd ez dinamikusan, a kereskedésiinknek
megfelelGen valtozik. A modell feltételei mellett, ezt a stratégiat folytatva lejaratkor a
portfolionk értéke pontosan meg fog egyezni a kifizetésfiiggvénnyel.

A Cox-Ross-Rubinstein modell esetében is hasonld a fedezési stratégia, ennek a modell-
nek a deltdja tgy all el6, mint

P(Su,t + At) — P(Sd, t + At)
Su — Sd ’

ahol P(S,t) a derivativa ara a t id6pontban S részvényar mellett. Az indul6d kotvény-

A(S,t) =

mennyiség itt is a fair aron milik, lejaratkor pedig a fedez§ portfolio értéke itt is meg kell
egyezzen a kifizetéssel.

2.3. Tranzakcios koltségek specifikalasa

A tranzakcios koltségek a gyakorlatban a kereskedéssel jaro plusz koltségeket jelentik, mint
példaul a bid-ask spreadbdl eredd koltség a részvény véasarlasanal, a broker jutaléka, és
igy tovabb. A tranzakcios koltségeknek alapvetGen két tipuséat kiilonboztetjiik meg: lehet
fix koltség, ami minden kereskedésnél az iizlet értékétdl fliggetleniil ugyanakkora, és lehet
értékaranyos koltség. Ezek eltér6 modon hatnak a fedezési stratégidkra, a fix koltségekbdl
adodo kiadasok akkor nének meg, ha til gyakran, tul sokszor rendezziik at a portfolion-
kat, az értékaranyos koltségekbdl adodo kiadasok pedig akkor, ha tul nagy volumenben
kereskediink.

Dolgozatomban csak az értékaranyos koltségek hatasat fogom vizsgalni, ennek t6bb oka
is van. Egyrészt bonyolultsag szempontjabol az értékaranyos koltségek vizsgalata sokkal ér-
dekesebb kérdés, hiszen trajektoriafiiggs, hogy mekkora jarulékos veszteséget szenvediink el
altaluk a fedezés soran, mig a fix koltségek esetében ez kizarolag attol fiigg, hogy hanyszor
kereskedtiink. Tehat példaul ha tudjuk, hogy naponta szeretnénk fedezni, akkor az értékara-
nyos koltségek sztochasztikusak lesznek, viszont a fix koltség determenisztikus lesz, mivel
tudjuk hanyszor fogunk kereskedni. Masrészt a tul stird fedezés nemcsak a fix, hanem az
értékaranyos koltség szempontjabol sem elényos. Az, hogy mennyi részvényt kell tartanunk,
alapvetden sztochasztikus, és ha tul szorosan kovetjiik a valtozasait, akkor abbdl igen nagy
veszteségiink adodhat. Tehat azt a szempontot, ami miatt érdemes lenne vizsgalni a fix
koltségeket, nagyrészt az értékaranyos koltség is hordozza.
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A tranzakcios koltség mértékét a dolgozatban rk-val fogom jeldlni. Ez a k bid-ask spre-
adhez hasonloan fog funkcionalni: ha ¢-ben venniink kell részvényt, akkor (1 + £)S(t) aron
fogunk vasarolni, ha pedig eladnunk kell, akkor (1 — x)S(¢) 4ron fogunk eladni.

11



3. fejezet

Fedezés és arazas tranzakcios koltségek
jelenlétében

3.1. Leland modszere

Az egyik els jelentds, és a témaban igen gyakran idézett eredmény Leland [8] nevéhez
fiz6dik. Munkajaban a Black-Scholes-modellbél indult ki, majd azt latta be, hogy egy, a
delta-fedezéshez hasonlo stratégiaval replikdlva az adodo tranzakcios koltség ésszert kor-
latok kozott tarthatd varhatd érték és szoras tekintetében, és az opcidar becsiilhetd a
Black-Scholes-formuléval egy modositott volatilitas bevezetése mellett, amely kompenzalja
a tranzakcios koltségek jelenlétét a modellben. Ugyan Leland eredményének bizonyos ele-
meit kés6bb megcafoltak, megkdzelitését a témakorben sok mas kutato is alkalmazta az
évek soran. A kovetkezdkben ezt a replikalo stratégiat és levezetését fogom bemutatni.

Bar a Black-Scholes-modell esetében az opcidar a folytonos delta-fedezésen alapul, a
folytonos, illetve nagyon stirii fedezés tranzakcios koltségek jelenlétében igen magas kolt-
ségekhez vezetne, mivel a részvényéarfolyamat totalis variacidja végtelen. Ezért egy kicsi,
de nem infiniteziméalis At id6kozonként fogjuk atvaridlni a portfélionkat, ezzel megakada-
lyozva, hogy teljesen elszalljanak a koltségek. At alatt a részvényér valtozasa a kovetkezd
modon frhaté fel:

AS = S(uAt + ceV At + O(At3?)),

ahol € egy standard normalis valésziniiségi valtoz6. Ez a formula mindossze a részvényar
dinamikajanak diszkretizalasabol adodik, azért volt fontos a bevezetése, mert a késébbiek-
ben ezt hasznalni fogjuk.

Nézziik, hogyan épiil fel Leland stratégidja. Vezessiik be a kovetkezd modositott volati-
litast:

12



mivel

Ekkor emellett a modositott volatilitas mellett az opcidar a Black-Scholes-formula sze-
rint alakul, azaz

C(S,K,6,r,T) = S®(dy) — Ke T ®(d,),
ahol

gy — log(S/K) +rT L 1(3\/:7‘
’ VT 2

Ezt ugy fogjuk belatni, hogy megmutatjuk, hogy ha C-nek megfelelGen delta-fedeziink,
azaz At idokozonként agy rendezziik at a portfolionkat, hogy A = % részvényt tartunk
és B = C — AS értékd kdtvényiink van, akkor kicsi At mellett ennek a stratégia fedezési
hibaja is kicsi lesz, a varhato kifizetés pedig majdnem mindeniitt (S—K)" lesz a tranzakcios
koltségek figyelembe vétele mellett is.

Ehhez el6szor azt fogjuk megnézni, hogy At alatt hogyan valtozik a P fedez6 portfolio,
és a C opcidar értéke. Az el6bbiekben ismertetett stratégiat hasznalva

AP = AAS + rBAL + O(At?)

A (AS ., 9C ) (3.1)
_ﬁs <?) + (C_ﬁ )At+O(At ).

Az opcidar valtozasa a kovetkezé alakban irhato fel:

AC = C(S +AS,t + At) — C(S,t)

oC , (ASY | 19°C , (AS\*  oC 3/2 (3.2)
=39 <?> S( )+§At+O(At ).

t 395

S

At utan a A megvéltozédsanak megfelelGen a fedezs portfoliot is at kell rendezni. Az
ebbdél ad6doé tranzakcids koltség az alabbi médon becsiilhetd:

13
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1 |[{oC oC
TC = S <%(S + AS, t+ At) — %(S, t)) (S+ AS)
1 |o*C 3/2
- |2 3.3
51| 5 AS(S +AS)| +0(Ar?) (3.3)
1 9%C ,|AS 3/2

ahol a méasodik sorbeli Osszefiiggés az S szerinti derivalt megvaltozasara adott Taylor-
sorfejtéshdl adodik.

Ezek segitségével mar felirhatjuk a At alatt adodo fedezési hibat, amelyet A H-val fogunk
jelolni. Ez ugy all el6, mint

AH =AP - AC -TC.
Ebbe behelyettesitve a kapott kifejezéseket, és elvégezve az Osszevonasokat az adodik,
hogy

oS 20572 S ot

1 92C 5 |AS 3
2/1 SQS 5 + O(At#).

A A 2/\ 2 A
AH:r(c_@s> ar_ 1PC (ﬁ) _0C,,

Mivel C' a Black-Scholes formulabol adodik, igy teljesiil ra az, hogy
19°C oC . oC
5% — —r|C-=5]|=0
2052”7 T T( as) ’

ezt az Osszefiiggést felhasznalva pedig azt kapjuk, hogy

_10%C AS AS

i 2
__2 A2 j— [ J— [
AH = ;=58 |6 At <5> e

102¢ , [, AS|  [AS\?
= 3952” "A”RE‘? —<?) g

10°C , | , AS\? AS| |AS

Ekkor E(AH) = O(At%/?), mivel a zarojelben 16v6 rész varhaté értéke 0. Ha At id6kozre
ekkora a fedezésbdl adodo hiba varhatod értéke, akkor az opcio teljes idGtartaméra a hiba

+ O(At*?)

A5 + O(At*?) (3.5)

+O(AF?)

varhato értéke
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T—-At

T—At
_ _ l 3/2\ _ 1/2
E (tz; AHt) = ; E(AH,) = O(A#?) = O(At'?),

azaz At — 0 esetén a hiba varhato értéke 0-hoz tart. Emellett D*(AH) = O(At?), ebb6l
pedig az kovetkezik, hogy

T—At T—At T
D? AH, | = D*(AH,) = —O(At?*) = O(At),
(Z ) Z (AH) = O(AF) = O(At)

mivel az egyes idGszakokra jutd fedezési hibak korrelalatlanok. Tehat At — 0 esetén a
variancia is 0-hoz tart, ezzel pedig belattuk, hogy a (A, B) stratégiaval fedezve a varhato hi-
ba a fedezés frekvencidjanak novelésével 0-hoz tart, ezaltal pedig a médositott volatilitassal
megadott ar megfeleld lesz.

Mindazonaltal, konnyen észrevehets, hogy ha At — 0, akkor & — oo, tehat bar a le-
vezetésben van racio, tokéletes eredményt nem lehet vele elérni. Ettdl fiiggetleniil Leland
cikkét gyakran citaljak a tranzakcios koltségek témajaval foglalkozd munkakban, illetve a
cikkben alkalmazott Gtletek, modszerek, mint példaul a modositott volatilitds alkalmazé-
sa, vagy a varhato értékek hasznélata a tranzakcios koltségek kezeléséhez, felbukkannak
késébbi eredményeknél is.

3.2. Hoggard, Whalley és Wilmott egyenlete

A folytonos esetben Leland utan is sziilettek probéalkozéasok a replikilasra az 6véhez hasonld
modszerekkel. Hoggard, Whalley és Wilmott 1994-es cikkiikben [7] adtak meg egy parcialis
differencidlegyenletet, amely hasznalhato eurdpai opcidk arazdsara tranzakcios koltségek
jelenlétében. Az alabbiakban ennek az egyenletnek a levezetését mutatom be Florescu,
Marianu és Sengupta [5] cikke alapjan.

Az alaptermék a Black-Scholes-modellhez hasonléan itt is geometriai Brown-mozgast
kovet. Legyen II a fedezési portfolio értéke, C(S,t) pedig az opci6 értéke. Diszkrét idGben
kozelitve kicsi 0t 1épéskoz mellett ekkor az alaptermék aranak dinamikéja

68 = uSst + o SeV/ét,

ahol p a drift, o a volatilitas, és € egy standard normélis valoszintiségi valtozé. A port-
folionk értéke I1 = C' — AS, ahol A az altalunk tartott részvények szamét jeldli, igy a
portfolio értékének valtozasa a kdovetkezd forméban adhaté meg:

B aC 1, ,0°C aCc  ocC
511_05(85 A)em+<205832+u583+8t uAS)ét kS|,
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ahol v az adott lépésben kereskedett termékek szama, x pedig a tranzakcios koltség
aranya. Bar ugy tlinhet, hogy az elébbi formuldhoz feltettiik, hogy A konstans, valéjaban
nem ez a helyzet, A sztochasztikussagat meghagyva is ugyanez az eredmény adodik.

Alkalmazzunk delta-fedezést, azaz legyen A = %(S, t). Mivel feltettiik, hogy &t kicsi,
igy a 0t id6 utan kereskedett termékek szama

oC oC 0*C 0*C
V= aS(S+5St+5t) aS(St) 5585 5(%85

Mivel 65 = 0 SeV/dt + O(dt), igy csak az els6 tagot megtartva azt kapjuk, hogy

0*C
vV~ WUSC\/E

Ebbél adodik, hogy 6t id6kozre a varhato tranzakcids koltség

E(kS|v]) = \/gmaSQ
T

ahol \/g az € valoszintiségi valtozo abszolut értékének varhato értéke. Ez alapjan a
varhato valtozas a portfolio értékében ot alatt

~(oCc 1 ,,0C 2,
E(5TI) = <8t 0*S 2z =\ K0S 5t

Bar a piac nem teljes, azt feltehetjiik, hogy arbitrazsmentes, ekkor pedig levezethetd,

0*C

@\/&7

0*C
852

hogy a portf6lié varhaté hozama a kockazatmentes kamatlabbal egyezik meg:

B(6TI) = (o sgg) 5t.

Az eléz6 két formula segitségével a szerzék az alabbi parcialis differencidlegyenletet
kaptak eurdpai call opcidk tranzakcios koltségek melletti drazasara:

oc 1., ,0°C [ 2 5 0°C oC
8t+ US@SQ ﬂ_(SKO'S 532 rSaS rC =0,

z (S,t) € (0,00) x (0,T) értelmezési tartomanyon, C'(S,T) = (S — K)* peremfeltétel
mellett, ahol K az opcié strike-ja. Ertelemszertien a fenti differencidlegyenlet nemcsak
call opci6 arazasara alkalmas, ha példaul egy eurdpai put opciot szeretnénk arazni, akkor
egyszertien a put kifizetésfiiggvényét kell megadni T-ben peremfeltételnek.

3.3. Replikalas diszkrét idében

Lathattuk, hogy folytonos modellben igen nehézkes a derivativak replikalasa, ha jelen van-
nak a modelliinkben a tranzakciés koltségek, viszont a diszkrét id6kéz hasznélata utan
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felvetGdhet a kérdés, hogy diszkrét modellben lehetséges-e a replikalas, és ezaltal az opcid
arazasa. Boyle és Vorst |3| dolgoztak ki els6ként replikalo stratégiat eurdpai opciokra, most
az § modszeriiket fogom attekinteni.

A szerz6k azt tették fel, hogy az alaptermék ara a Cox-Ross-Rubinstein modell szerint
alakul. A kereskedési stratégiak bevezetésénél példaként mar ismertettem a replikalo stra-
tégiat, de fontos megjegyezni, hogy a stratégia lényegében az, hogy mindig annyi részvényt
és kotvényt tartunk, hogy az értékiik megegyezzen az aktudlis opcidarral, és akarmelyik
irAnyba mozdul is el a részvényér, a kovetkezd id6pontban a portfélionk a kivant értéket,
vagyis az ott aktudlis opcidarat vegye fel. Ez surlodasmentes piacon egyszeriien megoldha-
t6, mivel a portfolid atrendezésének nincs extra koltsége, igy ha egyszeriien A-val jeloljiik
az altalunk tartott részvények szamat, és B-vel a kotvényeink értékét, akkor ezeket egy egy-
szerd két ismeretlenes, linearis egyenletrendszer megoldasaval megkaphatjuk, amennyiben
mindkét elagazasra ismerjiik a megfelels A és B értékeket. Azonban tranzakcios koltségek
jelenlétében mar nem ilyen egyszert a helyzet, hiszen ha onfinanszirozoé replikalo stratégi-
at akarunk épiteni, akkor figyelembe kell venniink a portfélionk atrendezésénél felmeriils
tranzakcios koltség értékét is. Ekkor A-t és B-t az alabbi egyenletrendszer megoldasaként
kaphatjuk meg:

ASu+ BR = A,Su+ B, + k|A — Ay, |Su

3.6
ASd—i—BR:Ade—i—Bd—Fli’A—Ad’Sd, ( )

azonban ez az egyenletrendszer nem linearis A-ban a tranzakciés koltségnek megfele-
16 tagok miatt, igy nem feltétlen trivialis, hogy az egyenletrendszernek van-e egyaltalan
egyértelmi megoldasa.

3.3.1. Allitas. A 3.6 egyenletrendszernek van egyértelmi (A, B) megolddsa, és A-ra a
kévetkezd egyenldtlenség dll fenn:

Bizonyitas. Lejaratkor a A-k értéke 1 vagy O lehet, attol fiiggéen, hogy S nagyobb-e
vagy kisebb, mint a strike. Mivel A € [0, 1] minden ¢ id6pontban és minden &allapotban,
igy T — 1-ben, azaz a lejarat elGtt biztosan teljesiil 3.7. Emiatt feltehetjiik azt id&ben
visszafelé haladé indukcidval, hogy A,-ra és Ag-re fennall 3.7, azaz Ag < A, < Ay, és
Agg < Ay < Ayg, ebbdl pedig kovetkezik, hogy Ay < Ayg < A,

Vonjuk ki a masodik egyenletet az els6b6l, és rendezziink mindent egy oldalra. Mivel a
BR kiesik, igy ez a kifejezés csak A-tol fiigg, és bevezetjiik ra az f jelolést:

F(A) = AS(u—d) — AySu+ AgSd — By + By — k|A — Ay|Su + |A — Ag)Sd.

Azok a A értékek lehetnek megoldéasai a 3.6 egyenletrendszernek, amelyekre f(A) = 0.
f(A) folytonos és szakaszonként linearis, a derivaltja pedig mindegyik szakaszon szigorian
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pozitiv, igy f egy szigortian monoton névekvd fiiggvény lesz, azaz csak egyetlen zérushelye
lehet. Ezzel a (A, B) megoldas egyértelmiiségére vonatkozo részt belattuk, mivel ha A-
t ismerjiik, B is egyértelmien kiszamolhaté. Azaz méar csak azt kell belatni, hogy 3.7 is
mindig teljesiil, ehhez az f szigori monotonitésa miatt elég azt belatni, hogy f(Ay) < 0
és f(A,) > 0. Korabban feltettiik, hogy 3.7 teljesiil A,-ra és Agre, igy 3.6 megfelels
egyenleteit alkalmazva felirhatjuk, hogy

Ay Sud + B,R = AygSud + Byd + k(A — Ayg)Sud
AgSud 4+ BgR = AygSud + Byd + k(Ayg — Ag)Sud

Az els6 egyenletet a masodikbol kivonva és R-rel leosztva azt kapjuk, hogy

Sud Sud
(A — Au)% + By— By = £((Aga — Ag) — (A, — Aud))%.

Ebbdl pedig az adodik f(Ag)-re, hogy

Sud

= KB = 80) = (B = Bua) T+ w(Ba = A7

= 2K(A,d — Au)% <0.

Hasonléan belathato, hogy f(A,) = (A, — Ay)Sd(1 — k) — By, + By > 0, ezzel pedig az
allitas masodik részét is sikeriilt igazolni. [J
Ezen Allitas alapjan atirhatjuk a 3.6 egyenletrendszert a kdvetkez6 alakra:

ASu(l+ k) + BR = A,Su(l + k) + B,

3.8
ASd(1 — k) + BR = Ay4Sd(1 — k) + By (3.8)

Ez az egyenletrendszer mar linearis, igy a lejaratkori értékekbdl visszafelé indulva kisza-
molhatoak minden allapotra a megfelels A és B értékeket. Vegyiik észre, hogy @ = u(1+k)-t
és d = d(1 — k)-t beirva visszakapjuk a tranzakcios koltségek nélkiili esetet, igy felmeriilhet
a kérdés, hogy nem hasznalhatnank-e a tranzakciés koltségek nélkiili eset arazasi formulait
a modositott u-val és d-vel az opcioar meghatarozasara. Ez a megkozelités azonban hibés,
hiszen a 3.8 egyenletrendszerben az egyenletek jobb oldalan all6 értékek nem a call opcid
adott allapotbeli értékét mutatjak, felfelé 1épés esetén a call értéke A, Su+ B,, nem pedig
A, Su(l + k) + B,.

Ahogy arr6l mar korabban sz6 esett, a Cox-Ross-Rubinstein modellben a tranzakcios
koltségek nélkiili esetben az opcid ara elGall gy, mint a lejaratkori érték diszkontalt var-
hato értéke a martingadlmérték felett. Ahhoz, hogy ezt a modszert a tranzakcios koltségek
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mellett is lehessen alkalmazni, sziikség van a martingalmérték valdszintségeire. A szer-
z6k elGallitottak ezeket a valoszintségeket, majd ennek segitségével meg is adtak egy, a
tranzakcios koltségek nélkiili esethez hasonl6 diszkontalt varhato érték formulat.

A 3.8 egyenletrendszer alapjan egy kétperiodusos modell esetén

P(ALSu(14 k) + B,) + (1 —p)(AgSd(1 — k) + By

C S + 7

ahol C a replikald portfolio jelenlegi értéke és

R —d(1 — k)
w(l+ k) —d(l—k)
Mivel a modell két periddusos ezt tovabb alakithatjuk dgy, mint

ﬁ:

C = AS+ B = [pp,(AuuSu*(1 + k) + By
+P(1 = D,)(AuaSud(l — k) + Bug
+ (1 = P)Pa(AuaSud(l + k) + Bud
+ (1 =p)(1 —p,y)(AgaSd* (1 — k) + Bug)/ R?,

(3.9)

ahol

__ RI+k)—d(l—-x), = R(1l—-k)—d(l—r)
Pe = w0 m) —dd—r) TP udr) —d(1— k)

Lathato, hogy az egyenlet jobb oldala értelmezhets diszkontalt varhato értékként, vi-
szont az is lathato, hogy a tranzakcios koltségek nélkiili esettel szemben itt a felfelé 1épés
valoszintisége nem egységes, hanem fiigg attol, hogy az adott allapotba felfelé vagy lefelé
tett 1épéssel jutottunk el. Ha felfelé tett lépéssel érkeztiink az adott allapotba, akkor az
ijabb felfelé 1épés valoszintsége p,,, mig ha lefelé tett 1épéssel jutottunk az &llapotba, akkor
Dy a felfelé 1épés valoszintsége.

Ezt a folyamatot a kovetkezd mddon lehet formalizalni: legyen n a lépések szama, és
legyen Xy, Xo, ..., X, egy Markov-lanc két allapottal, és az ezekhez tartozo6 logu és logd
értekekkel. A kiindulé allapotban P(X; = logu) = P, a tovabbi lépésekben pedig a folyamat

aAtmenetmatrixa:
11— ﬁu 11— ]_?d

3.3.2. Tétel. Eqy eurdpai long call pozicio replikdldsinak koltsége tranzakcios kéltségek
jelenlétében a kovetkezd maodon szdmolhato ki:

Bl + 7n’f)Sey — K)Igev~ k]

C:
Rr ’

(3.10)
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ahol n a lépések szdma a modellben, Y = Y0, illetve X,, = 1, ha X,, = logu és

=1’

X, = —1 egyébként, valamint a vdrhatd értéket az eldbb leirt folyamat alapjdn szdmoljuk.

A tétel egyszerti indukcié segitségével bizonyithato. Az X,k tényezd kivételével a rep-
likalo portfolio értéke a lejaratkori kifizetés diszkontélt varhatd értéke. Viszont a tranz-
akcios koltségek nélkiili esettel szemben nem a kockdzatmentes valoszintiséggel szamoltuk
a varhato értéket, hanem a kordbban részletezett valosziniiségek segitségével. Az a 3.10
formulabdl kiolvashato, hogy tranzakcios koltségek mellett a call replikalasanak koltsége
magasabb, mint nélkiiliik. Emellett mivel felfelé lépés utan az tjabb felfelé 1épés valoszint-
sége nagyobb, és ugyanez érvényes a lefelé 1épésre, igy a kockazatos termék extrém magas
és extrém alacsony lejaratkori értékei elérésének valoszintisége novekszik, igy a kockizatos
termék variancidja is névekszik, ez az oka a magasabb arnak.

A 3.10 képlet segitségével becslést adhatunk a call opcio arara akar nagy lépésszam
esetén is. Tegyiik fel, hogy T = 1. Ekkor a kivetkezdk lathatok be Y-rol és X, x-16l.

3.3.3. Lemma. Az Y waldsziniségi vdltozo variancidja nagy n €s kicsi k mellett a kévet-
kezd alakban dll eld:

Var(Y) = o? (1 + O(K?) + <%ﬁ + O(m3)> \/ﬁ> +0 <%) (3.11)

3.3.4. Lemma. Az Y waldsziniségi valtozo vdrhato értéke nagy n és kicsi k mellett a
kovetkezd alakban dll eld:

BE(Y)=r— %(Var(Y)) L0 (%) +O(k) (3.12)

3.3.5. Lemma. Nagy n és kicsi k mellett a kivetkezdk teljesiilnek X, k-ra:

— 1 — 1
E(X,k)=—k (FL +0 (%)> Cov(X,k,Y) = 4K+ O <%)
A lemmak bizonyitasanak részletezésétdl, azok hossza miatt, eltekintek.
Ahogy az lathato, nagy n és kicsi & esetén az X, k-s tényezd elhagyhato a 3.10 formu-
1abol. Igy ebben az esetben a call opci6 ara gy becsiilhets, mint

E[(Se” — K)Iser 5]
C= .
Rn
Tovabba nagy n esetén Y eloszldsa normaélis eloszlashoz tart a 3.12 és 3.11 formulakban

megadott varhato értékkel és szorassal, tehat az alaptermék ara a megfelel6 lognormalis
eloszlast koveti. Ennek koszonhetSen a call opcio arara adott el6bbi formulat becsiilhetjiik
a Black-Scholes modellnek megfelelGen, ez alapjan pedig a kovetkez6t mondhatjuk ki az
opcidar becslésérdl.

20



3.3.6. Tétel. Nagy n és kicst k esetén eqy olyan fedezd portfolio kezdeti értéke, amely
dinamikusan és onfinanszirozva replikdlja eqy eurdpai long call opcio lejdratkori kifizeté-
sét tranzakcios kiltségek mellett, nagysdgrendileg eqyenld az opcio Black-Scholes formula
szerint szamolt drdval a kévetkezd modositott volatilitdas mellett:

(14 7%)
ovVAt)’

ahol At = %

Ez a moédositott volatilitds nagyon hasonlit a Leland-féle volatilitashoz, annyi a kiilénb-

ség, hogy a modositd tag egyiitthatdja nagyobb, \/g helyett 2. Igy végss soron hasonlo
eredményt kaptunk, azonban a modell diszkrét mivolta miatt itt a replikalas ténylegesen
miikodik.

Ezzel végig is jartuk, hogyan lehet tranzakcios koltségek mellett egy long call opciod
arat becsiilni. Most attériink a short call replikdlasanak kérdésére. Nyilvanvalo, hogy a
tranzakcios koltségek nélkiili alapesettel szemben itt a short call replikdldséhoz nem lehet
egyszertien a long call replikidlasahoz hasznalt stratégia ellentettjét venni, hiszen a tranzak-
cios koltségek miatt nem mindegy, hogy venniink vagy eladnunk kell az adott allapotban.
Ettdl fiiggetleniil a megoldas menete itt is szinte ugyanaz lesz, mint a long call esetében.

Elgszér induljunk ki egy egyperiddusos modellbsl. A replikdlasnal a 1ényeges kiilonbség
a long callhoz képest, hogy itt az alaptermékbdl short pozicionk lesz, azaz a A-k negativak
lesznek (kivéve ha egyértelmiien out-of-the-money lesz a kimenetel, akkor nyilvin A = 0),
de a rekurziv egyenletek, amelyek segitségével kiszamolhatjuk az onfinanszirozé replikalo
stratégidnkat megegyeznek a long callndl is hasznélt 3.6 egyenletrendszerrel. Hasonl6an a
long callhoz itt is megfogalmazhatunk egy allitast arra vonatkozéan, hogy mikor lesz ennek
a rendszernek egyértelmi megoldasa.

3.3.7. Allitas. Egy eurdpai short call pozicid replikdldsdra, azaz a 3.6 egyenletrendszerre
létezik egyértelmid (A, B) megoldds, ha

u(l—kr) > R(1+ k) ésd(1+ k) < R(1 —K)

Tovdbbd erre az egyértelmi megolddsra minden dllapotban teljesil, hogy A, < A < Ay,
amennyiben az alaptermék drat modellezd binomidlis fa végpontjainak eqyikére sem teljesiil,
hogy £ < Sp < £

— 1-k"
Bizonyitas.
A 3.3.1 bizonyitasaban hasznalt f(A) fiiggvényt Gjbol hasznalni fogjuk, azaz tovabbra
is
f(A) = AS(u—d) — AySu + AgSd — By, + By — k|A — Ay|Su + k|A — Ay|Sd.
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Ha A, < Ay, akkor f(A) szakaszonként linearis a (—oo, A,), (A, Ay), (A4, 00) inter-
vallumokon, amelynek a derivaltjai az egyes szakaszokon rendre

(14 k) (u—d)S, (1 —k)u— (14 rK)d)S és (1 —k)(u—d)S.

Amennyiben (1—k)u > (14k)d, mindegyik derivalt pozitiv, igy f(A) szigortan monoton
novekvd lesz, azaz az f(A) = 0 egyenletnek pontosan egy megoldasa lesz.

Ha A, > Ay, akkor f(A) a (—o0,Ay), (Ag, Ay), (A, 0) szakaszokon linearis, itt a
derivaltak szakaszonként rendre

(1+kr)(u—d)S, (1 +r)u—(1=r)d)S és (1 —kr)(u—d)S.

Ezek mind pozitivak, igy ekkor mindig teljesiil, hogy f(A) szigorian monoton névekva.
Ezzel tehat belattuk, hogy ha (1 —x)u > (1+ k)d, akkor mindig van egyértelmd megoldasa
3.6-nek.

Az allitds masodik felének bizonyitasa ugyanigy indukcios 1épésekkel, és az f fliggvény
szigortt monotonitasanak felhasznélasaval torténik, mint a 3.3.1 allitas esetében. Az induk-
ci6 kiindulédsanal van csupan egy kis kiilénbség, a végpontokban A = —1, ha S > K, és
A = 0 egyébként. Ertelemszertien, ha A, = Ay, akkor A is ugyanezzel az értékkel lesz
egyenld, ha pedig A, = —1 és Ay = 0, akkor

A Su(l—kr)— K
B Su(l—k)—Sd(1+k) /)"
A nevezében 1év6 kifejezés mindig pozitiv, ha (1 — k)u > (1 + k)d, igy ahhoz, hogy
A € [—1,0] fennalljon, két dolognak kell teljesiilnie:

Su(l—rk)— K >0¢és Su(l — k) — K < Su(l —k)—8d(1+ k).
Ezeket atrendezve az adodik, hogy

K
és Sd <

Su >
u_l—,‘i 14k’

ami pontosan azt jelenti, hogy a fa végpontjainak egyike sincs benne a [1%, %] inter-
vallumban. [

Ahogyan azt lattuk, az egyértelmd megoldas létezéséhez elégséges feltétel, hogy (1 —
k)u > (14 k)d, ennél az allitisban mégis erGsebb feltételt fogalmaztunk meg. Ennek oka,
hogy ha a long call esetéhez hasonlé varhato érték formulat szeretnénk felirni a replikalas
koltségére, akkor ehhez a kdvetkezo felfelé 1épésre vonatkozo valoszintiségeket szeretnénk

hasznalni:




Ahhoz, hogy ezeket ténylegesen valoszintiségként lehessen alkalmazni, a [0, 1] interval-
lumban kell legyenek. Lathato, hogy ha R(1 — k) > d(1 + k), akkor mindharom kifejezés
nemnegativ, ha pedig R(1 + k) < u(1 — k), akkor egyik kifejezés sem lehet nagyobb 1-nél,
ezzel be is lattuk, miért van sziikség ezekre a feltételekre.

A long callra bemutatott varhaté értékként valé formalizalas itt is alkalmazhaté, majd
ezt a formulat kiterjesztve nagy n-ekre és kicsi k-kra, a long callnédl alkalmazottakhoz
hasonlé szamitasokkal azt kapjuk, hogy egy eurdpai short call opcio értéke becsiilhetd a
Black-Scholes formula segitségével egy modositott volatilitds paramétert hasznélva, ame-
lyet a

()

formulabdl kapunk meg. Vegyiik észre, hogy ez ugyanigy néz ki, mint a long callnal
bevezetett modositott volatilitas, csak a zaréjelben + helyett — szerepel. Mivel az opcioar
folytonos K-ban, igy ez a becslés akkor is hasznalhato, ha a fa végpontjaira vonatkozo
feltétel nem feltétlen teljesiil. Azonban, mint azt latni fogjuk, az egyértelmd megoldas
letezésének feltételei sziikségesek ahhoz, hogy a becslésiink értelmezhetd legyen. Ha u(1 —
k) > R(1+k) és d(1+ k) < R(1 — k), akkor u(1 — k)? > d(1+ k)% u és d helyére beirva a
definici6 szerinti alakjukat, és logaritmust véve azt kapjuk, hogy

oV AL+ 2log(1 — k) > —oV AL + 2log(1 — k).

Amennyiben r kicsi, a log(l £ k) ~ +x becslést hasznalva ebbdl az addodik, hogy
201/T /n > 4k, ezt atrendezve pedig azt kapjuk, hogy

2K >0

1—
oV At

Tehéat amennyiben az emlitett feltételek nem teljesiilnek, a becsléshez hasznalt modosi-

tott volatilitds negativ értéket vehet fol.

3.4. A hasznossag alapi megkozelités

Az eddigi modellekben azt lathattuk, hogy a tranzakcios koltségekbdl szarmazd bizony-
talansagot olyan modon probaltak kezelni, hogy a tranzakcios koltségek varhatd értéke
alapjan probaltak kidolgozni valamilyen megfelel6 stratégiat, amibdl aztan adodik egy ar
az opcidra. Azonban ezek csak kozelitések, folytonos modellben a pontos replikilas véges
tranzakcids koltségek mellett nem valosithaté meg, illetve akkora veszteséggel jar, amely
mellett nem racionalis egy ilyen stratégiat kovetni.

Hodges és Neuberger [6] éppen ezért mas modon kozelitették meg a tranzakcios koltsé-
gek melletti replikalas problémajat. Ok nem egy tisztan matematikai modszert alkalmazva,
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hanem egy, inkadbb a koézgazdasagtanhoz kozel all6 szemlélettel, a befekteték kockazatkerii-
lésére épitették fel a modellt. Feltételezték, hogy a befektets kockazatvallalasi hajlandosaga
lefrhaté valamilyen hasznossagfiiggvénnyel, és ennek ismeretében probaltdk meghatarozni
az optimélis stratégiat.

Mivel a modell fokuszaban a kockazatkeriilésnek megfelelGen, az elszenvedett veszteség
szempontjabol valo optimalizélas all, és nem egy bizonyos arazasi modell koré lett felépitve,
igy a részvényar a modelljiikben az eddig latottakkal ellentétben nem egy adott modell
feltételének megfelel6en alakul, hanem a dinamika az altalanosabb alakban, az aktuélis
részvényartol fiiggs drifttel és volatilitassal lett megadva:

dS = p(S)dt + o(S)dW.

A kotvény szokas szerint egy konstans r kamatlabbal folytonosan kamatozik.

Legyen C(S(T)) a derivativank kifizetéstiiggvénye. Ha ezt a derivativat fedezziik vala-
milyen stratégiat kovetve, akkor lejaratkor az alaptermékbeli pozicionk zarasa utan fenn-
maradd pénzosszeget jeloljiik yr-vel, és legyen

wr = Br — C(S(T))

a derivativabeli pozicié zarasa utan fennmarado6 Gsszeg. Ekkor egy U(wr, S(T')) hasz-
nossagfiiggvényt definidlunk, és ehhez a hasznossagfiiggvényhez kell meghataroznunk azt a
stratégiat, amely maximalizalja a varhato hasznossagot. El6bb azonban meg kell hatarozni
milyen fiiggvénytipus lenne a legmegfelel6bb a hasznossag leirasara. Mivel wyp értéke lehet
negativ is, igy ki kell zarni olyan gyakran hasznalt fiiggvényosztalyokat, mint a hatvany-
vagy a logaritmusfiiggvények. Ezenfeliil kell, hogy U (wy, S(T')) kétszer folytonosan differen-
cialhato legyen, és teljesitenie kell a derivaltaknak bizonyos, a kockézatkeriilésb6l fakado
feltételeket:

ou 0*U
9w >0 és e < 0.
A probléma felirasdhoz definialjuk kell a kovetkez6 fiiggvényt:

J(t, S, z,y) = max E(U(wr, S(T))),

ami a maximalis elérhets varhato hasznossag a ¢ id6pontbdl indulva S pillanatnyi rész-
vényarfolyam, x kezdeti részvénymennyiség, és y kezdeti bankbetét mellett, ahol a maxima-
lizalast minden ésszerd kereskedési stratégia mellett végezziik. Ha a lejarat id6pontjaban
vessziik a J(.) fiiggvényt, mivel ekkor méar nincs bizonytalansag a részvényar mozgasaban,
igy értelemszeriien ugy all el§, mint

J(T,S,z,y) = U(wr, S(T)), (3.13)
ahol
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wr = x85(T) +yr — C(S(T)),

ha lejaratkor nincs semmiféle tranzakcios koltség. Amennyiben a részvénypozicionkat
tranzakcios koltségek mellett kell zarnunk T-ben, akkor pedig wp-hez még hozzdadodik
—k|z|S(T).

A maximalizalas problémajat rekurzivan, a lejarattol visszafelé haladva oldjuk meg dina-
mikus programozasi feladatként. A J(.) fliiggvény fejlédését a kovetkezGképpen lehet felirni
visszafelé lépkedve:

J(t,S,z,y) = max Eqg[J(t + dt, S + dS, z*,y(z"))],

tehat lényegében azt szamoljuk ki, hogy adott dS értékek mekkora részvénymennyiséggel
indulva tudjuk maximalizalni a hasznossagot.

Ezen sztochasztikus optimalis kontroll probléma megoldasanak ki kell elégitenie az alab-
bi egyenletet:

0J oJ 1 0*J 0J
N N Ty AT A 3.14
5 T )85+20()852+7‘yay : (3.14)

a 3.13 peremfeltétel mellett, tovabba J(.)-re teljesiil, hogy
J(t, S,z +u,y —uS — k|ulS) < J(t, S, x,y). (3.15)

Az utobbi feltétel abbol kévetkezik, hogy ha t és S valtozatlansaga mellett a kiindulo
(x,y) portfolionkat barmilyen atrendezését vessziik, azzal nem jutunk nagyobb J(.) érték-
hez, hiszen ha ezzel novelni lehetne J(.)-t, akkor ez az azonnali atrendezés is része lenne
annak a stratégidnak, amely maximalizalja a varhaté hasznosséigot.

A J(.) fiiggvény a szarmaztatott kovetelések arazasara is felhasznalhato, ha példaul
adott egy C szarmaztatott kovetelés, akkor jeldlje JC (¢, S, z,y) a C véllalasabol szarmazo
varhatd hasznossagot a paramétereknek megfelels optimalis fedezés mellett. Ekkor a be-
fektets szempontjabol az eladasi ar, ezt jeloljik Vs(C)-vel, az a pénzmennyiség, aminek
a birtoklasa és C-bdl egy short pozicio felvétele ugyanazt a varhatd hasznossdgot ered-
ményezi, mintha nem csinadlnank semmit. Ehhez hasonléan definidlhatjuk a vételi arat is,
VB(C) az a pénzosszeg, amely mellett a vételi ar kifizetése és a kovetelés tartasa ugyanak-
kora varhaté hasznossaggal jar, mintha nem csinaltunk volna semmit. Formulizalva ezt a
kovetkezSképpen irhatjuk fol:

J¢(0,8,0,Vs(C)) = J°0,5,0,0) = J¢(0, 5,0, =V5(C)), (3.16)

ahol J? azt jeloli, ha nincs semmilyen szarmaztatott kovetelésbdl pozicionk, magyaran
a "kifizetés” konstans 0.
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Ahogy azt lathatjuk, a probléma igencsak komplex, igy bizonyos egyszeriisitésekkel kell
élni annak érdekében, hogy a megoldas kiszamithato legyen. Ennek megfelel§en hasznos-
sagfiiggvényként a szerzék egy egyszerid negativ exponencialis fliggvényt hasznaltak:

U(wy) = — exp(—Awr),

ahol a A\ kvazi a befektetd kockazatkeriilését méri. Ahogy lathato, ez nem fiigg a lejarat-
kori részvényartol, igy csokken a probléma bonyolultsaga, illetve adrazasi megfontolasokbol
is jo valasztas. Azt szeretnénk, ha fedezés szempontjabol az alaptermékbdl tartott kezdeti
mennyiség fiiggetlen lenne a bankbetétiink kezdeti értékétsl. Ez ebben az esetben teljesiil
is, hiszen a hasznossag csak a pozicionk zarasa utdn megmarado pénzmennyiségtdl fiigg,
és igaz lesz az, hogy

J(t, S, Z, y) = J(t, S, T, 0) exp (_)\yer(T—t)) ’

hiszen ha modositjuk a kiindul6 bankbetét értékét, akkor az minden stratégia mellett
ugyanannyival tolja el wp-t, igy ezen hasznossigfiiggvény mellett ennek a hatasa csak egy
szorz6 megjelenésében nyilvanul meg. Ennek koszonhetSen a y-t akar el is hagyhatjuk a
paraméterek koziil, és igy definidlhatunk egy 0j fliggvényt:

H(t,S,z)=J(t, 95, x,0).

Ezenfeliil a tovabbiakban attériink a kockadzatmentes mértékre, azaz feltehetjiik, hogy a
részvénylink driftje r lesz. Ahogy mar lathattuk az opcidarazasi modellek ismertetésénél,
ez az arazas szempontjabol fontos, igy a fedezd portfolio értékfolyamatanak Osszetételtsl
fiiggetleniil r lesz a driftje.

Nézziik meg, hogy ezen feltételek figyelembevétele mellett hogyan irhatoak fel a korab-
ban részletezett Osszefiiggések. A problémat leird 3.14, 3.13 és 3.15 feltételek az alabbi
formaban allnak el6 a H fiiggvény segitségével felirva:

OH  OH 1 , ., 0*H
ot T"9%5 T37 )5

H(T7 Su SL’) = — eXp(—)\wT)
H(t, S,z +u) > H(t,S, x) exp(=\uS — &|u|S)e"T=Y).

=0

Az arazo formulék is hasonloan transzforméalhatoak a H fliggvényre, a 3.16 Osszefiiggést
felhasznalva:

JC(0,5,0,Vs) = HY(0,S,0) exp(—=AVge™') = H°(0, 5,0) = —1,

hiszen 0 bankbetéttel indulva a konstans 0 kifizetésfiiggvény mellett a lejaratkori egyen-
leg is 0 lesz, és U(0) = —1. Ennek az egyenlGségnek a segitségével pedig mar meg tudunk
hatarozni egy konkrét formulat mind Vs-re, mind Vg-re:
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1
Vg = Xe_rT log(—HC)
1
Vg = —Xe*TT log(—H*C)

A probléma megoldésa egy optimalis stratégiat ad az opcié fedezésére, illetve valami-
lyen fiiggvényt az arazashoz. A megoldas a szokvéanyos tranzakcios koltségformak (fix vagy
értékarényos vagy ezek kombinacioja) mellett az alabbi fiiggvényeket fogja megadni:

r_(t,S,y),v(t,S,y), " (t,S,y), " (t, S, y).

Ezek a fiiggvények a fedezésiink sorén tartott részvények szdmat hatarozzédk meg: ki-
indulaskor = € [r_,x,], ha kés6bb azt tapasztaljuk, hogy az adott pillanatban x < x_,
akkor gy rendezziik at a portfélionkat, hogy a részvényeink szama pontosan x* legyen.
Ha pedig z > x,, akkor gy rendeziink at, hogy x7 részvényiink legyen. Ha csak érték-
ardnyos tranzakcios koltségek vannak, akkor x_ = 27 és x, = 27 . Tehat lényegében az
optimalis megoldas adott ¢, S' és y mellett megadja egy igymond "tranzakciémentes” inter-
vallum korlatait, és optimalis részvénymennyiségeket: amennyiben az intervallumon beliil
vagyunk, nem csindlunk semmit, ha viszont kiviil vagyunk, akkor annyi részvényt vesziink
vagy adunk el, hogy a megfelel6 optiméalis mennyiséget tartsuk.

3.5. A delta tolerancia stratégia

Bar Hodges és Neuberger modszere igen jo empirikus eredményeket szolgaltatott, a fedezési
hatarok pontos kiszamitasa egy igen nehéz, id6- és szamitasigényes feladat. Emiatt az
alapotletet felhasznalva sziilettek tovabbi eredmények, amelyek ezt a stratégiat valamilyen
modon egyszertsitették. Zakamouline 2006-os cikkében [12] az egyik ilyen egyszerisitett
fedezési modszer, a delta tolerancia stratégia eredményeit vizsgalta.

A delta tolerancia stratégia alapvetGen hasonlé Hodges és Neuberger stratégiajahoz, ott
akkor rendeztiik at a portfolionkat, ha a tartott részvények szdma kiviil esett a tranzakcio-
mentes intervallumon, és lényegében itt is ez torténik, csak ebben az esetben az intervallum
lényegében az aktudlis delta a toleranciaszintnek megfelel§ sugari kornyezete. Formalisan
legyen H ez a toleranciaszint, (t) a t-ben tartott részvények szama és A(t) a Black-Scholes
delta a t id6pontban. Ekkor ha v(t) € (A(t) — H, A(t) + H), akkor nem rendeziink at. Az,
hogy a befekteté mekkora H-t valaszt, attol fiigg, mennyire kockézatkeriil6: minél inkabb
hajlandé vallalni a kockézatot, annal magasabb a megfelel§ toleranciaszint.

Mivel a hasznossag alapti modszer megoldasanak kiszamitésa igencsak bonyolult, ezért
elkezdtek aszimptotikus megoldasokat keresni Hodges és Neuberger médszerének segitsé-
gével, hogy olyan korlatokat kapjanak az intervallumra, amelyeket egyszertibb meghatéa-
rozni. Ahogy lathattuk, a delta tolerancia stratégia igencsak hasonlit Hodges és Neuberger
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stratégidjara, ennek megfelelGen tobb megoldés is sziiletett az évek sordn az optimalis to-
leranciaszintre. Elgszor Whalley és Wilmott [11] oldotta meg ilyen médon a problémat,
feltéve, hogy a tranzakcios koltségek kicsik, a kovetkezd korlatokat adtak a tranzakciémen-
tes intervallumra:

3e~(T=0, ST\ /°
AFHpy=AF (25— )
¥ (35)
ahol I'(t) = gZT(;, vagyis a Black-Scholes gamma. Ahogy lathato, itt H nem konstans,

hanem tobb paramétertdl is fiigg. Egyrészt a formula htien tiikrozi a toleranciaszint és a
kockézatkeriilés kozotti Osszefliggést, hiszen minél kisebb a A\, annal nagyobb lesz a tole-
ranciaszint. Masrészt azt lathatjuk, hogy H.,., négyzetesen fiigg a gammatol, ami szintén
logikus, a magas gamma valtozékonyabb deltat jelent, ilyenkor gyakrabban lehet sziikség
a fedezd portfolionk atrendezésére, igy erre valaszul a toleranciaszintet is névelni kell.
Barles és Soner [1] ennél komplexebb megoldéassal alltak els. Ok nemcsak a tranzakcios

,,,,,

hogy kicsi, és ezek mellett a feltételek mellett az alabbi formulat kaptak:

IC (o) o, — 0C (o) 1

2 95 T kAS
ahol C(0,,) a Black-Scholes szerinti opcidar a kdvetkezé modositott volatilitas mellett:

g(K*A\S?T),

o2 = g2 (1 ny (er(Tft)HZASQF)) :

az f(z) figgvény az
flz)+1
2\/xf(r) —x

nemlinearis kezdetiérték-probléma megoldasa, és g(z) = \/z f(z) — x.
Ez az eredmény t6bb szempontbol is eltér Whalley és Wilmott formul&jatol. Az interval-

flx) = ., x#0, f(0)=0

lum kozéppontja nem a delta, hanem a Leland-féle modellhez hasonléan egy modositott vo-
latilitast hasznal, és ezt behelyettesitve szamol egy ennek megfelels deltat, azonban Leland
modelljével szemben itt a volatilitas fiigg a gammaéatol, illetve a kockazatkeriilés mértékétol,
a \-tol. Ettol fiiggetleniil ugyanazok az elvek teljesiilnek itt is, minél kockazatkeriil6bb a be-
fektets, annal kisebb ez a tartomény, és nagyobb gamma esetében a tartomany is nagyobb
lesz.

Zakamouline 0sszegezve ezeket az eredményeket, és ezek viselkedését egyes paraméterek
mellett, az alabbi altalanositott format adta a fedezésmentes intervallum korlataira:

9C (o)
05
ahol a 0,, moédositott volatilitas olyan alakban all els, hogy

- (Hu} + H0)7
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o2 =o*(1+ H,).

m

A H, a Barles-Soner-féle eredménynél hasznalthoz hasonlé6 médosité tag a volatilitas-
hoz, amely fligg az opcié gammajatol. A H,, tag alapvetGen hasonl6 Whalley és Wilmott,
valamint Barles és Soner toleranciaszintjeihez, és a legfontosabb tulajdonsiga, hogy ezek-
hez hasonloan ez is fiigg az opcié gammaéajatol. Tudjuk, hogy a gamma 0-hoz konvergil,
ha a részvényar tart a végtelenhez vagy 0-hoz, mivel ezekben az esetekben az opci6 egyre
inkadbb in-the-money, illetve out-of-the-money lesz, ekkor pedig a H,, is 0-hoz fog tartani.
Tehét ha csak ez az egy tagunk van, akkor a fedezésmentes intervallum mérete a 0-hoz tart,
ha a gamma is. Viszont az empirikus eredmények azt mutatjik, hogy ez nem teljesiil, ha a
gamma 0-hoz konvergdl, akkor a fedezésmentes intervallum méretének és a részvényarnak
a szorzata egy konstans értékhez kozelit. Emiatt a jelenség miatt lett hozzdadva a H,-hez
a Hy konstans tag.

Zakamouline ezutan ezekre a paraméterekre adott becslést, hogy egy, a korabban latot-
takhoz hasonlo becslést adjon az optimalis toleranciaszintre a delta tolerancia stratégidhoz.
A paraméterek becslésére a kovetkezd fiiggvényalakokat hasznalta:

Hy = aobt H’BQ()\S)63 (T _ t>64,
H, = H, = ac® kP2 (\S)PT e FsrT= (T _ )

Ahogy lathato, ezek a formulak tartalmazzak mind Whalley és Wilmott, mind Barles és
Soner formuldinak a valtozo6it. A hatvanyalak alkalmazasa is raciondlis, hiszen az emlitett
formuldkban is hasonlé modon jelennek meg ezek a véaltozok.

A becslési modszer abbol allt, hogy a paraméterek kiilonféle rogzitett értékeire kisza-
mitotta a fedezésmentes intervallum korlatait, majd a korlatokra kapott eredményekbdl
szamolta ki az egyes H értékeket az adott értékhalmaz mellett. Az igy kapott értékek-
re valo paraméterillesztés és a megfelel6 paraméterértékek kivélasztasa utdn a kovetkezd
becslések adodtak a keresett kifejezésekre:

K

T ASo2(T —t)’

0,31 _ \0,1 0,5
Hw:1,18w (E) 7

Hy

50:2500,15(T—t) \ )

KO,?B(T _ t)O,l

0,15
50:2500,2(T—t) :

H, = 6,85 (AS?T)

3.6. Optimalis fedezés dominal6 stratégiak esetén

Zarasul kisebb kitekintésként lassunk egy eredményt arra az esetre, amikor a dominal6 stra-
tégiakat is nézziik a szigorian vett fedezés mellett, azaz minden olyan stratégiat tekintiink,
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ahol a fedezg portfolio értéke lejaratkor mindeniitt legaldbb akkora, mint a kifizetés. Son-
er, Shreve és Cvitanic [10] azt 1atték be, hogy folytonos modellben a legolcsobb dominalo
stratégia egy eurdpai call opcid esetén az a trivialis stratégia, ha egy részvényt tartunk az
opci6 egész idGtartama alatt. Ennél a stratégianal nyilvan nem kell soha atrendezni a port-
foliot, és a végén legalabb akkora az értéke, mint a kifizetés, rdadasul a "stratégia” koltsége
fix, csak a részvény arat kell kifizetni. Nyilvanvaloan ez a stratégia egy racionélis befekte-
t6 szamara érdektelen, viszont a szerzék azt is belattak, hogy minden més, klasszikusabb
stratégia is hasonléan érdektelen.

Az egyértelmt, hogy ha barmikor at kell rendezniink, akkor benne van a kockazat, hogy
joval dragabban kell vasarolnunk, mint fyp-ban, vagy hogy mas miatt elromolhat ugy a
stratégidnk, hogy kéltség szempontjabol rosszabbul joviink ki, mintha egyszertien vettiink
volna egy részvényt az elején és azt tartanank. Viszont ésszerid paraméterek mellett ennek
csak elméleti esélye van, a gyakorlatban 6riasi sokk kell ahhoz, hogy ilyen bektvetkezzen.

30



4. fejezet
Szimulacio

Az elméleti eredmények ismertetése utan most lassuk, hogy a gyakorlatban hogyan is ala-
kulnak a tranzakciokbol adodo koltségek. Tobb kiilonbozs stratégiat fogok Gsszehasonlita-
ni, hogy mennyire hatékonyan alkalmazhatoak a tranzakcios koltségek melletti fedezéshez,
mekkora veszteségekkel szamolhatunk az alkalmazéasukkor, ismertetni és elemezni fogom a
kapott eredményeket és a koztiik 1év6 Osszefiiggéseket.

4.1. Metodologia

Mivel a tranzakcios koltségek mértéke ttvonalfiiggs, ezért ezeknek hatasat, és az ezekbdl
szarmazo veszteségeket nem lehet egyszert analitikus eszkozokkel vizsgalni. Eppen ezért a
szimulacioban Monte-Carlo modszert fogok alkalmazni, amely bevett modszer az titvonal-
fligg6 mennyiségek vizsgalatdhoz. A részvényarfolyamatra fogok trajektoridkat generalni,
majd ezeken a trajektoridkon fogom kiszamitani minden stratégia esetén az ezekbdl adodo
fedezési koltséget, azaz hogy mekkora pénzmennyiséggel kell elindulnunk ahhoz, hogy az
adott stratégiat végrehajtsuk. Majd az egyes trajektoridkra kapott koltségeket Osszesitem,
és az adatokbol kiszdmolom a kivant mérdszamokat. A trajektoridkat a valos mértéknek
megfelelGen, azaz a részvény driftjének megfelel6en generaljuk, hiszen a gyakorlatban is
tapasztalhato trajektoridkat szeretnénk latni.

4.2. Fedezési stratégidk vizsgalata diszkrét modellben

Az els6 szimulécidéban egy 128 napos straddle pozicié fedezését fogom vizsgalni. A részvény
ara to-ban Sy = 100, a driftje 4 = 10%, a volatilitasa o = 20%. A kockazatmentes kamatlab
r = 3%, az opcio strike-ja pedig K = 100. A részvényar-folyamat modellezéséhez binomialis
fat hasznaltam a Cox-Ross-Rubinstein modellnek megfelelGen, majd a fan a végpontokbol
visszafelé haladva kiszamoltam a delta értékeket, illetve az opcid fair arat.
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Ezutan a Monte-Carlo modszer segitségével szimulaltam a kiilonb6z6 fedezési modsze-
rek koltségeit: 100000 trajektoriat generaltam, majd ezeken a trajektoridkon kiszamoltam,
hogy egy adott fedezési stratégianak megfelelGen kereskedve mekkora Osszkoltség, illetve
mennyi tranzakciés koltség adodik. Ezenfeliil az is érdekes kérdés, hogy egy adott straté-
gia kiilonboz6 fedezési gyakorisdgok mellett hogyan teljesit, igy minden stratégidra minden
trajektorian kiszamoltam, hogy mekkora koltségek adoédnak, ha 1, 2, 4, 8, 16, 32, avagy
64 naponként rendezziik at a portfolionkat, illetve ha statikusan fedeziink, azaz az elején
vesziink valamennyi részvényt, és azt tartjuk lejaratig. A kapott eredményekbél atlagot és
szorast szamoltam, valamint 90%-os kvantiliseket, hogy a széleit is lathassuk a koltségek
eloszlasanak. Azért ezeket a kvantiliseket valasztottam, mert nem a kifejezetten extrém
esetek vizsgalata a cél, ami mondjuk egy 99%-os kvantilist indokolna, hanem a stratégiak
Osszehasonlitasahoz szeretném felhasznalni a kvantilis értékeket, és ezen a szinten még a
kvantilisérték egy jol szemlélteti az atlag és a szoras egyiittes alakulasat, igy alkalmas er-
re a feladatra, és egyszersmint mar elég magas ahhoz, hogy adjon egy jo felsG becslést a
veszteségeinkre, amelyet az esetek tilnyomo tobbségében nem fogunk atlépni.

A szimulacioban alkalmazott tranzakcios koltség mértékét k = 0,5%-nak vélasztottam,
ami egy kellGen likvid alapterméket feltételez.

A fedezéssel jard koltségek szamolasanal az opcié arat kivontam a koltségekbdl, igy
szemléletesebbek az eredmények, hiszen a kapott eredmények azt mutatjik, hogy az opciod
arahoz képest mennyivel magasabb volt az adott stratégiaval valo fedezésbél adodo koltség.

4.2.1. Eredmények elemzése

Elgszor azt fogom vizsgalni, hogy az egyszert delta-fedezés hogyan teljesit a tranzakcids
koltségek nélkiili illetve az azok melletti vilagban kiilonboz§ fedezési id6kozok hasznélata
mellett. Ha nincsenek tranzakcios koltségek, akkor a napi atrendezése a portfolionknak
tokéletesen replikalja az opciot, ekkor nincs bizonytalansag, a fedezésbél adodo koltségek
mindig egyenlGek lesznek az arral. Tranzakcios koltségek jelenlétében méar nem ez a helyzet,
az Osszkoltség trajektoriafiiggd, igy a napi fedezés mellett is lesz bizonytalansag, illetve a
fedezés varhato koltsége magasabb lesz a fair arnal. A delta-fedezéssel kapott eredményeket
egyfajta benchmarkként szeretném hasznalni a késGbbiekben, nem feltételezem, hogy ez a
stratégia optimélis lenne, viszont érdekes lesz latni, hogy a t6bbi, bonyolultabb stratégia
hogyan teljesit a klasszikus delta-fedezéshez képest.

Ha a Cox-Ross-Rubinstein-modellel szamolt deltdknak megfelelGen fedeziink, egy para-
méter szerint tudunk csak optimalizalni, hogy milyen stirtin rendezziik at a fedez& portfo-
lionkat az éppen aktudlis deltdAnak megfelelGen.

Ahogyan az a 4.1 abran lathato, a napi rendszerességii fedezés igen magas koltségeket
generéal, mind az atlagot, mind a 90%-os kvantilist tekintve, tehat ez semmiképpen sem
lesz jo. A koltség szorasa az 1, 2, illetve 4 naponként torténd fedezés esetében nagyjabol
ugyanakkora marad, utana kezd el lényegesen néni, mig a 90%-os kvantilis a 4 naponként
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4.1. abra. A delta-fedezésbdl adodoé koltségek f6bb mérdszamai

torténd fedezésnél a legalacsonyabb. Fzek alapjan ha mindenképpen a deltdkat akarjuk
hasznalni, akkor a 4 napos id6koézonként torténs atrendezéssel jarunk a legjobban veszteség
szempontjabol.

Ahogy azt a 3.3 részben bemutattam, a Cox-Ross-Rubinstein-modell tranzakcios kolt-
ségekkel valo kiterjesztésében létezik tokéletes replikalas, igy kovetkezének ezt a replikalo
stratégiat fogom meghatarozni a straddle poziciéra, illetve a stratégia hasznalatéval kelet-
kez6 koltségeket vizsgalom. Bar Boyle és Vorst egyszeri call pozicidra bizonyitottak, hogy
létezik egyértelmi replikalo stratégia, az elgondolés kiterjeszthetd straddle poziciéra is, hi-
szen a fa végpontjaiban a deltakra leirt Osszefiiggések ebben az esetben is fennallnak. A
short pozicié esetén azonban igy is kérdéses, hogy a megfelel§ deltak ellenére ténylegesen
létezik-e replikalo stratégia, hiszen ott mar egy eurdpai call esetén is csak bizonyos feltételek
teljesiilése esetén létezik megoldas. Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy a fedezd portfolio
értékének meghatarozasanal nem a pillanatnyi részvényarat vessziik figyelembe, hanem a
vételi avagy az eladasi arat attol fiiggden, hogy a delta né vagy csokken az adott allapotba
lépve. Ennek kdszonhetSen elGfordulhat, hogy a Boyle és Vorst altal megadott kockazat-
mentes valoszintiségek segitségével tudunk arazni, azonban replikdlo stratégiat nem tudunk
szamolni.

Az én esetemben pontosan ez fordult eld, a stratégia szamolasa soran a fa kozepénél
a delta értékek mar par 1épés utan elszallnak, igy a short pozicidé esetére nem sikeriilt
replikald stratégiat meghatarozni. Viszont a valészintiségek megfelelGek, 0 és 1 kozé esnek,
ennek koszonhetGen ezeket fel tudjuk hasznélni egy hozzavet6leges ar meghatarozasara.
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Bar a valoszintiségek segitségével lenne lehetGség analitikus drazasra mind a long, mind
a short pozicio esetén, mivel a felfelé 1épés valoszintisége ttvonalfiiged, ezért az analitikus
arazas problémaja egy ekkora fa esetén igencsak komplex. Emiatt az arazashoz Monte-
Carlo-mddszert alkalmaztam: a harom valoszintiség segitségével generéltam trajektoridkat,
Osszesen 1 milliot, és minden egyes titvonal esetén kiszamoltam a diszkontalt kifizetést a
megfelel§ részvényart hasznalva, illetve a részvényéarat modositva k-val annak megfelelGen,
hogy az utolso lépés felfelé vagy lefelé tortént (ahogy az a 3.9 formulaban is lathato). Az
ar pedig a tapasztalt diszkontalt kifizetések atlagaként all eld.

’ H Atlag Szorés ‘ Minimum | Maximum
Long | 3,79788 | 0,01539 | 3,76807 3,82286
Short || -6,71922 | 0,00222 | -6,72259 | -6,71485

4.1. tablazat. Boyle és Vorst modszerével arazva kapott eredmények Osszesitése

Mivel a Monte-Carlo-moédszer eredménye nem teljesen pontos, ezért tizszer futtattam
le a szimulaciot, hogy legyen egy becslésem a hibara. Ahogy az a tablazatban lathato, az
eredmények szorasa kicsi, a long pozicio esetében is kevesebb, mint 6 szazad az eltérés a
legkisebb és a legnagyobb érték kozott.

Boyle és Vorst azt is bemutattak, hogy nagy n és kicsi k mellett a Black-Scholes formula
is felhasznalhato modositott volatilitassal az ar becslésére, ezért mivel a lépések szama
egészen nagy, ezzel a modszerrel is kiszamoltam az arat Osszevetésképpen, hogy mennyire
pontos. Az igy kapott szamolasok azonban elég pontatlanok lettek, a fair arhoz képest a
long pozici6 arara 3,27606, a short pozicié arara pedig —8,8242 adodott, ezek igencsak
messze vannak a szimulacioval kapott araktol.

A shorttal ellentétben a long poziciéra sikeriilt meghatarozni a replikalo stratégiat, igy
most az ezzel térténd fedezésbdl adodd eredményeket ismertetem. Egyrészt azt szeretnénk
latni, hogy ha naponta rendezziik at a portfolionkat, akkor a koltségiink allando lesz, mas-
részt pedig azt, hogy a napi fedezésbdl adodo koltség nagyon kozel lesz az drazd szimulacio-
bol kapott eredmények atlagihoz. Ezenfeliil pedig itt is érdekes lehet a fedezés stirtiségének,
mint paraméternek a hatasa: ugyan a napi fedezésnél nincs bizonytalansag, de el6fordulhat,
hogy két- vagy négynaponta atrendezve méas mérGszamokban jobban teljesit a stratégia.

A napi fedezésre kapott eredmények teljesitik az elvarasainkat, az Gsszkoltség szorasa
nulla, a fedezésbdl adodo koltség pedig 3,77341, ami beleesik az drazo szimulécidban kapott
eredmények altal meghatarozott intervallumba, tehat a replikalo stratégia miikodik, és a
koltségek szinkronban vannak a kockdzatmentes mérték szerinti varhato kifizetéssel.

Viszont azt lathatjuk, hogy a kétnapos fedezés esetében a koltségek atlaga is sokat
csokken, illetve a 90%-os kvantilis is csokken, s6t még a négynapos id6koz esetében is a
napi fedezés koltségszintje alatt van. Tehat ha nem akarunk semmiféle kockazatot vallalni,
akkor egyértelmtien a napi fedezés a legjobb megoldas, azonban azt lathatjuk, hogy ha
kissé noveljiik a 1épéskozt, akkor bar lesz valamennyi kockazat, de igen nagy val6szintiséggel
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4.2. dbra. A Boyle-Vorst-féle delta-fedezésbél adodo koltségek f6bb mérdszamai

olcs6bban megusszuk, mintha minden nap kiigazitanank a portfoliot.
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4.3. 4bra. A klasszikus és a Boyle-Vorst deltakkal fedezéssel kapott 90%-o0s kvantilisek

Ha a klasszikus delta-fedezéssel hasonlitjuk Gssze az eredményeket, akkor igazan szembe-
0t16, hogy mennyivel jobban kezeli ez a stratégia a tranzakcios koltségeket gyakori fedezés
esetén. Az atlagos koltség kisebb lesz a Boyle-Vorst deltdkkal, ha gyakran fedeziink, az 1
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és 2 napos id6kozok esetén a szoras is kisebb, de a 90%-os kvantilis az, ahol a leglatvanyo-
sabb ez a kiilonbség. A Boyle-Vorst deltdk esetében a napi fedezés (fix) koltsége kisebb,
mint az egyszerid delta-fedezés esetében a kvantilisek minimuma a 4 napos fedezés eseté-
ben, a kétnapos fedezésnél tapasztalt 90%-os kvantilis pedig joval ezalatt a minimum alatt
van. Tehat Boyle és Vorst stratégidja amellett, hogy képes pontosan replikalni a kifizetést,
szignifikinsan jobban kezeli a tranzakcios koltségeket, mint az egyszerd delta-fedezés, igy
egyértelmien jobb valasztas tranzakcios koltségek melletti fedezésre.

Egy masik lehetséges megkozelités a tranzakcids koltségek kezelésére, hogy a klasszikus
deltdkat hasznaljuk a stratégiank alapjaul, azonban valamilyen modszerrel kezeljiik a deltak
folyamatos valtakozasabol adodo magas koltségeket gyakori fedezés esetén. Féként azok az
esetek a problémasak, amikor a trajektoridban sokszor lépiink felvaltva fel és le, ekkor a
delta értékek kovetésébdl igen sok tranzakcids koltség adodhat, mikézben hosszabb tavon
a delta alig mozdul el. Két egyszeri modszert fogok vizsgalni:

e Delta tolerancia stratégia: Ezt lathattuk mar kordbban, most viszont csak egy kons-
tans toleranciaszinttel fogunk szamolni. Valasztunk egy H toleranciaszintet. Ha -y
részvényt tartunk a fedezd portfolionkban, akkor egy adott allapotban pontosan ak-
kor fogunk kiigazitani az azon &llapotbeli A-ra, ha |A—~| > H. Ezenfeliil ha A = £1,
azaz az opcidonk kimenetele biztos, akkor kiegészitjiik -t 1-re vagy —1-re.

o Részleges fedezés: Valasztunk egy c szorzot, amire teljesiil, hogy 0 < ¢ < 1. Ha v
részvényt tartunk, akkor nem vésaroljuk meg a teljes kiilonbozetet az adott allapot-
beli A-hoz képest, hanem csak annak c-szeresét, azaz az egyes allapotokban mindig
csak ¢(A — ) részvényt vasarolunk.

A két modszer kiilonb6z6 modon ragadja meg a gyakori fedezésbdl adodéd problémaékat:
a delta tolerancia stratégianal csak akkor rendezziik at a portfélionk, ha kell6en nagy a kii-
16nbség az aktualis deltdhoz képest, igy a kisebb ugrasoknal nem kereskediink feleslegesen.
Ezzel szemben a részleges fedezésnél a kereskedésiink volumenét fogjuk vissza, igy a fel-le
ugralasok esetében kevesebbet kereskediink.

El6szor a delta tolerancia stratégia eredményeit fogom ismertetni. Itt a {6 vizsgalt pa-
ramétert a toleranciaszint mérete jelenti, viszont itt is vizsgaltam annak az eshet&ségét,
hogy mi a hatasa annak, ha 1,2,--- naponta dontiink arr6l, hogy at kell-e rendezniink a
portfolionkat.

Bar az elképzelés a stratégia mogott alapvet&en jo, az eredmények mégis azt mutatjak,
hogy még a toleranciaszint jo megvalasztasdval sem tudjuk szignifikdnsan feliilmilni az
egyszerii delta-fedezést. A 4.4 dbran lathatok a kvantilis értékek azokra az esetekre, ha
1, 2, illetve 4 naponta dontiink, mivel az egyes toleranciaszintek esetén ezen id6kozok
esetén fordultak el6 minimalis értékek. Azt lathatjuk, hogy ha naponta vizsgaljuk felil a
portfolionkat, akkor a kvantilisek csokkennek, ahogy néveljiik a toleranciaszintet, majd a
0,26-0s értéknél elérjiik a minimumot. Ha kétnaponta dontiink, akkor a 0,22, 0,24 értékeknél

36



6,5

3.5

4,5

3,5

4.4. abra. 90%-os kvantilisek alakulésa kiilonboz6 toleranciaszintek mellett, ha 1, 2, illetve
4 naponta ellenérizziik a deltakat

érjiik el a minimumot, raadasul itt érjiik el mindent Gsszevetve is a minimélis kvantilist
koltségeket tekintve. Itt mar nem lathatdé az egynapos esethez hasonld éles csokkenés,
stagnélas és lassu csokkenés utan érjiik el a minimumot. A 4 napos esetben a 90%-os
kvantilis 3,8 koriil stagnal 0,04-t61 0,22-ig és uténa kezd el lassan noévekedni. Erdemes
megjegyezni, hogy az egyszeri delta-fedezés esetében a 4 naponta térténd fedezés esetében
a 90%-os kvantilis 3,888 volt, ennél alig voltak kisebbek a delta tolerancia stratégianal
tapasztalt kvantilisek.

Osszességében sikeriilt minimalis javulast elérni a delta-fedezéshez képest, azonban ez
a javulas nem tekinthets szignifikansnak: ott a 4 napos fedezési id6koznél volt a legalacso-
nyabb a 90%-os kvantilis, ehhez képest a limit fedezésnél a legjobb esetben is alig t6bb,
mint egy tizeddel sikeriilt jobbat elérni. Ezenfeliil 6sszehasonlitva a legkisebb kvantilisekkel
rendelkezé stratégidk szamait a 4 napos delta-fedezés értékeivel, azt 1attam, hogy mind az
atlag, mind a szorés tekintetében kicsi az eltérés. Mivel a toleranciaszint bevezetése csak a
kiigazitasok szamat csokkenti, a mértékiiket nem, igy a hatas hasonld, mint ha ritkdibban
fedeziink, ennek koszonhetéen pedig a legjobb stratégidk mérdszamai is hasonléak lesznek
a két eljarasnal. A Boyle-Vorst deltdkat hasznalva az itt latottaknal minden szemponthol
jobb eredményeket értiink el, igy bar minimalisan jobb, mint a delta-fedezés, de nem a
legjobb valasztas.
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Most attérek a részleges fedezés eredményeire. A részleges fedezésnél a {6 vizsgalt para-
méter az lesz, hogy mekkora aranyat fedezziik az aktudlis deltatol valo eltérésnek. A delta
tolerancia stratégidhoz hasonléan itt is vizsgaltuk a fedezés siirtiségének a hatasat, illetve
hogy az egyes fedezési stirtiségeknél hogyan reagalnak a mérdszamok, kiilonosen a 90%-os
kvantilis a paraméter valtozasara.

6,5
3.5

4,5
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4.5. abra. 90%-os kvantilisek alakulasa részleges fedezés esetén kiilonbozs fedezési ardnyok
mellett 1, 2, illetve 4 naponta torténé atrendezés esetén

A delta tolerancia stratégiaval ellentétben itt kifejezetten igéretes eredményeket kaptam.
Ebben az esetben is csak az 1, 2 és 4 naponta fedezés esetét nézziik, mivel csak ezeknek
az eredményei szignifikansak. Els6 ranézésre is latszik, hogy a kiilonb6z6 fedezési id6kozok
esetén igen eltérd az optimalis fedezési arany. Ha naponta fedeziink, akkor igen alacsony ez
a szam, elég mindossze 20%-at fedezni a kiilonbségnek a deltahoz képest. 2 naponta fedezve
mar magasabb ez az arany, a deltatol valo eltérés 40%-anak fedezésénél kaptunk minimalis
értéket a 90%-os kvantilisre. Ha pedig 4 naponta fedeziink, akkor pedig 60%-nal érjiik el
a minimumot. Az abszolit minimum a kvantiliseket tekintve az 1 napos, 20%-os fedezés
esetében adodik, itt 3,102 a 90%-os kvantilis, és a 25%-os fedezési arany mellett is csak
3,11 az érték. 2 naponta fedezésnél a minimalis kvantilis csak par szazaddal magasabb, a
4 napos esetnél viszont mar két tizeddel nagyobb ez a szam.

A kiilénbo6z6 fedezési id6kozokre adodd optimalis aranyok koézott egy érdekes osszefiig-
gés figyelhet6 meg. A napi fedezésnél 20-25%-nal voltak legkisebbek a kvantilisek, ha ilyen
aranyban fedeziink, az a deltatol valo kiilonbség 75-80%-at hagyja fedezetleniil. Ez egy
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kétnapos idGtartamra vetitve azt jelenti, mindkét nap fedezve ezeknek az aranyoknak a
négyzetét, vagyis 56,25-64% marad fedezetleniil. Ha a 2 napos fedezésnél legjobbnak talalt
40%-o0s aranyt hasznaljuk, akkor 60% marad fedezetleniil egy kétnapos id6tartam alatt, ami
pont az el6bb latott intervallumban van. Tehét a két arany mellett koriilbeliil ugyanakkora
hanyada marad fedezetleniil a deltatol valo eltérésnek. Ugyanez a 2 és 4 napos id6kozokre
vetitve is fennall: négy napra vetitve a 2 napos fedezés 40%-os aranya koriilbeliil 36%-ot
hagy fedezetleniil (a tényleges optimum valdszini kicsit kisebb, mint 40%, ekkor a fedezet-
len rész ardnya kicsit nagyobb), a 4 napos fedezésnél latott 60%-ot hasznélva pedig ez a
fedezetlen rész aranya 40%. Magyaran a szamokbol az olvashato ki, hogy az, hogy optimalis
esetben mekkora hanyadot hagyunk fedezetleniil allando, és a fedezés siirtisége hatarozza
meg igazdbol az optimalis aranyt.

Mindent figyelembe véve, a részleges fedezés kifejezetten jol miikodott, a kdltségek mu-
tatoi joval alacsonyabbak, mint amit az egyszerti delta-fedezésnél lattunk, de a kvantilis
értékek még a Boyle-Vorst deltdkndl latottaknal is kisebbek, tehat ilyen szempontbdl ez a
legjobb fedezési modszer az altalam teszteltek koziil. Ennek véleményem szerint az az oka,
hogy rugalmasabban alkalmazhat6 a tobbi modszernél: folyamatosan koveti a deltakat, igy
jol fedezi az aktualis kitettséget az alaptermékben, és ha kés6bb az ellenkezd iranyba moz-
dul az alaptermék ara, akkor nem kell olyan nagy mennyiséggel kereskedniink, mint a tébbi
stratégia esetében.

4.2.2. Az optimalis stratégidk tovabbi vizsgalata

Attekintettiik, hogy az egyes modszerek esetén a paraméterek milyen megvalasztasa esetén
lesznek a legkedvezGbbek a koltségek, most pedig azt szeretnénk latni, hogy magasabb
tranzakciés koltség esetén hogyan teljesitenek ezek a stratégidk, és hogy ott is hasonld
kovetkeztetésekre jutunk-e a modszerekkel kapcsolatban.

Az eddig hasznélt szimulaciés modszeren nem véltoztattunk, a paraméterek is valtozat-
lanok maradtak egy kivételével, k = 1%-ra noveltem meg a tranzakcios koltség hanyadat,
és emellett az 0j ardny mellett Gjrafuttattam a szimulaciot az egyes stratégidkra. A del-
ta tolerancia stratégia és a részleges delta-fedezés esetében a korabban idedlisnak talalt
paramétereket alkalmaztam, ami 0,26-os toleranciaszintet és 0,2-es fedezési aranyt jelent.

Az egyes stratégiak esetében a 90%-os kvantilisek a 4.2.2 abran lathatok. Osszességében
a k = 0,5%-0s értek mellett tett megallapitasok itt is helytalloak a stratégiakkal kap-
csolatban. A delta tolerancia stratégia strt fedezés esetén jobb eredményeket hoz, mint
a delta-fedezés, de a legjobb kvantilisértékek kozott kicsi a kiilonbség a delta toleran-
cia stratégia javara. A Boyle-Vorst delta-fedezés itt is szignifikdnsan jobb, mint az el6z6
két emlitett stratégia, bar a legalacsonyabb kvantilisértékek itt sem a napi fedezés esetén
adodnak. Osszességében pedig tovabbra is a részleges delta-fedezés teljesit a legjobban,
a naponta, illetve kétnaponta torténd fedezésnél latott kvantilisértékek pedig joval kiseb-
bek, mint a Boyle-Vorst delta-fedezés kvantilisei. Tehat a stratégidkkal kapcsolatban tett
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4.6. abra. 90%-os kvantilisek alakulasa k = 1%-os tranzakcios koltségarany mellett, H =
0,26 toleranciaszintre és ¢ = 0,2 fedezési aranyra

megallapitdsaim a tranzakciés koltségek magasabb ardnya esetén sem valtoznak, a mod-
szerek hatékonysaga nem kifejezetten érzékeny a tranzakcios koltségek szintjének esetleges
valtozésaira.

Az is észrevehetd, hogy a tranzakcids koltségek aranyanak emelése hatott arra, hogy az
egyes stratégidk milyen stir( fedezés mellett a leghatékonyabbak. A kvantilisértékek ésszeri
modon valtoztak, azzal, hogy néttek a tranzakcios koltségek, a minimumok a ritkabb fede-
zés felé mozdultak el, hiszen a stirtibb fedezés a noveked6 koltségek miatt elénytelenebbé
valt.

4.2.3. Hibabecslés

A Monte-Carlo-moédszer nem egzakt, analitikus eredményeket ad, a szimulaciobol kapott
értékek fiiggnek attol, hogy milyen trajektoridkat generdltunk, még a trajektoridk magas
szaménal is. Eppen ezért sziikséges becsiilni a szimulacié hibajat, hogy lassuk mennyire
pontosak is a kapott eredmények.

A hibabecslést a delta-fedezésre kapott eredményeken fogom elvégezni. Mivel mindegyik
stratégia esetén ugyanazokat a trajektoridkat hasznéltam, és a delta-fedezésnél adodtak a
legmagasabb értékek szinte minden kategéridban, igy az itt kapott becslések hozzavetdle-
gesen jok lesznek a tobbi stratégia esetén is. Osszesen 10 kiilonb6z6 szimulacié eredményeit
Osszesitettem, és a szimulaciobol kinyert mérdszamokra, azaz az atlagra, a szorasra és a
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90%-o0s kvantilisre szamoltam szorast az Osszes fedezési id6koz esetén.

‘ H 1 nap ‘ 2 nap ‘ 4 nap ‘ 8 nap ‘ 16 nap ‘ 32 nap ‘ 64 nap ‘ 128 nap
Atlag 0,0066 | 0,0061 | 0,0053 | 0,0080 | 0,0085 | 0,0089 | 0,0145 | 0,0271
SzOTas 0,0037 | 0,0050 | 0,0050 | 0,0071 | 0,0071 | 0,0084 | 0,0149 | 0,0135

90% kvantilis | 0,0109 | 0,0128 | 0,0113 | 0,0218 | 0,0207 | 0,0225 | 0,0103 | 0,7404

4.2. tablazat. Monte-Carlo szimulacio hibai az egyes mérGszamokra a delta-fedezés esetén

Ahogy lathaté a hibak az atlag és a szords esetén tobbségében 0,01 alatt vannak, és
a kvantilis értékek esetében is jorészt 0,02 b&vebb kornyezetében maradnak. Csak a 128
nap, magyaran a statikus fedezés esetén latunk kiugro szamokat, ennek viszont egyszeriien
az az oka, hogy itt a lehetséges kimenetelek kozott relative nagyok a kiilonbségek, igy
sokkal t6bb miulik a trajektoridk pontos eloszlasan. Mivel a statikus fedezés eredményei
nem kiilondsen voltak releviansak a legjobb stratégiak keresésénél, igy Osszességében azt
mondhatjuk, hogy a hibak nagysaga elfogadhat6, nem szérdédnak annyira az értékek, hogy
szignifikdnsan befolyasoljak az eredmények kimenetelét.

4.2.4. Az eredmények Osszegzése

A szimulécié soran tobb kiilonbo6z6 stratégiat is vizsgaltam abbol a célbol, hogy felmérjem
a tranzakcios koltségek jelenléte altal gyakorolt hatést az egyes stratégiak végrehajtasabol
szarmazo koltségekre, illetve hogy mekkora veszteséget szenvediink el a fair opciédrhoz ké-
pest az egyes stratégidk hasznélataval. A stratégiak egyik tipusat a delta-fedezés és azok
modositasai alkottak, itt azt teszteltem, hogy relative egyszerti modositasokkal lehet-e csok-
kenteni a fedezés soran elszenvedett veszteségeket, és ha igen, milyen mértékben. Emellett
vizsgaltam a Boyle és Vorst altal leirt replikdlé modszert, és hogy ez hogyan teljesit az
elébb leirt stratégiakkal 6sszehasonlitva.

Mindent egybevetve azt lathattuk, hogy a részleges delta-fedezés miikodott a legjobban
a tesztelt stratégiak koziil, illetve még a Boyle-Vorst-féle replikiléd stratégia miikodott jol,
azonban itt fontos megjegyezni, hogy a stratégia nem tokéletes replikilas esetén nytjtja
a legjobb teljesitményt, hanem a napinal ritkdbb fedezés esetén. Ez utébbi tény mutatja
azt, hogy a napi fedezés barmiféle modositas, simitas nélkiil nem hatékony, még replikalas
esetén sem, mivel a napi rendszerességi kereskedés a tranzakcios koltségek miatt tilzottan
nagy veszteséget general. A részleges delta-fedezés remek eredményei pedig arra mutatnak
r4, hogy az elszallo tranzakcids kéltségeket leginkabb egy ilyen jellegii, rugalmas, a deltat
folyamatosan kovetd, viszont a kereskedés meértékét csdkkentd stratégia tudja kordaban
tartani.

Fontos megjegyezni, hogy fix tranzakcios koltségek jelenlétében az eredmények kicsit ma-
sok lennének, a részleges fedezés eredményei romolnanak, kiilondsképpen a naponta, illetve
kétnaponta torténd fedezés esetében, mig a delta tolerancia stratégia eredményeire kevésbé
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lenne hatéassal. Mindazonaltal, az eredmények kozott észlelt kiilonbségek alapjan igen nagy
fix koltségnek kellene jelen lennie, hogy ezek a stratégidk nagyjabol azonos eredményeket
hozzanak, avagy a delta tolerancia stratégia teljesitsen jobban. Ezenfeliil a részleges delta-
fedezés ritkdbb fedezés esetén is jobban teljesitett, mint a delta tolerancia stratégia, itt
pedig mar a fix koltséghdl adodo veszteségek is koriilbeliil kiegyenlitettek lennének.
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5. fejezet
Osszegzés

Dolgozatomban elGszor bevezettem a sziikséges opcidarazasi modelleket, a kereskedési stra-
tégiakat, illetve azt, hogy milyen forméaban fogom felhasznalni a tranzakcios koltségeket a
dolgozatomban.

Ezutan bemutattam a témakdr irodalmét, a tranzakcios koltségek melletti fedezés, illetve
arazas kiilonb6z6 modszereit. Ezeket a modelleket alapvet&en két kategoriaba lehet sorolni,
egyrészt vannak azok a modellek, amik szigorian matematikai moédon ragadjak meg a
tranzakcios koltségek kérdéskorét, ilyen Leland, Boyle és Vorst, vagy Hoggard, Whalley
és Wilmott modellje. Ezek alapvetGen arra épiilnek, hogy a teljesen folytonos fedezéshél
kilépve, kicsi At-re probalnak a tranzakcios koltségek varhato értékébdl kiindulva olyan
stratégiat adni, amely esetében a fedezési hiba elhanyagolhaté lesz. Leland, valamint Boyle
és Vorst eredménye is azt mutatta, hogy egy europai call opci6 esetén a volatilitas novelése
egy k-t0l és At-t6l fiiged taggal, és ennek a modositott volatilitdsnak az alkalmazasa az
arazasban kompenzalni tudja a tranzakcios koltségekbdl adodo kiadésokat. Ahogy Boyle és
Vorst eredményeibdl lattuk, diszkrét modellbdl kiindulva lehetséges akar a pontos replikalas
is, azonban folytonos modellekbél kiindulva nem ilyen egyszeri a helyzet.

A tranzakcits koltségek melletti modellek masik kategoridjat, a kozgazdasagtanhoz sok-
kal kozelebb all6 irany, a hasznosség, illetve a kockazatkeriilés felsl valo kozelités jelenti.
Ennek a modszernek Hodges és Neuberger voltak az Gttoréi, akik modelljiikben azt vizs-
galtak, hogy ha egy hasznossagfiiggvénnyel mérjiik, hogy egy befektetst a fedezésbsl adodo
veszteség mennyire érzékenyen érint, akkor milyen stratégiaval lehet maximalizélni a varha-
t6 hasznossigot, azaz mi lesz az a stratégia, amely a befektetd kockazatkeriilését figyelembe
véve leginkabb megfelel szaméra, tovabba azt is bemutattak, hogyan lehet ezt a modszert
akar arazasra is felhasznalni. Hodges és Neuberger bizonyos racionélis feltevések mellett
formulizaltak a problémat, és megoldasként olyan fliggvények adodtak, amelyek meghaté-
roznak egy intervallumot, amelyben ha benne van az altalunk tartott részvények szama,
akkor nem kereskediink, nem rendezziik 4t a portfolionkat, ha pedig kiviil vagyunk, akkor
egy meghatarozott, szintén a megoldas részeként adodd mennyiségli részvényre rendezziik
at a fedez6 portfoliot. Mivel ennek a megoldasnak a meghatarozésa nehézkes, ezért késébb
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sziilettek eredmények egyszertibb modellekre Hodges és Neuberger modszerével. Ezek ko-
ziil lathattunk néhanyat, amelyek a delta tolerancia stratégia optimalis toleranciaszintjét
hatarozzdk meg, mint példaul Whalley és Wilmott, Barles és Soner, vagy Zakamouline
eredményei.

Végiil egy szimulacio segitségével hasonlitottam Ossze fedezési stratégiak koltségeit tranz-
akcios koltségek jelenlétében. Itt a Cox-Ross-Rubinstein modellben szdmoltam ki egy stradd-
le pozicio deltait, illetve fair arat, majd Monte-Carlo-moédszer segitségével szimulaltam tra-
jektoridkat a részvényarra, és ezeken szamoltam ki a fedezés koltségeit a fair arhoz képest,
majd az eredmények Osszesitése utan elemeztem azokat. A Cox-Ross-Rubinstein deltéi-
val valé fedezés eredményeit hasznaltam Osszehasonlitasi alapnak, majd ezen kiviil még
harom stratégiat vizsgaltam: egyrészt a Boyle és Vorst altal megadott replikalod stratégi-
at, masrészt két, a deltdkat felhasznalo stratégiat, a delta tolerancia stratégiat, illetve a
részleges delta-fedezést. A stratégiak osszehasonlitasa utdn azt lathattuk, hogy a részleges
delta-fedezés teljesitett a legjobban, illetve a Boyle-Vorst-féle stratégia szolgaltatott még
jo eredményeket. Végiil roviden ismertettem, hogy milyen lesz a stratégidk viszonya, ha
emelkednek a tranzakcids koltségek, Osszességében azt lathattuk, hogy a stratégidk egy-
mashoz képest hasonléan teljesitenek ebben az esetben is, tehat a kapott eredmények nem
koltségszint-specifikusak, nincs komolyabb Gsszefiiggés a tranzakcids koltség szintjével.
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A. fuggelék

A szimulacidhoz hasznalt kod

A.1. A 4.2 szimulacié kédja

import numpy as np
import pandas as pd
import math

import xlsxwriter as xlI
import scipy.special

# declaring parameters

S = 100

K = 100

dt = 1/365

sigma 0.21

mu = 0.1

rate = 0.03

R = math.exp(ratex*dt)

df = 1/R

kappa 0.005

lmt = 0.26

prc = 0.2

u = math.exp(sigmasmath.sqrt (dt))
d =1/u

p = (math.exp(muxdt)—d)/(u—d)
q — (Rd)/(ud)

ld = dx(1—kappa)

lu = ux(1l+kappa)
lg = (R-1d)/(lu—1ld)
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lqu = (Rx(1+kappa)—1d)/(lu—ld)
lqd = (Rx(1—kappa)—1d)/(lu—1d)
sd = dx(1+kappa)

su = ux(l—kappa)

sq = (R—sd)/(su—sd)

squ = (Rx(1—kappa)—sd)/(su—sd)
sqd = (Rx(1+kappa)—sd)/(su—sd)

st = np.zeros((129, 129))
delta = np.zeros((129, 129))
pv = np.zeros ((129, 129))
st[128, 0] = S

for j in range(1l, 129):
for i in range(128—j, 129):
if st[i, j—1] — 0:
st[i, j] = st[i+1, j—1]*u
else:
st[i, j|] = st]|i, j—1]|xd

pv[:, 128] = abs(st[:, 128] — K)
delta|:, 128] = np.sign(st[:, 128] — K)

for j in range(127, —1, —1):
for i in range(128—j, 129):
delta[i, j] = (pv][i—1, j+1]-pv[i, j+1])/(st[i—1, j+1] — st[i, j+1])
pvli, j| = df«(pv[i—1, j+1xq + pv[i, j+1]«(1-q))

price = 0

for i in range(0, 129):
dpo = (df*x128)*xabs(st[i, 128]-K)
price = price + scipy.special.binom (128, i)%(q**(128—1))*((1—q)#*%*1)*dpo

Ipay = np.zeros(100000)
spay = np.zeros(100000)

for i in range(0, 100000):
Ifirst = np.random.binomial (1, lgq, 1)
lup = np.random.binomial (1, lqu, 127)
ldown = np.random.binomial (1, lqd, 127)
Ilpath = [Ifirst [0]]
for k in range(0, 127):
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if lpath[—1] = 1:

Ipath .append (lup [k])
else:

Ipath .append (ldown[k])

Isum = 128 —sum(lIpath)

lsgn = l14+kappa if lpath[127] = 1 else 1—kappa
Ipay[i] = (df*x128)+abs(st[lsum, 128]*lsgn—K)
sfirst = np.random.binomial (1, sq, 1)

sup = np.random.binomial (1, squ, 127)
sdown np.random . binomial (1, sqd, 127)
spath [sfirst [0]]
for k in range(0, 127):
if spath|[—1] =— 1:
spath .append (sup[k])

else:

spath .append (sdown[k])

128—sum(spath)

ssgn 1-kappa if lpath|[127] = 1 else l+kappa
spay|[i] = (dfxx128)xabs(st[ssum, 128]xssgn-K)

ssum

Iprice = np.mean(lpay)

sprice = np.mean(spay)

print ("Fair_price:", price)
print ("Long_price:", Iprice)
print ("Short_price:", sprice)

ldelta = np.zeros((129, 129))

Ib = np.zeros((129, 129))

sdelta = np.zeros((129, 129))

sb = np.zeros ((129, 129))

ldelta|:, 128] = np.sign(st|:, 128] — K)
sdelta|:, 128] = np.sign(K — st[:, 128])
Ib[:, 128] = np.sign(K — st[:, 128])*K
sb[:, 128] = np.sign(st]:, 128] — K)=K

for j in range(127, —1, —1):
for i in range(128—j, 129):
lvu = ldelta|i—1, j+1]xst[i—1, j+1]x(1+kappa)+lb[i—1, j+1]
lvd = ldelta|i, j+1]xst[i, j+1]x(1—kappa)+lb[i, j+1]
ldiv = st|i—1, j+1|*x(1+kappa) — st[i, j+1]*(1—kappa)
ldelta|i, j] = (lvu—lvd)/ldiv
svu = sdelta|[i—1, j+1]*st[i—1, j+1]x(1—kappa)+sb[i—1, j+1]
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svd = sdelta|i, j+1]xst[i, j+1]x(1+kappa)+sb[i, j+1]

sdiv = st[i—1, j+1]«x(1—kappa) — st[i, j+1|*x(1+kappa)

sdelta[i, j] (svu—svd)/sdiv

Ib_change = (ldelta[i, j]—1delta|i—1, j+1]|)xst[i—1, j+1|*(1+kappa)
Ib[i, j] = (Ib[i—1, j+1]—1b_change)*df

sb_change = (sdelta|i, j|—sdelta|i, j+1])*st[i, j+1|*x(1+kappa)
sb[i, j] = (sb[i—1, j+1]—sb_change)xdf

nontc_res = np.zeros ((100000, 8))
long tc_res = np.zeros ((100000, 8))
Imt res = np.zeros((100000, 8))
prc_res = np.zeros ((100000, 8))
short tc _res = np.zeros((100000, 8))
tcs = np.zeros ((100000, 8))

Imt_tcs = np.zeros ((100000, 8))
prc_tcs = np.zeros ((100000, 8))

ld results = np.zeros((100000, 8))
sd_results = np.zeros((100000, 8))
long trc = np.zeros((100000, 8))
short trc = np.zeros((100000, 8))

for i in range(0, 100000):

rnd = np.random.binomial (1, p, 128)

szum = np.zeros(129)

szum [0 | 128

for k in range(1l, 129):
szum k] = szum[k—1] — rnd[k—1]

for j in range(0, 8):
cost = delta[128, 0]xS—price
long cost = delta[128, 0]*S—price
short cost = delta[128, 0|«S—price
Imt cost = delta|[128, 0|*S—price
prc_cost = delta[128, 0|*S—price
tc = 0

Imt _tc =0

prc_tc = 0

last dlt = delta[128, 0]

Imt _dlt = delta[128, 0]

prc_dlt = delta[128, 0]

lcost = ldelta[128, 0] = S — price
scost = sdelta[128, 0] = S — price
ltre = 0

strc = 0
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last 1dlt = ldelta[128, 0]
last sdlt = sdelta[128, 0]

EE S

for 1 in range(t, 129, t):

row = int (szum|1])
dlt _diff = delta[row, 1] — last_dlt
prc_diff = delta[row, 1]—prc_dlt
Imt diff = delta|row, 1]—lmt dlt
cost = cost+(df*x1)xdlt diffxst[row, 1]
tc = tet(df*x1)xkappaxabs(dlt _diff)xst[row, 1]
prc_te prc_tetpres(dfsx1)xkappaxabs(prc_diff)xst|[row, 1]
if dlt_ diff > 0:
long cost = long cost+(df*x1)xdlt diffsst[row, 1]|x(1+kappa)
short cost = short cost+(dfsx1)xdlt diffsst|[row, 1]*(1—kappa)
else:
long cost = long cost+(df*x1)xdlt diffsst[row, 1]x(1—kappa)
short cost = short_ cost+(dfsx1)xdlt diffsst[row, 1]x(1+kappa)
last _dlt = delta|row, 1]
mp = prc if 1 < 128 else 1
if prc_diff > 0:
prc_cost = prc_costtmpx(dfsx1)xprc_diff*xst|[row, 1]|«x(1+kappa)
else:

prc_cost = prc_cost+mpx(dfsx1)xprc_diffxst[row, 1]+(1—kappa)
prc_dlt = prc_dlt+mp*prc_diff
if abs(lmt_ diff) > lmt or abs(delta|[row, 1])
if Ilmt diff > 0:
Imt_cost = Imt_cost+(df**1)xImt_diffsst[row, 1]x(1+kappa)
else:
Imt cost = lmt_cost+(df*x1)xlmt diff*xst|[row, 1]x(1—kappa)
Ilmt tc = lmt_tc+(dfsx1)xkappaxabs(lmt diff)*xst[row, 1]
Imt dlt = delta|[row, 1]
1dlt _diff = ldelta|[row, 1] — last_1dlt
sdlt diff = sdelta|[row, 1] — last sdlt
ltrc = ltrc + kappa % abs(1dlt_diff) % st|row, 1]
strc = strc + kappa * abs(sdlt diff) % st[row, 1]
if 1dlt_ diff > 0:

1:

lcost = lcost + (df *x 1) % 1dIt_diff % st[row, 1] % (1 + kappa)

else:

lcost = lcost + (df *x 1) x 1dlt _diff % st[row, 1] % (1 — kappa)

if sdlt_ diff > 0:

scost = scost + (df *xx 1) x sdlt_diff % st|row, 1| x (1 + kappa)

else:

scost = scost + (df *x 1) % sdlt_diff % st|row, 1] % (1 — kappa)
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last 1dlt = ldelta[row, 1]
last sdlt = sdelta|[row, 1]
po_sign = np.sign (st[int(szum|[128]), 128]—-K)
cost = cost — (df*x128)xpo_signxK
long cost = long cost — (df*x128)xpo_sign*K
short cost = short cost — (df«x128)*po_sign*K
prc_cost = prc_cost — (df**128)*po_signxK
Imt cost = lmt_ cost — (dfxx128)xpo_signxK
lcost = lcost — math.exp(—rate % 128 % dt) x po_sign x K
scost = scost + math.exp(—rate % 128 % dt) x po_sign x K

ld results|[i, j| = lcost

sd_results|[i, j| = scost

long trc|i, j|] = ltrc

short trc|i, j] = strc

nontc_res|[i, j] = cost

long tc_res|[i, j| = long cost

short tc _res[i, j] = short cost

Imt res|[i, j|] = lmt_cost

prc_res|[i, j| = prc_cost

tes[i, j] = tc

Imt_ tes[i, j] = lmt_tc

prc_tes|i, j| = prc_tc
nontc_mean = np.mean(nontc res, axis=0)
nontc_stdev = np.std(nontc res, axis=0)

nontc_up = np.quantile(nontc_res, 0.1, axis=0)
nontc_down = np.quantile (nontc_res, 0.9, axis=0)
nontc data = pd.DataFrame ([nontc_mean, nontc_ stdev, nontc_up, nontc_ down])

long tc_mean = np.mean(long tc_ res, axis=0)

long tc_stdev = np.std(long tc_ res, axis=0)

long tc_up = np.quantile (long tc_res, 0.1, axis=0)

long tc_down = np.quantile(long tc _res, 0.9, axis=0)

long tc_data = pd.DataFrame ([long tc_mean, long tc_ stdev,
long tc_up, long tc_down])

short tc_mean = np.mean(short tc res, axis=0)

short tc_ stdev = np.std(short tc_ res, axis=0)

short tc_up = np.quantile(short tc_res, 0.1, axis=0)

short tc_down = np.quantile(short tc _res, 0.9, axis=0)

short tc_data = pd.DataFrame ([short tc_mean, short tc_ stdev,
short _tc_up, short tc_down])
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tc_mean = np.mean(tcs, axis=0)

tc_stdev = np.std(tcs, axis=0)

tc_up = np.quantile(tcs, 0.1, axis=0)

tc_down = np.quantile(tcs, 0.9, axis=0)

tc_data = pd.DataFrame ([tc_mean, tc_ stdev, tc_up, tc_down])

Imt mean = np.mean(Imt_res, axis=0)

Imt_stdev = np.std (lmt_res, axis=0)

lmt up = np.quantile (lmt_res, 0.1, axis=0)

Ilmt down = np.quantile (lmt res, 0.9, axis=0)

Imt data = pd.DataFrame ([lmt mean, lmt stdev, lmt up, lmt down])

Imtc_mean = np.mean(lmt tcs, axis=0)

Imtc_ stdev = np.std (Imt_tcs, axis=0)

Imtc_up = np.quantile (Imt_tes, 0.1, axis=0)

Imtc_down = np.quantile (Imt_ tcs, 0.9, axis=0)

Imtc_data = pd.DataFrame ([lmtc_mean, lmtc stdev, lmtc_up, lmtc_ down])

prc_mean = np.mean(prc_res, axis=0)

prc_stdev = np.std (prc_res, axis=0)

prc_up = np.quantile(prc_res, 0.1, axis=0)

prc_down = np.quantile(prc_res, 0.9, axis=0)

prc_data = pd.DataFrame (|prc_mean, prc_stdev, prc_up, prc_down])

prtc_mean = np.mean(prc_tcs, axis=0)

prtc_stdev = np.std (prc_tecs, axis=0)

prtc_up = np.quantile(prc_tes, 0.1, axis=0)

prtc_down = np.quantile(prc_tes, 0.9, axis=0)

prtc_data = pd.DataFrame (|prtc_mean, prtc_ stdev, prtc_up, prtc_down]|)

ld _mean = np.mean(ld_results, axis=0)

ld_stdev = np.std(ld_results, axis=0)

Id _up = np.quantile(ld results, 0.1, axis=0)

ld down = np.quantile(ld results, 0.9, axis=0)

ld data = pd.DataFrame ([ld _mean, 1d_ stdev, 1d up, 1d_ down])

sd_mean = np.mean(sd _ results, axis=0)

sd_stdev = np.std(sd_results, axis=0)

sd_up = np.quantile(sd_ results, 0.1, axis=0)

sd_down = np.quantile(sd_ results, 0.9, axis=0)

sd _data = pd.DataFrame ([sd _mean, sd_ stdev, sd_up, sd_down])

ltrc_mean = np.mean(long trc, axis=0)
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ltre _stdev = np.std(long trc, axis=0)

Iltrc_up = np.quantile(long trc, 0.1, axis=0)

Iltrc_down = np.quantile(long trc, 0.9, axis=0)

ltrc_data = pd.DataFrame ([ltrc_mean, ltrc_stdev, ltrc_up, ltrc_down])

strc_mean = np.mean(short trc, axis=0)

strc_stdev = np.std(short trc, axis=0)

strc_up = np.quantile(short trc, 0.1, axis=0)

strc_down = np.quantile(short trc, 0.9, axis=0)

strc_data = pd.DataFrame ([strc_mean, strc_stdev, strc_up, strc_down])

', engine="xlsxwriter ’)

writer = pd.ExcelWriter(’szimull . xlsx
nontc data.to excel(writer , sheet name=’no_trc’)

long tc_data.to excel(writer , sheet name=’long_with_trc’)
short tc_ data.to excel(writer , sheet name=’short_with_trc”)
tc_data.to excel(writer , sheet name=’'trc_data’)

Imt data.to excel(writer , sheet name='limit_hedge’)

Imtc data.to excel(writer , sheet name=’limit_hedge_tc’)
prc_data.to excel(writer, sheet name=’partial_delta’)
prtc_data.to excel(writer, sheet name='partial_delta_tc’)
ld data.to excel(writer , sheet name='BV_long’)

sd_data.to excel(writer , sheet name='BV_short’)

Iltrc_data.to excel(writer , sheet name='BV_long_trc’)
strc_data.to_ excel(writer, sheet name='BV_short_trc’)

writer.save ()
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