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1. fejezet

Eloszo

1.1. Bevezeto

A XXI. szazad elején egy technoldgiai alapu tarsadalomban a tudomanyos ku-
tatasok nagy tdmogatast élveznek. A legtébb tudomanyteriilet szaméra elengedhe-
tetlen a matematikai médszerek hasznélata a kiilonb6z6 modellezéseknél. Az idéjaréas
elérejelzéstol kezdve, az autdk és repiildk tervezésén keresztiil a megijulé energia-
forrasok fejlesztéséig szinte mindenhol el6fordulnak a parcialis differencidlegyenletek
(rendszerek), igy az egyenletek kiilonb6z6 megolddsi médszereivel érdemes foglal-
kozni. Ezekre az egyenletekre altalaban nem adhaté képlettel leirhaté megoldas, igy
mindig valamilyen kozelité, numerikus megoldast kell késziteniink. Attol fliggben,
hogy milyen tipusi egyenlettel allunk szemben, mas és mas numerikus modszerre

van sziikséglink.

1.2. A dolgozat célja

A parcidlis differencidlegyenletek alapvetéen harom nagy tipusra bonthatdak. Az
idofiiggo hiperbolikus és parabolikus egyenletek mellett nagy népszertiségnek orven-
denek az elliptikus egyenletek is. Az elliptikus egyenletekre vonatkozé numerikus
modszerek szintén harom nagy csoportba sorolhatok. Mi a véges differencia, a véges
térfogat, és a végeselem modszerek koziil a legutébbival foglalkozunk. A klasszikus
végeselem modszerek kutatasa méar tobbé-kevésbé kiaknazottnak tekinthetd, emi-
att a 2000-es évek elején egyre nagyobb hangstly keriilt a nemfolytonos végeselem
modszerekkel kapcsolatos kutatasokra. Dolgozatunk célja a klasszikus végeselem
modszeren at bemutatni a nemfolytonos végeselem modszert, annak tulajdonsdgait,

elonyeit, és hasznalatat. Emellett szeretnénk ravilagitani a nemfolytonos végeselem
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modszerek fejlesztésében rejlo sokoldalisigra. Ezek mellett célunk még bemutatni

egy 1j, nagy lehetoségeket rejté szemléletet.

1.3. Tartalmi attekintés

A dolgozat alapvetoen harom nagy részbol all, melyek kiilon fejezetben kap-
nak helyet. Az els6 blokkban bemutatjuk a klasszikus végeselem mddszer alapjait,
és hasznélatdnak lényegét. A fejezet rovidsége annak tudhatéd be, hogy csak egy kis
izelitot szeretnénk adni a médszerrdl, és hogy 0sszehasonlitasi alapunk legyen a nem-
folytonos modszerek bevezetésénél. Azon Olvasonak, aki részletesebben érdeklédik
ezirant, a szerzé egy korabbi [4] dolgozatén kiviil ajanljuk még a [2] és [8] koteteket.
A dolgozat masodik, és egyben legnagyobb részében el6szor egy, majd két dimenzi-
6ban bemutatjuk a nemfolytonos végeselem modszerek legismertebb eljarasait, azok
elméleti hatterét. A harmadik, viszonylag rovid, de annal érdekesebb részben egy
teljesen 1j nézopontot ismertetiink meg az Olvaséval. Az 1ij szemlélet alapjan le-
vezetiink egy modszert, melyet egy tesztfeladaton ki is probalunk, és osszevetiink

néhény varidansaval, illetve egy ismert mddszerrel is.

1.4. Irodalmi attekintés

A nemfolytonos végeselem modszerek manapsag nagyon népszeriek, igy a nem-
zetkozi irodalom rendkiviil gazdag. Dolgozatunk alapjaul az [1] alapcikk, és a szerzék
kés6bbi munkai mellett a [6] alapkényv, és Silli Endre munkdai [3] szolgdlnak. A
magyar irodalom errdl a témakorrél nem meglepé moédon szinte nem is létezik. En-
nek oka, hogy ezen kutatasi 4g még nagyon friss, sok kiaknazatlan lehetéséget rejt

magaban.



2. fejezet

A klasszikus végeselem moddszer

Ebben a fejezetben betekintést nyujtunk a végeselem modszerek alapjaiba, rovi-
den bemutatjuk az eljaras 1ényegét, hogy aztan bizonyos parhuzamokat huizhassunk,
a klasszikus és a nemfolytonos mddszer kozott. A médszerek bemutatasat egy egy-
szerii modellfeladaton illusztraljuk is.

A végeselem modszerek 1ényege, hogy az ismeretlen u € V fiiggvény egy uy, € Vj,

kozelitését a kovetkezo alakban keressuk:
Up = Z CiUy,
i

ahol (v;); = V, vagyis rogzitiink egy Vj, véges dimenzids fiiggvényteret, és az uy,
kozelitd megoldast Vj,-beli fiiggvények linearis kombinacidjaként keressiik. Ha tel-

jesiil, hogy Vj, C V, akkor beszéliink konform végeselem modszerrol.

2.1. Az egy dimenzids eset

Az alabbiakban a

= f
—u(0) =0 (2.1)
u(l) =0

modellfeladaton mutatjuk be a végeselem moddszert egy dimenziéban, ahol z € 2 =
(0,1). Legyen f € L*(0,1) adott és keressiik azt az u € C*(0,1) fiiggvényt, melyre
teljesiil az egyenlet, és a homogén Dirichelt-peremfeltételek.

Tekintstik a (2.1)-t, majd szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat egy tet-
sz6leges v € Hi(0,1) fiiggvénnyel, majd integraljunk 0-t6l 1-ig. Ekkor a bal oldalt
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parcialis integralassal a kovetkezo alakra irhatjuk:

1 1 1
/ —u"v = [u'v]y — / —u'' = / u'v'  WYv e Hy(0,1),
0 0 0

ugyanis v(0) = v(1) = 0. Ekkor a kévetkez6 formula adédik:

1 1
/ u'v' = / fv Vv e H0,1). (2.2)
0 0

Vegyiik észre, hogy (2.2) értelmes u € H'(0,1) esetén is, s6t a peremfeltételek miatt
u € Hg(0,1) esetén is.

Az olyan v € H}(0,1) figgvényt, melyre teljesiil (2.2), az eredeti peremérték
feladat gyenge megolddsdnak nevezziik. Nyilvanval6, hogy ha u € C?(0, 1) klasszikus
megoldas, akkor gyenge megoldas is.

A végeselem modszer valdjaban nem a klasszikus megoldds, hanem a gyenge

megoldas egy approximacidjat allitja elo. Az

1
a(u,v):/ u'v'
0

F(v):/olfv

jelolésekkel élve megmutathats, hogy az a : HJ(0,1) x H}(0,1) — R egy folyto-
nos, koerciv, bilinedris forma, mig F : Hj(0,1) — R folytonos lineéris funkciondl,
igy a Lax-Milgram tétel segitségével belathato, hogy a gyenge megoldéas 1étezik és
egyértelmii. Errdl részletesebben a [2] kétetben olvashatunk.

Amennyiben nem ezt a specialis modellfeladatot valasztjuk, hanem
—(pu) +ku=f

altalanos alaku elliptikus egyenlet megoldasat keressiik valamilyen peremfeltételek
mellett, akkor a p-re és k-ra vonatkoz6 megfeleld feltételek esetén szintén egy af., .)
folytonos, koerciv, bilinearis format, és egy F' folytonos linedris operatort kapunk,

igy ezen feladat is hasonléan kezelhetd, mint a modellfeladatunk.

2.1.1. Megvalésitas

Adott tehat az
a(u,v) = F(v) Yve H (2.3)

varidciés egyenletiink, ahol a H Hilbert tér, a(.,.) bilinedris forma, és F' linedris

operator. H végtelen dimenzios, igy valasszunk helyette egy V;, C H véges dimenzios
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alteret, és keressiik az u gyenge megoldasnak azt az u, € Vj, kozelitését, melyre

teljesiil, hogy
a(up,v,) = F(vy) Yoy, € V. (2.4)

Megmutathatd, hogy a diszkrét feladatnak létezik uj, egyértelmii megoldasa, amely

raadasul kvazioptimalis kozelitése u-nak, azaz
_ < inf _
= lI< inf = |

ahol || . || a H-beli norma.

A Kklasszikus végeselem maédszerek esetén V), megvalasztasa a kdvetkezoképpen
torténik. Tekintjiik a modellfeladat esetén a [0, 1] intervallum egy felosztasat: 0 =
To < 11 < ... < xy_1 < xy = 1. Jelolje az egyes részintervallumok hosszat
h; = x; — x;_1. Ha h; = h, akkor ekivdisztédns felosztasrol beszéliink. Jelolje még
a részintervallumok halmazat T,. Egy rogzitett felosztas esetén elkészithetjiik a fel-
osztashoz tartozé fiiggvényeket, melyek a Vj, bazisa lesznek.

Altaldban a kovetkezOket varjuk el a v; bazisfiiggvényeinktol. Egyrészt legye-
nek kompakt tartéjiak (ahol a tarté az Q egy kompakt részhalmaza), masrészt
legyenek folytonosak az egész (2-n, harmadrészt pedig v; legyenek szakaszonként
polinomiélisak, vagyis v;|x polinom, ahol K € Tj,.

Amennyiben els6foku polinomokkal szeretnénk approximalni, legyenek a v;-k a
kovetkezok, ahol 0 < i < N:

% x [:L'i,l,xi]
vi(e) = s @€ [mi @]
0 kulonben.

Ezzel a megadassal 1ényegében minden belsé ponthoz készitettiink egy bazisfiigg-
vényt (melyeket kalapfliggvényeknek is hivunk). Az igy megkonstrudlt v;-k a kovet-

kezo tulajdonsagokkal rendelkeznek:
e tartdjuk az [z;_1,x;41] intervallum,

e v;(x;) = d;;, vagyis minden osztépontban nulla, kivéve amelyikhez tartozik,

mert abban 1 az értéke,

o az [x;_1,x;] és [, x;41] intervallumokon els6foki polinom, egyébként azonosan

nulla,

e folytonos az egész 2 = (0, 1)-en.
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Ha nem homogén Dirichlet, vagy nem Dirichlet-peremfeltételiink van, akkor néha
sziikséges még bevenni az xg-hoz és xy-hez tartozé fél kalapfiiggvényeket, melyek
hasonlé médon definialhatdak.

Maradva a homogén Dirichlet-peremfeltételnél, legyen Vj, = (vq, v, ..., on_1). A
fenti tulajdonsdgok miatt v; € H}(0,1), vagyis Vi, C H(0,1) altér.

Amennyiben nem els6foki polinomokkal szeretnénk approximalni, a kovetkezot
tehetjiik. Példaul masodfoki polinombazis legydartasa esetén minden [x;_1,z;] in-
tervallumba bevesziink egy 1j, végpontoktol kiillonboz6 y; osztépontot. Ekkor alap-
vetGen kétféle bazisfliggvényt készitiink el.

Az egyik tipustuak az eredeti osztépontokhoz tartozé bazisfiiggvények lesznek,
melyek teljesen hasonldan késziilnek mint az elséfoku esetben, csak az egyes [z;_1, x;]
intervallumokon nem els6, hanem masodfokt polinomokat hasznalunk. Hogy a ba-
zisfiiggvények egyértelmiiek legyenek megkoveteljiik, hogy a két végpontbeli értéken
kiviil még az Gjonnan bevett belsé pontban is nulla legyen a polinom. Harom pontra
pedig egyértelmien illesztheté egy masodfoku fliggvény.

A masik tipust fliggvények az 1j y; pontokhoz fognak tartozni. Hasonléan, mint a
tobbi polinomoktdl, ettol is megkoveteljiik, hogy minden osztépontban nulla értéket
vegyen fel, kivéve, amelyikhez tartozik (mert abban 1-et). Ekkor [x;_1, ;] intervallu-
mon egyértelmiien el6allithatéak ezek a bazisfiiggvények is. Alapvetoen csak abban
kiiloboznek az els6 tipusiaktol, hogy tartéjuk csak egyetlen intervallum.

Magasabb fok1 bazisok legyartasa teljesen hasonléan megy, p-edfoki bazis esetén
minden részintervallumba bevesziink p — 1 4j osztépontot, és az adott pontokra és
fiiggvényértékekre illesztiink polinomokat. Ezt konnyen megtehetjiik ha Lagrange-
polinomokat hasznélunk.

Itt megjegyezziik, hogy az [z;_1, ;] intervallumokban bevezetett 1j y; osztépontok
megvalasztasa tetszoleges, de a szamitasok megkonnyitése értekében érdemes példaul
Gauss vagy Csebisev alappontokat hasznalni. Ennek elényét a tovabbiakban ki-
fejtjuk.

Amennyiben megvan a felosztasunk, és elkészitettiik a baziselemeinket, mar csak
up, meghatarozasa van hatra. Legyen M darab bazisfiiggvényiink, fliggden attol, hogy
milyen peremfeltételiink, és hanyadfokd bazisunk van. Ekkor keressiik azokat a c;
egyiitthatokat, melyekre y

up(x) = Z civi ()
i=1
és a(up,vy) = F(vy) Yo, € V. Ez az egyenldség pontosan akkor teljesiil minden vy, €

Vi-ra, ha a baziselemekre teljesiil, ugyanis az egyenlet vj-ban lineéris. Vizsgéljuk meg
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a bal oldalt:

a(up,v;) = a(z CiV;, Vj) = Z cia(v;,vj) = F(vy) Vv; € V.

=1 =1

Legyen ¢ = (c1,¢o, ... car)T, G = (F(vy), F(v2),..., F(vm))T, és A az az M x M-es

matrix, melyre A(i, j) = a(vj,v;). Ekkor a fenti feladat az Ac = G egyenletrendszer

M M

alakban irhat6. Mivel v;-ket linedrisan fiiggetlennek valasztottuk, igy az egyenlet-
rendszer megoldhato.

Réadasul, ha baziselemeket abban a sorrendben szdmozzuk meg, ahogy a hozzajuk
tartozo osztépontok kovetkeznek, akkor az egyenletrendszer métrixa sdvos matrix,
igy a megoldas konnyebb lehet.

Az A métrixban és az G vektorban az elemek kiszamitasa viszont igazabdl egy-
egy integrél kiszamitasara vezet. Az A elemei még esetleg szamithatdak is szimbo-
likusan, viszont a legtobb f baloldal esetén az G elemeinek szamitasa valamilyen
numerikus kvadratiraval lehetséges. Es itt jon elo annak a jelentéssége, hogy ma-
gasabb foku bazis esetén milyen 1j osztopontokat valasztunk. Ugyanis, ha példaul
Gauss kvadraturakkal szeretnénk integralni, akkor ha az alappontok Gauss alap-
pontok voltak, akkor sok fiiggvénykiértékelést meg tudunk sporolni, névelve ezzel a

szamitasok hatékonysagat.

2.2. A két dimenzids eset

Ebben a részben bemutatjuk, hogyan lehet tobbvaltozos konform végeselem

modszert késziteni. Ehhez itt is a legegyszertibb modellt hasznaljuk:

{ —Au=] (2.5)

u|3Q =0.

Szorozva az egyenletet egy tesztfiiggvénnyel, majd integralva az 2-n, és alkalmazva a
Green-tételt, kapjuk a feladat gyenge alakjat. Keressiik azt az u € H}(Q) fiiggvényt,

amelyre

/(Vu, Vo)ge = / fv Y€ Hy(Q).
Q Q

Jelolje

a(u,v) = /Q<Vu, Vu)gre

F(v) = /Q fo.
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Ekkor ez eredeti feladat atirhaté a kovetkezd varidcids alakra: a(u,v) = F(v) Vv €
H}(Q). Az egy dimenziés esethez hasonléan itt is megmutathat6, hogy af(.,.) egy
folytonos, bilinedris, koerciv forma, mig F' egy folytonos linedris funkcional, amibol
kovetkezik, hogy a variacios feladatnak van egyértelmi megoldéasa, amit az eredeti
feladat gyenge megoldasanak hivunk.

Mas differencidloperator és peremfeltétel esetén af.,.) és F véltozhat, boviilhet
tagokkal, de tulajdonsagaik megmaradnak.

Mivel az eredeti feladat u megoldasa létezik és egyértelmii, kereshetd az u egy wuy,
kozelitése. Ttt is sziikségiink van egy Vi, C H3 () véges dimenzids altérre. Készitsiik
el az 2 alaphalmaz egy felbontasat. [tt megjegyezziik, hogy mig egy dimenziéban a
felosztas milyensége nem tul érdekes, ebben az esetben rendkiviil fontos. Alapvetéen
a tartomany tetszoleges poligonokkal felbonthaté lenne, azonban megmutathato,
hogy ebben az esetben esetlegesen el tudjuk vesziteni ligyetlen finomitas esetén a
konvergenciat, sot akar a médszer megvaldsithatosaga is nehézkes lehet.

Megjegyezziikk még, hogy amennyiben a tartomany pereme nem toréttvonal,
akkor azt fiiggben a tartomany felosztasanak tervezett finomsagatol torottvonallal
kozelitjik a peremet.

Leggyakrabban csupa haromszog vagy négyszogfelbontast alkalmaznak. Az egy-
szerliség kedvéért most is tekintsiink haromszogfelbontast. Ha megvan a felbontés,
akkor mint egy dimenzidban, itt is készitsiik el a bazisfliggvényeket.

Linearis bazis esetén itt is minden belsé ponthoz fog tartozni egy bazisfiiggvény,
melynek tartéja a pontban oOsszefuté haromszogek unidja. A bazisfliggvény pedig
ezeken a haromszogeken értelmezett linedris sikok Osszege, melyek a kozos pontban
1, a masik két csicspontban 0 értéket vesznek fel. Ezek a sikok haromszogenként
készitenddek el, ahol harom pont egyértelmiien meghataroz egy sikot. A bazisfiigg-
vény a tarton kiviil azonosan 0. Konnyen meggondolhatod, hogy az igy kapott bazisok
folytonosak.

A fenti modon elkészitett bazisfiiggvények altal generdlt alteret valasztjuk V-
nak, majd a szintén teljesen hasonléan (mint egy dimenziéban) ad6dé egyenletrend-
szert megoldva kapjuk az u;, kozelité megoldast. Erdemes megjegyezni, hogy az egy
dimenzids esettel ellentétben az egyenletrendszer matrixa ugyan nem savos, de ritka
matrix lesz.

Ha magasabb rendii polinomokbdl szeretnénk bazist késziteni, akkor itt is sziik-
séglink van tovabbi alappontokra, melyeket az éleken, illetve, harmad és magasabb

foku esetben a haromszogek belsejében helyeziink el.



3. fejezet

A nemfolytonos végeselem

modszer

Célunk ebben a fejezetben, hogy a klasszikus végeselem modszer feliiletes bemu-
tatasaval szemben, itt egy részletesebb ismertetést adjunk a modszerrdl, és annak
sajatossagairol.

A nemfolytonos végeselem modszer alapvetéen abban kiilonbozik a klasszikustol,
hogy ott mindig f6 szempont volt, hogy az elkészitett V, véges dimenzids alteret

generald bazisfiiggvények folytonosak legyenek az egész ) alaptartomanyon.

3.1. Nemfolytonos végeselemek egy dimenziéban

Az egyszeri és szemléletes bemutatas kedvéért el6szor egy modellfeladaton is-
merkediink meg a mddszerrel. Legyen az alaptartomany Q = (0,1), és tekintsiik a

legegyszertibb elliptikus modellfeladatot

= f
—u(0) = A
u(l) = B,

ahol f € L*(Q) adott, és keressiik az u € C?(£2) megolddsfiiggvényt.

3.1.1. Az interior penalty sémak

Ellentétben a klasszikus mddszerrel, ahol a séma, amivel a megoldasat kerestiik
fiiggetlen volt a felosztastol, itt legeloszor rogzitiink egy felosztést, és ahhoz készitiink

egy sémat.
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Legyen 0 = 29 < 21 < ... < zy = 1 a [0, 1] intervallum egy felosztdsa valamely

rogzitett N € N esetén. Jelolje a keletkezett részintervallumok halmazat
Tn={K = (z;-1,2;) : 0<i < N}.
Definialjuk a kovetkezd diszkrét Szoboljev teret:
H(Q,Ty) = {v e L*Q) :v|x € H(K),VK € T,}.

Szorozzuk meg az eredeti egyenletiinket egy tetszOleges v € H*(S2, Tp,) fiiggvénnyel,
majd integraljuk az egyenletet az (x;_1, x;) intervallumon és alkalmazzuk a parcialis

integralas szabalyat.

—u"(z) = f(x) Ve ()
| —u"(z)v(z) = f(x)’u(x) Yo € H*(Q,Tp), Vo € Q
/. —u"(z)v(x)dx = fxw(z)de Yo e H*(Q,T)

Ti—1
T

/x o' (z)v' (x)dx — [u’(x)v(x)]z;_ = fxw(z)de Yo e H*(Q,T)

T
L Ti—

A kapott egyenletet Gsszegezve minden intervallumra addédik, hogy minden v &€
H?(Q, Ty)-re teljesiil a

Z/x u'(z)v (x)dx — Z [ul(:c)v(:c)]g_l = Z/x fla)v(z)dz (3.1)

formula, ahol x] az x; pontban vett jobb oldali, mig x; a bal oldali hatarérték. A

kiintegralt tagot alakitsuk at a kovetkezoképpen.

Z[U'(w)v(:v)]z; = w'(wy)v(ay) — o' (zg)v(ag)

u'(wy Jo(wy) — o' (@i )o(a])

u(zy )v(ry ) —u(zy y)v(ry o)

+
_l’_
_l’_
+ o (zy)v(ry) = (zy_Jo(ry_,)

Mivel feltettiik, hogy u € C?*(Q) {gy «/(z; ) = v/(z]) = v/(x;), vagyis a fenti formula

(2

igy irhaté tovabb

N Tiq

[/ (@o(@)]7 = ' )o(ay) = (zo)v(ad )+ . A (wx)v(ay) = (zy-1)o(ag_y)
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és ha csoportositjuk a tagokat, akkor a kovetkezo Osszefiiggésre jutunk

Sl @) = —u(eo)olad) +uwnelay) + D u(@) ) - o).

Vezessiik be az ugras és az atlag fogalmat. Egy nemfolytonos fiiggvény egy pont-
beli ugrasan a kétoldali hatarértékek kiillonbségét, mig atlagan a hatarértékek atlagat
értjiik. Jelolje a v fliggvény x; pontbeli ugrasat [v(z;)], dtlagat {{v(z;)}}. Ekkor de-

finidljuk az ugrasokat a belsé pontokban, illetve a hatarokon a kovetkezé képpen.

[v(z)] = v(z;) —v(zf),  [v(zo)] = —v(zg),  [v(zn)] =v(zy)
Hasonlban definidljuk az atlagokat is.
v(ay) + (@) -
{olz)}} = 5 . vt =v(ag),  {vlen)lt =olzy)
Vegyiik észre, hogy ha v folytonos egy x; belsé pontban, akkor [v(x;)] = 0, és
Ho(z) W = v(x;). Uj jeloléseinkkel az elébbiekben kapott formula tovdbb alakithaté

N

>l @)

=1

1

= Z{{U’(%)}} [o(x:)],

igy (3.1) a kovetkezSképpen irhaté at

Z /x u'(z)v'(x)de — Z{{U/(fﬁi)}}ﬂv(l’i)ﬂ = Z /x f(z)v(z)dx (3.2)

ahol a kifejezés igaz minden v € H?(R, Ty,)-re.
Tudjuk, hogy u € C%(Q) igy [u(x;)] = 0 minden belsé pontban. Ekkor nyilvén-
valéan igaz az alabbi Osszefliggés.
N

> lu(ed) v ()} = [u(zo)[H{v' (20)}} + [ulen)[{{v' (za) 1}

=0
Ekkor, ha adottak a Dirichlet-peremfeltételek (—u(0) = A, u(1) = B), akkor a képlet

a kovetkezd lesz.
N

> Tu(w) (v (@)} = B (en)}} + AH (20) )

i=0
Legyen s € {—1,0,+1}. Szorozzuk meg a fenti egyenletiinket s-sel és vonjuk ki
(3.2)-bdl. Azt kapjuk, hogy

S [ v @ - S @ @R - s Yl @)

=Y [ s@ds - B ) + AR R
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Az elobbi formuldhoz teljesen hasonléan lathato, hogy

Z oplu(z;)][v(z;)] = onBu(xy) + ogAv(zy)

=0

is teljesiil. Hozzdadva ezt az egyenletet is az el6z6 Osszefliggéshez, adodik

Z/xl dSB—Z{{U x;) o (z;) —SZ w(x) [0 (z:) 1}

>l - 3 [ f@h@yds - sB )} + AL @)}

=0
+(onBu(xy) + oo Av(xg)),

ahol a formula teljesiil minden v € H?(Q, Tp)-re. Vegyiik észre, hogy ez a kifejezés
értelmes minden u € H?(Q,T,) esetén is. Az ilyen u-t hivjuk az eredeti egyenlet
nemfolytonos gyenge megoldasdnak.

Tegyiik fel, hogy o; > 0 minden 0 < ¢ < N-re. Ezeket a paramétereket hivjuk
biintetd, vagy penalty paramétereknek.

Vezessiik be a kovetkezd bilinedris format és funkciondlt:

() =y / " W @) = Y oG] 5 3Tl 1))
+3 " oulu@)fv(a)]

2/ f@p(@)de — s(BH{v'(xn)}} + A{v' (z0) }})
+(onBu(zy) + ooAv(zd)).

Ekkor keressiik azt u € H%(Q, Tp,)-t, amelyre as(u,v) = F(v), minden v € H*(Q, Tp,)-
re.

Ha s = 1 vélasztast alkalmazzuk, akkor a sémank wu-ban és v-ben egy szim-
metrikus kifejezés, igy a tovdbbiakban szimmetrikus interior penalty (SIPG vagy
IP) néven hivatkozunk majd ré. Ha emellett még o, = 0, akkor a mddszert global
element modszernek hivjuk.

Amennyiben s = —1 valasztassal éliink, akkor a fenti séma nem lesz szimmetri-
kus, de részben ferdén szimmetrikusnak tekinthetd, igy nemszimmetrikus interior pe-

nalty médszernek (NIPG - nonsymmetric interior penalty Galerkin method) hivjuk.
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Esetlegesen s = 0 vélasztast is hasznalhatjuk, az ekkor kapott sémank szintén
nem lesz szimmetrikus. Ezt a tovabbiakban incomplete interior penalty (IIP) mdd-
szernek nevezziik. Megmutathatd, hogy ha o, = 0 valasztassal éliink, akkor a

modszer nem lesz sem konvergens, sem stabil.

3.1.2. A numerikus megoldas

Adott tehdt a H?*(Q,T,) fliggvénytér, amelyen keressiik a megolddst. Mint a
klasszikus végeselem modszernél, itt is keressiink valamilyen véges dimenzids alteret.
A H*(Q, Ty,) fiiggvények szakaszonként H?(2)-beliek. Ez alapjan teljesen kézenfekvé,
hogy tekintsiik azt az alteret, amikor a fliggvények szakaszonként legfeljebb p-edfoku

polinomok, vagyis legyen

Vo =VP(Q,Th) = {v e L*(Q) : v|x € P (K) ,VK € Tp,}.

Bilinearis formak, létezés, egyértelmiiség, konvergencia
Keressiik az v € H?*(Q,T,) gyenge megoldds egy w; approximdcidjat a fenti
Vpg C H*(Q,Ty,) altérben. Vagyis

(p+1)N

Up = E G

i=1

alakba ifrhat6. Az wu,-rdl azt kéveteljik meg, hogy
as(uh, Uh) = F(Uh) Vvh S Vpg,

azaz az altéren teljestl a varidcids formula. Vegyiik észre, hogy az u valdédi meg-
oldasra is teljesiil a varidcios alak ezen az altéren, vagyis as(u,v,) = F(v;,) minden
vy, € Vpg-re. Kivonva a két egyenletet egymésbdl és felhasznalva, hogy as(.,.) bi-

linedris adédik, hogy
as(u — up,vp) =0 Yo, € Vpa,

vagyis amennyiben példaul a,(.,.) egy skalarszorzat, akkor az &ltala indukalt nor-
maban az approximacié hibdja meroleges az altérre. Ezt hivjak Galjorkin ortogona-
litasnak.

Altaldban egy af(.,.) bilinedris formérdl a kovetkezéket kell megmutatni:
e folytonossdg (korlatossdg): a(u,v) < cyllul|||v]| minden u,v € H*(Q, T),

e koercivitéds (stabilités): a(u,u) > ¢l|u||* minden u € H*(Q, Tp),
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e konzisztencia: a(u,v) = F(v), minden u € H?*(Q, Ty).

Ha a fentiek teljesiilnek, akkor a Lax-Milgram tételbdl kovetkezik a megoldas

létezése és egyértelmiisége. Ha teljesiil még az
lu = ug|| < cih*lulpir

approximéciés tulajdonsag is akkor bizonyithaték konvergencia eredmények, me-
lyekkel részletesen a tobbdimenzids esetben foglalkozunk. Itt érdemes megjegyezni,

hogy ezek a feltételek gyengitheték a Babuska-Brezzi féle inf-sup feltétellel.

Els6fokt bazis egy dimenzids esetben

Az egyszeriiség kedvéért készitsiik el el6szor p = 1 esetén a Vpg egy bazisat. A
T, minden eleméhez két bazisfiiggvény fog tartozni, hasonléan ahogy a 2. Fejezet-
ben lattuk, itt is olyan bazisfliiggvényeket fogunk hasznalni, melyek a felosztds egy
pontjaban 1, a tobbiben 0 értéket vesznek fel.

Jelolje vg; 1 és vo; az (w;_1, x;) intervallumhoz tartozo bazisfiiggvényeket, melyek

a kovetkezoképp adhatok meg:

T—x;
UQi—I(I) = { m LS [xi—laxi]

0 kulonben
( ) % S [xi_l,a:i]
Vo) = il
? 0  Kkiilénben

Ekkor legyen Vpg = (v, va, . .., van). Nyilvanvald, hogy Vpg C H2(Q, Tr)-
Teljesiilni kell tehat, hogy as(upn,vn) = F(v,) minden vy, € Vpg esetén. Konnyen
meggondolhatd, hogy mivel a(.,.) bilinedris, és F' is linedris, igy elég, ha az egyen-

16ség csak a v;-kre teljesiil, mivel a v;-k béazist alkotnak Vpe-ben. Vagyis kell, hogy

2N 2N
as(up, vj) = as(z CiV;, V) = Zcias(vi,vj) = F(v;) minden j =1,2,...,2N.
i=1 i=1

Lathaté, hogy ekkor a ¢;-re adédik egy 2N méterti Ac = G linearis egyenletrendszer,
ahol A = {ay(vi,v;) 13, ¢ = (c1, 02, .., con)” és G = (F(v1), F(v3),..., F(van))".
Mivel a baziselemek linearisan fiiggetlenek, igy a matrix nem szinguléris.

Konnyen meggondolhato, hogy az A sok eleme 0 lesz, vagyis A egy ritka métrix,
ugyanis az as(vg, vej_1) # 0, ha k = 25 — 3,25 — 2,25 — 1,25,25 + 1,25 + 2, mig
as(vg,v25) # 0, ha k =25 — 3,25 — 2,25 — 1,245,254+ 1,25 + 2. Vagyis az A métrix
4N? elemébdl kevesebb, mint 12N elem nem nulla. Az is konnyen ldthatd, hogy az
A matrix gy egy 7 atlés matrix, ami bizonyos linearis egyenletrendszer megoldo

algoritmusok esetén gyorsitast jelenthet.
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Magasabb foku bazis egy dimenziés esetben

Magasabb foku béazisok teljesen hasonldéan késziilnek az elséfoki alapjan, mint
a klasszikus végeselem modszereknél. Minden (z;_1,x;) szakaszon felvesziink még
p — 1 1j osztéopontot, és igy minden intervallumon kapunk p + 1 bazisfiiggvényt,
amelyek hasonléan a korabbiakhoz, egy osztépontban vesznek fel 1 értéket, a masik
p-ben 0-t, igy kapunk p + 1 pontot, amelyre tudunk egy-egy p-edfoki polinomot
illeszteni. Jelélje az (z;_1, ;) intervallumhoz tartozé fiiggvényeket v(,41);—, ahol a
k értéke p,p —1,...,1,0 lehet. Ekkor legyen Vpe = (v1,v2,...,vp41)n). Teljesen
hasonléan a linedris esethez adodik az egyenletrendszer, amit megoldva megkapjuk
a bazisfiggvények egytithatdit a linearis kombinacioban. A rendszer matrix itt is
egy sokatlds, de nem telt matrix lesz, a nem nulla elemek szama itt is ¢/N valamely

¢ konstanssal.

A numerikus integralasrol

Az A matrix elemeinek kiszamitasa rogzitett polinombazis mellett akar analiti-
kusan is elvégezheté. Ha mégsem szamitjuk analitikusan, akkor érdemes valamilyen
Gauss-kvadratiarat hasznalni, ugyanis egy n alapponti Gauss kvadratira a legfel-
jebb (2n — 1)-edfoki polinomokra pontos. Vagyis ha p-edfokd béazisunk van, akkor
az integralandé fiiggvény két (p — 1)-ed foki polinom szorzata, vagyis egy (2p — 2)-
edfoki polinom, tehat p alappont esetén az A matrix elemei pontosan szamithatéak.
A G vektor elemeivel viszont koriiltekintébben kell eljarnunk, ugyanis ha az f nem
polinom (és altaldban nem az), akkor sem analitikusan, sem numerikusan nem tud-
juk pontosan integrélni, hiba fog keletkezni, ezért (f6leg nemfolytonos végeselem

modszernél) célszerti magas rendii kvadratira formuldkat hasznalni.

3.2. Nemfolytonos végeselemek két dimenziéban

A kétdimenzios esetben is az egyszertiség kedvéért egy konkrét elliptikus felada-
ton mutatjuk be, hogyan kaphatok meg a kiilonb6z6 sémék. Legyen az alaphalma-

zunk az € C R? korldtos tartomany. A modellfeladatunk a

—Au=f
U’aﬂ - 07
ahol f € L?(Q) adott fiiggvény (Poisson egyenlet).

Hasonlbéan az egy dimenzids esethez, eldszor készitsiik el az ) alaptartomény

haromszogfelbontasat, és jelolje T, a résztartomanyok halmazat, illetve &, a rész-
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tartoményok éleinek halmazat (a haromszogek oldalai). Jelolje még a nem peremen
levé oldalakat £ = {e € &, : e ¢ O0N}.

[tt megjegyezziik, hogy ellentétben a klasszikus végeselem mddszerrel, itt a tar-
tomany felbontdsa lényegében tetszoleges, készithetiink akar négyszog, vagy ve-
gyes felbontast is, ami éppen a legcélszeriibb az adott feladatnal, s6t megengediink
ugynevezett hanging node-okat is, vagyis olyan csiicsokat, amelyek egy masik elem
hataranak belsejében helyezkednek el.

Fontos megjegyezni még, hogy ha a tartomany pereme nem toréttvonal, akkor
célszerli azt valamilyen torottvonallal helyettesiteni, illetve a peremfeltételeket is

atiltetni a kozelitett 1j peremre.

3.2.1. Interior penalty sémak elemi megkozelitésbol

Vezessiik be az egy dimenzids esethez hasonléan a kovetkezd diszkrét Szoboljev
teret:
H (O, Ty) = {v € L*(Q) :v|g € H(K),VK € T}

Szorozzuk a kiinduldsi egyenletiinket egy tetszdlegesen vélasztott v € HZ(Q, Ty)
fiiggvénnyel, végiil integraljuk az egyenletet (2-n, majd hasznaljuk a Green-tételt:
—Au = f Q-n
—Auv = fo Yo € H*(Q,Tp)

/—Auv = /fv Vv € H*(Q,Tr)
Q Q

/ (Vu,vg)gev = /fv Yo € H*(Q,Th)
oK 0

/QWu,vaz - Z

KeTy

Vezessiik be tobbvéltozos fliggvények esetén is az ugrés és az atlag fogalmat egy
e € & édlen. Jelolje KT és K~ azt a két Tp-beli elemet, melyekre K™ N K~ = e.
Ekkor egy fliggvény ugrasa

[v(z)] = v(z")v™ + ozt Ve cecé&),

ahol vt a KT, mig v~ a K~ kifelé mutaté egységvektora. Egy e C 99 élen pedig
egy fiiggvény ugrasa

[v(z)] = v(z)v, Vo € e C 09,

ahol v annak a K € T, résztartomanynak a kifelé mutatd egységvektora, amelyre

KNoSQ = e. A szorzasok valos értéki fiiggvény esetén a hagyomanyos, vektorértéki
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fiiggvény esetén skalaris szorzas értelemben értendoek. Egy fliggvény atlagat egy
e € & élen a kétoldali érték atlagaként definialjuk

(z7) +v(z™)
2 )

Vo €e €&,

fo@)h ==
mig egy e C 0 élen
{v(x)}} = v(x), Vo € e C O

Az 1j jelolések alkalmazasdval alakitsuk a4t a peremintegralokat tartalmazo tagot.

3 /8 (Vu)v =3 / Vu v+ S [ (Vv

KeTy, €y ecoN v e
Vegyiik észre, hogy egy e € &) élen az

(I V) + GBIVl = Slola ) + o)™, Vale) + Vaua®))
1

+5 @) +u@))(Vu(@™),v™) + (Vulz"),v7)
= () — vl )", Vula) + Vul*)
(o) + 0@ ) (Vule) — Vule),v%)
= 2 () — vl ) (Vule™) + V@) + (v(a™) + o) (Vule™) - Vu(a),v%)
= (20 )Vu(a®) = 20(7)Vu(a"), v*)
= v(a")(Vu(@™),v") +v(a” )(Vu(z™),v7)
Mivel

Zﬂwmzzﬁwm=2<wmmx

eCON eCOoN) eCoN v €
igy azt kapjuk, hogy

2:A;waw=§jlmeWM»H@HW@+}:/w%wu

KeTh 6652 ecoN €

amibdl

> [ o= % [0l 4w+ 3 [wonivd. 63

KeTy, e€&y v ¢ ecgl V°

Mivel u € C*(Q) fiiggvényt kerestink, igy [Vu] = 0, amibél azt kapjuk, hogy

zjémemeZEZ (], {vu)

KeTy, ec&, V€
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Ezt az azonossagot hasznalva az eredeti feladatunk variacios alakja igy irhato tovabb.

/<w Viv) — Z/ A{Vul}) = / fo Yue HX QT
ecéy
Mivel v € C*(Q), igy [u] = 0, igy a fenti formuldhoz hozzdadva az

53 [ (v = 0

ee&p

1
S FIOITE
€&y €
egyenleteket, hogy

/ (V0. Vi) = ¥ [l 4V -5 3 [l 47l

ecép e€&p

és

/ﬂu / fo Yo € H*(Q,Th),
27 .
ahol 0 < c € R, és s = {—1,0,1}.

Ezekbdl a sémabdl kaphatoak meg a klasszikus interior penalty sémak. A kifejezés
utolso tagjat hivjuk a séma biintetotagjanak. Erre azért van sziikség, mert a sémank
csak elég nagy c konstans esetén lesz stabil.

Ha az s = 1 valasztéssal éliink, akkor a kifejezésiink u-ban és v-ben egy szimmet-
rikus kifejezés, igy kapjuk a szimmetrikus interior penalty sémat (IP vagy SIPG).

Az s = —1 valasztas esetén a sémankat nemszimmetrikus interior penalty maéd-
szernek nevezziik (NIPG).

Ha s = 0 vélasztas mellett dontiink, akkor a sémét incomplete interior penalty
(ITP) sémaként emlegetjiik a tovdbbiakban.

Megvannak a sémaink, amelyek alapjan a numerikus megoldas mér keresheto.

Bevezetve a
Voe =VP(Q,T) = {veL*Q):v|x € PP (K),VK € Tp}

véges dimenzids alteret, kereshetjiik azt az u;, € Vpg kozelité megoldéast, amelyre a

fenti séma teljestil minden v, € Vpg esetén.

3.2.2. Nemfolytonos végeselem sémak fluxus bevezetésével

Az eredetei elliptikus egyenletet az ismeretlen fliggvény fizikai jelentése alapjan
felbontjuk, és készitlink a masodrendii egyenletbdl egy elsérendii rendszert. Itt érde-

mes megemliteni, ez a klasszikus felépitése a nemfolytonos végeselem modszereknek,
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és a dolgozat alapjdul szolgdld [1] cikk és [6] konyv is ezt a technikdt részesiti

elényben.

—Au=f

u|aQ = 0

A kovetkezo 0 = —Vu jeloléssel a fenti feladat igy irhaté fel.

c+Vu=0
dive = f
ulog =0

Legyen K € Tj, és alkalmazzuk a Green-tételt az alabbi két kifejezésben

/K<a,7'>:—/K<Vu,T>:/KudiVT—/6Ku<7',y>,

ahol ez teljesiil minden olyan 7 vektorértéki fiiggvényre, amire teljesiilnek a Green-
tétel feltételei. Tekintsiik az

_/K<0,Vv):/Kdivav—/aKv(a,l/>:/Kfv—/aKU<UaV>

és ez is teljestl tetszoleges v fliggvényre. A v mindkét kifejezésben a megfelel6 tar-
toméany kifelé mutaté normalis egységvektora.
Ez a két egyenlet lesz a kiindulési egyenletiink. Vezessiik be az alabbi véges

dimenzids tereket, amelyben a fenti egyenleteket szeretnénk megoldani.
VDG = VP(Q,E) = {U € LQ(Q) : U|K € pP (F) ,VK € E}

Spa = {7 € [L*()]" : 7| € [P? (K)]* VK € Tn}

Ekkor a fenti feladat kozelito megoldésat az alabbiak szerint kapjuk. Keressiik

azokat az u, € Vpg és 0, € Xpg fliggvényeket, amelyekre

/Q<0h,7>= Z /KuhdiVT— Z /aKﬂ<r,y> V7 € Xpa

KeTh KeTh
— Z /<0h,Vv):/fv— Z/ v(a, V) Vv € Vpa,
et JK Q Kot JOK

ahol @& = 4(up) és 6 = 6 (up, op) numerikus flurusok, melyek az u|px és a —Vu|gx
fiiggvényeket kozelitik. Jelolje tovabbra is &, = {e C 0K : K € T} a résztartomé-
nyok éleit, és £ = {e € &, : e ¢ 0N} azon éleket, melyek nincsenek a peremen,

vagyis belso élek.
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A médszert konzisztensnek nevezziik, ha u(v) = vl, és (v, Vv) = —Vv|. minden
e € &, élen és minden v regularis fiiggvényre.

A modszer konzervativ, ha @ és & fiiggvényekre, mint numerikus fluxusokra
teljestil, hogy minden élen egyik iranybol a mésikba, illetve forditva a fluxusok
egyenloek. A moddszer kiilon kezeli az egyes résztartomanyok hatéarait, hiaba hogy
egybeesnek, ezért van sziikség erre a megszoritasra, hogy ezt gyakran megkoveteljiik
majd.

Alkalmazzuk a Green-tétel alabbi alakjat, és hasznaljuk a mar korabban belatott

(3.3) Osszefiiggvést, atalakitva ezzel a fenti rendszer egy-egy tagjit. Egyrészt

/UhdthT: —/ thh, E / Uh T, l/
Q Q oK

KeTy,

/ Vi) + 3 / wl A+ S [ Hunpie]

ec&y, ego €

masrészt

> [ it =Y @il gom+ X [want

KeTy, eey ec€0 V¢
harmadrészt pedig

> [ wen =% [l o+ X [aopiol

KeTy, ecy, eeg’? €

Ezek utan az eredeti egyenlet a kovetkezoképp irhatd at. Keressiik az uy, € Vpg és

on € Ypg fliggvényeket, amelyekre

Jenn == Y Jti—ul =3 [Hi—udlr] vre oo

6652 ¢

- [onvinr= [ o= % [l oW - [(eni] voetie

e€E, ecgl V¢
Vegyiik észre, hogy V(Vpg) C Xpg. Mivel az els6 egyenlet tetszéleges 7 € YXpg
esetén kell, hogy teljesiiljon, igy specidlisan a 7 = —V,v esetén is igaz. Ezzel a
helyettesitéssel a két egyenlet bal oldala azonos, vagyis a jobb oldalak is egyenldk.
Ekkor azt kapjuk, hogy

/ (Vo Vi) + 3 / i—wl {4V + Y [ — w B V] =

e€&p ety ¢

/ fo-30 / - [{one]

e€lp ecg) ' ©
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és ez igaz Vv € Vpg esetén.

Kaptunk tehat egy altalanos formulat, amelyben 4 és & fiiggvények alkalmas
megvalasztasaval kiilonbozo ismert, és kevéshé ismert sémat kaphatunk. Nézziik
oket.

Nem stabil interior penalty médszer

Ha

e = {{u,}} minden e € & élen és & = 0 minden e C IS élen,
amib6l [a — up] = —[up], és {a —up}} =0,

e 6 = —{{Vyup}} minden e € &, élen,

amibél [6] = 0, és {6} = —{Vrun}}.

Ekkor az adddd séma a kovetkezd:

/ (Vi Vi) — 3 / wl 4Vl - 3 / V) / fo

e€ly, ec&y

Ezt a mddszert nem stabil interior penalty médszernek nevezziik (Douglas-Dupont,

Wheeler, Arnold).

Stabil interior penalty mddszer

Ha

e = {{un}} minden e € & élen és & = 0 minden e C I élen,
amibdl [a — up] = —[up], és {a —up}} =0,

o 0 =—{Vyurl} + c— [un] minden e € &, élen,

le]
amibdl [6] =0, és {{o}} = —{Vrur}} + ci[[uh]].

el

Ekkor az adddd séma a kovetkezo:

JRCE R ED DY (TR A IR D [ BR)

ee&y ecép
+ Z c— / up], = / fo
= el 0

Ez a mdédszer elég nagy c¢ konstans esetén stabil, ezért stabil interior penalty (IP

vagy SIPG) mddszernek nevezziik (Douglas-Dupont, Wheeler, Arnold).
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Heinrich moddszer

Definidljuk egy fliggvény pontbeli silyozott (nem szimmetrikus) atlagat egy belsé

élen kivetkezdképpen
{v(@)Ps = (1 = Bo(a™) + (™), Vreeedy,
mig egy peremélen
{v(z)}}s = Po(x), Vo € e C 09,

ahol 3 € [0, 1] rogzitett konstans.
Ekkor ha

o 4= {{up}}(1_p) minden e € & élen és & = 0 minden e C 9N élen,
amib6l [i — un] = —[ua], és {{a —unl} = {unlta-s — {uwnl}
1
o 0 =—{Vhurl}s + cﬂ [un] minden e € &, élen,
e

amibél [6] = 0, és {61 = —{Vaunlls + C% [us].

Az adédd séma a kovetkezd:

[ R S (R VSRS SYLOR AN

ec&p V€ ec&p v €
+%Zghc§/e<ﬂuhﬂ7ﬂvﬂ> ~ [0

7 1 ’ ’ rd . . 124 124 . . .
Természetesen a f = — vélasztas esetén visszakapjuk az el6z0, stabil interior penalty

sémét. Ezt a médszert Heinrich (H) mddszernek hivjuk.

Baumann-Oden mddszer

Ha
o 4= {{un}} + (v, [up]) minden e € & élen és 4 = 0 minden e C 9N élen,
amib6l [a — up] = 2[us] — [un] = [wn], és {a —up}t =0,

e 6 = —{{Vhup}} minden e € &, élen,
amibél [o] =0, és {{o}} = —{Vrun}}.

Ekkor az adédd séma a kovetkezo:
(Vihup, Viv) + (lun], {Viv}}h) — ([o], {Viwnd}) = | fo
[ eeggjh/euh]] . ggjh/em andh) = [

Ezt a médszert (nem stabil) Baumann-Oden (BO) médszernek nevezziik.
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Stabil Baumann-Oden mddszer

Ha

o 4= {{un}} + (v, [up]) minden e € & élen és 4 = 0 minden e C 9N élen,

amibél [u — up] = 2[[uh]] — [un] = [un], és {a —ur}} =0,
o 6= —{Vaunj} +c~

[[uh]] minden e € &, élen,

[un].-

amibsl [6] = 0, és {{a}} — (V) + C%

Ekkor az adddd séma a kovetkezo:

[ Oy (AR A TR DY (BRI ]

e€Ey e€ly
+Zc / un], :/fv
ec&y, ‘ ’ Q

Ez a mddszer megfeleléen nagy ¢ konstans esetén stabil, ezért stabil (stabilizalt)
Baumann-Oden médszernek nevezziik, vagy mas elnevezéssel nemszimmetrikus in-
terior penalty (NIPG) médszer (Wheeler, Riviere, Girault).

Incomplete interior penalty moédszer

Ha

1
o U= {{up}} + §<V, [us]) minden e € & élen és 4 = 0 minden e C 9 élen,
amibél [a — up] = [un] — [un] = 0, és {a —upn}} =0,

o 0 =—{Vyurl} + c— [un] minden e € &, élen,

le]
amibdl [6] = 0, és {&} = —{Vaun}} + c%'[{uhﬂ.

Ekkor az adddd séma a kovetkezo:

/ (T Vi) = 3 [ / V)

eeéy

—i—Zc /uh >:/va

e€ly,

Ezt a médszert nem teljes (incomplete) interior penalty (IIPG) mddszernek nevezziik

(Sun, Wheeler).
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3.2.3. Nemfolytonos végeselem sémak lifting operatorral

Tekintsiik ujra a kiindulasi két egyenletiinket.

/Q<Uh’ T) = /thh, Z/ u—up], {{7}})— Z {a—up}} 7] V7 € Zpa

€ ecg) V€
- [ = [ -y [ gom - > [Hentel vee Vi

Vezessiik be a kovetkezo lifting operatorokat. Legyen R : Vpg — ¥ pg az az operator,

amelyet az alabbi egyenloség definial:

/Q R, = -3 / LA Ve S

ecép
Hasonléan, legyen ¢ : Vpe — Y pg a kivetkezd egyenlettel definialt operator:

[t -5 [wni vrezn

6652 ¢

Ekkor az els6 egyenletbdl
Op = —thh + R([[ﬂ — uhﬂ) + g({{ﬂ - uh}})

adodik. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve, és atrendezve a
[ (T, V) - / (R([i — w]), Vi) — / (i —w}}), Vo)
Q
=3 [@ntem+ 3 [wonte1= [ ro

ecéy ecEl €

séma addédik, melyben R és ¢ definiciéjat alkalmazva kapjuk, hogy

/ (Vo Vi) + 3 / i—w], AVl + 3 [ — w Vsl

ec&y 50 €

=3 [wrtem+ Y [wnie = [

ey e€&? €

ahol a formulak teljesiilnek minden v € Vpg esetén.
Kaptunk egy 1j alapsémat, amelyben az u és ¢ fiiggvények alkalmas megvélasz-

tasaval tjabb sémakhoz juthatunk.
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Az els6 Bassi-Rebay mddszer
Ha

e = {{u,}} minden e € & élen és & = 0 minden e C I élen,
amib6l [a — up] = —[up], és {a —up}} =0,

e 7 = {{o,}} minden e € &, élen,
amibél [6] = 0, és {6} = {on}}-

Ekkor o, = —Vyu, — R(Jup]) (itt az R(Jus] tagot strain correction-nek, vagy f6tag

korrekciénak nevezziik). Ezt alkalmazva kapjuk, hogy

> [ oW =~ % [dTumd 1)~ 3 [CREmY, b

ecéy, ecéy, ecéy,

_ / (s R(])) + / (R(Tunl). R([e1)

Q

és mivel

=3 [l 490 = [ R, Vi)

ecly,

melyeket helyettesitve az 1j alapsémankba, addédik az elso Bassi-Rebay séma

[ Fnn Vi) + [ REwD). Vi) + [ (T R(LeD)

+ [ ®REDRED) = [ 1o
amely rovidebb alakban

/Q<(vhuh +R([unl)), (Vav + R(] / fo.

Ennek a séménak az egyik legnagyobb hatranyossdga, hogy nem stabil. Tekintsiik a
kovetkezd u példafiiggvényt, amely azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy Vu +
R(Ju]) = 0 minden K héromszoégon.

(©] O] ® ®
L] ®
UJ (©]
@® O O [ ]
® ° U (0]
® (¢]
¢} @
@] ° [ ] @®
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Legyen az u fliggvénytink olyan, amely a telt fekete (o) karikdkban 1 értéket, az iires
fehér (o) karikdkban -1 értéket, mig a harmadik, félig telt karikakban 0 értéket vesz
fel.

Stabilizalt masodik Bassi-Rebay mddszer

Moédositsuk az elsé Bassi-Rebay sémankat, hogy stabil médszert kapjunk. Ehhez
vezessiik be a strain correction-t az éleken is. Legyen r, : Vpg — Ypg az alabbi

egyenloséggel definidlt operdtor.

lkwwﬂ»7w+/khmﬂfﬂ>=o Vr € T

Az R operator definici6jabol kapjuk, hogy
> re([o]) = R([e]).
ee&y

A mésodik Bassi-Rebay séma tigy kaphaté az els6bol, hogy az

@wmmmw>

tagot lecseréljiik a

e [ llwD D)

ecly,
tagra.
Ha

e 4= {{u,}} minden e € & élen és & = 0 minden e C IS élen,
amib6l [a — up] = —[up], és {a —up}} =0,

e 0 = —{{Vhup}}t + cre(Jup]) minden e € &, élen,

amibdl [6] =0, és {{6}} = —{Vrun}} + c{{re([un]) }}-

Ezekkel a vélasztasokkal kapjuk éppen a fent emlitett valtoztatdsok utan adédo

masodik BR sémat:

Lm%ww/ﬁwmww/wmﬂm»

—l—cZ/ re(Jun]), re([ /fv

e€ly

A ¢ konstans megfelel$ valasztasaval a séma stabil lesz.

A fentieken kiviil igyesen megvalasztva u-t és d-t ijabb séméakat készithetiink.



3.2. NEMFOLYTONOS VEGESELEMEK KET DIMENZIOBAN 27

3.2.4. Numerikus megoldas, konvergencia, hibabecslés

Tekintsiik a szimmetrikus interior penalty sémat modellfeladatként, amelyen
megmutatjuk a konvergencia bizonyitasara és a numerikus megoldas felirdsara vo-

natkozé modszereket, triikkkoket.

Jelolje
au,0) = [ (Vi Vi) - )3 [ 47 - )3 4w
+€ch / o

- [

Ekkor az IP mddszer a kovetkezd mddon irhatd fel. Keressik azt az u;, € Vpg
kozelité megoldést, amelyre

a(up,vy) = F(vp)
és ez teljesiil minden vy, € Vpg fliggvényre.
Altaldban minden séménak felithaté ez a absztrakt varidciés alakja.
A numerikus megoldas keresése

Az uy kozelité megoldast egy Vpg altéren az altérbeli elemek linearis kom-
binacidjaként keressiik. El6szor rogzitentink kell, hogy hanyad foku polinomokkal
szeretnénk approximalni. Ezutdn a Vpg mar egy rogzitett, véges dimenzids altér,

igy elkészithetjiik egy bazisat. Jelolje v; a baziselemeket, ahol ¢ = 1,...,n. Ekkor a

n
Up = E C;V;
i=1

alakba irhaté, ahol keressiik a ¢; egyiitthatdkat. Teljesen hasonléan, mint akar a

kozelité megoldas

klasszikus végeselem moédszernél, akar az egydimenzidos DG-nél, itt is adédik egy
egyenletrendszer az egylitthatokra, ha felirjuk, hogy mit kell uj,-nak teljesitenie, és
felhasznaljuk, hogy a(.,.) bilinedris.

Kell, hogy a(up,v,) = F(v,) minden v, € Vpg fliggvényre, de az egyenlet
vp-ban vald linearitdsa miatt elég csak a baziselemekre megkovetelni ugyanezt az

Osszefliggést,

a(up,v;) = E Vi, Vj) E cia(v;,vj) = F(v;)
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ahol ez kell, hogy teljesiiljon minden j = 1,2,..., n-re.

fgy a ¢; egyutthatékra adodik egy linearis egyenletrendszer. Az egyenletrendszer
matrixa, illetve a jobb oldal formalisan teljesen hasonléan irhaté fel, mint egy di-
menziéban. A rendszer matrixanak és a jobb oldali vektor elemeinek szamitdsahoz
valamilyen tobbdimenziés numerikus kvadratira formulat kell hasznélni. Célszerti
minél pontosabban integralni, hogy a numerikus integraldsok hibédja ne befolyasolja
a modszer hibajat.

Konvergencia és hiba

Altalénosségban egy ilyen variacios feladat esetén mindig a kovetkezoket kell

megmutatni.
e folytonossag: a(u,v) < cslluf|||v|| minden u,v € H,
e koercivitas: a(u,u) > c|lul|> minden u € H,
e konzisztencia: a(u,v) = F(v), minden v € H,
e approximacié: ||u — uz|| < e;h*|ulpi10.

Amennyiben teljesiil a koercivitas abban a térben, amelyben az u gyenge meg-
oldast szeretnénk megtalalni, akkor az u 1étezését a Lax-Milgram tétel garantdlja.

Vezessiink be egy 1j fiiggvényteret, amelyben a konvergencia-analizist végezziik.
V(h) = Vpe + H*(Q) N Hy(Q) € H*(Tp)

Ehhez a térhez definidljunk egy normét is. Legyen v € V(h) esetén

1
ol = ol + > hilole + ) EHHU]]II?),@’

KeTy, ecéy

ahol

[ofn = ik

KeTh
Ha ebben az 1j ||.||« norméban teljesiil az a(.,.) bilineéris formdra a folytonosséag, a

koercivitas, és az approximacios tulajdonsag, akkor

0
A

crllur — unl)? < alur — un, up — up) = aluy — up, uy — up) + aluy — u, ur — up)

= aur — u,ur — up) < egllur — ullllur — un|| < epeih*lulpiollur — uall
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amibdl

CrCi, g
h |U|k+1,§2'

k

Jur — upl <

Felhasznaltuk a Galjorkin ortogonalitast, azaz a(u, —u, u; —uy) = 0. Ha v megoldas,
akkor a(u,v) = F(v) minden v € H?*(Q,T,) esetén, specidlisan v = u; — uy-ra is.
Tovabba ha uy, kozelité megoldés, akkor a(up,vy) = F(vy,) minden v, € Vpg esetén,
de mivel u; € Vpg (mert egy interpoléciés polinom) igy specidlisan v, = ur — uy,
esetén is. Az a(up, ur —up) = F(ur —up) és a(u,ur —up) = F(ur — uy) egyenleteket
kivonva egymasbodl, kapjuk a Galjorkin ortogonalitést.

A haromszog egyenlétlenséget felhasznédlva adodik

CrC;
o= wll < o=l + o= wrll < (254 0) #lulonn 50
k

Az L2-beli konvergencia beldtdsahoz vezessiik be a kovetkezd fogalmat.

3.2.1. Definicié. Egy a(.,.) bilinedris forma adjungdltan konzisztens, ha minden
w € H*(Q) N HYQ) figguény esetén minden v € V(h) figguényre

a(v,w) = — /Q Aww.

3.2.1. Allitas. Ha az @ és 6 numerikus fluzusok konzervativak, akkor a(.,.) ad-

Jgungaltan konzisztens.

3.2.1. Tétel (L*-beli konvergencia). Haw és 6 numerikus fluzusok konzervativak,

akkor létezik olyan C' konstans, amelyre
[u — upllo0 < CR M ulerr0

Bizonyitds: Legyen ¢ € H} () olyan fliggvény, amelyre —Aw) = u — uy,. Ekkor igaz,
hogy
[Yl20 < cllu — upllo0-

Az el6z6 allitasbdl kovetkezik, hogy mivel a numerikus fluxusok konzervativak, ezért

Yo e V(h),a(v,¢) = /(u — up)v.

Q

Mivel u — uy, € V(h) és a numerikus fluxusok konzisztensek, és teljesiil (3.4), igy

lu = unllg.0 = alu — un, ¥) = alu — up, & — ¥r) < cpllu = upl [ — ¥l

CrC;
< el wlcahlvhn < cpere (24 e ) 1 uhsnallu = o,
k
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ahol ¢ a 1 Scott-Zhang interpolaciéja, melynek részleteirdl az [6] kotetben olvas-
hatunk.

Az egyenlétlenséget osztva ||u — up||oo-vel és a C' = crepc ( 4+ cl> jeloléssel kap-
juk az allitast. [J

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a stabil interior penalty sémabdl kapott
a(.,.) bilinedris forméra a ||.||, normaban teljesiil a folytonossdg, a koercivités, és a

konzisztencia.

A SIPG mdédszer folytonossaga

Becsiiljik meg egyenként a formula egyes tagjait.
/(th, Vi) < Julyplvfin < lullloll. Va0 e V(h)
Q

Alkalmazzuk a 12 ”
b= (Xat) (L)
Cauchy-Schwarz egyenlétlenséget a séma masodik tagjara egy kis atalakitas utan.

> [ty = 3 [t VilTaon)

e€ly e€ly

1/2 1/2
<Z P |H[[ ]]Hoe) (Z |€!H{{th}}H3,e>
ecéy e€ép

Hasonléan alkalmazzuk a harmadik tagra is:

> [ Vi) -

e€ly e€ly

1/2 1/2
(Z L mm) (Z \eru{{vhu}}ué,e> ,

ecéy e€&p

]], VIe{Vaulh)

valamint a negyedik tagra is hasonléan:

1/2 . 1/2
> / ( : |H[[U]]||S,e) (Z EH[[U]]II%,Q) .
ec&y, ecéy, ec&y,

Sziikségiink van még a diszkrét gradienses tag becslésére. Ehhez tekintsiik a kovet-

kez6 Osszefiiggést.
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3.2.2. Allitds (Nyom egyenlStlenség). Adott D C R2 poligon, melynek eqy éle
legyen e. Ekkor minden ¢ € HY(D) fiiggvényhez létezik ¢; > 0, hogy

1

1/2
1loe < (Hu@uap ; reugor%,D)

teljestil.
Alkalmazzuk a nyom egyenlétlenséget a diszkrét gradiens atlaganak normajara.

] 1/2
Vbl < e (—w%m ; |euu|§,ﬁ)

B
Ekkor azt kapjuk, hogy
3 / (ol {Vha}) < collofllull,
eeéy €

amibdl adédik, hogy
a(u,v) < crllulllvfls Vu,v € V(h),

vagyis a SIPG mddszer val6ban folytonos (korlatos).

A SIPG moddszer koercivitasa

Azt kellene megmutatnunk, hogy

a(u,u) = Juffy, =2 [ ([u], {{Vaul}) +¢ ) i||[[U]]H§,e > o ull?

e€ly € e€ly |€|
teljestil minden u € Vpg esetén. Tekintsiik az alabbi allitast.
3.2.3. Allit4s (Inverz egyenlStlenség). Adott D C R? poligon, melynek dtmé-
rojét jelolje hp, €s legyen p polinom D-n. Ekkor létezik c;n, > 0, hogy minden D
esetén

1
Iplip < Cmuh—Hp“o,D
D
teljestil.
Erdemes megemliteni, hogy a hp végeselem moddszerek esetén ez a becslés nem tul

jo, ugyanis c¢;,, fiige a polinomfoktél, igy p novelésével a koercivitasban szereplo

konstans is egyre nagyobb.
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Alkalmazzuk megint a diszkrét gradiens atlagara a nyom, majd az inverz egyenlGt-

lenséget.

1 1/2 )
Voo < e (H\uﬁ,ﬁ . |e\|u|3,ﬁ> < creamle| 2 uly ks

Ezt, illetve a Cauchy-Schwarz és a szamtani-mértani egyenlétlenséget felhasznalva

23 [ () = =23 [ (tul. V)

eclp eesp
1/2 1/2 1/2
2 1 2
>-2(" P |H[[U]]HOe DIl Vi) =2 (D] HH[[U]]HO,e |ul1,n
ecly ecly, eely,
Cy
> —ce 3 bl - St

ecly,
adodik, amibdl kapjuk, hogy
Cx 1 9
alw ) 2 (1= 2) el + (= e.e) 3 1Nl
e€ly

és ez teljesiil minden u € V' (h)-ra. Az € majd ¢ alkalmas megvalasztasaval kapjuk a
SIPG mddszer koercivitdsat (stabilitasat).

A SIPG mddszer konzisztenciaja

Azt kellene belatni, hogy
a(u,v) = F(v)

teljesiil minden v € Vpg-re. Mivel u egzakt megoldds, igy [u] = 0, vagyis a bilinedris

forma ekkor a kovetkezo.

) = [ (90.50) = 3 [ (1490

ecly,

Integraljuk az els6 tagot parcidlisan (Green-tétel), és hasznaljuk ki, hogy mivel u a

megoldés fiiggvény, igy [Vu] = 0.

/Q<Vu,th) /Auv—i— Z / (Vu, z/v—/fv—i—Z/ I, {Vu}})

KeTy) ecéy

Ezt atrendezve kapjuk az allitast.
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3.2.5. (")sszefoglalé eredmények a kiilonb6z6 nemfolytonos
modszerekrol
A kiindulasi egyenletiinkben a numerikus fluxusok alkalmas megvalasztasaval

kiilonboz6 sémakat kapunk. Az alabbi oOsszefoglalé tablazatban lathatd az egyes

modszerekhez tartozd numerikus fluxus definicidk.

Moédszer U o

SIPG Hunly ~{Vaun}} + e [un]
H Huntta-s) ~{Vruntts + crglunl
BO Huntt + (v, [un]) —{Vhun}}

[unl]
NIPG  {unl} + . [un]) = {Vaund} + gl
PG {unl} + 5@ [ul)  —{Vaundt + ciglunl
BR1 {un}} {on}y
BR2 {un}t —H{Vaun}} + cre(lun])

Mi csak a SIPG modszert vizsgaltuk meg részletesen, de a tobbi médszerrdl is hasonld

vizsgalatok készithetoek. Az alabbi tablazatban megmutatjuk az egyes sémak milyen

tulajdonsagokkal rendelkeznek, és milyenekkel nem.

Moédszer kons. ak. stab. tipus felt.  H! L?

SIPG v v v I c>c*  hF  RpET!
H v v I c>c*  hF pF!
BO v X v - — hk h¥
NIPG v X v 1 c>0 hF h*
IIPG v X v I c>c* WP h¥
BR1 v v X - - (RF)  (RFFY)
BR2 v v v R ¢>3 hF pF

A tablazat jelolései:

- Médszer: a numerikus maédszer roviditése

- kons.: konzisztens-e a mddszer

- a.k.: a bilinedaris forma adjungaltan konzisztens-e

- stab.: stabil-e a mddszer

- tipus: azt jeldli, hogy —{{V,up}} milyen taggal van korrigalva, I esetén cﬁ [un]-el,
R esetén cre([us])-el

- felt.: milyen feltétel van a ¢ megvalasztasara, hogy a séma stabil legyen

- H': a konvergencia rendje H' norméban

- L?: a konvergencia rendje L? norméban



4. fejezet

A nemfolytonos végeselem
modszer egy teljesen 1j

megkozelitésbol

Ebben a fejezetben egy minden eddigitol teljesen eltéré gondolatmenetet kovetd
technikat mutatunk be. Az eddigiekben latott sémak minden esetben ugy késziiltek,
hogy tigyes atalakitasokkal létrehoztunk egy altalanos kifejezést, melyben bizonyos
tetszolegesen megvalaszthatd konstansok rogzitésével, illetve egyes altalanos tagok
specialis megvalasztasaval adodtak a modszereink. Azonban minden moédszerben
a megvaldsitds utdan az eredetileg u € C*(Q) fiiggvényt egy olyan wy, fliggvénnyel
kozelitettiink, mely csak résztartomanyonként (egy dimenzidéban szakaszonként) po-
linomialis, azonban a tartomanyok hataran lehettek szakadasai, vagyis egy folytono-
san differencialhaté fiiggvényt érdekes médon egy még nem is folytonos fiiggvénnyel
approximaltunk.

Az 6tlet, hogy a nemfolytonos megoldast tegytik folytonosséd. Persze alapvetoen
megtehetnénk, hogy egy tetszoleges DG séméval kapott nemfolytonos megoldast
folytonosséa tesziink valamilyen atlagoldssal, vagy mas simité operatorral (melyrél
részletesebben a [3] cikkben olvashatunk), de bizonyos esetekben nemhogy kézelebb,
hanem tavolabb keriilhetiink a valédi u megoldastol, példaul akkor, ha az « mondjuk
"ugrasszert” fliggvény, vagyis egy kis értékrol hatalmas gradienssel egy nagy értékre
"ugrik” folytonosan.

Egy alkalmasan vélasztott n fiiggvénnyel egy wu; nemfolytonos megoldas esetén
az n * uy kovolici6 mér egy folytonos fiiggvény lesz. Az eljarasunk lényege, hogy
ha van egy a(.,.) bilinedris formank, és egy F' linedris funkcionalunk, akkor kozelito

megoldasnak azt az n % u;, fliggvényt fogjuk nevezni, amelyre az teljesiil, hogy az

34
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a(n x up,n *xvy) = F(n*v,) minden v, € Vpg esetén, ahol uy, is Vpg-beli.

4.1. A modszer altalanos bemutatasa

A médszeriinket ahogy eddig is, most is egy egyszerii modellfeladaton mutat-
juk be. Legyen Q C R? korldtos tartomdany, és tekintsiik Q-n a Poisson egyenletet

homogén Dirichelt peremfeltétellel
—Au=f

U|8Q = 07

ahol f € L*(Q) adott fiiggvény. A szokésos technikédval {rjuk fel a feladat varidcids
alakjat. Keressiik azt az u € H}(Q) fiiggvényt, amelyre

a(u, v) = /Q (Vu, Vo) = /Q fo = F(v)

minden v € H}(Q) esetén.
Készitiik el a tartomédny egy (haromszog)felbontését, és jeldlje Tj, a résztarto-
manyok halmazat. Vezessiik be a szokasos véges dimenziés DG teret, amelyben a

megoldast fogjuk keresni.
Voe =VP(Q,T) = {veL*Q):v|x € PP (K),VK € Tp}
A homogén Dirichlet peremfeltétel jelenléte miatt vezessiik be a kovetkezo halmazt.

Qo,h:int{ U E:Fﬂﬁzﬁ}

KeTy

Erre azért lesz sziikségiink, hogy a mddszertink konform maradjon. Jelolje ekkor

ezen a sziikebb "1j alaptartomanyon” a DG tertinket

VDG,O = {U € VDG : U|Q\QOJL = 0}

Fontos még feltenniink azt, hogy a 7, felbontésra teljesiil, hogy d(9, Q) > h?,

ahol h jelolje a felosztasbeli haromszogek koziil a legkisebb méretiit, azaz

h = min (diamK).
KeTy

Legyen 1 : RY — R simit6 alapfiiggvény, mely

e szimmetrikus,
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e kompakt tartéji, és supp(n) = B(0, 1),

° fn =1.
A konvoliciéhoz ennek az n-nak egy transzformaltjat fogjuk hasznalni. Legyen

nn(x) = h=*% (%)
a simito fliggvényltink, és vezessiik be a kovetkezd véges dimenzids teret
VpG,om ={mn*v:v € Vpao}.
A d(09, Qo) > h? feltételbdl kovetkezik, hogy
Vpa.on C Hy(Q),
de hogy ez a tartalmazas teljesiiljon, igazabdl elég csak azt feltenni, hogy
diam(supp(n,)) < min{h?, d(0Q, Qo 1)}

Ekkor, keressiik azt az up, € Vpg,,, fliggvényt, amelyre

a(tn,y, Unn) = F(Unn)
minden vy, € Vpg,o,, esetén.

4.1.1. Allitas. Az Up,y kozelité megoldds kvazioptimdlis, vagyis létezik C' > 0, hogy

|luny —ullio < C inf |l * v, —ulj 0.
vh€VDa,0
Bizonyitds: Tudjuk, hogy a(u,v) = F(v) minden v € H}(f2) esetén, {gy specidlisan
Vny € HY(Y) esetén is. Mdsrészt a(up, vny,) = F(vny). A két egyenletet kivonva
egymésbdl kapjuk a Galjorkin ortogonalitdst, vagyis a(us, — u,vp,) = 0 minden
Uny € Vpeogra. Ismert, hogy a(u,v) = [(Vu,Vv) bilinedris forma folytonos és
koerciv. Ekkor

0

A

Cl[uny — UH%Q < a(ungy = U, Uy — u) = a(Uny — U, Uny —u) + ZL(uhm — U, Upy — Unp)

= a(uny — U, Vpy — u) < crllunyg — ullellvn, — ullia-

Atrendezve és egyszeriisitve az egyenlétlenséget, majd a jobb oldalon infimumot

véve kapjuk az allitast. [
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4.2. A bilinearis forma egy konkrét esetben

Az aldbbiakban a bemutatott alapctletet hasznalva specialis n valasztasaval le-
vezetiink egy sémdat egy dimenziéban. Legyen az alaptartoményunk az Q = (a,b)
intervallum. Készitsiik el 2 egy h finomsagu ekvidisztans felosztasat. Jelolje az
osztépontokat x; = xg + ih (r9 = a, xy = b). Legyen p = 1, vagyis majd els6foku

polinombaézissal szeretnénk dolgozni. A szokdsos modon legyenek

g€ [, )
Vo_1(x) := ¢ *Fi-17% 4.1
2i-1(%) { 0  kiilénben (4.1)
L g€ (wim, @)
Voi(x) 1= ¢ FiTT~L 4.2
4(2) { 0 kiilsnben 42)

az (r;_1,x;) intervallumhoz tartozé bazisfiggvények.
Legyen még n a [—1, 1] intervallum karakterisztikus fiiggvénye, amibél
1
Nh = ﬁX(—h?,hZ)-
A tovabbiakban a derivéltakat mindig disztribicids értelemben fogjuk venni (me-
lyek elméletérél részletesebben a [7] kényvben olvashatunk), illetve annak ellenére,
hogy egy dimenzids fliggvények derivéltjai keriilnek el az v’ helyett Vu-t fogunk

hasznalni, hogy meg tudjuk kiilonboztetni a teljes és a szakaszonkénti derivaltakat.

Egy w € Vpg fiiggvényre konnyen meggondolhatd, hogy teljestil

N-1

Vw = V,w — Zﬂw(mz)ﬂ&tl

=1

Jelolje (.,.) az L*(Q)-beli skaldrszorzatot. Ekkor a variaciés feladatunk bal oldaldt
kezdjiik el alakitani. Legyen u,v € Vpga .

(Vi + ), V(% 0)) = (nn* Vi, mp x Vo)

_ <nh e (Tp— 3 T ]6a) 1 % (T — Z_ﬂvm)ﬂaxi))

i=1 i=1

N—1
= (nn * Viu,np * Vo) — () * E [w(z:)]6,, 0 * Vo)
=1
N—-1 N—-1 N—-1

—( o Vi Y [0(@)]62,) + (x> [w(@)10m,,mm % Y [v(:)]6a,)

i=1 =1 =1
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Mivel linedris polinombézisunk van, igy V,u(z) konstans, és belathatd, hogy

Viwu(x) ha |z — ;| > h? Vi

e Veln) = { AVru(z:)}} + %ﬂvhu(%‘)ﬂ hax =2 —yés |y < h?

ugyanis, ha z tavolabb van egy osztéponttél, mint h? akkor a konvolicié nincs ré
hatdssal. Ugyanigy az (ny, x Viu)(n, * Vi) (z) szorzat is konstans lesz, |z — x;| > h?
minden i esetén. Az osztépontok h? sugart koérnyezetében pedig egy mésodfoku

fiiggvény (két els6foku szorzata).

Viu(z; )Vio(z;) ha x = z; — h?
(o Vi) (nn + Vo) (@) = ¢ {Vaulz) BH{Vav(z:)}} haz=u;
Viu(x ) Vio(z]) ha z = x; + h?

Ebben a harom pontban levé értékek egyértelmiien meghatarozzak a masodfoku
polinomot az (z; — h?, x; + h?) intervallumon.

Tekintsiik az aldbbi Gsszefiigeést
Vaula ) Vnoler) + V(e Vnole?) = 3 (Vaaler) + Vaulat ) (Tnolar) + Va(a?)
3 (Vuular) = Vil ) (Vaola;) - Vaela?)
= 2Vl HTw0 ()} + [Tl 10 )

majd alkalmazzunk egy harompontos kvadratirat az alabbi integral kozelitésére

[ s Vi Vi) = B (Tt ) Vit + 4Tl B Taole))

_ %(2{{vhu(xi)}}{{vhv(mi)}} + %[[th(:ci)]][[vhy(xi)]]

HA{{Vhu(z) B {Vav(z:)}}) = %[[VW(%)]][[VW(%)]] + 20 {Viu(z:) H{Vav(z:) 1}

+Vu(z ) Viv(x]))

és ez igaz minden i-re. Ha nem vagyunk az osztépontok h? sugart kornyezetében,

akkor azokon a részeken a gradiensek szorzatintegralja

x;—h2 x;—h2
/ 2(77h * th)(ﬁh * Vh?]) = / , thth = (h — 2h2)th|Kthv Ki»
ri_1+h zi—1+h

ahol K; = (x;_1, x;), ugyanis ez a szorzat is konstans, és ez igaz minden i = 1,..., N

esetén. Osszegezve ezeket

N

x;—h?
/ ViuViv = (1 = 2h)(Vyu, Vi)

i=1 i—1+h?
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formula adédik. A variaciés feladat jobb oldaldnak atalakitasa utani Gsszegében a

masodik és harmadik tag kiszamitdsahoz tekintsiik a kovetkezot.

M * Oz, = Nha; AhOL 1, (2) = Nu (2 — 24)

Ekkor
(e ST Vi) = 3ol = V)
= Y2 (Vi)Y = 3 ) (T},

i=1 i=1
és teljesen hasonléan

N-1 N—-1

(g * Vit Y [o(@)]de) = Y To(e) 1 Vaulz) ),

i=1 i=1
a negyedik tag pedig

N-1 1

N—
(> [(:)]00,mn % D [v(:)]6a,) X:Zh2

=1 7

M

L1

1 > oz Lu(@a)llv(:)]:

-
I

Ekkor a bilinearis formank a kovetkezo lesz:

N-1 4

ay(u,v) = (1 —2h)(Viu, Vi) + Z %[[th(xi)]][[vhv(xi)]]
¥ Z 2RV () BV o)} — Z_[[um)u{{vhvm)}}

N-1

Z v(z) [ Vau(z:) Jf + Z th u(z;)][v ()]

i=1
Vagyis ekkor a varidcids feladat a kovetkezéképp irhato fel. Keresstik azt az u € Vpg o
fiiggvényt, amelyre
ay(u,v) = F(ny xv)

teljesiil minden v € Vpg o fuggvényre.

Ekkor a kozelité megoldasunk uy, = np, * u lesz.

A séma érdekessége, hogy nagyon hasonlit a hagyomanyos interior penalty sémara,
csak az elsO tag mas egyiitthatéval szerepel, a bilinteté paraméter rogzitve van, és

szerepel még két plusz tag a kifejezésben, ami az IP esetén nincsen.
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4.3. A bilinearis formahoz tartozé tomegmatrix

Adott tehat a bilinearis forma, készitsiik el az egyenletrendszer matrixat. A
moédszer konformsdga miatt legyen Vpgo = (vg,vs,...,v2n—3), ahol v; a (4.1) és
(4.2) pontokban definiélt fiiggvények.

Ezen a ponton fontos megjegyezni, hogy amennyiben a Vpg o helyett a Vpo =
(vg,vs,...,v9n_1) alapteret vélasztjuk, akkor is varhatunk valamilyen numerikus
megoldast, csak ez esetben a mdédszertink nem lesz konform, ugyanis a kapott meg-
oldast az mp-val lesimitva, az 1j folytonos megolddas mar nem fogja teljesiteni a
peremfeltételeket.

Szamitsuk ki ezek utan a tomegmatrix elemeit. Konnyen meggondolhatd, hogy
a,(vi,vj) # 0 csak akkor, ha v; és v; tartdjanak metszete nem iireshalmaz. Vagyis
minden v; fiiggvényhez (ami nem a legszélsé intervallumhoz tartozik) hat olyan
masik v; fiiggvény van, amelyekkel a bilinearis forma nem nulla értéket ad. Vagyis
a tomegmaétrix nem nulla elemeinek a szama csak O(6.N).

A bilinedris forma pontos kiszamitasahoz sziikséges mennyiséket az alabbi tablazat

tartalmazza.
[Jien L) [l {Hen {3 {Bin

Vi1 -1 0 0 1/2 0 0

Vai 10 0 1/2 0

Va1 0 <10 0 12 0

Vyiro 0 0 1 0 0 1/2

[V]ii V] VI {VHi {VH {VHia

w1 L/h /b 0 1/2h -1/2h 0
vy -1/h 1/h 0 1/2h 1/2h 0
vsis1 0 1/h -1/h 0 1/2h -1/2h
Vsizs 0 -1/h 1/h 0 1/2h 1/2h

Ezek alapjan a tomegmartix elemei a kovetkezok. Azonos tartéju fliggvények

esetén

1 h? 1 2 1 2

)= (1=2h) o () (- = 2 2

an(v2j-1,v2) = (1 =2h)- =7 4 < h2)+ ( 4h2)+2h+2h R
A diagonalis elemek

1 h% 2 2 1 1 1 1 2

an (v, Vaj) = ay(v2j-1,v25-1) = (1—2h)‘g+g'ﬁ+2h2'm—%—%+ﬁ 523

és a szomszédos résztartomanyokon levékhoz tartozo elemek

h? 1 1 1 1 1 1 1 1
an(%javzﬂl):g'ﬁ—l—Qif' (——) +ﬁ+%+w'(—1):—ﬁ+ﬁ—§a
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h? 1 1 1
V21, V2j12) = S e + 2h* (__4h2> =3
h? 1 1 1 1 1
V2, Vayi2) = T <_h_> 2 T T T 3
N h? 1 1 1 1 1
V2=, ag1) = (‘;7) e T Tty

4.4. DG tipusi mddszerek vizsgalata egy tesztfel-

adaton

Erdemes a séménkat valamilyen konkrét prébafeladaton letesztelni. Legyen a
modellfeladatunk az az elliptikus egyenlet az 2 = (0,1) intervallumon, amelynek
klasszikus megoldéasa

u(z) = sin(mx).
Ekkor a megoldandé feladat a

—u" = msin(7z)
u(0) =0
u(l) =0.

Osszességében négy kiilonbozé séma hibéjat fogjuk sszehasonlitani. Elséként a
sajat sémank nem konform (NK) valtozatat fogjuk megnézni, ugyanis azt varjuk,
hogy a konform esethet képest jobb kozelitést fogunk kapni, mivel a tartomany
szélein a konform valtozat biztosan general némi hibat, ugyanis a széleken egyszertien
nem kozelitjiik a megoldast. Masodiknak természetesen érdemes megvizsgalni a
modszertinket a konform (K) esetben is. Harmadikként egy olyan nem konform sémét
fogunk megvizsgdlni, amelyet tigy kapunk, hogy az eredeti sémankbdl elhagyjuk (E)
azt a bizonyos két tagot, amelyben a mddszeriink alapvetden kiillonbozik a klasszikus
interior penalty sématol. Negyediknek célszerii még a hagyoméanyos interior penalty
(IP) sémaval is Gsszevetni eredményeinket, ahol a biinteté paraméterek o; = 10.

A hibéak vizsgalatat azonban itt a ”lesimitatlan” numerikus megoldasok esetén
vizsgaljuk meg, mely azért érdekes, mert igy tényleg nemfolytonos megoldasaink
vannak, és még relevansabb osszehasonlitéast végezhetiink. Egyébként, amennyiben
olyan fliggvényeket préobalunk kozeliteni, amelyek viszonylag simak, akkor az ad6do,
még nem folytonos megoldasok ugrasai nagyon kicsik lesznek, vagyis a nemfolytonos

és a lesimitott megoldas is kozel lesznek.
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Az egyes médszerek hibdinak H'(£2) normdi az aldbbi 4.1. tdbldzat mutatja,
ahol ez a norma igazdbél H' (2, T;,) norma, vagyis intervallumonkénti H' normak

osszege. Az n jeloli, hogy hany részre osztottuk a (0,1) intervallumot. Szépen lathato,

H'(Q) norma  NK K E P

n=4 0.5272  2.1538 2.5694 0.5117
n=2~8 0.2583 1.5912 0.9127 0.2528
n =16 0.1278 1.1266 0.3758 0.1260
n =32 0.0635 0.7925 0.1721 0.0630
n = 64 0.0316 0.5581 0.0826 0.0315
n =128 0.0158 0.3937 0.0405 0.0157
n = 256 0.0079 0.2780 0.0200 0.0079
n =512 0.0039 0.1965 0.0099 0.0039
n = 1024 0.0019 0.1388 0.0049 0.0020

4.1. tébldzat. Az egyes numerikus megolddsok hibdinak H'(Q, 7;) normai kiilonboz

felosztasok esetén.

ami egy ismert eredmény is, hogy az IP elsorendii, de érdekesség, hogy emellett a
mi sajat nem konform moddszertink is szinte teljesen ugyanakkora hibakat ad, és
szintén els6rendii. A moddszertink konform valtozata teljesit a leggyengébben, ami
nem meglepo, de szintén érdekesség, hogy a sajat sémankbdl elhagyott tagokkal
kapott séma a kezdetben viszonylag nagy hibak ellenére szintén hasonldéan j6 mint
a nem konform és az IP moddszer, és szintén elsérendii. Erdemes még megjegyezni,
hogy kis n esetén az IP moédszer hibédja kisebb, mint a mi nem konform maddszeriinké,
de nagy n-re mar a mi médszeriink jobbnak bizonyul.

Vizsgdljuk meg a moédszerek hibdit egy mdsik szokdsos normdban, az L*(Q)
normaban, melyek a 4.2. tdblazatban lathatoak. A moddszerek egymashoz képest
majdnem ugyanolyanok ebben a norméaban is. A leggyengébb a mi mddszeriink kon-
form valtozata, a legjobb pedig az IP és a mi nem konform verziénk. Itt is jol
lathatoak a konvergencia rendek, a nem konform és az IP masodrendii, mig a mésik
két médszer elsérendfi. Erdekesség lehet, hogy a hibak H'(Q) norméi esetén a mi
nem konform sémank egyszeriisitésébdl kapott mdédszer inkdbb egyenrangi volt az
IP-vel és a sima nem konform maddszerrel, hiszen mindharom moédszer elsérendii volt,
ebben az esetben ez a séma inkabb gy viselkedik, mint a konform maddszeriink, és
csak elsérendii, szemben az IP-vel és a nem konform mddszerrel.

Esetlegesen érdekes lehet még a hibak maximum normédja, ha csak arra vagyunk
kivancsiak, hogy mennyi a legnagyobb eltérés a valédi és a numerikus megoldasok

kozott. Ezen eredményeket a 4.3. tablazat tartalmazza.
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L*(Q2) norma NK K E P
n=4 0.0209 0.5907 0.5374 0.0175
n=23y 0.0061 0.3496 0.2078 0.0041
n =16 0.0019 0.1868 0.0941 0.0010
n =32 0.000541  0.096005  0.045425  0.000254
n = 64 0.000144  0.048573  0.022381  0.000063
n = 128 0.000037  0.024419  0.011117  0.000015
n = 256 0.000009  0.012241  0.005541  0.000004
n =512 0.0000024 0.0061283 0.0027663 0.0000009
n = 1024 0.0000006 0.0030661 0.0013821 0.0000002

4.2. tabldzat. Az egyes numerikus megolddsok hibdinak L?(€) norméi kiilonboz6

felosztasok esetén.

Max. norma NK K E IP
n=4 0.0642 0.7449 0.9128 0.0527
n==3y 0.0158 0.3903 0.3176 0.0129
n =16 0.0042 0.1982 0.1380 0.0032
n =32 0.001116  0.098978  0.065262  0.000808
n = 64 0.000286  0.049332  0.031896  0.000201
n = 128 0.000072  0.024611  0.015781  0.000050
n = 256 0.000018  0.012289  0.007851  0.000012
n =>512 0.0000045 0.0061404 0.0039158 0.0000031

n = 1024 0.0000011  0.0030691 0.0019555 0.0000007

4.3. tablazat. Az egyes numerikus megoldasok abszolit maximaélis eltérései a valodi

megoldastodl kiilonbozo felosztasok esetén.

A hib4k itt teljesen hasonléan viselkednek, mint az L?(Q2) norma esetén. Az IP

és a nem konform masodrendii, mig a masik két modszer elsorendii.

Itt fontos megjegyezniink, hogy a hibdk szdmitdsa az L? és H' normdk esetén

intervallumonként harompontos Gauss kvadraturaval tortént, melynek hibaja inter-

vallumonként h” nagysdgrendfi, igy a teljes {-n a numerikus integralds hibdja hS

nagysagrendii.

Az alabbi Osszefoglald 4.4. tablazat mutatja a becsiilt konvergencia rendeket.

Osszességében azt mondhatjuk, hogy a nem konform séménk ugyanolyan j6, mint

az [P modszer, azzal a 1ényeges kiillonbséggel, hogy a mi sémankbol kapott numerikus

megoldas méar folytonos.
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Max L2(Q) HY(Q)
NK 2 2 1
K 1 1 1/2
E 1 1 1
P2 2 1

4.4. téblazat. Az egyes moddszerek hibaibél megbecsiilt konvergencia rendek

kiilonbozd normék esetén.

Osszehasonlitésképpen tekintsitk az aldbbi 4.1. és 4.2. &brdkat. A sziirke vo-
nal minden esetben a valédi, mig a fekete a numerikus megoldést jeloli. Mindkét
abran jol lathato, amit mér a szamszeri eredményekbdl is megtudtunk, hogy a sajat
modszeriink nem konform véltozata sokkal jobban kozelit, mint akar a konform, akar
az egyszerusitett séma. Viszont az is lathatd, hogy nagy n-ekre az egyszertsitett
jobb, mint a konform mddszer, ami a fenti adatokbdl csak a H'(2) norma esetén
latszodott. De az mindenképpen egy szép eredmény, hogy a numerikus tapasztalatok

alapjan mindegyik mddszer konvergens.

Sajét médszertink nem konform véltozata (NK) Sajat médszertink konform valtozata (K)
12p 12

1ir 1
0.8 0.8
0.6r 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0

L L L L L L L L L 0 L L L L .
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

A sajat modszer(inkbdl elhagyott tagokkal kapott séma (E)

151

051

0 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

4.1. abra. Numerikus megoldasok grafikus Osszevetése a pontos megoldassal

kiillonboz6 kozelité médszerek esetén, h = 1/4 felbontds mellett.
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Sajat modszeriink nem konform véltozata (NK) Sajat médszeriink konform valtozata (K)

A sajét médszertinkbdl elhagyott tagokkal kapott séma (E)

4.2. abra. Numerikus megolddsok grafikus Osszevetése a pontos megoldéassal

kiilénbozé kozelité médszerek esetén, h = 1/32 felbontas mellett.



5. fejezet

Z.arszo

5.1. Osszegzés

A dolgazatban attekintettiik a nemfolytonos végeselem moédszerek néhany ismert
formulajat. Lathattuk, hogy ugyan vannak parhuzamok, de az egy és a magasabb
dimenzids maddszereket picit masképp kell kezelni. Rdadéasul a tébbdimenzids eset-
ben két alapvetoen kiillonbozo stratégiat is bemutattunk, amellyel Gjabb numerikus
modszerek készithetdek.

Emellett bemutattunk egy vadonatij, harmadik tipusi nézépontot is, majd ezt
felhasznalva készitettiink egy modszert, melyet tesztelve azt lattuk, hogy hasonléan
jo modszer, mint ismert tarsai, azzal a kiilonbséggel, hogy ez igazabdl nem egy
DG médszer, ugyanis a kapott megoldasunk folytonos, de mindenképpen egy DG

tipusunak nevezheto.

5.2. Tovabbi lehetoségek

A bemutatott 1j szemlélet lehetOségei nagyon biztatéak. Elsé 1épésként a bemu-
tatott séma analizisének elvégzése, és a konvergencia rendek bizonyitasa lehet egy
cél. Emellett nagyon szélesek a lehetoségek. A dolgozatban csak linedris bazisfliggvé-
nyek esetén hoztunk ki egy sémaét, de ez megteheté6 magasabb foku bazisfiiggvények
esetén is. Egy masik lehetoség, hogy a kapott séméankat probaljuk ki mas bazisok
esetén. Erdekes lehet még, hogy ha mas jellegli, példaul valamilyen folytonos, kom-
pakt tartoju n simitofiiggvényt hasznalunk, akkor milyen eredményekre jutunk. Il-
letve f6 cél lehet még a tovabbiakban az alapotlet magasabb dimenziéban val6 al-

kalmazésa.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Izsak Ferencnek, hogy felhivta
a figyelmem erre az érdekes témakorre, emellett rengeteg segitséget nyujtott, mindig
szakitott ram iddt, sok jo, praktikus és nagyszerli otlettel és tanaccsal latott el.

Végezetiil koszonom elsésorban a csaladomnak, az ELTE TTK és IK oktatdinak,

és mindenkinek, aki hozzajarult tanulmanyaim sikerességéhez.
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