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0.1. Bevezetés

Az alabbi szakdolgozatban a dinamikai rendszerek, a kdosz és az ezekhez
tartozo fogalmak attekintésérdl olvashatunk, mindezt egy konkrét rendszer
vizsgélatan keresztiil. A kdosz Lorenz-cel robbant be a kdztudatba a ’60-as
években, amikor szamitogépes modellt készitett meteorologiai elérejelzések-
hez: nagyon kozeli kezdeti értékekbdl teljesen més eredményeket kapott, azaz
felfedezte, hogy az elérejelzést modellezs rendszer érzékeny a kezdeti feltéte-
lekre (ez él a kéztudatban ,pillango-hatas” néven, és ez tette Lorenzet a ka-
oszelmélet ikonikus alakjava). Sarkovszkij més szemszoghdl kozelitette meg
a kdoszt: bebizonyitotta, hogy ha egy rendszernek van 3 szerint periodikus
palyéja, akkor minden egész szam szerinti periédusu palya létezik (ugyanerre
az eredményre jutott téle fiiggetlentil a Li-Yorke paros). A rendszerre teljesiil
tovabba, hogy van egy nem megszamlalhatéan végtelen halmaza, amire igaz,
hogy ha ebbdl kivesziink z-et és y-t, akkor f"(x) és f™(y) tetsz6legesen kozel
mehetnek egyméshoz bizonyos n esetén, ugyanakkor ha n tart végtelenbe, ak-
kor makroszkopikus méretben eltavolodnak egymastol. (Ezt a tulajdonsagot
Li és Yorke nevezte el6szor kaotikusnak.) A sor Devaney-vel folytatodik: az
6 kdoszra adott definicidja erdsebb az el6z6eknél; megkoveteli az érzékeny-
séget a kezdeti feltételkre, a periodikus palyak stird voltat, és azt, hogy a
rendszer legyen topologikusan tranzitiv: létezzen legalabb egy pont, aminek
a palyaja strd (ne lehessen a rendszert ugy két részre vagni, hogy ez a két
rész ne legyen kolesonhatésban a rendszer fejlédése kozben). Ehhez szoktak
még hozzavenni azt a feltételt, hogy a rendszer topologikus entrépiaja legyen
pozitiv (ami annyit tesz, hogy a kiillonb6z6 n hossztségu pélyak szama egy
id6 utan exponencialisan novekszik). A szakdolgozat f6 vonala ez a fogalom
lesz. Az elméleti bevezet6hoz féként Sylvie Ruette konyvét [1] hasznaltam,

tovabba [2]-t illetve [3]-at.



1. fejezet

Elmélet: bevezeto

1.1. Dinamikai rendszerek

Azok a rendszerek, ahol feliiti fejét a kaosz, rendelkeznek egy fazistérrel, amin
adva van egy leképezés, amely megszabja a rendszer viselkedését. Feltessziik,
hogy az id&beli fejlédés determinisztikus, azaz adott kiindulépontbol csak
egyetlen jovébeli allapotba juthatunk. Mivel a lépések rovidek, igy sokszor
kell egymés utéan végrehajtani ket (iterdlni) és a szabaly hiaba determinisz-
tikus, hosszu tavon nehéz kikovetkeztetni a rendszer fejlédését. A kérdés az,

hogy mi lesz a rendszer sorsa hosszu tavon.

1. Definicio. Legyen (X,d) adott metrikus tér és T : X — X transzformd-

ci0. Ezeket egyiitt dinamikai rendszernek nevezziik.
A rendszer viselkedésétdl fiiggGen harom tipusba sorolhaté be:

1. Differencialhaté (dinamikai) rendszer: X differencialhato sokasag, T

diffeomorfizmus. (Pl. a Naprendszerben a bolygok mozgasa.)

2. Ergodikus rendszer: X mérhetd tér, T' mértéktartod leképezés, azaz
w(T7HA)) = u(A). (Pl a klasszikus mechanika Hamilton-rendszerei,
ahol az in. Liouville-mérték mindig invaridns az id6beli fejlédésre vo-

natkozolag.)



3. Topologikus (dinamikai) rendszer: X topologikus tér, " homeomorfiz-

mus. (PL logisztikus leképezéscsalad.)

A szakdolgozat folyaméan a topologikus dinamikat vizsgaljuk (azon beliil is

f6leg az intervallum-leképezéseket).

1.1.1. Topologikus dinamikai rendszerek

Az X a tovabbiakban atommentes szeparabilis teret jelol. (Legtobbszor R

részhalmaza.)

2. Definici6. Legyen x € X. Az Or= T"(x),_, sorozatot az x pont pdlyd-

janak (orbitjanak) nevezziik.

3. Definicid. Legyen (X, d) adott kompakt metrikus tér ésT : X — X foly-
tonos leképezés. A T transzformdcio topologikusan tranzitiv, ha minden
nemires U, V C X halmazra létezik n > 0, hogy T"(U) NV # 0.

Tranzitiv halmaznak nevezzik azon zdart E C X halmazt, amire T(E) C E

és T|g tranzitiv.

1. Megjegyzés. A topologikus tranzitivitasra két definici6 létezik, a most

kovetkezd definicié a topologikus tranzitivitasrol ekvivalens az elGzével.

4. Definicié. Legyen (X, d) adott kompakt metrikus tér, és T : X — X
folytonos leképezés. A T transzformdcio topologikusan tranzitiv akkor és

csak akkor, ha létezik olyan x € X, aminek a pdlydja siri.

2. Megjegyzés. A masodik definicié az ismertebb és a bevezetésben is az
szerepelt. Belatjuk, hogy a két definicié ekvivalens. Ehhez elengedhetetlen

az aldbbi lemma.

1. Lemma. Ha Or(xg) sird X-ben, akkor minden n egészre Or(T"(xo)) is

strd X -ben.

Bizonyitds. Legyen U nyilt halmaz. Ahhoz, hogy bizonyitsuk, hogy Or(T"(zy))
stird, meg kell mutatnunk, hogy létezik m > n, hogy T (x) € U. Mivel
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Or(xp) strd, létezik k > 0, hogy TF(xg) € U. Ha k > m, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor véalasszunk egy kisebb V' C U halmazt, ami nem
tartalmaz olyan pontot O7(T™(z0))-bol, ami f* (z) alaku, ahol 0 < k' < n
(ez megtehetd, hiszen véges sok ilyen pont van, elegendd, ha egy olyan gom-
bot valasztunk, aminek a sugara kisebb, mint ezeknek a pontoknak az egy-
mastol valo tavolsaga). Ekkor - djfent a strtiség miatt - létezik m, hogy
T™(z) € V C U, igy m nem lehet kisebb n-nél a V' konstrukcidja miatt,
tehat m > n. O

2. Lemma. A topologikus tranzitivitdas két definicidja ekvivalens.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy létezik olyan x(, aminek a palyaja st-
ri X-ben. Adottak U, V halmazok és a stirtiségbdl adodik, hogy létezik
olyan n, amire T"(zo) € U. Mivel Op(T™(xy)) is strtd, igy létezik m, hogy
(17 (x0)) € V. Tgy

T (xo) € T™(U) NV,

azaz T™(U) NV £ 0.

A forditott allitashoz tegyiik fel, hogy létezik m, hogy T™(U)NV # (. Mivel
X kompakt, ezért van megszamlalhato stird részhalmaza. Legyen {z,},en
ez a részhalmaz. Ahhoz, hogy igazoljuk, hogy van strid pélyaja z pont,
elegend6 megmutatni, hogy minden k£ € N-hez és n € N-hez létezik m, hogy
T™(x) € B(x,,1/k). Hiszen minden nyilt U halmaz tartalmaz valamilyen
n-re r,-t a stirtiség miatt, és mivel nyilt halmazokrol van sz6, igy tartalmazza
a B(x,,1/k) gombot is valamilyen k € N-re. Igy ha T™(z) € B(x,,1/k) C
U, akkor Or(z) NU # 0. A B(x,,1/k)-k megszamlalhato sokan vannak,

rendezziik 6ket a kovetkezdképpen:
{B(zn,1/k), ne N, k€ N} ={U,Us,...,U,,...}.

Legyen By = B(x,¢) tetsz6leges, és By = {y : d(z,y) < e}. A feltevés szerint
létezik Ny, hogy TN(By) N Uy # (. Igy ki tudunk valasztani egy gombdt

a nemiires nyilt By N T~ (U;) halmaz belsejéb6l. A sugar csokkentésével



feltehetjiik, hogy van egy kisebb B; gémb, hogy
By C BonT~ ().

A feltevés szerint 1étezik Ny, hogy T™?(B;)NU, # 0. Ezaltal tudunk mutatni
egy kisebb B, gombot, hogy

By, € ByNT ™ (Uy).
Indukciéval konstrualunk B, gomb-sorozatot, hogy
B, C B,NT N +1(Upyy).

Mivel a gombok egymasba agyazottak: B,,; C B,, és mivel kompakt téren
vagyunk, igy ez a gombsorozat metszete nemiires. Ha x € N,B,, akkor

TN (z) € U, minden n-re, és igy a x palyaja str. O

5. Definici6. Legyen (X,d) adott kompakt metrikus tér, és T : X — X
folytonos leképezés. A T transzformdcio totdlisan tranzitiv, ha T" : X —

X tranzitiv minden n > 1-re.

6. Definici6. A T : X — X transzformdcio topologikusan keverd, ha
tetszdleges U,V C X halmazhoz létezik N € N, hogy minden n > N-re
T"(U)NV # 0.

3. Megjegyzés. A keverés szemléletesen azt a jelentést hordozza magaban,
hogy barmely U halmazra elég sokszor alkalmazva a T-t az U szétteril X-en,
azaz barmely V-re és megfeleléen nagy n-re T"(U) belemetsz V-be. Latha-
t0, hogy a keverés implikalja a topologikus tranzitivitést, a keverés valami
erGsebbet allit: nem csak bizonyos n-re teljesiil, hogy T"(U) NV # (), hanem
valahonnan kezdve az Osszes egészre is. A kovetkezd példak ravildgitanak a

kiilonbségre.

1. Példa. Legyen S' az egység keriilett kor, T, pedig az a-szoggel valo
forgatds. Ekkor a T, : S' — S! nem topologikusan keverd tarnszforma-

ci6. Legyen a < w/2, U, V pedig két iv, mindketts hossza kisebb, mint mwa.
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Ekkor végtelen sok k létezik, amire T*(U) nem metsz bele V-be. Ugyanis
minden [1/a] iteracio (|1/a| az egészrésze annak a szamnak, ahany ite-
racio alatt T, korbeér a koérvonalon) alatt T, (U) legfeljebb egyszer metsz
bele V-be. Ugyanakkor beldthaté, hogy irracionélis a-ra T, topologiku-
san tranzitiv (s6t, ennél tobb is allithato, nevezetesen T, minimélis, azaz
minden pont palyaja sird). Tegyiik fel, hogy rogzitett x-re és irracioné-
lis a-ra E = m nem adja ki az egész Sl-et, hanem E C S!. Legyen
z € E'\ Or, (), ekkor létezik ny részsorozat, hogy T (x) — z, ha k — oo,
tovabba T/ (x) — T, (2), T (x) — T(2). Azaz z € E-bdl kivetkezik,
hogy T,(2) € E ¢és T, '(2) € E, igy T,(E) = E. Definidljuk a G = S\ F
halmazt, ez nyilt és invaridns, azaz interpretalhaté megszamlalhato sok disz-
junkt nyilt intervallum uni¢jaként. Legyen ezek koziil a leghosszabb I. A
T (I)-k nem nyulhatnak egymasba, ugyanis ha T2 (1) és T7*(I) egymésba
nyulna, akkor az unidjuk egy, az [-nél hosszabb G-beli intervallum lenne.
Mivel « irracionalis, igy T2 (1) és T2?(I) nem eshetnek egybe, ekkor viszont
T (I)-k egyforma hosszu, diszjunkt intervallumok, ez viszont nem lehetséges,

hiszen |S!| = 1, igy G pedig az iires halmaz.
2. Példa. A pék T': [0,1)% — [0,1)? leképezése topologikusan keverd.

T(x) — (2x,%)1 ha 0 <z < 4;
(20 —1,42) ha 1 <z < 1.

1.1. abra. A pék automorfizmusa *

Ahogy az 1.1 abra is mutatja, ez a leképezés megnyijta horizontalisan az

egységnégyzetet, egyuttal pedig vertikalisan Ossze is nyomja (mindekdézben
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az idom teriilete tovabbra is egységnyi marad), ezutan pedig az egységnégy-
zetbdl kilogo részt a tetejére hajtogatja. (Valami ilyesmit csinal a pék is,
amikor a kenyér tésztajat gyurja.) Lassuk be, hogy ez a leképezés keverd.
Legyen U, V két X-beli nyilt halmaz. Mivel U tartalmaz egy kis gémbdét,

igy tartalmaznia kell egy 2% oldalhosszusagu diadikus négyzetet is:

ot
Qz{zin,z;}x[i‘i},ogmszn—l.

PACRAL

Tekintsiik a T%(Q) iterdltakat. Minden k = 1,2,...,n-re T a fent emlitett
modon hat, tehat duplazza a szélességet, és felezi a magassagot, azaz k 1é-
pés utan a keletkezd téglalap szélessége 28(1/2") = 1/2"% magassaga pedig
(1/2)*(1/2)" = 1/2"FF,

Tehat T(Q) a k = n-re a legvékonyabb és a maximalisan 1 szélességi tégla-
lap. Egy ilyen maximaélis szélességi téglalap képe két vizszintes téglalapbol
all, akiknek a hosszanti tavolsaga legfeljebb 1/2. Mivel minden tovabbi T’
iteracio kettébontja a maximalis szélességii téglalapot, gy a TH"(Q) 2* da-
rab vizszintes téglalapbol all, amiknek a szélessége 1, magassaga pedig nem
tobb mint 1/2%. Igy ha V tartalmaz egy B(y, €) kis gdmbét, és k olyan, hogy
1/2% < ¢, akkor a T*"(Q) halmaz szétvag barmely e-sugarti gémbdt, igy
magat V-t is.

1.2. Topologikus entrépia

1.2.1. Bowen-gombok

Legyen (X, d) kompakt metrikus tér 7': X — X folytonos leképezés. Szeret-
nénk egy olyan metrikiat bevezetni, ami képes mérni, hogy hany "elegendGen
kiilonb6z6" péalyank van T-re nézve.

Legyen di. = d, és d(x,y) = maxo<i<, d(T%(x), T*(y)).

Kénnyen lathato, hogy a d-k metrikék és d(z,y) < dp (z,y). A d} metri-
ka azt méri, hogy az {x,...,T"z} és az {y, ..., T"y} palyadarabok legfeljebb



milyen messze keriilnek egyméastol.
Definialjuk tovabbéa a Br(z,e,n) = {y € X : d}(x,y) < €} nyilt gdmboket.
7. Definici6. (Bowen) Legyen n € N, ¢ > 0. Az E C X halmazt az X tér

T-szerinti (n, €)-feszité halmazdnak nevezzik, ha teljesil, hogy

n—1
Xcl|JOT BTz e)

zeE i=0
azaz ha X C |J,cp Br(z,e,n) (minden y € X-hez létezik x € E, hogy az
{z,...,T" 'x} pdlyadarab e-jol kézeliti {y, ..., T" 'y} -t). Legyen Sq(T,e,n) =
min{#£E : E(n,¢)-feszité}, ekkor

ha(T,e) =limsup,_,, = log S4(T, £, n). (1.1)

4. Megjegyzés. Sq4(T,e,n) tehat azon kezdeti feltételek miniméalis szama,
amelyek n id6ig (iteraltig) tetszoleges palyat e-jol kozelitenek, hy(T, ) pedig
az Sq(T,e,n) exponencialis névekedési sebessége.

Nyilvan hg(T,e") < hq(T,€), ha 0 < € < &', ebbdl pedig kivetkezik, hogy

létezik a kovetkezd hatarérték: hy(T) = h(T) = hip(T) = lime o4 ha(T, ),
amit a T leképezés topologikus entrépiajanak neveziink.
5. Megjegyzés. A topologikus entropiat analog modon lehet definialni (n, €)-
szeparald halmazokkal. Legyen ¢ > 0, n € N, az S C X (n,¢)-szeparald
halmaz, ha minden z, y € S-re d}(z,y) > €. Legyen Uy(T, e, n)=max{#S :
S (n, e)-feszit6}, ekkor

hy(T, ) = limsup,_,, log Uy(T, e, n). (1.2)

Az 1.1 és 1.2 megegyezik.
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1.2.2. Nyilt fedések

8. Definicid. Legyen X kompakt metrikus tér, T : X — X folytonos leképe-
26s. Az ={Ay, Ay, ..., Ap}-t és a B = {By, Ba, ..., B, }-t is nyilt fedésnek ne-
vezziik, ha A1U...UA, = X, illetve ByU...UB, = X, tovdbbd { Ay, As, ..., Ap}
és {B1, Ba, ..., By} nyilt halmazok. Az a és a [ k6zds finomitdsa a kivet-
kezd:

aViB={ANB;l<i<pl<j<gqg}
Az o finomabb, mint 3 ha o minden eleme benne van 3 valamely elemében,

ezt a > [ -val jelolyiik.

9. Definicié. Ha adott X eqy o = {Aq, ..., A,} fedése, akkor B > a-ra B-t
részfedésnek nevezziik, ha szintén X fedése, azaz
xX=|JB
Bep

10. Definicié. Legyen T : X — X folytonos, invertdlhato leképezés, o pedig
X egy fedése. Ekkor

n—1
VT a=avT ' (a) VT *(a)..vT " (a)

1=0

X-nek a (T,n)-dltal generdlt fedése.

11. Definicié. Jeldlje N(«) azt a legkisebb szamot, amely o eqy részfedésének

szdmossdga lehet:
N(a) = {mink| létezik i1, ... ig; i € {1,...,p}, X = A;, U--- U A, }.

6. Megjegyzés. Ha o < 3, akkor N(a) < N(/3). Hiszen legyen {By,. .., Bng)}
[ egy minimalis szdmossagu részfedése. Ekkor minden i-re 1étezik A; € «a,
hogy A; 2 B;. Igy {Ai,..., Anw} fedi X-et, és részfedése a-nak, tehat
N(a) < N(B).

Vezessiik be a kovetkez§ jelolést:
n—1
N, (T,a) = N (\/ Tioz> .
i=0
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12. Definici6. Az « fedés topologikus entrépidja log N(a) = H(«).

Ekkor a T leképezés o fedésére vonatkozo topologikus entropidja:

1 Nn T H ’r'l—l T_Z'
h(T, ) = lim sup og—(,oz) = lim sup (Viso 04)'

n—00 n n—o00 n

3. Lemma. I. H(a) > 0.
II. Ha o < B3, akkor H(«a) < H(S).

II1. Ha « és 8 X két véges fedése, akkor
H{aV §) < H(o) + H(D)
IV. Ha T folytonos, akkor H(T 'a) < H(«). Ha T sziirjektiv is, akkor
H(T 'a) = H(a).

Bizonyitds. 1. és 11. trivialis.

III. Legyen
a<d ={A,..., A} ésp<pf ={B1,...,B;}
Ezek o« és [ minimalis szamossagu részfedései. Ekkor

o/ VB ={ANB|1<i<pl<j<q ANB; #0}.

Ez aV -nak részfedése és elemszama legfeljebb nm. Igy H(aV ) < lognm =
logn +logm =log N(a) +log N(8) = H(o) + H(B).

IV. Ha a-nak az {Ai, ..., An()} @ egy minimalis szamossagu részfedése, ak-

kor

{T' Ay, ..., T ' An(} részfedése T a-nak, igy N(T'a) < N(«). Ha T

sziirjektiv, és {T'Ay, ..., T " Anr-14)} minimélis szdmossaga részfedése

T~ 'a-nak, akkor {Ay,..., Axr-14)} szintén X fedése és N(a) < N(T 'a).
]
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13. Definicié. Az (ax) sorozat szubadditiv, ha agiy, < ap + a, minden

k,m € N-re.
1. Allitas. Ha a, = H(\/]-) T~'), akkor az (a,) sorozat szubadditiv.

Bizonyitds.

n+m—1 n—1 n+m—1
an+k:H< \/ T’d) <H <\/ Tia> —|—H< \/ T’d) <

=0 =0

n—1 m—1
<H <\/()T—ia> +H (\/0 T—ia> = a, +

Az utols6 egyenlétlenség azért teljesiil, mert H (T—'a) "™ " < H (T‘ioz)?;l

i=n

tagonként. O

2. Allitas. Ha (a;) szubadditiv, akkor limy_,o % =infg>; 2 € RU {—o0}.

Bizonyitds. Legyen m € N és k = qxm + r,. Ezenkivill gg-rol tegytik fel,
hogy egész és 0 <7, <m — 1.
Ha k& > m, akkor

% o Qqrom+ry, < Qqom + Q. < qrGm + Q. o Am + Q.

k- gm+r,—  qm qrm m o qm

Tovabbéa, ha k& — oo akkor g, — oo, tehat

, ap _ a
lim sup f <
m

fgy
a G
lim sup s <inf —.
k m

. a .. o.Q
inf =~ < lim inf —k,
m k
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igy lim ay./k 1étezik és megegyezik inf ay, /k-val. O

Mivel (log N,,(T, «))n>1 szubbadditiv, igy

log N,,(T, . log N,(T, . log N, (T,
haop (T, 0) = lim sup & 2n(Lo0) _py JogMNalTia) ) log NalTh )

n—00 n n—o0 n n>1 n

a topologikus entrépiat pedig a kévetkezd modon definialjuk:
hiop(T') = sup{ huop(T,U) | U véges, nyilt fedése X-nek}.

7. Megjegyzés. Legyen X kompakt metrikus tér, 7' : X — X folytonos
leképezés. Ekkor a kovetkezsk teljesiilnek:

e Minden n > 1 egészre hy,(X,T") =n- (X,T).

e Ha Y egy kompakt részhalmaza X-nek és T'(Y') C Y, akkor hy,(Y,T') <
hiop(X, T).

14. Definicié. Metrikus terekben tudjuk definidlni a halmazok és ezdltal a
fedések datmérdjét is. Legyen az o fedés dtmérdje (diam «)

sup diam(A).
Aca

1. Tétel. Legyen (X,d) kompakt metrikus tér, T folytonos leképezés. Ha
{a, }3° egy minden hatdron til finomodé fedések sorozata (azaz diam(ay,) —

0), akkor

lim (T, o) = W(T).

n—
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy hi,(T) < 0o. Legyen ¢ > 0 és valasszuk a ~y
fedést ugy, hogy h(T,7) > hiop(T) — €. Legyen 6 a v Lebesgue-szama (azaz
minden J-atmérGji gombot tartalmaz valamelyik halmaz v-bol). Valasszuk
meg N-et ugy, hogy minden n > N -re diam(a,) < 6. Ekkor v < a,, igy
hiop(T,¥) < hiop(T, cvy), ha n > N, tovabbéa

htop(T) Z htop(T> an) > htop(Tv 7) > htop(T) — &,
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igy limy, o0 hiop(T, @) = hiop(T). Amennyiben hy,,(T) = oo, a bizonyités

teljesen hasonlo. O]

15. Definicié. Az o véges fedést a T : X — X folytonos leképezés (erds)
generdtordnak nevezziik, ha minden ¢ > 0-ra létezik N > 0, hogy C =
VY, T a = {Cy,...,Cp}-re diam(C) < ¢ teljesil. (Ekkor C egy minden

hatdron til finomodd fedések sorozata.)

2. Tétel. HaC a T : X — X folytonos leképezés (homeomorfizmus) erds
generdtora, akkor hiy,(T,C) = hiop(T).

Ez nyilvan ekvivalens a fenti Bowen-féle topologikus entropiaval.

1.3. Intervallum-leképezések

1.3.1. Fixpontok

A tovabbiakban az alaphalmaz I illetve [a,b], mely minden esetben R rész-

halmaza.

16. Definicidé. Legyen T : I — I folytonos leképezés. Az x pontot periodi-
kus pontnak nevezziik, ha létezik n > 1 természetes szam, hogy T"(x) = x.
Az x pont periodusa az a legkisebb p > 1 egész, amire TP(x) = x; ha
T"(x) = x, akkor n tébbszordse p-nek. Ha T(x) = x, akkor z-et fixpontnak
nevezzik.

Jelolyiik P,-nel azon periodikus pontok halmazdt, amiknek a periddusa osztja
n-et:

P,(T)={xel|T"(x) =z}.

17. Definicié. Az x € I, n szerint végperiodikus ha létezik m > 0, hogy

minden i > m-re T""(x) = T'(x). Han =1 akkor x végfizpont.

4. Lemma. Legyen f : [a,b] — R folytonos leképezés. Ha f([a,b]) C [a,b]
vagy f([a,b]) D [a,b], akkor f-nek van fizpontja.
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Bizonyitds. Legyen g(z) = f(x) — z. Ha f([a,b]) C [a,b], akkor
gla)=fla)—a>a-a=0 s g(b)=f(b) =b<b-b=0;

g folytonossaga miatt létezik ¢ € [a, b], hogy g(c) = 0. Ha f([a,b]) D [a, ],
akkor létezik x, y € [a, b], hogy f(z) < a és f(y) > b. Ekkor

g(z)=f(z)—r<a—-2<0s gly)=fly) —y=b—y >0,
igy létezik ¢ € [x,y], hogy g(¢) = 0. Mindkét esetben ¢ fixpontja f-nek. [
3. Allitas. Legyen f : (a,b) — (a,b) leképezés, xo € (a,b), zo fizpont és

|f'(xo)] < 1. Ekkor létezik az xo-nak U kirnyezete, hogy minden x € U-ra

f"(x) = xo, azaz o vonzo fixpont.

Bizonyitds. Legyen ¢ = 1_|f;(x°)|, azaz |f'(xg)| + € =1 — e. Ekkor létezik az

xo-nak olyan U kornyezete, hogy %ﬁém) — f’(xo)‘ < ¢ minden x € U-ra,
igy |f(z) — f(zo)| < (|f'(x0)| +¢)- |z —x0| = (1 —€) - |x — ¢|. Felhasznalva,
hogy f(xo) = xg, azt kapjuk, hogy |f(x) —x¢| < (1—¢)-|x —z0|, ebbdl pedig
F(F@) =m0l < (1= ) (&) = 70) < (1= &) - (1 =) - (& — ), amib
indukcioval kovetkezik |f"(x) — xo| < (1 — €)™ - |z — xo]. O

4. Allitas. Legyen f : (a,b) — (a,b) leképezés, xo € (a,b), xo fizpont és
|f'(x0)| > 1. Ekkor létezik az xo-nak olyan U kornyezete, hogy minden x €
U\ {zo}-ra létezik n,, hogy [ (x) ¢ U.

Bizonyitds. Legyen ¢ = W#, azaz |f'(zo)] —e = 1+ . Ekkor létezik az

xo-nak olyan U kornyezete, hogy %ﬁff‘” — f/({Eo)‘ < ¢ minden x € U-ra,

igy [f(x) = fzo)| > (|f"(wo)| + &) - |& —xo| = (14€) - |z — 20| Felhasznlva,
hogy f(zg) = o, azt kapjuk, hogy |f(z) — x| > (14 ¢€) - |z — zo|. Mivel

f(x) € U, ezért iteralhat6 a korabbi becslés, és f(x), f2(x), ..., fFl(x) €
U, | f¥(x) — 20| > (1+e)*- |z — 20}, de a jobb oldali kifejezés tart végtelenhez,
ha £ tart végtelenhez. O
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18. Definicid. Legyen f : (a,b) — (a,b) leképezés, xy € (a,b) fixzpont. Ha
létezik f'(xo) és |f'(xo)| # 1, akkor xo-t hiperbolikus fixpontnak nevezziik.
Altaldnosabban megfogalmazva: ha létezik n € N, f*(zy) = xo amire n a
minimdlis periddus, tovdbbd |(f™) (xo)| # 1, akkor az xo hiperbolikus peri-
odikus pont, k= 1,2,...,n—re f*(xy) pedig hiperbolikus periodikus pdlya.
Az (f")(xz0)-t a periodikus pont multiplikdtordnak nevezzik. Ha telje-
stl, hogy |(f™) (xo)| < 1, akkor x¢-t vonzo periodikus pontnak (nyeldnek)

nevezziik. Ha f(xo) = xg és f'(x9) = 0, akkor xy szupervonzd fixpont.

Monoton Dszcillala
korwvergal korwerdal
D= {x)=1 A= (<0
A4 T |
1 I
1 1 1
I I | I )
ek | : Tt
il I I 11 11
it I | 11 11
1 I | 11 I
1t ! I 11 )1
1t | I 11 11
L 1 ] 1 L
Monotan Oszeillalva
divergal \ divergal
fi{xy=0 — Flx)<-1
I
1
! .
& f =
Sl b
[ 1 1 L
[ 1 g i
11 1 1 b
b b I o :i_l I
. 1
bage 1 ! 1o 1o
b | 1o : 1o
belss | 1 [ T
11 1 1 1 1 1 1
1.2. abra. fixpontok tipusai 2

8. Megjegyzés. A fenti U kornyezetet, amire teljesiil, hogy minden x € U-
ra f"(x) — o (ahol xy hiperbolikus fixpont), lokalis stabil kérnyezetnek

nevezziik és W -kal jeloljiik.
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Altalanosabban megfogalmazva: ha f folytonos, zo hiperbolikus vonzé perio-
dikus pont, akkor szintén létezik U kornyezete xy-nak, hogy minden x € U-ra

¥ (x) — x0, ha k — 0o, akkor U lokalis stabil kornyezet.

9. Megjegyzés. Ha xq egy hiperbolikus taszito fixpont, akkor a fentiekhez
hasonléan létezik egy olyan U kornyezete, hogy minden = # xy € U-hoz
létezik n, > 0 gy, hogy f™(z) ¢ U. Az ilyen U-t lokalis instabil kérnye-

zetnek nevezziik, és W -kal jeloljiik.

1.3.2. Szakaszonként monoton leképezések entrépiaja

19. Definicié. Legyen f: 1 — I eqy szakaszonként monoton leképezés. "
monoton fedésnek azt az o fedést nevezziik, amire teljesil, hogy minden

A€ a -ra f"|4 monoton. A monoton particiét hasonldan definidljuk.

10. Megjegyzés. Ha f egy szakaszonként monoton leképezés, akkor meg le-
ha ismert bizonyos n-ekre (vagy az Osszesre) az f™ monoton részintervallu-

mainak szama (tovabbiakban c,, azaz cikkcakkszam).

5. Lemma. Legyen f : I — I intervallum-leképezés és C egy pdronként

eqgymdsba nem nyulo intervallumokbol dllo fedés. Ekkor létezik olyan U nyilt

deéS, hOgy htop(c, f) S htop(u7 f) + 10g(3>

Bizonyitds. Legyen E = |J. .. OC aC végpontjainak halmaza, és definialjunk
egy nyilt fedést:

U=1{Int(C)|C e CYU{(z—e,x+e)NI|x € B}

Ha ¢ > 0 elég kicsi, akkor (z — &, x + ¢) -nak legfeljebb 3 C-beli elemmel van
metszete (eggyel balrdl, eggyel jobbrol, és esetleg z-szel, ha az is egy C-beli
halmaz), ugyanakkor minden egyes Int(C)-nek csak egyetlen C-beli elemmel
van nemiires metszete. Legyen n > 1, és ur pedig egy (f,n)-altal generalt

fedés minimalis szdmossagu részfedése. Ha = egy B € C™-hez tartozik, akkor
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létezik V € U™, hogy 2 € V és minden V = UpN f~H(U)N- - -Nf~=D(U, _,)-
nek, U; € U-nak legfeljebb 3™ darab olyan B-vel van metszete, ahol B =
Conf~ YOy N---N f~=D(C, 1) € C", C; € C alaki. Kovetkezésképp:

No(C, f) < #C" < 3"N,o(U, f).

Hatéarértéket véve pedig megkapjuk a kivant hy,(C, ) < hip(U, f) + 1og(3)
egyenlGtlenséget. O

6. Lemma. Legyen f : I — I szakaszonként monoton leképezés, és A eqy
monoton fedés. Ekkor hipy(f) < higp(A, f).

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy hi.,(U, f) < hip(A, f) barmely U nyilt fe-
désre. Legyen n > 1 rogzitett és A € A", ekkor minden 0 < k < n-re A
részintervalluma A* egy elemének, tovabba f*|4 monoton. (Ez igaz, hiszen
legyen J, K két intervallum, amin £, illetve f* monoton, ekkor g = f"|;-re
g H(K) = Jn f(K) intervallum, s6t f"**|;n;-nx) = f¥|x o g mono-
ton, mert monoton fliggvények kompozicivja. Ebbdl kiovetkezik, hogy ha
A monoton fedése f-nek, akkor A™ monoton fedése f"-nek, tovabbéa hogy
A, V f7(Ay) monoton partici6 f"t*-ra nézve.) Kovetkezésképp minden
U € U-ra AN fYU) egy nyilt intervallum. Legyen UNA = {VNA|V € U"}.

U N A egy eleme intervallum, amelynek végpontjai az

U U an i+

k=0 Ueld

halmazhoz tartoznak, igy az U N A-beli elemek Osszes végpontjanak szama
legfeljebb 2n - #U. Mivel egy nyilt intervallum a két végpontjaval jellemez-
hets, azt kapjuk, hogy #(U" N A) < (2n - #14)?. Ujfent hasznalva az ur
jelolést:

#U") < Y #UNA) < (HAY) (20 HUP,

AeAn
fay 1 1 2
~log Na(U, £) < ~ log Ny(A, f) + — log(2n - #U)
Hatarértéket véve megkapjuk a kivant egyenlGtlenséget. O
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1. Ko6vetkezmény. (Misiurewicz-Szlenk) Legyen f : I — I eqy szakaszon-
ként monoton leképezés és ¢, a cikkcakkszam (azaz minimdlis szamossagu
monoton particio f"-re nézve.) Ekkor hi,(f) < %log ¢, minden n > 1-re,

€s hiop(f) = limy, 00 %log Cr-

Bizonyitds. Legyen A,, az f"-re nézve egy ¢, szamossagi monoton particio.
EkkOI" tudjuk, hOgy htop(fn) S htop(Am fn) S log #Ana igy

1 1
hiop(f) = ghmp(f") < glog -

Ezzel kész is a kovetkezmény elsG fele. A tovabbiakhoz alkalmazzuk, hogy

A,V f7(A) monoton particié f**-ra nézve, igy
Cnak < #(AR V[T (AR)) < #AL - F#AL =

Mivel a (logc,) sorozat szubadditiv, igy létezik lim,, %log Cn € hyop(f) <
lim,, % log c,,.

Hatravan még a forditott egyenlStlenség. Legyen n > 1 rogzitett. Ekkor
létezik olyan U nyilt fedés, hogy

%htop(Anafn) S %htop(uv fn) + %log?) (13)
S6t
htop(Am fn) = hmk%oo % log Nk(An7 fn)

Mivel A,V f"(A,) V-V f~# D" (4,) egy monoton particié f™*-ra nézve,
igy Ni(A,, [™) > cpi. Ekkor

%htop(An, f™) > limg o0 ﬁ log ¢ = limy o0 % log ¢i. (1.4)

Kombinalva (1.3)-at és (1.4)-et és szuprémumot véve kapjuk

1 1
lim Elogck < hiop(f) + —log 3.
n

k—o0

Hatarértékét véve (1.4)-nek (n szerint) a megfelel egyenlstlenséghez jutunk,

amivel készen van a bizonyitas. O]
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5. Allitas. Legyen f : I — I eqy intervallum-leképezés. Ha f-re teljesiil,
hogy \-Lipschitz A > 1 konstansra, akkor hi,,(f) <log A.

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0, n > 1 és E egy (n,e)-szeparald halmaz, szamos-
saga pedig Uy(f,e,n). Ha z és y két kilonbozs pont E-bél, akkor létezik
0 <k < n, hogy |f*(x) — f*(y)| > . Mivel f \-Lipschitz, igy

[f5(@) = A )] < Mo =yl < Az =y,

amibdl kovetkezik, hogy |z —y| > 5. Mivel E maximélis szdmossagi szepa-
ralo halmaz, igy
I
Ua(f,e,n) < V—U"J + 1.
€

Tudjuk, hogy hq(f,e) = limsup,_,, = log Us(f,e,n), ezért

hiop(f) < log A.

1.3.3. Markov-grafok és lopatkék

Az aldbbiakban az entropia cikkcakkszamtol eltérd megkozelitését mutatom
be.

20. Definicié. Ha I zdrt, diszjunkt, nem elfajulo részintervallumai Jy, . .., J,,
és f(J;) = Jit1 moan minden 1 < i < n, akkor (Jy,...,J,)-et ciklikus in-
tervallumoknak nevezziik.

21. Definicié. Legyen f : I — I egy intervallum-leképezés. Ha I zdrt rész-

intervallumai Jo, ..., J,, és minden 1 < i < n-re J; C f(Ji_1), akkor a

(Joy Jus ..y Jn)-t (f-szerinti) intervallumldncenak nevezzik.
7. Lemma. Legyen f:1 — I.

I. Ha (JS,...,J%) egy intervallumldnc, akkor létezik K C Jy, hogy f™(K) =
Jn €s f{K) C J; teljesiil minden 0 < i < n-re.
Tovdbbd ha fenndll, hogy Jo D J,, akkor létezik v € K, hogy f"(x) = x
és fi(x) € J; teljesiil minden 0 < i < n-re.
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I1. Tegyiik fel, hogy minden 1 < i < p-re (J&,...,J) egy intervallumldinc
és ha i # j, akkor létezik 0 < k < n, hogy J;-nek és J,Z—nek disz-
Junkt a belseje. Ekkor léteznek Ky, ..., K, zdrt részintervallumok, hogy
YK, = Ji és fH(K;) C Ji teljesiil minden 0 < k < n-re és1 <i < p-

re.

Bizonyitds. 1. Indukcioval latjuk be: n = 1-re legyen J; = [a, b], ekkor létezik
x,y € Jo, hogy f(z) =a és f(y) = b. Tegyiik fel, hogy = < y, ekkor

Y =min{z > z|f(z) = b}, 2’ = max{z < ¢/|f(z) = a}

Legyen K = [2/,y']. Ekkor f(K) = J;.

Tekintsiik a (Ji,. .., J,, Jot1) intervallumlancot és tegytik fel, hogy n-re tel-
jesiilnek a feltételek, azaz: K C Jy, f"(K) = J, és f/(K) C J; min-
den 1 < ¢ < n-re, tovabba mivel (Jy,...,J,, J,41) intervallumlanc, igy
f(J,) = f"PYK) D Juy1. Alkalmazzuk az n = 1 esetet a g = f™*! leképe-
zésre, és a (K, J,+1) intervallumlancra. Kapunk egy K’ C K intervallumot,
amire f"T(K') = J,.1. Tovabba f(K') C J; minden 0 < i < n-re, hiszen
K' C K. Ha Jy D J,, akkor f"(K) D K, igy f"|kx-nak van fixpontja K-n,
tovabba teljesiil, hogy f*(x) € J; minden 0 < i < n — 1-re.

II1: Legyen (Jg,...,J%), 1 <i < p intervallumlanc. Minden 1 < i < p-re
é¢s 0 < m < n-re legyen K" az I. allitasban szerepeltetett zart részintervallum
(J&, ..., Jh)re, és K; = K. Legyen j # i rogzitett. Feltevésiink szerint
letezik 0 < k < n ugy, hogy J; és J,z egymasba nem nyulé. Ha k£ = 0, akkor
K, C J,és K; C Jg nyilvanval6an egymasba nem nyuldé. Legyen k£ > 1.
Ha KFNK ]k nemiires, abbol kovetkezik, hogy Jj-nak és J,ﬁ—nak van kozos b
végpontja, és f*(KFNK}) = {b}. A konstrukeiobol adodoan egyetlen z pont
létezik a KF-ban, hogy f*(z) = b, és ugyanez teljesiil Kj’-“—ra. Iey KFn Kf
legfeljebb egy pontot tartalmaz. Mivel K; C K} és K; C K, ezért K; és K;

egymasba nem nyulo. O]

22. Definicid. Legyen G irdnyitott grif, aminek csicsai {11, I, ..., I,} zdrt,
nem elfajulo intervallumok, és I, — I; akkor és csak akkor, ha f(I;) D I;. A

G-t Markov-grdfnak nevezziik és figg az {11, I, ..., I,}-tdl, valamint f-tél.
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23. Definicid. Legyen G Markov-grdaf, ekkor G-nek az incidenciamdtriza
(vagy mds néven dtmenetmadtriza) az M = (m;j)1<; j<n mdtriz, ahol m;; =

1, ha I; — I;, és 0 egycbként.

24. Definicié. Legyen f : I — I eqy intervallum-leképezés és x eqy n sze-
rint periodikus pont. Rendezziik novekedd sorrendbe az {z, f(x),..., f" Y (z)}
pontokat: x1 < --- < x, €s legyen I; = [xj,x,41] minden 1 < j < n — l-re.
Legyen I; — Iy, ha I, C (f(z;), f(zj+1)), ahol (a,b) jeldli [a,b]-t, vagy [b, a]-
t, attol fiiggden, hogy a vagy b a nagyobb. Az igy kapott grifot nevezziik az x
periodikus pont grdfjanak.

25. Definicidé. Egy grafban a séta csiucsok és élek vdltakozo sorozata, ahol
az élek az dket megeldzd, illetve az ket kovetd csicsokat kitik dssze. A séta

csucesal kezdddik és csiucsban végzddik, eqy csiucsot tobbszor is érinthet.

26. Definici6. Legyen A egy k X k-as mdtriz. Ekkor A-t nemnegativ madt-
riznak nevezzik, ha minden 1 < 4,5 < k-ra a;; > 0. A irreducibilis, ha

minden 1 < 4,5 < k-ra létezik n > 1, hogy ap; > 0.
11. Megjegyzés. Az M atmenetmétrix nemnegativ.

8. Lemma. Legyen A nemnegativ mdtrix. Ekkor létezik P permutdciomdtriz,
hogy M = P7YAP eqy alsé hdromszog (blokk)mdtriz, aminek a diagondlisd-

ban irreducibilis blokkok dllnak, alatta pedig nemnegativ részmdtrixok.

Bizonyitds. Lasd [1]-ben. O

9. Lemma. Minden 1 < 4,5 < N-re az I;-ben kezdddd és I;-ben végzddd
n-hosszi sétdk szima G-ben megegyezik (M™);;-vel.

Bizonyitds. Indukcidval bizonyitunk. Az n = 1 esetben a séta annyit tesz,
kévetkezGen ez igaz. Tegytik fel, hogy n-re teljesiil. Ekkor az I;-b&l I-be
vezetd n + 1-hosszu sétakat fel lehet gy fogni, mint az [;-b&l I-ba vezetd
n-hosszu séta plusz az [-bol I;-be vezets él. Tudjuk, hogy az I;-bél I;-ba

vezet$ n-hosszu sétak szama M, igy
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# { n + 1-hosszu sétak szama I;-bdl I;-be }=

Zszl # {n-hosszu séték szama [;-bdl Ij-ba } -# {I;-k szama, amelyekbdl
vezet €l I;-be }=

N
— n _ n+1
=" MMy = M
k=1

27. Definicié. Iy, I, ..., I} intervallumok k-lopatkot alkotnak f-re nézve,
ha (I; Ul U---Ul) C f(I;) (minden j =1,...k-ra).

28. Definicié. Az f : I — I figgvény lopatkd az [a,b]-n akkor, ha létezik
a < ¢ < b gy, hogy [a,b] C f([a,c]) N f([e,b]). (Azaz a k-lopatko k = 2

esete. )

A legrégebbi 16patko-leképezés Smale-t6l ered, ez az egységnégyzet transz-
formalasanak sorozatabol all: elGszor megnyujtjuk vertikdlisan tébb mint a
kétszeresére, ezutan pedig Osszenyomjuk kevesebb mint a felére horizontéli-
san. Az igy kapott vékony téglalapot meghajlitjuk, igy keletkezik a lopatko-
forma, amely hosszanti iranyban tulnyilik az egységnégyzeten, széltében vi-
szont belefér anélkiil hogy érintené annak jobb illetve bal oldalat. (Ennek

ismételge- tésével kapjuk a lopatko-attraktort.) Smale 16patko-leképezésérsl

7o

1.3. abra. Smale 16patko 3
egyébként be lehet latni, hogy megszdmlalhatoan végtelen sok periodikus
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palyaja van és topologikusan tranzitiv. Ezek a tulajdonsagok, amik igazan
felkeltették a matematikusok figyelmét az ilyen leképezések irant, azota a ka-
otikus rendszerek vizsgalatdban is a lopatkotalélas igen szerencsés jelenség-
nek szamit. Ha egy leképezésnek van lopatkoja, akkor pozitiv az entropidja.

Pontosabban, teljesiil a kovetkez§ allitas:

6. Allitas. Ha f : I — I-nek van Iopatkdja, akkor hi,(f) > log?2, illetve
k-lopatko esetén hio,(f) > log k.

Bizonyitds. Legyenek Ji,...,J, egymasba nem nyuld, zart részintervallu-
mok, a p-lopatkoé definiciojanak megfelelen. Tegyiik fel, hogy Ji,...,J,
diszjunktak. Ezesetben léteznek Uy,...,U, diszjunkt nyilt intervallumok
é¢s J; C U; minden 1 < ¢ < pre. Legyen U, = I\ U, J;. Ekkor
U = (U,...,U,,Upi1) egy nyilt fedése I-nek, és Upyy N J; = () minden
1 <4 < p. Minden (ig,...,i,-1) € {1,...,p}" n-esre definialjuk a kévetkezs

halmazt:

Jiorin, ={x €| ff(x) € J,,0 <k <n-—1}.

Ha a Ji,...,J, egy p-lopatko, akkor a J;; . halmaz nemiires. S6t, pon-

Sin—1

tosan egy elemét tartalmazza

UV YUV ... v D (UY)-nak,

ami nem mas, mint
Uy N YU N0 D, ).

Igy N, (U, f) > p™ minden n egészre, és

. Nn u,
htop(f) Z htop(ua f) - nhﬁlglo (Tf) Z Ing
Most lassuk az altalanos esetet, amikor Ji, ..., Jy-nek esetleg van kozos vég-

pontja. Legyen n > 1. Alkalmazva az intervallumlancokrél szolé 7. Lem-

mét minden (Jy,,...,J; )-re, ix € {1,...,p}, lathatjuk, hogy f"-nek van
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p"-lopatkoja. Szamozzuk meg ennek a lopatkonak a p” darab intervallu-
méat balrél jobbra I-ben, és csak azokat vegyiik figyelembe, amelyeknek a
sorszama paratlan. Igy kapunk egy [%n]-lépatkét, aminek az intervallumai

diszjunktak. Hasznalva a bizonyitas elsé felét:

hiop (") = log (%) .

Hogy megkapjuk f-re a becslést, osszunk le n-nel:

) > %

Hatarértéket véve megkapjuk a kivant egyenlGtlenséget. O]

2. Kovetkezmény. Ha f"-nek van k-lopatkdja, akkor

log(k)

n

htap(f) 2

3. Tétel. (Misiurewicz) Tegyiik fel, hogy az f : I — I leképezésnek pozitiv
az entropidja. Ekkor minden t-re, amire teljesil 0 < t < hy(f) €s minden
N-re léteznek diszjunkt intervallumok Jy, Jo, ..., i ugy, hogy minden n >
N-re Jy, ..., i eqy k-lopatko f™-re és @ > t.

Bizonyitds. Bizonyitas megtalalhato a [4]-ben. ]

4. Tétel. (Block-Guckenheimer-Misiurewicz-Young) Legyen f : I — I egy
intervallum-leképezés, és Iy, . .., I, zdrt, nem elfajulo részintervallumok, disz-

gunkt belsdkkel (legfeljebb a végpontokban érintkezhetnek). Legyen M az Iy,
.., I, intervallumok dtmenetmdtriza. Ha M’ részmdtriza M-nek, akkor

hiop(f) > logXN', ahol N az M’ mazimdlis sajdtértéke.

Bizonyitds. Legyen G az Iy, ..., I, intervallumokbol készitett Markov-graf,
és G’ részgrafja G-nek, aminek atmenetméatrixa M’. Hozzuk M’-t Jordan
normélalakra, és legyenek M;,..., M} a diagonalisban helyet foglal6 blok-

kok. M’-nek a maximalis \ sajatértéke maximaélis sajatértéke M,,-nek is,
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valamilyen 1 < m < k-ra. Legyen (M,,)" = (af};)ijez, ahol Z -ben az M,
méretének megfelel6 indexek vannak. Tudjuk, hogy

lim |(M,)" ][+ = X'

n—oo

Mivel [|[(My)"|| = >, jer @iy, 1étezik 4, j € Z index, hogy

lim sup(a?j)% =\
n—oo

M, irreducibilis, igy létezik at j-bol i-be a G’ grafban, legyen ngy a hossza
ennek az sétanak. Az i-bdl i-be vezets n + ny hosszi sétak szama nagyobb
vagy egyenld, mint az n hosszti i-bdl j-be vezetd sétak szama, azaz aj? ™" > a;
minden n > 0-ra. Igy

=\.

3=

lim sup(a)
n—oo

Legyen € > 0 és n > 1, hogy

ap > (A —¢e)™

(22

Legyen N = @l ami az n hosszu sétadk szama i-bdl i-be a G’-ben, és min-

den (ig,...,4,) sétara az (I,...,1;, ) egy intervallumlanc. Ekkor létezik
Ky, ..., Ky zart, paronként egymasba nem nyulé intervallum, hogy K C
I;, = I; minden 1 < k < N-re. Ez annyit tesz, hogy f"-nek van N-l6patkdja,
tehdt Puop(f) = Thip(f™) > 2log N > X — &, amib6l mér kovetkezik az

allités. 0

1.3.4. Topologikusan tranzitiv és keveré leképezések tu-
lajdonsagai

10. Lemma. Legyen f : [a,b] — [a,b] intervallum-leképezés. Az f akkor és
csak akkor keverd, ha minden € > 0-ra és minden nem elfajulo J interval-

lumra létezik N egész, hogy minden n > N-re f*(J) D la+¢e,b—¢].

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f keverd és rogzitsiik az Uy = (a,a+¢) és Uy =

(b —€,b) intervallumokat. Ha J egy nemiires nyilt intervallum, akkor létezik
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N1, hogy minden n > Ny-re f"(J)NU; # 0 , hiszen f kevers. Hasonloan
létezik egy No, hogy minden n > No-re f*(J) N Uy # 0. Igy minden n >
max{ Ny, No}-re f*(J) belemetsz U;-be és Us-be is, amib6l kovetkezik, hogy
f™(J) D a+e,b—e]az f*(J) Osszefiiggdsége miatt.

Most tegyiik fel, hogy minden € > O-ra és J nem elfajulé részintervallumra
létezik N, hogy minden n > N-re f"(J) D [a+¢e,b—¢|. Legyen U, V nemiires
nyilt halmaz [a,b]-ben. Legyen J, K két nem elfajuld részintervallum ugy,
hogy J C U, K C V, és sem a sem b nem végpontja K-nak, tovabba legyen
e >0, hogy K C [a+¢e,b—¢]. A feltevés szerint létezik N, hogy minden
n > N-re f*(J) D [a+ &,b— €], amib6l kovetkezik, hogy f"(U) NV # 0.
Tehét f keverd. O

11. Lemma. Legyen f : I — I intervallum-leképezés, J eqy részintervallum,
amely nem tartalmaz periodikus pontot. Ha z, y, f™(x) és f™(y) is J-ben

van ésy < x < f"(x), akkory < f™(y).

Bizonyitds. Legyen g = f™. El6szor indukciéval belatjuk, hogy minden k& >
I-re g*(z) > z. A feltétel szerint ez teljesiil k& = 1-re.

Tegyiik fel, hogy minden 1 < i < k—1-re ¢'(z) > z, és ¢*(x) < x. Rendezziik
a{g'(r) | 0 <i<k—1} halmazt: ¢*(z) <z =129 <21 < -+ < 7}_1. Legyen
1 <j <k—1olyan, hogy 71 = f/(z); az x; a J-ben van, hiszen z; < g(z).
Teljesiil, hogy ¢*~7([zo, z1]) D [¢¥ (), ¢* 7 (z)] D [0, 1], igy a 4. Lemma
alapjan g = f™-nek van fixpontja [xg, 1] C J-ben, azaz f-nek periodikus
pontja van ugyanitt, ami lehetetlen, tehat ¢*(z) > .

Ha f"(y) < y, akkor minden k > 1-re f**(y) < y. Ekkor

f™y) <y <z < f™(x),

igy f™(ly,x]) C |y, x], tehat f-nek van periodikus pontja [y, z] C J-ben,

ami ellentmondas. O

7. Allitas. Ha f : I — I tranzitiv intervallum-leképezés, akkor a periodikus

pontok sirin helyezkednek el I-ben.
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Bizonyitds. Tegytk fel, hogy létezik egy nemiires részintervallum J = (a,b),
ami nem tartalmaz periodikus pontot. Mivel f tranzitiv, létezik = € J,
aminek stird a palyaja. Ekkor létezik m > 0és 0 < p < g és a < fi(x) <
fP(x) < z. Legyen y = f?(z). Igy

[P (y) <y <z < f"(v);

x, y, f™(x), f7P(y) mind J-ben vannak, ami nem lehetséges. O

8. Allitas. Legyen f : [a,b] — [a,b] tranzitiv intervallum-leképezés. Ekkor a

kovetkezd esetek teljestilhetnek:
L f totdlisan tranzitiv (azaz ™ tranzitiv minden n > 1-re).

II. Létezik ¢ € (a,b) tgy, hogy J = [a,c] és K = [¢,b], ekkor f(J) = K és
f(K) = J; s6t f2|; és f?|k totdlisan tranzitiv, és c az eqyetlen fixpontja
f-nek.

Bizonyitds. Legyen x az a pont, aminek a palyaja stird [a, b]-ben, igy O (zo) =

la,b]. Jeloljik w(x, f) = N,en {f*(x) | kK > n}-nel az 2 omega-limeszhalmazat.
Rogzitsiik n > 1-et, és legyen W; = w(f*(x), f*) minden 0 < i < n — 1-te.
Mivel [a,b] = Wy U ---UW,,_4, a Baire-tétel miatt legalabb egynek a belseje
nemiires. S6t, f(W;) = Wit1 (moan) minden 0 < i < n — l-re, igy egyik W;-
nek sem fiires a belseje.

Most megmutatjuk, hogy Int(W;) N Int(W;) # 0, akkor W; = W;. Ugyanis
a feltevésbdl kovetkezik, hogy létezik k > 0, hogy f***i(zo) € Int(W;) N
Int(W;); W; invaridns f"-re, igy f*"*(xy) € W; minden &' > k-ra, tehat
W; C W;. Hasonl6an megkaphato, hogy W; C W;, igy W; = W;.

Definialjuk €,-t mint az Int(W;) halmazok Gsszefiigg komponenseinek hal-
mazat. Az e, diszjunkt nyilt halmazok unioja, ami stri |a, b]-ben. Minden
C € e,re f(C) egy zart, nem elfajuld intervallum, és tartalmazza 6t vala-
melyik W;, igy létezik C’ € e, hogy f(C) C C". Sét, ha régzitiink egy adott
C € &,-t, akkor minden C’ € g,-re létezik k > 1, hogy f*(C) N C" # 0,
mivel z, pélydja strd, igy f*(C) c C’. Ebbdl viszont kévetkezik, hogy
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€, véges, és elemei egymas kozott permutalédnak az f hatéasara. Jeloljilk
en = {C1,...,Cp}-vel sorban az f(C;) C Cii1 (modp)-ket minden 1 < i < p-
re; a tartalmazéasok valojaban egyenléségek, hiszen az |J C; halmaz strd, igy
U f(C;) szintén strt.

Ha minden n > 1-re az ¢, elemeinek szama 1, akkor w(zq, f") = [a,b] és
f totélisan tranzitiv, tehat ebben az esetben az I. allitas teljesiil. Tegyiik
fel, hogy adott n-re az ¢, elemeinek p szdma szigorian nagyobb, mint 1.
Megmutatjuk, hogy p = 2. Legyen f fixpontja c¢. Ha létezik C' € ¢, tugy,
hogy ¢ € C, akkor f(C) = C, ami lehetetlen, mert ¢, elemei egymas kozdtt
ciklikusan permutélodnak. Hasonl6an nem lehet [a, b]-nek a ¢ végpontja sem.
Kovetkezésképp a ¢ csak a kozos végpontja lehet két kiilonb6z6 C-nek és C'-
nek e,-bsl. Ekkor f(C) = (7, és f(C") = C, ami csak akkor lehetséges, ha
p = 2. Ebbdl szintén az kovetkezik, hogy n paros. Ha J = [a, c| és K = [c, b],
akkor e, = {Int(J), Int(K)}, és

fU) =K, f(K)=J

S6t, ha ¢ az egyetlen fixpontja f-nek, akkor ¢ nem végpont. Mivel n paros,
igy w(zo, f) C wlwo, f?), fgy e2 = {Int(J), Int(K)}. Igy f?[; s f*[x is
tranzitiv. Ha f?|; nem totalisan tranzitiv, akkor f?|;-nek egyetlen fixpontja
van ¢, és a < ¢ < c¢. De ¢ mér fixpontja f2|;-nek, igy f?|; totélisan tranzitiv,

ahogy f?| is. Ez pedig pontosan a II. allitas. O

3. Kovetkezmény. Legyen f : I — I intervallum-leképezés. Ha f totdlisan

tranzitiv, akkor keverd.

Bizonyitds. Legyen I = [a,b], J egy nem elfajulo részintervallum, és ¢ > 0
olyan, hogy (a,a+¢)NJ = . Ekkor f tranzitivitdsa miatt van z periodikus
pont J-ben, tovabba létezik x;1 periodikus pont (a, a4+ €)-ben, hogy f™(z1) ¢
{a,b} minden n > 0-ra. Legyen

y1 = min{f"(z1) |n >0} és 2 = max{f"(z;) | n > 0}.

Hasonloan, létezik xo periodikus pont (a,b)-ben, hogy a maximaélis z5 pont

(b — &,b)-hez tartozik; legyen yo a minimaélis pontja xs péalyadjanak. Legyen
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k a kozos tobbszorose x, x; és my periddusanak. Rogzitsiik g = f*-t, mivel
f totalisan tranzitiv, ezért ¢ tranzitiv. Igy létezik v € J és pi, pe, hogy
g’ (v) < yp és g2 (v) < yo illetve létezik w € J és q1, g2 hogy ¢ (w) > 21,
g2 (w) > z5. Mivel az x fixpont g-re nézve, az Osszefiiggéség miatt gP' (J) D
[g"' (v), z], illetve g (J) D [z,g"(w)], illetve hasonlod teljesiil po-re és go-
re. Legyen N = max{pi,ps2,q1, ¢}, ekkor g~ (J) D [¢Pi(v), g% (w)], és mivel
Y1, Y2, 21, 29 szintén fixpontok g-re nézve (hiszen az x;-k periodikus pélyajéhoz
tartoznak) igy az osszefiiggéség miatt 6k is benne vannak g™V (J)-ben. Az y;, 2;
valasztasa miatt a gV(J) = fEN(J) tartalmazza az y; és 2z; egész palyajat,
igy [y, zi] C f™(J) minden n > kN-re. Mivel y; < a+¢ és z5 > b— ¢, ebbdl
kovetkezik, hogy [a +€,b — €] C f"(J) minden n > kN-re, ami annyit tesz,
hogy f keverd. O]

4. Kovetkezmény. Legyen f : I — I tranzitiv leképezés. Ekkor f akkor
€s csak akkor keverd, ha van pdratlan periodusi periodikus pontja, aminek

pertodusa kilonbozik 1-tol.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f keverd, az f fixpontjai zart halmazt alkotnak.
Legyen J egy nem elfajuld zart részintervallum I belsejében, ami nem tartal-
maz fixpontot. Ekkor a 10. Lemma alapjan létezik N egész, hogy f™(J) D J
minden n > N-re. Legyen n > N paratlan, ekkor f"-nek van x fixpontja
J-ben. Legyen p az x peridodusa f-re nézve, p osztja n-t, igy p paratlan,
tovabba p > 1, mert x € J.

Most tegyiik fel, hogy f tranzitiv, de nem keverd. Ekkor létezik J, K interval-
lum ugy, hogy f(J) = K, és f(K) = J, tovabba JUK = I. Kovetkezésképp,
ha f-nek van periodikus pontja, az csak paros periédusi lehet, kivéve a J és

K kozos végpontjat, ami viszont egy fixpont. O]

9. Allitas. Legyen f : I — I intervallum-leképezés.

I. Ha f tranzitiv, akkor hi,(f) > 1052.

II. Ha f keverd, akkor hiy(f) > 10%2.
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log 2
2

keverd leképezések sorozata is létezik, melyek entropidja

Sdt, ezek a korldtok élesek, azaz létezik entropidji tranzitiv leképezés, és
log 2

5 -hoz tart.

Bizonyitds. El6szor a I1. allitast bizonyitjuk. Ha f keverd, akkor van 1-t6l
kiilonb6z6 paratlan periodusu pontja, tovabbé 1étezik két diszjunkt zart J, K
intervallum, amik nem érintkeznek I végpontjaival és 1opatkot alkotnak f2-
re nézve. (Ennek a részéllitasnak a bizonyitasat lasd itt: [1]) Legyen L egy
nem elfajulé intervallum J és K kozott. Legyen A a J U K konvex burka; ez
egy zart intervallum, ami nem tartalmazza I végpontjait. A OsszefiiggGsége
miatt tartalmazza L-t, és f2(J) D A D J U K, hasonléan f?(K) D A.
Mivel f kever6, igy létezik n > 1, hogy f**(L) D A, az intervallumlancos 7.
Lemma alapjan pedig létezik (lg, I, ..., I,_1, A) intervallumlanc a kovetkezd
szereposztassal: [; = J vagy K, tovabba létezik 2" egymasba nem nyulo zart
részintervallum, amik J U K-ban helyezkednek el (jeloljik 6ket (L;)1<i<on-
el), méghozza a kovetkezs modon: f2"(L;) D AD JU LU K. Tlyeténképpen
(L1, Lo, ..., Lon, L) egy (2" + 1)-16patkd f?"-re nézve. Igy

1 - log(2" + 1) - log2‘

htop(f) = %htop(]ﬂn) - 2n 2

Most lassuk az I. allitast. Ha f tranzitiv és keverd, akkor teljesiil, hogy
Piop(f) = 10%2. Ha f tranzitiv, de nem keverd, akkor az I intervallum szétesik
J és K intervallumra, amikre megszoritva f2-et keverd lesz. Amennyiben
{z} = JNK fixpontja f-nek, akkor fixpontja f?|x-nak és f?|;-nek is, tovibba
x nincs a J belsejében. (Ez a részallitas szintén nem kertil itt bizonyitésra,
részletesen lasd: [1]-ben.) Ekkor f2|x-nak és f?|;-nek is van lopatkoja, ami
annyit tesz, hogy hi,(f?) > log?2, igy a 7. Megjegyzés alapjan hy,(f) =
%htop(fz) > 10%2' u
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2. fejezet

Sator-leképezés

n9r

08r

07r

0EF

0ar

04r

03r

0zZr

IRNS

c=02,c=04,¢=0.55c¢c=0.7,c=0.9

Ebben a fejezetben ratérek arra a rendszerre (T.(x) sator-leképezés), ami-

T2

célja, hogy minél tébbet megtudjak ennek a rendszernek a dinamikajarol,
arrol hogy mennyire kaotikus, illetve hogy kiilonb6z6 c-kre mennyi T,.(z) to-

pologikus entropidja. Az elézd fejezetben felvazolt elmélet tamogatja az itt
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leirtakat.

A sator-leképezést az aldbbi linearis fiiggvény prezentalja:

{ 3 haz < ¢

4c

ﬁ(l—x) ha z > c.

Ennek a fliggvénynek a paramétere ¢, ami azt adja meg, hogy hol legyen

T.(x) =

a sator csucsa a 3/4 magassagu szakaszon. Azt fogjuk vizsgalni, hogy kiilon-

b6z6 c-kre hogyan viselkedik a rendszer hosszu tavon.

2.1. Fixpontok

Jol lathato a bevezets dbran, hogy a sator-leképezésnek vannak fixpontjai. A
0 minden esetben fixpont, és altalaban van még egy a 7%40 helyen. (Amennyi-
ben ¢ < 0.75, egyenlGség esetén minden pont fixpont, egyébként pedig nincs
egy fixpont sem).

Vizsgaljuk meg ezeket a fixpontokat kiilonb6z8 c-k esetén! ElGszor az

%—nél kisebb c-kre:

09r

ner

07r

06

05 E ;[
0.4r

03r

02r

0.1

2.1. 4bra. ¢=0.1
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Az értelmezési tartoméanyban a fixponttol jobbra es§ pontok a sator negativ
meredekségii jobb oldala miatt atvandorolnak a bal oldalra, ugyanakkor a
nulla egy taszito fixpont, "beleloki" a pontokat a kdzépss ﬁ fixpontba. Ez
utobbi azért van, mert i—nél kisebb c-kre a sator bal oldalanak meredeksége
nagyobb mint 1, igy a nullab6l mindenképpen kirepiilnek a pontok, viszont

a jobb oldal meredeksége 0 és -1 kozott van, ezért a - 3

= mar hiperbolikus

vonzo fixpont lesz, a (0, 1] pedig stabil kornyezet.

Ac= }l paraméterérték esetén:

09r

08r

07r

0EF

0sr

04r

03r

0zZr

IRNS

2.2. 4bra. ¢=0.25

Ekkor a fliggvény bal oldala 3z, mig a jobb oldala 1 —x. A nulla tovabbra is
taszito fixpont, a sator bal oldalanak meredeksége nagyobb mint 1, viszont
a sator jobb oldalanak meredeksége éppen -1, ennek koszonhets a meglepd
dinamika, ami létrejon ennél a paraméterértéknél.

A [2,1] intervallumnak a képe a [0, 1], és azok a pontok, amelyek 0 és 1 kozott
13
104
intervallumban pedig csak az 1 —x leképezés hat, ami ketts szerint periodikus:

helyezkednek el, sziikségszertien belépnek az [, 3] intervallumba, ebben az
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1-(1—2) ==

Fontos megjegyezni, hogy az [}, 3

1 Z]—ben minden pont periodikus pont, és ezek

mind kilonbozd pdlyahoz tartoznak. Tehat az i paraméterértéknél a rendszer
bifurkal, kontinuum sok periodikus pélya jon létre.
Az egész intervallumon Osszegezve a pontok viselkedését: a 0-t kivéve minden

pont periodikus, vagy végperiodikus: a (0, %) U (%, 1] pontok "ratekerednek"

1, 2]-b6l indul6 periodikus palyara.
Ahogy a c¢ értéke atlépi az % értéket a 7%46 fixpont vonzé hiperbolikusbol

egy alkalmas |

taszito fixpontta fog alakulni, innentél valik érdekessé a dinamika.

A i <c< % paraméterértékek:

09r

[IR=Ng

07 r

0EF 2ﬂ|

05r

04r

03r

0Z2r

IRNS

2.3. 4bra. ¢=0.6

Ebben az esetben a sator jobb oldalanak meredeksége kisebb mint —1, ettél
még a ﬁ—té’l jobbra lévé pontok mind atmennek bal oldalra, a 0 viszont
tovabbra is taszité fixpont marad, hiszen a bal oldali meredekség nagyobb
mint 1. Tovabbé a ﬁ—b(’)’l taszito hiperbolikus fixpont vélik. Ugyanakkor
ennek a fixpontnak - hiaba taszito - lesz egy olyan V' vonzo kornyezete, ami-

be ha belép egy pont, tobbé mar nem tud kijonni. Ez annak koszonhetd,
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hogy a fiiggvény maximum értéke nem 1, hanem %, igy ha a fliggvény fel-

vesz T(3/4) = ﬁ—nél nagyobb vagy egyenld értéket, akkor a [ﬁ, 3]

intervallumbo6l mar soha nem keriilhet ki, ugyanis ehhez az kellene, hogy

[ﬁ, %] intervallumon a fliggvény vegyen fel ﬁ—nél kisebb, vagy %-nél
nagyobb értéket, ami nyilvanvaléan nem lehetséges. Minden pont a (0, 1]-b6l
belekeriil ebbe a V' kornyezetbe.

Ez a V kornyezet annal nagyobb, minél kisebb ¢, tekintve, hogy nagysagéat a
T.(3/4) érték hatarozza meg.

[IR=R g

ner

07r

0EF

0EF

04r

2.4. abra. ¢=0.4; V vonzo kornyezet

A legérdektelenebbek a ¢ > % paraméterértékek, a bal oldal meredeksége
lecsokken 1 alé, igy a 0 vonzd fixpontta valik. Ezesetben szintén az egész
[0, 1) stabil kornyezete a 0 fixpontnak.

A tovabbiakban tobbnyire csak a }1 < ¢ < % paraméterértékekkel fogok
foglalkozni.
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09r

[IR=Ng

07 r

0EF

nsr

04r

03r

0Z2r

IRNS

2.5. dbra. ¢=0.9
2.2. A sator-leképezés jellegzetességei

Szeretnénk tudni, hogyan néz ki néhéany iteracié utén a sator-fliggvény, kii-
16nb6z6 c-kre. Mivel T,(z) szakaszonként szigortian monoton, igy TF¥(x) is
szakaszonként szigoriian monoton lesz, tehat varhatéan egy elég "tiiskés"
fiiggvényt kapunk. Az, hogy megnnyire tiiskés a fiiggvény, meghatarozza a

kovetkezd definicio:

29. Definici6. Legyen f : I — I intervallum-leképezés, az f-et A\-expander-
nek nevezziik, ha minden z, y € J C I, amin f monoton, |f(z) — f(y)| >
Az —yl.

Minél nagyobb ez a A, annal meredekebb a fliggvény, és annal tiiskeé-
sebb is lesz, tovabba ahogy az 5. Allitasbol tudjuk, T,(x) entrépiaja feliilrél
becsiilhets a A-val. Mivel azonban ¢ mozgatasaval a sator egyik oldalanak
meredeksége né, a masik meg csokken, igy csak az a paramétertartomény ér-

dekel benniinket, ahol a sator mindkét oldalanak meredeksége nagyobb mint

3

1 (abszolutértékben). Ez pedig ; < ¢ < 3

esetén teljesiil. Valojaban ez a

becslés egy ennél is kisebb intervallumon hasznos csak, hiszen maganak a le-
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képezésnek az entropidja nem lehet nagyobb @—Hél, mert ennyi a monoton
particié minimalis elemszédma [0, 1]-en T.(x)-re, a A-s becslés pedig sok c-re
nagyobb értéket ad ennél. (Lasd 2.8 abra.)

T.(z)-nek van egy "masolasi és kett6z6dési" tulajdonsaga, a kovetkezs érte-
lemben:

A fiiggvény bal dga vizszintesen Osszenyomja y-t 430 aranyban (azaz az értel-
mezési tartomanya Osszemegy ekkorara) és levagja c-nél, tovabba a fiiggvény
jobb aga 6sszenyomja y-t @ aranyban, levagja a c-n tilnyalé részt és

tiikrozi x = c egyenesre.

08+

08

07

06F

05+

04t

03f

02f

01F
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[ik:]
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01

09

[ik:]

07
06
3 s
04
03
0z

01

01

02

03

0.4
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06 o7 os 09 1 1}

Ez alapjan azt is gondolhatnank, hogy minden 1épésben megkett6z6dik a

csticsok szama, de nem ez torténik: ugyanis ami a [0, %]—en helyezkedik el

39



adott iteracidoban, az fog "tulélni" és megkett6z&dni a kovetkezdben. Tehat
minden cstics, aminek a helye az értelmezési tartoményban %—nél nagyobb, a
kovetkezd iteracioban kihullik.

A tovabbiakban vizsgaljuk meg az egyes pontok Gsképeit. Mivel T,(x) nem
invertélhato, igy megszoritom a leképezést elGszor [0, c|-re és ennek veszem az

inverzét (Tc_(bl) (x)), illetve megszoritom [c, 1]-re és ennek is veszem az inverzét

(T, (@)).

B %x "bal oldali";
) _{ ~=9y 41 "jobb oldali".
Igy egy adott z-re alkalmazva T, '-et két Gsképet kapunk, egyet a bal ol-
dalrol, és egyet a jobbrol. Hogyan informélnak minket az Gsképek a cikk-
cakkszamrol? Ha egy vizszintes vonallal elmetssziik T(x) értékeit, akkor
minden egyes monotonitasi intervallumban lesz egy metszéspont, igy ponto-
san a cikkcakkszamot kapjuk meg.
Ha ezt a két inverzet minden egyes 1épésben alkalmazzuk az adott iteracio-
ban keletkez6 pontokra, akkor minden alkalommal megkett6zddik az Gsképek
szama. De ha ez valoban igy van, akkor minden egyes c-re a k-adik iteré-
cioban 2% db metszéspont és ezzel egyiitt ennyi cikkcakk is van. Ez nyilvan
nem igaz: vizsgaljuk meg, mi torténik valojaban. Az alabbi abran kiilonb6z6
c-kre lathatjuk a % Gsképeit néhany iteracion keresztiil. Amik pirosak, azok
hamis Gsképek, ugyanis "nem azon az oldalon voltak, amelyiken lennitik kel-
lett volna". Ezt ugy kell érteni, hogy ha "bal oldali" inverzet alkalmaztunk
ré, akkor a c-nél kisebbnek kell lennie, ha pedig "jobb oldalit", akkor c-nél
nagyobbnak. A kékek azokat a pontokat jelzik, amelyeknek a "gyerekei" ha-
misak lesznek. Ezeket konnyt felismerni, ha a pont értéke nagyobb, mint
3/4, akkor a gyerekei hamis Gsképek lesznek. Lassuk, miért:
Legyen d > 3/4, ekkor d%c > ¢, hiszen d% > 1, ugyanigy 1 — d@ < c.
A 2.7-es abran jol latszik, hogy nagyobb c-kre a hamis 6sképek szdma lecsok-
ken, tehat a cikkcakkszdm a c-ben névekeds tendenciat mutat. Amennyiben
a cikkcakkok "egyenletesen" kitoltik az értékkészletet (vagy annak egy Ossze-

fiiggs részét), akkor elegendd egyetlen értéknek az Gsképeit vizsgalni (mivel
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ekkor létezik megfelel6 magassagban egyetlen vonal, amely atmetszi az 6sszes
cikkcakkot). Késébb latni fogjuk, hogy a sator-leképezés egyes ¢ értékeire ez
nem teljesiil, lesznek olyan c-k, amikre a cikkcakkok értékkészlete szétesik két
diszjunkt intervallumra. Ebben az esetben két értéket kell valasztani, tehat
a modszert csupan meg kell ismételni egy masik értékre is, de a tendencia
megmutatkozik mar egyetlen érték vizsgalatanal is.

Amennyiben ¢ < }l a cikkcakkszam elég unalmasnak igérkezik: ahogy azt a
fixpontos résznél lattuk, ebben az esetben a 7%40 fixpont vonzé hiperbolikus
lesz. Ez annyit tesz, hogy néhany iteracié utan minden pont belép a fixpont
vonzo6 kérnyezetébe, ahol mér az 1-nél kisebb meredekségt jobb oldal hatésa
fog érvényesiilni. Emiatt a cikkcakkok idével "kisimulnak", és a leképezés a
ﬁ—en athalado "konstans fliggvényé" valik (valojaban az intervallum két
szélén lemegy nullaba, de nullatol és az egytdl eltekintve egy jo kozelitése a
konstans fliggvénynek), igy a lim,, o % log ¢, is 0-hoz tart.

Ac> % paraméterértékekere nincs értelme arrél beszélni, hogy "a fiiggvény
bal aga vizszintesen Osszenyomja y-t ‘%—C aranyban", mivel a 4—3‘3 ebben ez eset-
ben nagyobb, mint 1, igy inkabb nyudjtasrol van sz6. Viszont ha kinyujtjuk
az értelmezési tartomanyt, akkor a cstics a c-t6l jobbra fog elhelyezkedni, ami
levagasra keriil. Ugyanigy a jobb oldali 4g esetében: a cstics a c-t6l balra fog
elhelyezkedni, ezért szintén levagodik. Ezért a c-ben két lineéris fiiggvény
talalkozik minden egyes iteracioban, amiknek a meredeksége folyamatosan
csokken. Igy ebben az esetben is nulla lesz az entropia.

Az altalanos séma utan nézziink egy numerikus szimuléciot. Itt mér egy
direkt megkozelitést alkalmazok. A program a meredekség megvaltozasat fi-
gyeli, ezaltal 6sszeszdmolva a monoton intervallumokat (és igy a cikkcakkszé-
mot). A topologikus entrépia definicidja alapjan az iteraci6szammal végte-
lenbe kell tartani, de ez a program keretei kozott erésen korlatozott, tekintve

hogy a csticsok szamanak novekedése exponencidlis nagysagu.
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De az 1. Kovetkezmény (Misiurewicz-Szlenk) alapjan tudjuk, hogy bar-
mely k-ra az 1/k - log ¢ feliilrsl becsli a topologikus entropiat. (Mivel ez egy
csOkkend sorozat, a magasabb iteracié egy jobb kozelitést ad.)

A program forraskddja és részletes elemzése a Fiiggelékben megtekinthetd
(3. program).

A 2.8-as abrén Osszegeztem, amit eddig tudunk a topologikus entropiarol.
El6szor is, hogy a leképezés topologikus entropiaja biztosan kisebb vagy
egyenld mint log(2). A A-expanderség miatt kapunk egyrészrél egy felss
becslést (ez a "v-alak"), tovabba a cikkcakkszam alapjan kapunk egy masik
fels6 becslést. A program maximalisan k = 16-ra futott le, tehat 16 iteracio

alapjan adtam becslést a cikkcakkszamra.

o7

i /‘ |
05r B

04 05 08 07 0B 08 1

2.8. abra. Topologikus entropia sav

2.3. Topologikus entrépia és keverés

10. Allitas. A sdtor-leképezés topologikus entropidja ¢ = 1—76 paraméterértékre
log(2)

5 -
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12. Megjegyzés. Ezt az allitast tgy fogom igazolni, hogy elGszor belatom,
a leképezés ilyen c-re topologikusan tranzitiv egy alkalmas intervallumon, az

ilyen leképezésekrsl ugyanis tudjuk a 9. Allitas alapjan, hogy entropiajuk

g(2)

nagyobb vagy egyenlé mint 102 . Lathato, hogy T.(x) nem lehet az egész

3

[0, 1]-en tranzitiv, hiszen az értékkészlete csupan a [0, {], ezért nem létezhet

olyan pont, aminek a palyaja strd a [0, 1]-en (s6t, még olyan sem, aminek

a [0, %]—en). Ezért egy tranzitiv halmazt fogok keresni. Ehhez a dinamikus

magot hivom segitségiil.

30. Definicio. A [T?(c),T.(c)] dltal kifeszitett intervallumot a dinamikus

rendszer magjanak nevezzik.

Tekintsiik a J = [éfw ﬁ] intervallumot. A ﬁ fixpont, a 726 pedig
végfixpont, hiszen 726 < c és 720 : 4% = ﬁ. Ekkor a mésodik iteralttol

kezdve az intervallum két végpontja helyben marad. Az intervallumon 7T,(x)

. § . . . 2 . 3 . 3 §
maximuma ¥, a minimuma pedig 77 = TR Legyen K = [—,7]. A

J x [J, K] halmaz a rendszer dinamikus magja.

11. Allitas. A H=[2, 3] = [J, K] intervallum tranzitiv halmaz Tz (x)-re

nézve.

A H x f(H) halmazt az elsé illetve a masodik iteralt bal oldali metszés-

pontja illetve a % adja ki, melynek teteje %, az alja pedig m magassagban
van. A ¢ = 1—76-ra a H x f(H) pontosan négyzet alakd, ugyanis a
3 4c 3 3 ] 3

4 T—4dc 4 4(1—c)(_71>

egyenlet megoldésai ¢; = %, Cy =

Y

Bizonyitds. Lassuk, hogy H mitél tranzitiv halmaz. Tudjuk, hogy = € H-ra
sem mehet T’ T (x) értéke a 3 folé, tovabbé a leképezés minimumét megadja az
elsG iteracio értéke a %—ben. (Ugyanis a méasolasi tulajdonsag miatt az elsd
iteracio értéke a 3/4-ben megadja a legmélyebb volgy értékét a kovetkezs
iteraciokban. Mivel a sator meredeksége kétoldalt novekszik az iteraciok

soran, igy az elsé iteracioban a legkisebb a %—ben az értéek.) Tehat f(H) C H.
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Arra van még sziikség, hogy T z (x) (a tovabbiakban T,(z)) tranzitiv ezen a

halmazon.
1
09¢-
05
0.7 4
0BF
05F
J
0.4
03r & ¢ w
02tk J K
01
0 .
u] 01 0.2 0.3 0.4 0.4 0.6 0.7 0.5 0.9 1
2.9. abra. H x f(H)
_ 3 : 4c A
Legyen w = ==~ - azaz a fixpont, a pedig -=- - azaz a végfixpont.

Beldtom, hogy a masodik iteralastol kezdve J és K cserél6ds intervallumok,
azaz T.(J) = K, T.(K) = J, tovabba T?(z)|x és T?(x)|; kevers transzfor-
macio.

A T(K) = [57—5 725) mig To(J) = [, 5] Mivel minden = € K-ra
x > ¢, igy a T.(z) jobb oldali 4gat kell ra alkalmazni, ami monoton csok-

kend, ezen az intervallumon a maximuma T.(w) = a minimuma pedig

3
7—4c’
T.(c) = ﬁ. gy T.(K) = [ﬁ,%&] = J. Hasonl6éan J-re: itt nem
igaz, hogy minden = € J-re a T.(z)-nek csak az egyik 4dgat alkalamzhatnank:

726, c|-re a bal oldali agat kell alkalmazni, ez monoton névekeds, igy a

maximum T,(c) = 2, a minimum T,(4¢/(7 — 4c)) = =2 = w. A [¢, 2] -re

1jbol a jobb oldali agat kell alkalmazni, a minimum 7,(c) =

i Tc(7—34c) = 7;40

J és K egymas kozott cserél6dé intervallumok.

a |

3 .
61— & Maxi-

=w. Igy T.(J) = K, ebbdl pedig az kovetkezik, hogy
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T?(z)-et jelolom g-vel. A g egy A-expander, ahol A=min {é, é}z% > 1.
Ekkor g a [c,w] intervallumon monoton névekeds. Valasszuk e-t tgy, hogy
w— ¢ > ¢, ekkor glw — g, w] D [w — Ae,w] és gFlw — e, w] D [w — Nre,w],

és mivel X > 1, lesz olyan k, amire g¥[w — &, w] D [c,w]. Ugyanakkor ezt a

sator mésik felével is el lehet jatszani, hiszen 9(730) = 7%40 végfixpontja J-
ben a g-nek. Lassuk, mi torténik egy olyan itervallummal, amelyikben nincs
benne a fixpont. Legyen I = [d,e]| egy J-beli intervallum, ami tartalmazza
c-t, tovabba legyen v = min{c — a,w — ¢}. Ekkor ¢g(I) tartalmazza w-t, és
g(I)-re teljesiilnek a fenti feltételek. Tegyiik fel, hogy I nem tartalmazza
c-t, ekkor I C la,c] vagy I C [c,w]. Legyen I C [a,c|, ha ¢ € g(I), akkor
készen vagyunk. Tegytik fel, hogy g(I) C [a, ¢], tudjuk, hogy |g(I)| > A - |1],
és mivel A > 1, létezik olyan k, amire \* - |I| > v. Tegyiik fel, hogy k — 1
iteracion keresztiil ¢ ¢ ¢®~1(I), ekkor viszont ¢ € ¢*(I). Tehat tetszoleges
J-beli U, V halmazra teljesiil, hogy 1étezik olyan N, hogy minden n > N-re
g U)NV #0.

K-ra teljesen hasonld a bizonyitas.

Akar agy valasztjuk U-t, hogy UNJ # (), akkor lesz olyan n, hogy ¢"(U) C J,
akar ugy, hogy U N K # (), akkor lesz olyan n, hogy ¢"(U) C K. Mindkét
esetben létezik olyan n, hogy T%(U) U T%“(U) = H, tehat Tz (x) tranzitiv
H-n. Még be kell latni, hogy az entropia nem lehet nagyobb, mint @.
Ez azért teljesiil, mert g-nek az entropiaja kisebb vagy egyenlé mint log(2).
Ugyanakkor g = T% (), €s n-Puop(f) = huop(f™), tehat htop(Tl%) < le@

5 -

13. Megjegyzés. A tétel el6tt hangsilyoztam, hogy H négyzet alaku. Ez

valoban fontos, hiszen tegyiik fel, hogy ¢ < %, ekkor T 62(%) nem a 7%‘26—

ben felvett értékkel egyenls, hanem nagyobb annal, Tf(%)—beli érték pedig

kisebb. Igy egy "rés" keletkezik az értékkészletben, az ebben 1év6 értékeket a

4c
T—4c

veszi fel, ezért ¢ < %—ra a transzformacié semmiképp sem lehet tranzitiv a
H-n.

fiiggvény csupan a fixpont és a végfixpont (=%-) egyre sziikiils kbrnyezetében

Bizonyitds. Legyen J = [726,7%40] és K:[%@v%] ahogy eddig is, és te-
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kintsiik a J U K intervallumot, azon pedig a T?(x)-et. Lathato, hogy a
T2(J) = =g 7o) mig T2(K) = [=2, ). Ugyantgy, ahogy ¢ = fg-ra
belattam, itt is belathato, hogy a T2(J) = J és T*(K) = K egymas kozott
cserél6ds intervallumok a 7.(x)-re nézve. Belatom, hogy tranzitivitas masik
feltétele, nevezetesen, hogy g = T%(z) keverd legyen az intervallumokra meg-
szoritva, nem teljesiil.

A kritikus sav a [T2(3/4), T?(3/4)] intervallum, ebbe az intervallumba csak a
(vég)fixpontok kis kérnyezetében (2.11-es abran sarga teriilet) 1ép be a To.(z)
(igy a g is), és ez a lokalis kornyezet iteraciorol iteraciora szikiil: a pontok

kirepiilnek bel6le. Egy ilyen sdv megléténél a g nem lehet kever6 H-n.

2.10. abra. ¢=3/8

Tekintsiik J-t. A két széle, a (vég)fixpontok minden iteracional globalis mi-
nimumok /maximumok lesznek J-n. A T?(z) < c-kre alkalmazva a £a-ct a
legkisebb érték, amit kaphatunk, az ﬁ = Tc(m) = T?(3/4), hiszen
a £z monoton novekeds, a ﬁ pedig a minimum a T?(J)-n. Ugyanak-
kor ez nem globalis minimum J-n, hiszen a (vég)fixpontokban kisebb értéket

vesz fel. Ha még egyet iteralunk, akkor mivel az értékek nagyobbak, mint
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ezért a ﬁx agat kell alkalmazni, ez viszont monoton csokkend lesz

J-n. Igy az el6z6 lokalis minimum ebben az iterdcioban lokalis maximumma

192¢(1—c)—36. 2
W = Tc(ﬁ) = T2(3/4). Ttt egész pon-

tosan a c-nek az iteraltjairol van szo, amik minden esetben a sator (lokalis)

3
7—4c?
valik, az értéke pedig

minimumat /maximuméat adjak meg a J-n. Igy a lokalis minimum /maximum
kiviil marad a sévon, csakis a (vég)fixpotnok kézelében tud a fiiggvény be-
lépni a kritikus savba. A T?*(z) > ¢ csak azokra a pontokra teljesiil, ahol a
T3(3/4) < T?*Y(z) < T?(3/4). Mivel T,(z) M-expander \ > 1 értékkel, igy
azoknak az x-eknek szama, amikre a fenti egyenlStlenség teljesiil, k — oo-re
0-hoz tart. Ugyanigy T2*1(z) < ¢ a T?**1(z) csak azokra a pontokra tel-
jesiil, ahol a T3(3/4) < T?(x) < T?(3/4), és azoknak az x-cknek a szadma,
amikre ez teljesiil, a A-expanderség miatt szintén csékken.

A K-ra teljesen hasonld a bizonyitas. O

09r

08r

oA AN
D.S—/X X X \ T3(3/4)
m-//\%\ SINANL \\m/\\

03 L
0_24 J K

0.1 T+de T—4c

0 0.1 oz 03 04 05 06 07 08 08 1

2.11. abra. Kritikus sav, ¢=3/8

T

14. Megjegyzés. Ha % >c¢> 4,

akkor a H x f(H) egy allo téglalap lesz,

és T.(x) keverévé valik a H-n.
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Bizonyitds. Legyenek J, K a mér megszokott intervallumok. Lathato, hogy

e
16

hogy T?(z) az egész H = J U K-n kever6 lesz, amibsl mar kovetkezik az

T%(z)|; és T?(x)|k ugyanigy keverdk lesznek, mint a c=-= esetnél. Belatom,
allitas.

A T?(3/4) és a T3(3/4) kozotti részt tovabbra is kritikus sdvnak nevezem, és
G-vel jelolom. A T2(3/4) és T2(3/4) helyet cserélnek a ¢ < {z-hoz képest, igy
a G savban mind a J-beli x-eknek, mind a K-belieknek lesz képe T2(x)-re
nézve, s6t barmely nem elfajulé U € H-hoz létezik k, hogy G C T*(U).
Ez igaz, hiszen elég, ha U valahanyadik iteraltjanak eleme b, ami ugyanugy
belathato, ahogy a tranzitivitas bizonyitasdnal. Ekkor, ha V NG # (0, akkor
készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy U C K \ G, mig V C J\ G. Mivel T?(x)
kevers K-n, ezért U-nak van olyan iterdltja, amelyre G C T**(U). Ekkor
viszont [T3(z), 2] € T*(U). Ugyanakkor J = [-2%-, 2], és T2(z) J-
re megszoritva is kever$ transzforméacio, ezért létezik n, hogy minden m >

nre T([T3(x), 725]) € TMIZAU)), es T([T2(2), ) 0V # 0, fgy

? T—4c ? T—4c
T™(T2R(UY NV # D). O
07 A /\ w N\A /\ T:.{fﬁ-""—l)
N VA4V, WAV VA
/;'/ AM A\)VO VA f\\\\ T2(3/4)
7|k
.-.'I—‘l]r i

1 1 1 1 1
o4 05 06 0F 08 09 1

2.12. adbra. Kritikus sav, ¢ = 0,52
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15. Megjegyzés. Mivel csak egy topologikusan tranzitiv halmazra becsiil-
tem az entropiat, igy el6fordulhat, hogy az entropia az egész [0, 1] interval-
lumon val6jaban nagyobb, mint a H halmazon.

A T,(x) fiiggvény A-expander, és ha ¢ értéke 1 és % kozott van, akkor A > 1.
Ezért minden z € (0, 1)-re létezik olyan k, hogy T*(x) belép a H halmazba,
és TF(z) keverd lesz. Ugyanakkor ha TF(z) kevers, akkor T.(x) is keverd,

ezért a becslés az egész intervallumra érvényes.

07
0Br /‘
05r

04r

2.13. abra. Entropia sav, keverés

12. Allitas. Ha 1—76 <ec< %, akkor T,(x) topologikus entropidja nagyobb mint
log(2)

5 -

Bizonyitds. Ez a 9. Allitasbol kovetkezik. O

16. Megjegyzés. Belathato, hogy T?(z)|k-nak, illetve T?(x)|;-nek van 1o-
patkodja.
Lassuk T?%(z)|; esetet. Mivel T?(x)|; értékkészlete a [m,Tf(i’)/él)], és

50



T3(3/4) > =2, ezért lesz egy L C J, hogy T?(L) = [, T2(3/4)], még-

hozza ez az intervallum tartalmazza c-t. Ekkor viszont J szétesik két disz-

junkt intervallumra, amiknek az értékkészlete T?2(x)-re nézve tartalmazza

[ﬁ, c|-t, azaz J-t.

A 2.13-as abran lathatd, hogyan valtozott az entrépiardl kapott informécio

a keverés miatt: a % <c< % intervallumon az entrépia nagyobb mint @.

2.4. Lopatkok és periodikus palyak

A lopatkotalélas szerencsét hoz ugyan, de magahoz lopatkotalalashoz is sze-

rencse kell. Azt tudjuk, hogy T.(x)-nek nincs lopatkoja, hiszen az értékkész-
lete csupan a [0, 3].
Lehet teljesen vaktaban 16viéldozni, hiszen TF(z)-bol a ¢ és a k is valtozhat.

Valojaban tobbet tudunk a paraméterekrél: mivel ha ¢ > % vagy ¢ < %1,

akkor az entropia nulla, igy csak a ketts kozé es6 tartomanyt kell vizsgalni.
. . 1 7 . P . . .
Azt is tudjuk, hogy ; < ¢ < {; paraméterértékekre a leképezésnek csak paros
periodikus palyai vannak (lasd lejjebb, a periodikus palyaknéal), ezért a k-nak
parosnak kell lennie. Tovabba, mivel a 1—76
log(2)

vagy egyenl6 mint =%=, igy olyan n-loépatkot kell taldlni, amire n/k > 1,

hiszen hyop(T.(z)) > log(n)/k a 3. Kovetkezmény alapjan.

<c< %—re az entropia nagyobb

A lopatkokat szintén program segitségével kerestem meg (kodja és leirdsa
megtalalhato a Fiiggelékben, 7. program).

Nem nehéz 16patkot talalni viszonylag nagy c-kre, pl.:

c=0.7

I1=[0,627;0,653;0,664] = [0,627;0,653] U [0, 653;0,664] ez a két intervallum
lopatkot alkot:

T.(]0,627;0,653]) = [0, 6259; 0.70057], T,([0, 653; 0, 664]) = [0, 6259; 0, 6964] —

T.(0,627;0,653]) N T,([0, 653; 0,664]) = [0, 6259; 0,6964] > [0, 627; 0, 664]

de ez csak azt a becslést tamasztja ala, amit mar amugyis tudunk (azaz, hogy

az entropia nagy c-kre nagyobb, mint log(2)/2).
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Sajnos a keresés nem jart sikerrel nagyobb n/k aranyokra, alig taladltam
"nagy" (azaz n = 2-nél nagyobb) lopatkokat, azt is csak joval nagyobb k-kra,
pl.:
c=0,74, k=6
[0.7261;0.7270][0.7270; 0.7290][0.7290; 0.7310]
TE([0.7261;0.7270]) = [0.7237;0.7467]
TE(]0.7270; 0.7290]) = [0.7237;0.7378]
T°(]0.7290;0.7310]) = [0.7261; 0.7378].
(3

De ez csak egy log(3)/6-0s also becslést ad nekiink.

1
4716

sés: k = 4-re 2-es 16patkok vannak ebben a tartoményban, ami annyit jelent,
log 2)

Egyediil az (%, ) paramétertartoményban volt eredményes a lopatkokere-

hogy itt pozitiv az entropia és legalabb

¢=0.27 | [0.2610,0.2650] U [0.2650, 0.2670]
¢=0.29 | [0.7030,0.7250] U [0, 7250, 0.7340]]
¢=0.31 | [0.6850,0.7140] U [0.7140, 0.7280]
¢=0.33 | [0.2940,0.3100] U [0.3100, 0.3180]
¢=0.35 | [0.3060,0.3250] U [0.3250, 0.3350]
¢=0.37 | [0.6460,0.6890] U [0.6890, 0.7140]
¢=0.39 | [0.6380 , 0.6820] U[0.6820,0.7110]
c=0.41 | [0.3450, 0.3700] U[0.3700, 0.3870]

Amikor a lopatkok cserbenhagyjak az embert, akkor lehet elhtuzni a peri-
odikus palyakat. Mivel a lopatkotalalas erds Osszefiiggésben all a leképezés
Markov-grafjaval, igy bevett dolog a Markov-grafok azon tipusédhoz fordulni,
amelyik a periodikus palyak alapjan all el6. Hogyan fiigg 0ssze a topologi-
kus entropia a periodikus palyakkal? Ha magara hagyjuk példaul a satras
rendszert, és rapillantunk egy id§ eltelte utan, akkor megfigyelve a kiilonbo-
z6 n hosszu palydkat azt vehetjiik észre, hogy nagyobb n-ekre sokkal tobb
palya van, s6t az n fliggvényében az n hosszi palyak szama exponencialisan
né. Ennek az exponencialis névekedésnek az iitemét adja meg a topologikus

entropia. Kézenfekvs az n hossszi palyaknal n hosszu periodikus palyakkal
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kisérletezni, hogy miért, azt a sokat emlegett Markov-grafok valaszoljak meg.

09r

08

07r

0BF

05

04g

03k

02F

01F
Cyy

2.14. abra. Tk(c)

Vizsgaljuk meg c fliggvényében a periodikus pélyakat, azaz tekintsiink olyan
¢ paraméterértékeket, amikre 7,(z) szélsGértékhelye (azaz c) periodikus lesz
valamilyen k£ € N értékre. A kiilonb6z6 periodikus palyakat egy program
segitségével kerestem meg, aminek kodja megtekinthets a Filiggelékben (4.,
5., 6. program). A mechanizmus az abran lathato: a T (c)-t rajzoltattam
ki tobb k-ra, és megfigyeltem, hogy hol metszi az identitas 45°-o0s egyenesét.

Ezutdn meghataroztam pontosan ezeket az értékeket.

17. Megjegyzés. A pontos érték nagy szamitési igénye miatt elére sziikite-

nem kellett a vizsgalandé intervallumot.

Lassunk példaul egy 5 szerint periodikus palyat:

c = 0.68928 — 0.75 — 0.60343 — 0.65659 — 0.71443 — ¢

Rendezziik ezeket novekvs sorrendbe:

xo = 0.60343 1 = 0.65659 75 = 0.68928 x5 = 0.71443 =4 = 0.75
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A kapott Iy, I, I3, I, intervallumok (ahol I; = [z;_,x;]) utjat kéveti nyo-
mon a Markov-graf, amiben az élek kévetkezéképpen vannak: I; — I, ha
I, C f(I).

- o O O

11
0 0
0 1
10

O = = O

A Markov-grafot reprezentalhatjuk az M atmenetmatrixaval, ahol M;; =
1, ha I; — I;, és 0 egyébként. Ekkor a 4. Tétel alapjan, az M matrix
spektralsugaranak logaritmusa alulrol becsli a T.(x) topologikus entropiajat
(ez a 0.68928-ra koriilbeliil 0.54353 lesz).

e e
.-f'“ .rl _f'-‘_l F‘_J. ilhl /

NG
w ®F\®/

2.15. &bra. Periodikus pont (0.68928) fazisképe és Markov-grafja

18. Megjegyzés. Ez a becslés akkor éles, hogy ha a periodikus pont altal
partici6 monoton T*(z)-ra. Gyakorlati megvalositdsa soran ugyanolyan kor-
latokba litkoztem, mint a cikkcakkszam numerikus kiértékelésnél: a monoton

particiohoz exponencidlisan névekedd felosztéas kell a [0, 1] intervallumon.
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A 2.14-es abran lathato "masni" (azaz olyan ¢, amire az iteraciok szama
szerint TF(c) = =2 minden k > 2 egészre) mintha valamiféle vizvélaszto
lenne a periodikus palyak kozott. Jobban megvizsgélva kideriil, hogy valo-
ban errél van szo: ez a pont valasztja el a péaros és a paratlan periédusu
periodikus pontokat, pontosabban ettél a ponttol kezdve jelennek meg olyan
c-k, amikre a szélsGértékhely (c) palyaja paratlan periodusia. Sét, a masni
el6tt barmely adott ¢ paraméterre T, (z)-nek semmilyen x-re nincs paratlan
periodusi palyaja. Keressiik meg azt a ¢y pontot, amire teljesiil, hogy masni.
Mivel T3(c) = =2 kell, igy elegend, ha teljesiil, hogy T7(c) = =2

T T—4c”
3 3

TC(C):m.(l_C):Z
3
c(3/4) T (1—3/4) T
A ﬁ = < teljesiil ¢ = {z-ra.

19. Megjegyzés. Ez egész egyszertien azért van, mert a ¢ > 1—76—ra a T,(x)
kevers, ezért lesznek paratlan periddusi palyai, mig kisebbekre pedig nem
keverd, igy nem lehet paratlan periodusu palyaja.

Lassuk, hogy tényleg lesz olyan ¢ > % és paratlan k, amire T%(c) = c¢. Az
egyszertiség kedvéért keressiink 3 szerint periodikus szélsGértékhelyet. Ekkor

Tf(c):ﬁ. Mivelaﬁgchaigcgi,igy

3 3 9
C16(1—c¢) 4c 64c(l—c)

6408_0) —c megoldésa a (%’ %)_en; c = %(1 —+ vV 13) ~ 0.575694.

T.(3/16(1 - 0))
A

Tobb i és % kozotti c-kre megvizsgalva a periodikus palyakat tjabb also

becslést kapunk az entropiara, ezt a 2.16-os abra illusztralja.

2.5. Konklazié

A sator-leképezés i <c< % értékekre mutat érdekes dinamikat. A ¢ = }l

értékre minden péalya periodikus vagy végperiodikus. A % >c> % értékekre
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2.16. dbra. Entropia sav, periodikus pontok segitségével 4j alsé becslés

a T,(z) topologikusan tranzitiv, illetve kevers alkalmas intervallumon. Igy a

1_76‘m @, nagyobb c-kre pedig > @.

A bevezetésben szot ejtettem arrol, hogy mit is neveznek a szakirodalomban

topologikus entropia ¢ =

kaotikusnak. A topologikus entrépia pozitivitdsa mellett sziikséges a perio-
dikus palyak sdrd volta (ami jelen esetben a (1%, 34] intervallumon teljesiil),
illetve a kezdeti feltételekre valo érzékenység. Az elsérél tudjuk, hogy kovet-
kezik a topologikus tranzitivitasbol.

A kezdeti feltételekre valo érzékenység a kovetkezdképpen fogalmazhato meg:
Az (X,T) rendszer e-érzékeny a kezdeti feltételekre (vagy més néven e-
érzékeny), ha minden = € X-re és x minden U kornyezetére létezik y € U és
n >0, hogy d(T"(z),T"(y)) > €. Az (X, T) rendszer érzékeny a kezdeti felté-
telekre, ha e-érzékeny valamilyen ¢ > 0-ra. Tudjuk, hogy 7T.(x) A-expander,
¢s A = min{, ﬁ} Ekkor a + < ¢ < 3 paraméterértékekre A > 1, és
I = [z,y] esetén, ha T.(x) monoton I-n, akkor |T™(I)| = A\"-|I|, tehat létezik
e > 0, hogy d(T"(z), T"(y)) > €.

Mindezek mellett kijelenthetjiik, hogy % <c< % esetén T,.(x) kaotikus.
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A. fuggelék
Programok

A programokat Matlabban irtam, a kodok ezen a nyelven szerepelnek. Min-
den parancsot, ami nem magatol értet6ds, megmagyarazok. LegelGszor két
alapvet§ programot emlitenék meg, amelyiket altalaban a tébbi is hasznal.

Az els6 egész egyszertien a sator-leképezést szamolja ki:

1. SATOR-LEKEPEZES

1 function y=sator2(x,c)
2 if (x<c)
3 vy=(3/(4xc))*x;
4 else
5 y—(3/(Ae(1-e)))*(1—x);
6 end
7 x=mod (x,1);
8 end
A masik pedig a sator-leképezés derivaltjat szamolja ki:
2. SATOR-LEKEPEZES DERIVALTJA
1 function y=dsator2(x,c)
2 if (x<c)
3 y=(3/(4xc));
4 else
5 y=—3/(4x(1=c)));
6 end
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end

CIKKCAKKSZAMOLO PROGRAM

Ez a program a derivalt segitségével kiszamolja a T.(z) cikkcakksza-
mat, azaz monotoni szakaszok szamat. Az inputjai ¢ és k, azaz hogy
hényadik iterdltnak a cikkcakkszamat szeretnénk tudni. Egyszertien

osszeszamolja, hogy a derivalt hanyszor valt elGjelet (14-19. sor).

20. Megjegyzés. A programban a felosztés exponencialis k fliggvé-

nyében, igy nem lehet til nagy k-ra futtatni.

function cikkcakk=cikkcakk2(c,k)

d=2"(k+9)

x=0:1/d:1;

y=X;

yd=omnes (1,d+1);

for n=1:k

for i=1:d+1
yd(i)=dsator2(y(i)
y(i)=sator2(y(i),c

,e)xyd(i);
);
end
end
y (d+1)=0;
cikkcakk=0;
for i=1:d-1
if sign(yd(i)) =sign(yd(i+1))
cikkcakk=cikkcakk+1;
f(i)=yd(i);
end
end
cikkcakk
if cikkcakk <=1
cikkcakk=0
else
format long
cikkcakk=(log (( cikkcakk —1)))/k

end
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PERIODIKUS C KERESO PROGRAM
Ennek a programnak a segitségével rajzoltatom ki, hogy a T*(c) mikor
metszi az identitast, azaz hogy milyen ¢ paraméterérték periodikus k
szerint. Inputja csupan a k, kiiratja azon y(i)-ket és c(i)-ket, amik
e-nél kisebb tavolsagra vannak, és kirajzolja TF(c)-t.
function period (k)
¢=0:1/10000:1;
y==¢C;
for n=1:k
for i=1:10001
y(i)=sator2(y(i),c(i));
end
end
for i=1:10001
if abs(y(i)—c(i))<0.0001

end

hold all
plot (c,y);
plot (c,c);

end

PERIODIKUS C FINOMITO PROGRAM

Finomitja a periodikus ¢ taldlatokat.

function period2(k,cl,c2)
d=100000000;
c=cl:1/d:c2;
y=C;
format long
for n=1:k
for i=1:((c2—cl)x*d)
y(i)=sator2(y(i),c(i));
end
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11
12
13
14
15
16
17

end

eps=1/(2x1.9%(c2—cl)xd);
for i=1:((c2—cl)x*d)

if abs(y(i)—c(i))<eps

end

PERIODIKUS C-KRE ENTROPIAT SZAMOLO PROGRAM

Ebben a programban nem hivom segitségiil a SATOR2-t, hanem az ele-
jén szamolom ki a sator-leképezés értékeit. Az x vektorban Gsszegytij-
tom a c pont palyajanak pontjait, azaz x = ¢, T.(c), T(c), ..., T*1(c).
Létrehozom y, z csupa nulla k-as vektorokat, hogy névekvs sorrendbe
tudjam rendezni a ¢ palyajanak pontjait. A z vektorban tarolom azt
a sorrendet, amiben a palya elemei eredetileg voltak, y-ban pedig no6-
vekedd sorrendbe rendezem Gket. y-nak a k-adik helyére beteszem c-t,
amennyiben a palya soron kévetkezd eleme kisebb, mint ¢, akkor beso-
rolom elé. Ha nagyobb, akkor berakom c helyére, és c-t sorolom eggyel
elérébb. Az 6sszehasonlitas mindig az y-ban 1évd utolsd elemtdl indul,
ha annal kisebb, akkor Gsszehasonlitom az utolso eléttivel, stb. Igy
mindig névekedd sorrendben lesznek y-ban az elemek (a tovabbiakban
ezek x1, 9, ..., mig az eredeti sorrendjiikben a sorszamukat indexnek
fogom nevezni).

Ezutan az indexeket ciklikussa teszem k szerint, és a tovabbiakban az
u-ban tarolom. Létrohozok egy (k— 1) x (k —1)-es matrixot, ez lesz az
atmenetmatrix. Kitoltom a matrixot a Markov-graf szabélya alapjan.
(A graf pontjai az I, I5, . .. intervallumok, amiket az xy, x5, x3, ... fe-
szitenek ki.) Mivel az elemek novekedd sorrendben vannak, igy sziikség
van arra, hogy adott z; elemnek mi a péalyan az indexe, illetve hogy
az eggyel nagyobb indexd elem hol talalhat6. Ez utobbit h-ban fo-
gom tarolni, h(7) tehat azt jelzi, hogy hanyadik a névekedd sorrendben

az az elem, ahova z; menni fog. Ha tehat I; egy adott intervallum,
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aminek két végpontja z; és x;41, akkor z(j) és z(j + 1) jelzi az indexii-
ket, h(j) és h(j+1) pedig a rakovetkezs index helyét. Tegyiik fel, hogy
h(j) < h(j+41). Ekkor a T,.(I;) a h(j), h(j)+1,...,h(j+1)—1 interval-
lumokat fogja bekebelezni. (Itt sziikség van egy elagazasra (49. sor), ha
h(j) > h(j+1), akkor értelemszerten h(j+1),h(j+1)+1,...,h(j)—1
lesznek a bekebelezendd intervallumok.)
Ezutdn méar csak kiszamolom A spektralsugarat, ebbdl megkapom az
entropiat.
function inter(c,k)
y=c;
for i=1:k—1
if (y<c)
y=3xy /(4xc);
else
y=@Bx(1-y))/(4x(1=c));
end
d(i+D)=y;
end
d(1)=c;
x=d ;
y=zeros (1,k);
y (k)=x(1)
z=zeros (1,k);
z(k)=1;
for i=2:k
for j=k:—-1:1
if x(i)>y(j)
=]
for 1=2:c
y(I=1)=y(1);
z(1-1)=z(1);
end
y(e)=x(1);
z(c)=1ij;
break

end
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end

end

for v=1:k
u(v)=z(v)+1;

end

for

end

v=1:k
for 1-—1:

k

if u(v)>k

end

end

u(v)=mod(u(v),k);

A=zeros (k—1);

for

d=abs (h(j)=h(j+1));

i=1:k
for j=1:k-1
if h(j
for
A(j,
end
else
for
end

Y<h(j+1)
t=1:d

if h(j)+rt—1>k

m=mod (h(j)+t—1,k);

else

m=h(j)+t—1;

end

m)=1;

t=1:d

if h(j+1)+t—-1>k
m=mod (h(j+1)+t—1,k);

else

m=h (j+1)+t—1;

end
A(j ,m)=1;
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1
2

end
end
end
log (max(abs(eig(A))))

LOPATKOTALALO PROGRAM

Ebben a programban az input a ¢ paraméter, illetve a k iteracidoszam.
ElGszor is megkeresem a CIKKCAKK2 programmal a monotonitasvaltas
helyeit T%(z)-re nézve (2. sor), ez lesz a [0,1] intervallum felosztéasa-
nak alapja (z vektorban eltarolva). Készitek egy A métrixot, aminek
nagysaga x méretével aranyos, ez lesz az atmenetmatrix. Az atmenet-
maéatrixot kitoltom a szokasos modon:

Ha teljesiil, hogy T.(x;) < T.(i+1), és Te(x;) < xj,xj41, tovabba
Te(xiy1) > 4,211, akkor A;; = 1. (Vagy forditva, ha T.(x;) >
Te(zis1).)

Ezutéan atvizsgdlom A diagonalisat, ugyanis ha talédlok 1 x 1-nél na-
gyobb csupa egy blokkot, akkor a blokk méretének megfelels k-lopatkora
bukkantunk. A program maradék részében az A atvizsgélasa zajlik, a
p, g, h vektorokban tarolom a lehetséges intervallumok koziil - amik
2-es, 3-as vagy 4-es lopatkot alkotnak - az els6nek a sorszamat. Els6
ranézésre ugy tinhet, hogy elegends erre a p vektor is (amely a 2-es
lopatkokat tarolja), hiszen ha sorszémban két egymast kovetd interval-
lum bukkan fel p-ben, akkor azt gondolhatnank 3-as lopatkénak. De
lehetséges, hogy két csupa egy kettes blokk Osszetételébdl szarmazo
3 x 3-asrol van sz6: azaz ahol a; 3 és as; elemek nulldk. Ezért van
szlikség az a; 3 és ag; elemek vizsgalatara, tovabba a g vektora, amely
eltarolja a 3-as loatkokat, tovabba az a;4 és a4, elemek vizsgalatara
és a h vektorra. A végén megszamolom, hogy hany darab intervallum
bukkan fel h-ban, megkeresem és eltarolom ezeket az intervallumokat
a B vektorban, a végén pedig kiiratom.

function B=int2(c,k)
x=cikkcakk (c,k);
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40

n=size (x);

f=x;

for j=1:k
for i=1:n(2)-1
f(i)=sator2(f(i),c);
end

end

£

A=zeros (n(2));
for j=1:n(2)-1
for i=1:n(2)-1

i (F(i)<f(it1) && f(i)<=x(j) && f(i)<=x(j+1)
&& f(it1)>=x(j) && f(it+l)>=x(j+1))

A(LL,j)=1;

end

iF(f(1)>=f(i+1) && f(1)>=x(j) && f(i)>=x(j+1)
&& f(i+1)<=x(j) && f(i+1)<=x(j+1)

A(iLj)=1;
end
end
end
A;
p=zeros (n(2)—1,1);
g=zeros (n(2)—1,1);
h=zeros (n(2)—1,1);
t=0;
u=0;
e=0;
for i=1:n(2)-2

ifA(,i)==1 && A(i+1,i+1)==

if A(i+2,i42)==1 && A(i+2,i+1)==1 && A(i+2,i)==1
&& A(i,i+2)==1 && A(i+1,i+2)==
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76
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78

if A(i+3,i43)——1 && A(i+3,i+2)——1 && A(i+3,i+1)==1
&b A(i+3,1)==1 && A(i,i+3)==1 && A(i+1,i+3)==1

A(i+2,i+3)==1

e=e-+1;
p(e)=i;
else
u=u+1;
g(u)=i;
end
else
t=t +1;
h(t)=i;
end
end
end
end
h
g
p
z=0;
l=size (h);
for i=1:1(2)
if h(i)>0
z=z+1;
end
end

end
log (max(abs (eig(A))))

end
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Utbszo

Szakdolgozatomban igyekeztem bepillantéast nytajtani a dinamikai rendsze-
rekbe, és koriiljarni bizonyos tulajdonsagaikat (f6ként a kaotikussagot). A
szemléletesség és az pragmaticizmus jegyében egy konkrét rendszert vizsgél-
tam meg elméleti és gyakorlati iton. Az a cél vezérelt, hogy barki, akinek van
némi matematikai el6képzettsége, megérthesse az intervallum-leképezéseken
keresztiil a dinamikai rendszerek és a kaosz fogalmait.

Szeretnék koszonetet mondani a konzulensemnek - Buczolich Zoltannak - a
kritikai észrevételeivel rengeteget egyengette munkamat. Koszonom a csalé-
domnak, hogy tamogattak az 5 egyetemi év alatt és igy létrejohetett ez a
szakdolgozat. Sok segitséget kaptam Varga Zsolttol és Retek Davidtol, akik-
nek matlabos és latexes jartassaguk, valamint mindennemt hozzaszolasuk
szintén jelentGsen elémozditotta a szakdolgozat elkésziilését.

Szeretném ezt a szakdolgozatot Edesapamnak és a Nagymamamnak ajanlani.

Keszthelyi Gabriella

Dorog, 2011. mé&jus 26.
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