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1. fejezet

Bevezeto

Az elmult évszdzadok folyaméan tobb populacio kipusztult, vagy megritkult, mig
mads populécidk elszaporodtak (pl.: kullancsok). Napjainkban szamos veszélyez-
tetett populacio €l, de léteznek a kornyezetiikre karos hatdsu, tilnépesedett fajok
1s. Tobbféle kisérlet van arra, hogy kiilonbozd kiilsd befolydsolassal (€l6hely
rekonstrukcidval) veszélyeztetett populdcidbol, er6sebb, életképesebb kozossé-
geket alakitsanak ki. Kisérletek folynak arra is, hogy jobb szaporodési képes-
ségli, novényeknél példaul gyorsabb érésii, jobb mindségli populécidt fejlessze-
nek ki (génmodositds, keresztezés), bar ezen célkitizések nem mindig a vart
eredményt hozzak, hiszen nehezen szemléltethetd a mddositdsok hossza tavi
hatasa. Emellett fontos a kiilonb6z6 kartevok, parazitdk elleni védekezés is (pl.:
a sz816 gomba betegségei).

Bar a bioldgia tobbségében kisérletekre épiild tudomény, a folyamatok szemlél-
tetése és jobb megértése soran fontos szerep jut a matematikai modellezésnek is.
A bioldgiai kisérletek kielemzése megfelel6 mértékli alapismereteket igényel,
igy a szakdolgozat témdja nem az egyes populdciok (madar, hiilld fajok, stb.)
kozti folyamatok teljes elemzésére irdnyul, hanem az egyiitt é16 populdaciok
egymadsra kifejtett hatdsainak matematikai modellezésére a Lotka-Volterra ko-
evoluciés modell segitségével.

Jelen dolgozat témaja a Lotka-Volterra koevoluciés modell vizsgdlata, példak-
kal reprezentalva.

Els6ként az egyszerlibb populdciddinamikai alapmodelleket ismertetjiik, részle-
tezve a Lotka-Volterra modell alapjat képez6 modelleket (Malthus, illetve Ver-
hults modellt). Ezt kdvetden a dolgozat f6 témdjaként a Lotka-Volterra ko-
evolucids modell stabilitasvizsgdlata keriil kifejtésre.



II. Irodalmi attekintés

A populacié fogalma

Bioldgiai vonatkozédsban a populdci6 azon fajok egyedeit jelenti, amelyek térben
és id&ben egyiitt élnek (Wikipédia). A populacié altalanos jellemzésénél nagyon
sokféle informéciéra van sziikség. Igy fontos annak ismerete, hogy milyen
koriilmények kozott (példaul a kornyezet valtozasai) fordulnak elé a populé-
ci6 egyedei, milyen a kozosség szerkezete, azaz milyenek a kolcsonhatdsai az
6t koriilhatarol6 életkdzosségen beliil. Tovabbi fontos jellemz§je az ivarardny,
a koreloszlas, de f6 érdeklodésre populdciok egyedszdma tarthat szamot.

A populaciédinamika, a populacié jellemzésének alapfogalmai

A populédcidédinamika tudoménya természetes koriilmények kozott egyiittéld po-
pulaciok szamdnak, denzitdsanak és stabilitdsanak térbeni és id6beli alakuldsaval
foglalkozik. A denzitds id6beli dinamikédja fiigg a populaciora jellemzé para-
méterektdl, kiilsd koriilményektdl és elsdsorban azoktdl a populdcidktdl, melyek-
kel az adott populaci6é kolcsonhatdsban all a hozza tartoz6 6koldgiai rendszer-
ben. Altaldban nemlinedris egyenletrendszerek irjdk le, hogy mekkora lesz a
populéci6 denzitdsa egy kés6bbi idopontban és ezek a rendszerek akér kaotikus
viselkedést is mutathatnak. Bizonyos rovarpopuldciok esetében a kaotikus visel-
kedés lehetdségét laboratdriumi kisérletek is alatamasztjdk. Hasonléan kaotikus
viselkedést is mutathat az é161ények versengésének dinamikédja, valamint taplalék-
lancok €s halozatok viselkedése is.

A populédciédinamika azonban éppen a széles gyakorlati jelentdség és érdekl6dés
kovetkeztében nem egységes kialakulast tudomany, hanem tobb egymastdl nagy-
részt fliggetlen szakteriilet ,,szellemi Osszetaldlkozasabol” jott 1étre. Egységes
populdciédinamikai tudoményrol csak a XVIIIL. szdzad végétdl (Malthus, Buf-
fon, Verhulst, Darwin) beszélhetiink, annak ellenére, hogy az ide tartozé vizsga-
16dasok gyokerei az irott torténelemmel kozel egyiddsek.

A fenti populdcidédinamika fogalmét tdgabb értelemben véve mondhatjuk, hogy
masik dga a demogréfia, amely az digynevezett strukturélt populdcidkkal foglal-
kozik. A sturkturdlt populdcidkrdl kicsit késébb a “strukturdlt modelleknél”
beszéliink.

A populéaciobioldgia kiilon szakteriilete a gradoldgia (tomegszaporodastan), a-
mely kizardlag azokkal a populdciddinamikai jelenségekkel foglalkozik, melyek
a katasztrofa-jellegli, robbandsszerti tilszaporoddsokkal kapcsolatosak. Ilyen
jelenségeknek kiilondsen a novényvédelmi prognosztika (kartevd- €s korokozo
invazidk), valamint a kozegészségiigyl monitoring szempontjabdl van Oriasi je-
lentdsége (epidemioldgia), amely olyan gradicidkkal (tomegszaporulatokkal)
foglal-kozik, ahol a vizsgalt populéci6 olyan parazita és/vagy patogén életmodot
folytat, ahol a tomegszaporodds mértéke nem is a kérdéses populécié denzitdsa
vagy egyedsiirisége, hanem egy masik populécié (a gazdapopulacid) fert6zott
(vagy parazitdlt) egyedeinek szdma. Egy jarvany (epidémia vagy pandémia)
terjedésekor ugyanis a szaporodas legfébb gatja nem a gazdaegyeden beliili
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létszam limitacio (bar ilyen is lehet), hanem elsGsorban a gazdaegyedek kozotti
terjedés lehetdsége.

A matematikai modellek ismertetése

A tudomanyos populdciddinamika jelképes sziiletésnapjaként Th.R. Malthus
1788-as ,,Essay on principles of population” c. munkéjdnak megjelenése tekint-
het6. Malthus a human népesség noveke désének iitemét az élelmiszer ter-
melés novekedési litemével 6sszehasonlitva arra a kovetkeztetésre jutott, hogy
az emberiség tulnépesedése torvényszerlien kivaltja sajat forrasainak lesztkii-
1ését, amelyet az €hinség, haboruk, jarvanyok visszatérd hullamai képesek csak
valamelyest mérsékelni [6]. A tilnépesedés problémdinak lekiizdésére a sziileté-
sek korldtozdsat javasolta. Munkdja alapvet6 hatast gyakorolt Ch. Darwin
munkdssagéra, aki az evolicids torténések f6 mozgatderejének a 1étért valo
kiizdelmet (,,Struggle for life”) tartotta.

A tudoményos populédcidkutatds masodik fénykora a XX. szdzad elejére tehetd
(1900-1940), amely a matematikai modellezés héskora volt. Ebben a korszak-
ban a populdcids interakciok, kiilondsen a zsakmany-ragadoz6 kolcsonhatas és
a versengés keriilt az érdekl6dés kozéppontjaba. A legalapvet6bb, manapsag is
tanitott modellek is ebbdl az 1ddszakbol szarmaznak €s nagyrészt A.J. Lotka,
V. Volterra, G.F. Gause, és A.J. Nicholson munkain alapultak. E szerzdk neveit
az Okoldgia legalapvetdbb fogalmai is megorokitették (Volterra-elv, Gause-féle
kizaras, Lotka-Volterra modell, ...). A kovetkezd iddszak az abiotikus tényezdk
szerepére irdnyitotta a figyelmet, kiilondsen rovarok és virdgos novények vonat-
kozédsaban tanulmanyoztdk a nappalhosszisag, id6jaras, valamint csillagdszati
torténések hatdsat, de erre az idészakra (kb. 1940-1960) tehet6é az elsé kor-
struktirds demografiai modell a Leslie-modell megalkotasa is, amely rdirdnyi-
totta a figyelmet az életmenet grafok jelentdségére.

Az 1970-es évektdl a populdciddinamikai kutatdsokra mindinkdbb a komplex
és szintetikus szemlélet volt jellemz8, amelyet szdmtalan iskolara és irdnyzatra
lehetne tagolni. Napjainkban a populdcidédinamikai kutatdsok legfrissebb front-
vonalait a ,,térbeliség” matematikai kezelése, a taplalékhéalozatok szervezddésé-
vel kapcsolatos populdcidédinamikai kérdések és az evolicids 6koldgiai kutatdsok
jelentik, mely jelen dolgozat témdja is.

A tobbi természettudomdnyi teriilethez hasonléan a matematika szerepe a biol6-
giai rendszerekben a térid6 folyamatok tomor leirdsa, a véaltozasok mogott hizo-
d6 mechanizmusok felderitése. Azonban a fizikai vagy a kémiai rendszerekkel
Osszehasonlitva a bioldgiai rendszerek 1ényegesen Osszetettebbek. Egy populé-
ci6 egyedei kiilonboznek egymastol életkorban, 6rokl6dé és szerzett tulajdonsa-
gokban, tovabba az Sket koriilvev6 kornyezet jelentésen kiilonbozhet a tér és az
1d6 tekintetében is. Egy é16kozosségben szamos, sokszor tobb szaz kiillonbozo
populécié egyedei vannak egymassal kolcsonhatdsban, s ezek a kapcsolatok
jellemz6en nemlinedrisak és sztochasztikusak.

Maga a vizsgélat targya rendkiviil 6sszetett és bonyolult, felépitése alapvetéen
hierarchikus. EbbdI kovetkezik, hogy a rendszereket leir6 matematikai model-
lek is nagyon sokfélék €és bonyolultak. Igen 4m, de ezekbdl a nagyon részletes,
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sokparaméteres €s sokvaltozos matematikai modellekbdl dltalanos kovetkezteté-
seket aligha lehet levonni. Ezt a problémat felismerve, az elméleti biologusok
kutatdsaik sordn két irdnyt kovetnek. Az elsd irdnyzat (hasonl6an Lotkdhoz és
Volterrdhoz) igyekszik minél egyszer(ibb, a folyamat 1ényegét megragadé un.
stratégiai modellek segits€gével minél sz€lesebb korben érvényes megéllapitaso-
kat nyerni, a masodik csoport egy-egy miikddésében jobban ismert rendszert
igyekszik minél pontosabban leirni tn. részletes modellekkel (ahogy egykor
Ronald Ross is tette).

Alapmodellek attekintése

A modellek tobb médon osztalyokba sorolhatok: vizsgalhatunk egypopulacios
illetve tobb populdcios modelleket, klasszikus, vagy strukturdlt modelleket. A
vizsgalatnal az is fontos hogy a modell diszkrét, vagy folytonos, mivel ezek
viselkedése mds matematikai médszerekkel vizsgdlando.

Els6 1épésként a Lotka-Volterra modell kifejlesztéséhez sziikséges egypopulaci-
0s klasszikus alapmodelleket ismertetjiik (Malthus, Verhults), ezutdn megemli-
tiink par olyan alapmodellt, melyek nem kapcsolddnak kozvetlen a Lotka-Volter-
ra modellekhez (késleltetett, Leslie). A bevezetés végén ismertetjiik a Lotka-
Volterra modellt altaldnosan, majd annak par klasszikus modelljét, tovdbba a
Koevolucids Lotka-Volterra modellt.

Az alapkérdések, hogy a vizsgalt populdciok mikor képesek fennmaradni, il-
letve egyiittélni. Erre a kérdésre dltalaban differencidlegyenletek kvalitativ tulaj-
donsédgainak vizsgalataval kaphatunk valaszt, ahol a differencidlegyenleteket az
ismert kdlcsonhatasokat modellezik; €s a kolcsonhatdsok paramétereit bioldgiai
mérésekre alapul6 becslésekkel szokds megadni. A tipikus vizsgélatok egyen-
sulyi allapotok 1étét, mozgaspalydk stabilitdsi sajatossdgait hatarozzdk meg a
modell paramétereinek fliggvényében. Az eredmények rendszerint kozvetlentil
értelmezhetdek, mint egyiittélési-feltételek.

A matematikai kozelitésmod legnagyobb haszna az, hogy pontosan specifikdlja
és logikailag 0sszefiiggd, analitikusan kezelhetd formdba Onti a vizsgalt populéci-
oval kapcsolatos egyszerl feltevéseket, a modellek matematikai médszerekkel
torténd analizise végsd soron csupdn ezen feltevések logikai kdvetkezményeit
adja meg. Az analitikus modszer elvi korlatja is matematikai természetli: a
modellek nem bonyolithatok tetszés szerint, mert a valtozok, ill. a paraméterek
szdmanak novelése nagyon gyorsan analitikus tton kezelhetetlenné teheti a di-
namikus rendszereket.

1.1. Egypopulaciés modellek

Tekintsiink egy populdciét, jelolje P(t) a populacié egyedeinek szamadt, p, a
kezdeti denzitasat, 5 és p a sziiletési, illetve a haldlozasi ratat, azaz annak
valésziniiségét hogy egy egyednek utddja sziiletik, illetve meghal. Az egysze-
riibb (klasszikus) modellek felallitasa sordn a korcsoport szerkezetét nem vessziik
figyelembe, azaz a fiatal és oreg egyedeket egyforma képességekkel tekintjiik,
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ekkor a ratak konstansok. Tegylik fel tovabba, hogy nincs szezonalitas, el-
lenkez6 esetben csak diszkrét modellekkel vizsgalhatndnk a populdci6 alakuldsét
(pl.: nincs kijelolt szaporodasi iddszak, stb.). Ezentul feltessziik, hogy a popula-
ciéban nincs ki- illetve bedramlés.

Az Osszetettebb modelleknél a ratdk valamilyen valtozoktol fligghetnek (kor-
osztaly, 1d0, egyedszam), ezt roviden szemléltetjiik a kovetkezd alfejezetben.

1.1.1. A Lotka-Volterra modellek néhany ésszertiisito feltétele
és az azokhoz kapcsolodo modellek

Ebben a paragrafusban a teljesség igénye nélkiil megemlitiink két bioldgiai szem-
pontbdl fontos jelenséget, amelyeket a Lotka-Volterra modell nem vesz figyelem-
be, roviden utalunk ezen jelenségeket (késleltetett hatds, populdcid struktira)
leiré matematikai modellekre is.

Késleltetett modell

Fontos megallapitds, hogy a populacié méretének aktudlis valtozasit az den-
zitds kordbbi értékei is befolydsolhatjdk, foképpen a tenyészidS, hiszen egy
adott id6pillanatban szaporodé egyedeke szama jelentOsen fligg ezen egyedek
megsziiletése és felnovekvése alatti kiils6 koriilményektdl és ugyanezen iddszak
alatt az adott populdciéval kolesonhaté més populacidk egyedszamatél. Igy a
modellt érdemes kib3viteni néhdny P(t — T;) értékkel. Az igy feldllitott modellt
késleltetett modellnek hivjuk.

Egy egyszerlibb egypopulécids példa a késleltetett modellre a Verhulst modell
kovetkez6 modositasa, mely figyelembe veszi a 1" id6vel kordbbi denzitast is:

N(t) = rN (1) [1 - M}

K

ahol r, K, T pozitiv konstans. Altaldnosan elfogadott tény, hogy e modell job-
ban megkozeliti a populacié valésigos fejlédésének menetét, hiszen a korabbi
denzitasok ismeretével egyre tobb informdcidt kapunk a varhat6 véltozasokrol.
A modell nehézsége, hogy példankban: 7' nagysigrendjétdl fiigg a populacio
stabilitdsa. Tovabbad a modellt kibGvithetjiik tobb idSpontbeli denzités figyelem-
bevételével, s bar igy egyre pontosabb eredményt kapunk, a modellhez tartozé
differencidlegyenlet €s a hozza tartoz6 folytonos kozelités vizsgalata egyre ne-
hezebbé valik.

Strukturalt modellek

Strukturalt populaciordl akkor beszéliink, ha a populécié egyedei a szaporodés
szempontjabol nem egységesek, hanem 4l elkiilonithetd osztilyokba sorolhatdk.
strukturaltsdgot okozhat példdul a szexuélis és aszexudlis generaciok nemzedék-
valtakozasa (levéltetvek, kolonidlis novények, gombdk), a karsztok kialakuldsa
(példaul hangyak, termeszek), de a legfontosabb strukturdl6 tényezd mégis az
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egyedfejlodés jelensége, valamint (ezzel Osszefiiggésben) a populacié életkori
eloszldsa. Példaul metamorfézis jellemzi szdmos rovar, kétéltl allatpopulaciod
fejlodését (béka: larva-ebihal-kifejlett béka, lepkénél: pete-larva-bab-lepke).
populdciédinamikai jelent6sége, hogy a metamorfézisban fejlédé populaciok a
kiilonb6z6 szakaszokban masként taplalkoznak, mas-mas ragadozé fajok tdma-
dasaival kell szembenézniiik, s csak végso fejlodési szakaszukban (béka, imago)
képesek szaporodni.

A Leslie modell diszkrét idej strukturdlt modell, melyben a populéciét cso-
portokra, példaul korcsoportokra, vagy allapotokra(pete, larva, kolyok, felnétt)
osztjuk, majd azt vizsgéljuk, hogy egy idéegység(egy év, ciklus stb.) alatt mi-
lyen mértékd valtozas éri a populacioé kiilonb6zd korcsoportjait. Az dllapot-
stuktura-modell a Leslie modellnek olyan populdciéra valé tovabbfejlesztésé-
nek tekinthetd, ahol feltessziik, hogy 1étezik olyan allapot, melyben eltdltott id6
nem egyenletes (pl.: larva egy vagy két id6egység utan alakul babbd). Mindkét
modellnél matrixszal adjuk meg a csoportok kozti 6sszefiiggést.

1.1.2. Klasszikus kiindulasi modellek

Tekintsiik tehat a 5-t és u-t allandénak, r :== 5 — p .

Malthus modell

Tekintsiink el a kornyezet fenntart6 képességétdl, példaul lakhely, élelem, stb..
Ekkor az aldbbi differencidlegyenlettel irhat6 le a modell

P(t) = (8 — p)P(t) = rP(t), P(0) = po

A differencidlegyenletbdl egyszerdi szamoldssal kapjuk a folytonos megoldast
P(t) = Pye™, igy a Malthus modellben a populdcié denzitdsa r fiiggvényében
harom mddon alakulhat: » = 0-ra konstans, r < 0 exponencidlisan csokken,
végiil » > 0-ra exponencidlisan n6. Ha a modellel egy természetbeli folya-
matot kivanunk kozeliteni, azonnal feltlinik, hogy » > 0-ra a populdcié den-
zit4sa tart a végtelenbe, a val6sdgban olyan folyamat viszont nem létezik, mely-
ben a természet eltarté képessége végtelen lenne. Igy sziikség volt a modell
tovibbfejlesztésére.

Verhults modell

Nem sokkal Malthus haléla utdn, a belga P. F. Verhulst elkészitette a réla el-
nevezett Verhulst-féle modellt (mas néven: logisztikus modell), mely a Malthus
modell egy finomitdsa, a feltételrendszer kibdvitéseként alkalmazta azt, hogy a
populécié szaporodasanak vizsgalata sordn a természet eltartoképességét(K) is
figyelembe kell venniink. fgy ha a populdcié denzitisa nd, ahogy K értékhez
kozeledik, a novekedés folyamata lelassul. Verhulst tehat definidlta /-t, mint a
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természet eltarté képességének korlatjat. Tovabbra is eltekintiink a ratdk idébeli
véaltoz4satol, azaz K is konstans. Igy a differencidlegyenlet az aldbbira médosult:

P(t)

P(t) =r- P(t) ( — 7) ,P(0) =P,

Melybdl konnyen levezethetd, hogy a populdcié méretének alakuldsa az id6
fliggvényében:

B Py K -e"

N K—l—Po-(e”t—l)

P(t)

A Malthus modellhez képest a korlat miatt mir nem tud a végtelenhez tar-
tani a denzitds, s6t a denzitds pdlydja a kezdeti feltétel (F)) szerint: Fy > K
esetén a denzités logaritmikusan csokken (a fitnesz ekkor negativ) és tart /{-hoz,
K > Py > 0 esetén a denzitds szigorian monoton nd (% alatt exponencidlisan,
felette logaritmikusan) €s szintén K -hoz tart. Természetesen Fy, = 0 esetén
konstans 0 a denzitds. Megjegyzendd, hogy ezen Verhults modell a korldtos
eltartd képesség egy specidlis példdja, emellett természetesen bevezethetnénk
alsé korlatot is, hogy alacsony denzitds mellett példaul kihalhat a populacié.

denzitas (P)
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i3 (1)

1.1. abra. Verhults modell K = 2-re



1.2. Lotka-Volterra modellek

A természetben egymds mellett €16 populdciok hatdssal lehetnek egymadsra, igy
sziikségszerl bevezetni tobb populécié véltozasdnak egyiittes vizsgalatit, ahol
a modelleket tobb populécidra kiterjesztve vizsgaljuk.

Igy fontos, hogy megvizsgaljunk két, illetve tobb populciés modelleket is.
természetesen egy teriileten rengeteg kiilonbozd populacié €lhet, de sok adat
birtokdban egyre pontosabb képet kaphatunk a varhat6é denzitas-valtozasokrol.
Az alabbiakban a szakdolgozat tém4jat ado legismertebb tobbpopulécids Lotka-
Volterra modelleket ismertetjiik. Az eredeti Lotka-Volterra zsdkmany-ragadoz6
alapmodell a kovetkezd

i =z(a— By)
y=—y(y— o)

Ahol z,y a fajok denzitasa (> 0), tovabba «, 3,~,0 > 0 konstans értékek, is-
mertetésiik a késdbbiekben (altalanos modell).

A Lotka-Volterra modellrdl dltaldnosan: A modell tobbpopulédciés modell révén
a kiilonb6z6 populacidkhoz tartozd, illetve a populdcion beliili egyedek egymasra
kifejtett hatdsait veszi figyelembe. A hatdsok leirdsanal denzitasoktol, illetve a
populacio jellemzditdl fiiggd fliggvényeket hasznalunk, melyekbe elre beépitjiik
a Verhults modellben ismertetett korlatokat. A Lotka-Volterra modell a kovetke-
z8képpen épiil fel: Legyen n populécid, p; az i-edik populédcié denzitasa(egyedek
teriiletre vonatkoztatott ”stirlis€ge”, azaz az adott populdcid denzitdsa), természe-
tesen alapfeltétel p; > 0, illetve r; belsé novekedési ratdkat - melyek az den-
zitastol €s a tobbi populécid hatdsaitdl fiiggetlenek - az adott populécié kvali-
tativ tulajdonsagai hatarozzak meg (pl.: sziiletés, halalozas stb.). Az i-ik popula-
ci6 fitnesze (f;) ezen r; rata mellett tartalmazza a populdciék egymadsra kifejtett
hatasat is, mely a modelliink esetében p;e;;p; (a j-edik populaci6 i-edikre kifej-
tett hatdsa) alakban adhat6k meg, ahol e;; € R konstans. A fitnesz kifejtve:

fi(P) =1+ Zeijpj
J

Igy a Lotka-Volterra dltaldnos differencidlegyenlet rendszere a kovetkezéképpen
adhat6 meg

Di :Pi(ri—i-zeijpj) (1.1)
j=1

ahol p; > 0 azi-edik egyed szadma, a zarojelbeli rész az i-edik populdcié minden
egyedére érvényes fitnesze, mely p;-ktdl linedrisan fligg.
Vektoridlisan leirva

P = diag(p1,--- ,pn)(r + EP), (1.2)

aholr = (r1,--- ,ry)" és P = (p1,- -+ ,pn)" oszlopvektorok, tovdbba E a e;;-k
alkotta nxn-es matrix. Ahol P-t mindig a pozitiv ortansban (R} ) értelmezziik.



A modellek tobb tipusra bonthatdk ([15]):

1. Versengés (Lotka-Volterra, Gause modellek): versengés egy vagy tobb
korlatozott készletért. Pl. farkas-roka, nyul-kecske, stb.. Versengd kap-
csolatban e;; < 017 # j.

2. Zsédkmany-ragadoz6 ( Lotka-Volterra-modell): az egyik populaci6 taplalé-
ka a masik populécid. Pl. réka-nyul, herny6-madér, herny6-eperlevél. Ha
v aragadozo, j a zsakmany: e;; > 0 és ej; < 0.

3. Parazitizmus: a parazitdk olyan él6lények, melyek taplalékukat egy, vagy
néhiny gazdaszervezett6l nyerik, annak karokat okoznak, de lehetséges,
hogy nem pusztitjak el a gazdatestet. Péld4ul: fagyongy-harsfa, kullancs-
emldsok. Ha az i-ik és a j-ik populaci6 ilyen kapcsolatban van. Ha
parazita €s j a gazdatest: e;; > 0és e;; < 0.

4. Szimbidzis, mutualizmus: Pl.: Gomba-Fa: mindkét populdcié profitdl a
masik jelenlétébdl, ekkor e;; > 014 # j.

5. Kommenzalizmus: egyirdnyu kapcsolat, ahol az egyik populdcié szamara
pozitiv, a masikra nézve semleges a hatés - példa: a fardl lehullott gyii-
molcs elfogyasztasa - ¢;; > 0 €s e;; = 0.

6. Amenzalizmus: egyiranyu kapcsolat, ahol az egyik populdcié szdmara
semleges a masik szdmdara negativ a hatds - példa: tehén eltapossa a
veteményt - e;; = 0ésej; <0

7. Neutralizmus: a két populédcio kapcsolata semleges, azaz e;; = ej; = 0.

Ezen modellek koziil a tovdbbiakban a versengd és zsakmdény-ragadoz6 mo-
dellekkel foglalkozunk részletesebben, alapfeltételnek tekintve, hogy e;; < O.
Itt érdemes megemliteni, hogy e;; < 0 nem csak egy logikailag elvart tulaj-
donsdg, hanem éaltaldban életszeri is, példaul az azonos populdcioba tartozé
egyedek altaliban megkiizdenek egymadssal a fennmaraddsért, de tobb fajnal
el6fordul, hogy az egyedek elfogyasztjak egymadst (kannibalizmus).

Az egymds mellett él6 populdcidk denzitds véltozdsdnak kovetését stabilitds
vizsgélattal végezhetjiik el. A modellek jelentds részénél sajnos az analitikus
megoldas nem meghatdrozhato, igy célunk, hogy lokalis, vagy akar globdlis
fazisképpel tudjuk szemléltetni a populdciok denzitdsdnak alakuldsat. A sta-
bilitds vizsgalatnal el6szor is meg kell keresniink az egyensulyi pontokat, hiszen
ott ismert a palya (maga a pont). A késGbbiekben érdemes megvizsgélni a
Ljapunov stabilitast, mivel ha az teljesiil megfelel6 Ljapunov fiiggvényre, a sta-
bilitdsrol globdlis fazisképet kapunk. Tovabbd, megvizsgalhatjuk a stabilitast
linearizaciés modszerrel, mely dnmagadban csak lokélis fazisképeket ad az e-
gyensilyi pontok kornyezetében. Szemléltetésnél fontos lehet a izoklina-vizs-
gdlat is, melynek segitségével az izoklindk kozelében meghatiarozhat6 a palyak
mozgéasiranya is.

Péar széban szemléltetjiik a Ljapunov-féle, illetve a linearizaciés moddszerrel
végzett stabilitdsvizsgalatat:
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1) Ljapunov-féle stabilitdsvizsgalat:

Vizsgéljuk meg a differencidlegyenlet rendszer egy P* egyensulyi pontjdnak
stabilitasat a kovetkezd Ljapunov fiiggvény segitségével:

V(P) = — Zdi(pflog(pi) — i)

Konnyen belthat6, hogy V (P) globilis minimuma P*-ban van. Igy, ha P* tel-
jesiti a megfeleld tovabbi feltételeket (1asd Appendix 4.3.1), akkor P* globdlisan
stabilis, vagy globdlisan aszimptotikusan stabilis lesz az Ljapunov fliggvény
értelmez€si tartomanyara nézve.

Megjegyezziik, hogy a késébbiekben feltessziik, hogy 1étezik belsé egyensu-
lyi pont (P*), s ekkor azt vizsgéljuk, hogy milyen feltételek mellett teljesiilnek
a globdlis aszimptotikus stabilitds feltételei. Igy a tovdbbiakban a Ljapunov
fliggvényen a bels6 egyensilyi ponthoz tartozé Ljapunov fiiggvényt értjiik. Ezen
Ljapunov fiiggvényhez tartozik P* globdlisan aszimptotikus stabilitdsa tekin-
tetében egy fontos elégséges feltétel: 2 VL-stabilitasa. (1asd 3.3.1. Definici0).

2) Linearizaciés modszer:

A lokdlis stabilitdsvizsgdlat fontos modja. A linearizdcids modszer segitségével
megadhatjuk az egyenstlyi pontok kornyezetében a palya viselkedését, mely
fontos, hiszen a globdlis stabilitishoz nem sziikségszerl a Ljapunov-féle sta-
bilitds, illetve VL-stabilitas feltételeinek teljesiilése. Ha a lokalis stabilitdsvizsga-
lat utdn fazisképpel szeretnénk a palydkat szemléltetni érdemes elvégezniink
egy izoklina vizsgélatot is, mely segitségével megkapjuk, hogy az izoklindk
mentén milyen irdnyban mozog a palya. Bar a stabilitas segithet, hogy az
egyensulyi pontok kornyezetében merre mozog a pélya, bizonyos alakzatok,
példaul centrum, illetve nyereg esetén lokalis vizsgélatnél felhaszndlhaté az
izoklinds vizsgalat is.

1.2.1. Megjegyzés.

Lokalis stabilitdsvizsgalatndl dltalaban nem kapunk globdlis fazisképet. Szemlél-
tetésként célszer(i az Osszes egyensulyi pontbeli lokdlis stabilitds megvizsgalasa,

hiszen, ha egyik egyensulyi pont globdlisan aszimptotikusan stabilis, akkor a

tobbi egyensulyi pontok lokdlisan is instabilak, hiszen ha egy pont globdlisan

stabilis, illetve instabilis, akkor lokalisan is stabilis, illetve instabilis. Forditva

nem elég feltétel, hogy csak egy egyenstlyi pont lokdlisan aszimptotikusan sta-

bilis, a tobbi instabilis, mivel periodikus palyak még létezhetnek.

1.3. Koevolucios Lotka-Volterra modell

A koevoliciés modell a kovetkez6képpen €piil fel. Legyen n populacidnk, min-
den populacio szaporodasit a fitnesze és a populaciok denzitasa hatarozza meg.
Minden populédciéhoz rendeliink egy paraméterteret, mely tartalmazza hogy az
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adott populdci6 egyedei milyen kolcsonhatédsi paraméterekkel rendelkezhetnek
sajat, illetve a tobbi populacié egyedeivel szemben. A koevoluiciés modelleknél
ugy tekintjiik, hogy az egy populdcidba tartozé egyedek is tobb csoportba sorol-
haték, melyeknek r; belsé novekedési ratajuk megegyezik, kdlcsonhatési para-
métereik pedig a populacidhoz tartoz6 paramétertérbdl szarmaznak. Ezen élla-
potteret példaul matrixszal megadhatjuk, ahol az [. populdcié métrixanak (i,j)-ik
eleme az [. populdci6 i-edik csoportba (/;) tartozé egyedeinek a j-edik popula-
ciora kifejtett hatasat adja (megfeleltethet6 egy e;;,-nek.

A biolégidban a muticié uj, eddig nem létezd tipusu egyedek megjelenése,
melyeknek kolcsOnhatési paraméterei eltérnek ,,sziileik” kdlcsonhatasi paramé-
tereit6l. Természetesen a mutdcid sordn nem fordul fel a természet rendje: ra-
gadoz6 mutdnsa ragadozo, préda mutdnsa préda marad. Az egyszeriiség kedvéért
a modellezésnél feltessziik, hogy a belsd novekedési ratijat a rezidens és a
mutans egyedeknek azonosnak tekintjiik, bar a természetben torténd mutaciod
sordn akdr a rata is megvaltozhat (életer6sebb populaciok, melyek tovabb élnek,
stb.). Feltehetd tovabba, hogy a mutdnsok és sziileik kdlcsonhatasi paraméterei
egy adott fajra jellemzd paraméterhalmazbdl szarmaznak.

Bioldgiai szempontbdl a koevoliciés Lotka-Volterra modell egyrészr6l a dar-
wini evolucié minimélis matematikai modelljének tekinthetd, hiszen az 1j, ritka
mutansok sorsa az egész rendszer dinamikus viselkedésétdl fiigg. Masrészrol
az evoluicio-0kologia egyik lehetséges alapmodelljének is tekinthetjiik, ha nem
mutans, hanem tévolrdl bevandorld, vagy behurcolt faj megtelepedése a kérdés.
E két modell k6zott az a kiilonbség, hogy az elsénél a kolcsonhatdsi paraméterek
kotottebbek, ugyanis a mutans hasonlit a sajat rezidenséhez. A masodik esetben
nincs ilyen tipusu bioldgiai megkotés.

Bioldgiai szempontbdl a kovetkezd alapkérdések vizsgalandok:

1) Mikor képes az Gj (mutans, vagy behurcolt) tipus stabilan beépiilni egy adott
rezidens rendszerbe? Jelen dolgozatnak ez a kérdése. [3]

2) Tovabbi kérdések is vizsgalhatok, példaul evolucids stabilitds szempontjdbol
az alapkérdés az, hogy az uj, ritka tipus denzitdsa mikor tart nulldhoz, azaz a
rezidens rendszerbe milyen feltételek mellett nem képes beépiilni. [4]

Példa: egy egypopulaciés rezidens-mutdns modell (1 rezidens 1 mutans,
aszimptotikusan stabil rezidens egyenstllyal):

P =p(r+ enp + €129)

G =q(r+ exp + e22q).

El6szor tekintjiik a rezidens populécié egy dimenzids belsd egyensulyi pontjat
(p*), azaz p = p(r + e11p), melyre p* = —-— > 0. Linearizdldssal konnyen
belathatd, hogy p* akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil belsd egyensulyi

pont,har > 0és ey < 0.
Ezutan a mutdans elterjedésének vizsgalatdhoz a p* egyensulyi pont két dimen-
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ziOsra valo kiterjesztésének @ = (p*,0) stabilitasat vizsgdljuk. Ha @ aszimp-
totikusan stabilis, a muténs rovid idén beliil kihal. Ha instabil, akkor képes
a mutdns beilleszkedni, de a rendszer hosszud tavi viselkedése még kérdéses,
mivel a lokalis instabilitdsdabol még nem tudjuk, hogy az adott dllapotbdl (kevés
mutdns) elinditott folyamat hosszu tdvon mit eredményezhet.

A lokdlis vizsgalatot a (P*, 0) helyen vett Jacobi matrix

pren prern
0 T+ prea

segitségével végezziik el, az aldbbi kozelitést alkalmazva: (lasd Appendix 4.2.2)

Pl | Pen  pen p—p
q ]~ 0  r+pexn q ’
ahol a métrix sajatértékei \y = p*ej; €s Ao = r + pesy. P* aszimptotikus

stabilitdsdhoz tartozé feltétel miatt \; < 0, igy Ao negativitdsat kell vizsgélni.
r = —p*ey1-bbl kovetkezGen Ay = p*(ea; — e11).

1) Ha e;; > es1, ekkor a Jacobi vizsgdlat szerint az egyensulyi pont aszimp-
totikusan stabilis (\; < 0) igy a muténs kihal.

2) Ha e;; < e9;, akkor a mutansnak kedvez a szerencse, hiszen rovidtavon
(lokalisan) képes beilleszkedni, ugyanis ekkor instabil az egyensilyi pont.

3) Ha pedig e;; = e, azaz a rezidens faj egyformén hat mindkét fajra, ez mind
bioldgiailag mind matematikailag fontos eset, mert ekkor a mutans kezdetben
szelektiven neutralis, tovabba van O sajatérték igy csak a linearizdlasbdl nem
kapjuk meg a lokdlis stabilitdst, vagy instabilitist. Egyszer(i szdmitdssal viszont
meghatdrozhatd, hogy ez esetben az (P*,0) pont akkor és csak akkor aszimp-
totikusan stabil, ha eqy < e13.

Osszegezve: a mutdns faj beilleszkedésének megakaddlyozasihoz elégséges
feltétel, hogy r > 0 és ey; < 0 feltételek mellett vagy e;; > es1, vagy e;; = €91
és ega < eg9 feltétel(ek) fennall(nak). A beilleszkedésnek - de nem a stabil
egyiittlétnek - » > 0 és e1; < 0 feltételek mellett elégséges plusz feltétele, hogy
e < €915 vagy ej; = ea1 €S e > e1a.

Végezetiil megjegyzendd hogy a két populéci6 tartds egyiittélésének vizsgdlata

ennél sokkal dsszetettebb (belsé egyenstlyi pont 1étezése, stabilitdsa, globélis
stabilitas, stb.)
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2. fejezet

Probléma felvetés

A szakdolgozat targya:

Kiindulunk egy kétpopulacios (rezidens) rendszerbdl, melynek 1étezik egyértel-
m belso aszimptotikusan stabilis egyensulyi pontja. Majd megvizsgaljuk, hogy
valamely populdcié mutinsit hozzavéve a rendszerhez, milyen 0j (rezidens-
mutdns, illetve mutans-mutdns kozti) kolcsonhatdsi paraméterek elégségesek
ahhoz, hogy a muténs populéci6 képes legyen beépiilni tigy, hogy a tobbi popula-
ci6 is fennmaradjon. Ezt matematikailag ugy értelmezziik, hogy a kétdimenzids
bels6 egyensulyi pont kis mutdns denzitdssal harom dimenzidra vald kiterjeszté-
sébdl indulo palydk egy haromdimenzids belsé egyensilyi ponthoz vagy egy
belsé periodikus palyahoz tartsanak.

Alapfeltételek legyenek a kovetkezok:

1) Eltekintiink a 0 kolcsonhatési paraméterektdl, azaz feltessziik, hogy minden
populacié hatassal van a mdsikra, tovdbbd, hogy az egy populacioba tartozé
egyedek verseng6 kapcsolatban vannak egymdssal. Azaz feltételiink:

Vi, j ey #0, e <0 2.1)

2) Az egy fajhoz tartozo rezidens - mutans populacio belsé novekedési ratdja (r;)
megegyezik. Feltessziik tovabba, hogy r; # 0Vi-re. Pontosabban feltessziik,
hogy versengd modell populaciéindl, illetve zsdkméany-ragadoz6 zsdkmany popu-
lacigjanal r; belsd novekedési rata pozitiv, mig a ragadozo populdcional a rata
negativ.

3) Feltétel: Létezik a rezidens rendszerben pontosan egy belss egyensilyi pont,
a tovdbbiakban jeloljiik P-al.
Induljunk ki az alabbi egyenletrendszerbdl

p1 = p1(r1 + enpr + e1ap2)
Do = pa(ra + €2101 + €29p2),

~ r €11 €12
ri= By =
T €21 €22
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A feltétel azzal ekvivalens, hogy 7 + EQIB = 0 létezik pontosan egy pozitiv
megoldas, melyre algebrai uton kis szamoléssal kapjuk a kovetkezd képletet:

ﬁ _ 1 T9€12 — T1€22 2.2)
detFEy \ 7r1€21 — r2€11

Teht P 1étezésének és egyértelmiiségének sziikséges és elégséges feltétele hogy
det By # 0 (melyet a 2)-ben mér feltettiink). Tovébba a (2.2) képletbSl megkapjuk
annak sziikséges és elégséges feltételét is, hogy P belsd (azaz pozitiv) egyenstlyi
pont legyen, mely most azzal ekvivalens, hogy

sgn(detEs) = sgn(roe1a — r1€99) = sgn(riea; — raeq1) # 0 (2.3)

4) Feltétel: Létezik pontosan egy haromdimenzids belsd egyensulyi pontunk, a
tovdbbiakban jeloljiik ezt P;-al.
A haromdimenzids egyenletrendszerben a kovetkezo jeloléseket hasznaljuk:

€11 €12 €13 (A1
E3 = €21 €22 €23 ri= )
€31 €32 €33 rs

A feltétel azzal ekvivalens, hogy r + E3P; = 0 egyenletnek pontosan egy Fs
megolddsa van, tovabba az a pozitiv ortidns belsejében helyezkedik el. Ennek
alapfeltétele hogy detEs # 0, tovdbba Py = — L5 'y alakban 4ll el6 és minden
koordinétdja pozitiv.

—1 __ adjEs3
By = GeiB ahol

€22€33 — €23€32 €13€32 — €12€33 €12€23 — €22€13
G :=adjEs; = €23€31 — €21€33 €11€33 — €13€31 €13€21 — €11€23 )
€21€32 — €31€22 €12€31 — €11€32 €11€22 — €12€21

a tovabbiakban g;;-vel jeldljik G (i, j)-ik elemét.
A pozitivitdshoz kell:

Vi E erg” >0 (2.4)

5) A Jacobi vizsgalatok soran eltekintiink a 0 valosrészii sajatértékektdl. Ezen
feltétel segitségével elkeriiljiik a nulla valdsrészi sajatértékek okozta vizsgélati
nehézségeket (mely esetleg valamilyen bifurkdciét is okozhat).

Igy a 3)-as és 4)-es feltétel kovetkezménye, hogy ekkor Fs, illetve E, sajatérté-
keinek valdsrésze sem nulla, igy det E5 # 0, det E5 # 0 is teljestil.

6) A vizsgalt modelleknél feltessziik, hogy az Osszetartozé rezidens-mutans

kozott is versengd kapcsolat van, azaz ha 7,7 rezidens-mutans kapcsolatban all,
€5 < 0és €5 < 0.
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A vizsgalat modja:

Vizsgalunk globdélisan (Ljapunov vizsgélat): Ha létezik, csak egy globdlisan

aszimptotikusan stabilis belsd egyensilyi pont (P5), ekkor minden pozitiv ortdns
belsejébdl (int(]R:jr)) indul6 palya P;-hoz tart (hasonléan n-dimenziéban). Ilyen-

kor a kdlcsonhatdsi matrixunk altaldban elég specidlis, példaul a szakdolgozatban
alkalmazott Ljapunov fiiggvényhez tartozo stabilitdsvizsgalatnal az aszimptoti-

kus stabilitds egy elégséges feltétele a VL-stabilitds, amennyiben 1étezik pon-

tosan egy belsd egyensulyi pont.

Vizsgalunk lokalisan (Linearizacios modszer): Feltessziik hogy a rezidens rend-
szer lokalisan aszimptotikusan stabilis bels6 egyenstilyi pontja () 3 dimenziora
kiterjesztve (0-val) instabilis és arra keresiink feltételt, hogy ekkor a harom-
dimenziés belsd egyensilyi pont (Py) létezzen és legyen lokalisan aszimp-
totikusan stabilis. Ekkor csak lokdlisan tudunk vizsgdlddni, esetleg a tobbi
haromdimenzids egyensulyi pont instabilitasa esetén megkapjuk hogy legfel-
jebb valamilyen periodikus pdlya miatt nem tart a (P, 0) kornyezetébdl indul6
palya P5 kis kornyezetébe. Persze, ha létezik sz€ls$ stabilis, vagy aszimp-
totikusan stabilis egyensulyi pontunk, még Osszetettebb vizsgalatot kaphatunk.
Lokdlis stabilitdsvizsgalat targyalasanal fontos szerep jut annak, hogy a kdlcson-
hatasi matrix teljesiti-e a Routh-Hurwitz kritériumot (Appendix (4.2.3)).

2.1. Kétdimenziods vizsgalat ismertetése

2 2

A késobbiekben kiindulési feltételként hasznéljuk, hogy a 2 dimenzids rezidens
rendszer aszimptotikusan stabilis, igy most részletesen ismertetjiik a kovetkezd
2 dimenzios eseteket a konnyebb attekinthetdség kedvéért. Eloszor a versengd,
majd a zsdkmény-ragadoz6 modellekkel foglalkozunk. Mindkett6nél elébb fel-
irjuk az 4ltalanos esetet, s a hozza tartoz6 altalanos alaptulajdonsagokat, majd
a populécidn beliili kdlcsonhatds negativitasa (0, vagy negativ) szerint tekintjiik
at az eseteket. Késdbb olyan modellekbdl fogunk kiindulni melyeknek 1étezik,
egyértelmi kétdimenzids egyensulyi pontja, igy az ide tartozo részeket alahtizas-
sal kiemeljiik, majd az alfejezet végén Osszegezziik.

Az esetek vizsgalata sordn elsGsorban a belsé egyenstilyi pont Ljapunov sta-
bilitasat vizsgaljuk, majd a Jacobi lokalis stabilitdsvizsgdlatndl kitériink a tobbi
egyensulyi pont stabilitdsvizsgdlatara is.

A Jacobi matrix lokalis fazisképekhez kapcsolodo feltételeit az

Appendix 4.2.4.)ben szemléltetjik.

A stabilitasvizsgalatok el6tt rogzitjiik P 1étezésének, egyértelmiiségének €s po-
zitivitdsanak aktudlis feltételeit. Majd elvégezziik a Ljapunov és a Jacobi sta-
bilitasvizsgalatot, végiil a modell szemléltetéseként dbrazolunk néhany pélyat
a bels6 egyensulyi ponttal és az irdnymezdvel egyiitt. A palydk mellett néhany
abréan a Ljapunov fliggvények pér szintvonalat is dbrazoljuk, a Ljapunov vizsga-
lat geometriai szemléltetéseként.
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Egyensiilyi pontok kétdimenzios esetben

Alapfeltevésiinknél levezettiik (4)-es feltétel), hogy a kétdimenzios bels6 egyen-
sulyi pont (P) létezésének és egyértelmiiségének sziikséges és elégséges feltétele:

sgn(det Ey) = sgn(rqoei1a — r1€29) = sgn(ries; — raeqq) # 0.

Ekkor legfeljebb négy egyensulyi pontunk lehet a pozitiv ortdnsban (J3 pozi-
tivitasa és r; elGjele fliggvényében):

(070)7 (07_2> ’ <_£70) 7ﬁ'
€22 €11

Az origé mindig egyensulyi pont, rdadasul Jacobi vizsgalataban a hozza tartozo
lokalis faziskép csak r;-k eljelétdl fiigg, hiszen

J(0,0) = ( "

0 thJ(O, O) =T1T2
0 T2

tTJ(0,0) =T+ .

A szemléltetett modellek soran feltessziik, hogy 1étezik csak egy P belss egyen-
sulyi pont és ennek aktudlis feltételeit is szemléltetjiik.

A Ljapunov stabilitdsvizsgalat soran alkalmazzuk az (Appendix 4.2.1.)-ban leirt
két aszimptotikus stabilitasi tételt és a Lie-derivaltat (L (V)

LV (P) = diei(p; — D) (p; — D))-

A vizsgalatok sordn x; := p; — p;. L;V elGjelének és sziikség esetén tovabbi
feltételeknek vizsgalatdval végezziik a Ljapunov stabilitdsvizsgalatot.
A vizsgélatok sordn a kovetkezd alakban hasznaljuk:

A Ljapunov fiiggvények szintvonalai mentén a palydk mozgésat dbrakkal és
egyszeriibb szamolassal szemléltethetjiik. Mivel x; = p; — p;, igy x; eljelét
megadja, hogy P i-edik koordinatdja p;-hoz viszonyitva merre helyezkedik el,
igy P helyzete befolyasolhatja a Lie-derivalt el§jelét is. Mi most csak azt az e-
setet szemléltetjiik, amikor a valasztott Ljapunov fiiggvényhez tartozé vizsgélat-
nal egy elégséges feltételt a belsd egyensulyi pont aszimptotikusan stabilitdsahoz.
Az alabbi (2.1) abrdval szemléltetjiik két dimenzidban egy altalunk hasznalt
Ljapunov fiiggvény szintvonalait (V (z) = ¢).
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Lyapunov szintvonalak a bels6 minimummal

2.1. dbra. Ljapunov szintvonalak

Az alabbiakban szemléltetjiik a kétdimenziés modellek vizsgilatit versengd,
illetve zsdkmdany-ragadozd modell esetén. Az egyiitthatdink elGjelei most is-
mertek, igy szemléltetés sordn e;; helyett & |e;;| kifejezést alkalmazzuk. A ratdak
(r;) esetén szemléltetésként kiirjuk az elgjelet. A most szemléltetett példakban
Ti, €5 7£ O,Z %]és €4 S 0.

Versengo6 modell 2 dimenzios esetben

Versengd modellnél a differencidlegyenlet rendszeriink:

p1 = p1(7”1 - ‘611|p1 - |€12|P2)
P2 = ]92(7“2 - |€21|p1 - |€22|p2) '

A Ljapunov stabilitasvizsgdlatnal (2.5) most a kovetkez6 alaku:

LyV(z) == diles|ziz;. (2.6)

A versengd modell Jacobi matrixa:

J = - 2‘611‘}91 - ‘612|P2 —1612|p1
—1621|p2 ro — |€21|P1 - 2\622|P2

Kiemeljiik tovabba, hogy az origéban a két populdcios versengd modellnél mindig
instabil csomé van, ugyanis egyszerii szamitassal kijon, hogy a Jacobi matrixunk

az origdban:
. 1 0
J<07 O) - ( 0 Ty ) )

melynek determindnsa és nyoma pozitiv. Koénnyen kiszdmithat6, hogy
(trJ(0,0))2—4detJ(0,0) = (r;—7r3)?, mely pozitiv, igy az origé instabil csomé
(Appendix 4.2.4).
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1) populacién beliili kdlesonhatas nélkiil (e;; = 0) Ekkor a differencial rend-

szeriink '
p1 = p1(7”1 - |€12|p2)
P2 = p2(7"2 - ’621|p1) '

P (T_27“_1)
lea1]” Jei]

mely 7; > 0, |e;;| > 0 miatt bels6 egyenstilyi pont.
Ljapunov stabilitdsvizsgalatndl (2.6) most a kdvetkezd alaku:

LfV(a:) = —x122(dalea | + dileia])

A zaréjelbeli rész pozitiv, igy L,V elGjele pozitiv, ha z; < 0és z; > 017 # j,
illetve negativ, ha z; # 0 és x; # 0 azonos el§jeliek. Ha valamely x; = 0

Lokalis stabilitasvizsgalat Jacobi-analizis): most két egyensulyi pontunk van.

(0,0), P.

R 0 _ leizlre
J(P) = ( le1|r1 e > :
- Izm\ 0

A matrix determindnsa negativ, igy P nyeregpont.

Bels6 pontban

Tehat ebben a példdban a belsé egyensilyi pont lokdlisan bistabilis és az origd
lokdlisan instabilis, igy ezen esetben nincs lokdlisan stabilis egyenstlyi pontunk
sem.

.
\\;\\ -
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T \\: e 5
- /‘///
12 . 2
= TN “
= .
& P i
8 > !
EUET A ‘\—\f\\ S
AT T
z
04
—
T/ P
4
— — —>
0

‘ g ; ; ,
0 04 08 12 16 2
versengd |

2.2. dbra. Versengd modell (bels6 kolcsonhatds nélkiil)

2) Van populécion beliili kdlcsonhatas (a belsd novekedési rata mellett)
a) Legyen példdul e;; < 0, es2 = 0 esetén a versengd modell:

p1 = p1(7”1 - |€11|p1 - |€12’p2)
P2 = p2(7“2 - |621|p1)'
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P ( 72 ’ |€21|7”1 - |€11|7’2) ’
€21 €12 ]ex
melynek int(R3 )-beliségéhez tartozé plusz feltétele: |eq1|ry — |e1q|ra > 0.
Ljapunov stabilitdsvizsgalatndl (2.6) most a kdvetkezd alaku:
LfV(ZL‘) = —d1|611|ZE% - $1$2(d2|€21| + d1|612|).

A zargjelbeli rész pozitiv, igy sgn(x1) = sgn(xs) # 0 esetén a pélydk be-
felé haladnak, persze konnyen belédthatd, hogy ez teljesiil, ha olyan eltérd, nem
0 elgjeltiek, melyekre |zo| elég kicsi |x|-hez képest. Hasonldan, ha |xs| elég
nagy, a palyék kifelé haladnak a Ljapunov fiiggvény gorbéjén.

Lokdlis stabilitasvizsgalat: most harom egyenstlyi pontunk van, hiszen
leaa| = 0, |e11] > 0, tovabba feltettiik, hogy P-hoz tartozé feltétel teljesiil.

T -~
0,0),{ —,0),P.
( )(\611\ )

SzEIs6 egyensilyi pontban (nem az origd):

. —ry B |€‘12\71
T .= (W’O)’J(T): 0 M .
11 le1t]

Bels6 egyensilyi pontban:

_leaa]re _ le1z|r2
D) le21] le21]
J<P) - _leailri—lex1|ra 0 :

le1z]

J(T) nyoma a feltevés miatt negativ, determindnsa pozitiv, igy 7" stabil fokusz,
vagy stabil csomd. P Jacobi matrixdnak determindnsa negativ, igy a belso e-
gyensulyi pont most nyeregpont, mely instabilis, igy P lokdlisan sem stabilis.
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o N e Pt
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o / e \,
/ ot 5
P
I
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08 Lo \
P e g
4 W L
T =iy
P \\
. . . N ‘

05 1 [
versengd 1 belsd kélcsénhatassal

[N}

2.3. 4dbra. Verseng6 modell (elsd populdcidban van kolcsonhatas)
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2) b) A kés6bbiekben hasznalni fogjuk a kovetkezd feltételt:

Mindkét populdcion beliil van kdlcsonhatés.
Most e < O, fgy

p1 = p1(7”1 - |€11|p1 - |€12’p2)
P2 = p2(7”2 - |€21|P1 - |€22’]92)

Tovébba feltettiik, hogy 1étezik belsd egyensilyi pont:
]3: 1 7”1|€22|—7”2|€12|
detEy \ m2len| —rilear|

P belss egyensulyi pont, ha det 5 # 0 feltétel mellett,

sgn(detEs) = sgn(ri|ex| — rale1z]) = sgn(ralein| — rilean]) #0

is teljesiil

Ljapunov stabilitdsvizsgalatndl (2.6) most a kovetkezd alaku:

LfV(.I‘) = —d1’611|l’% — $1$2(d2|621| + d1|€12|) — d2|622|$g.

Megfelel§ d;-k valasztasa mellett L (V' (x) negativitdsahoz elégséges E VL-stabi-
litdsa. 2x2-es F5 VL-stabil akkor és csak akkor, ha e; < 0,detFEs > 0. Most
e;; < 0, igy az aszimptotikus stabilitds elégséges feltétele: detF; > 0. Tehat

detFEs > 0 esetén P globdlisan aszimptotikusan stabilis lesz, hiszen ekkor min-
den palya befelé halad a megfelel Ljapunov filiggvény szintvonalain 4t.

Lokdlis stabilitdsvizsgalat:
Most négy egyenstlyi pontunk van, hiszen e;; # 0.

(& ) 1 T2€12 — T'1€22
070 ] 70 ) 07 T 3 .
(®.0) (|€11| ) ( |€22|> det Ey ( r1€21 — Tra€n )

Sz€1s6 egyensulyi pontokban (nem az origd):

r —r _|€‘12\7i1
Tyi=|——0],J(Th) = e rflé1r1 :
' (’611‘ ) () 0 leulre—lears |2e11|\2 |

- leaa|ri—leralra
Ty = (07 ) 7‘](T2) = ||22221|\7‘2 :
[e22] “eml T2

Hadet E5 > 0717, T; Jacobi matrixdnak determindnsa negativ, igy ekkor mindkét
pont nyeregpont, melyek tengelyei az invaridns izoklindk. Ha detF, < 0 a T;-
khez tartoz6 Jacobi matrixok nyoma negativ, determindnsa pozitiv, tovdbba raj-
tuk 4thaladé izoklindk miatt mindkét pont stabil csomo.

Bels6 egyensulyi pontban

J(ﬁ) _ ( —|€11|pA1 —‘612|pA1 )

—lea|pa —|ea|p2
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Mivel p; > 0 J(P) nyoma negativ, determinansanak eljele megegyezik det Ey
elojelével, igy ha detFy < 0 p nyeregpont, detFy > 0 esetén stabil fokusz,
vagy stabil csomé. Ez lokdlis tulajdonsdg, de ebbdl most megkaptuk, hogy
amennyiben e; < 0, detFy > 0 sziikséges feltétele is a globdlis aszimptotikus
stabilitdsnak.

Az alébbi dbran a szaggatott korok egy-egy Ljapunov szintvonalat abrazolnak.

J o, /_//1_,,
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Versengd 2 belso kélcsénhatassal

0

" e i
P T

N | . , )
0 02 04 06 08 1 12 14 1B
Versengd 1 belso kélcsdnhatassal

2.4. abra. Versengd modell (nincs 0 egyiitthatd, van aszimptotikusan stabilis
belsd pont)

Zsakmany-ragadozo modell 2 dimenziés esetben
p1 = p1(r1 — len|pr — leiz|p2)
P2 = p2(—r2 + |€a1|p1 — [€22]p2)
A Ljapunov stabilitdsvizsgdlatnal (2.5) most a kovetkez6 alaku:
LfV(.T) = —$%d1|€11| + Ill’g(d2|€21’ - d1‘€12|) — $§d2‘€22|.

Itt valaszthat6 olyan d; := ¢; > 0, melyre a kozéps6 tag kiesik, igy

L.V (x) := —zici|en| — x5ca|ean], 2.7)
mely |e;| elGjelétdl (negativ, vagy nulla) fiiggéen azonosan negativ, bizonyos
egyenesek (p; = p1, vagy p» = p2) mentén nulla, vagy azonosan 0 (Vi : e;; = 0)
(lasd lentebb).

Zsédkmany-ragadoz6 modell Jacobi métrixa:

J = r— 2|€11|]91 - ’612|p2 —|612|p1
|lea1|pa To + |ea1|p1 — 2|eaa|pa )

Kiemeljiik tovabba hogy az origéban a két populaciés zsdkmany-ragadoz6 mo-
dellnél mindig nyeregpont, mivel ott a Jacobi matrix

J(0,0) = (78 _32 >
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melynek determindnsa (—r;79) negativ, tovabba p; = 0-dk a két invarians izokli-
na, igy ezek adjak a nyeregpont két tengelyét.

1) Populéacion beliili kdlcsonhatés nélkiil (e;; = 0)

p1 = pi(r1 — |ew2|p2)
Pa = po(—72 + |€a1|p1).

~ r r
P (_2 _1> |
|€21] " |e1z]
mely pozitiv ortidnsbeli.
Ljapunov stabilitasvizsgalat soran 2.7 a kovetkezd alaku:
Ls(x) =0.

Igy ekkor az egyenletrendszer megoldésaihoz tartozé pélydk a Ljapunov fiigg-
vény szintvonalai. Tovadbba a belsd egyensilyi pont globdlisan stabilis, de nem
aszimptotikusan stabilis.

Lokdlis stabilitdsvizsgalat:

Most két egyensulyi pontunk van, hiszen e;; = 0 és a belsd pont a pozitiv
ortansban van
T2 71
0,0), | —,— |-
0:9) (!621” \612|)
J = 1 — |eia|p2 —lexa|pr
|ea1|p2 —7ry + leatlpr )

Bels6 egyensiilyi pontban

R 0 _leialre
J(P) = < lea1|r1 ‘521| ) )

le1z]

igy detJ(P) > 0,trJ(P) = 0 miatt P centrum.
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2.5. 4bra. Préda - ragadoz6 modell (bels6 kolcsonhatas nélkiil)
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2) Van populécion beliili kdlcsonhatds (a belsd novekedési rata mellett).

2)a) 1. eset: Ha ey < 0, e5o = 0 (forditott esetet lentebb
(a) 2. eset”)-ben szemléltetjiik)

p1 = P1(7”1 - ‘611‘]91 - |€12’P2)
Pa = pa(—r2 + |ea1|p1) ’

ﬁ _ ( T2 ’ |€21|7”1 - |€11|7’2) '
|€21] |e12][€21]
Feltettiik, hogy Pa pozitiv ortans belsejében van, mely most azzal ekvivalens,

hOgy |€21|7”1 — |€11|T2 > 0.
Ljapunov stabilitasvizsgalatnal 2.7 a kovetkezd alaku:

Lyi.(7) = —cilen|2t.
x1 = p1—p1 = O-tkivéve L. negativ és (p;, p2) egy nem invaridns izoklina, igy
a rajta indul6 palyak letérnek réla. Ekkor a Ljapunov stabilitdsvizsgalathoz tar-
toz6 Barbasin - Kraszovszkij - tétel teljesiil (Appendix 4.3.1), ugyanis a megolda-

sok koziil csak ¢t — P pdalya mentén dlland6 a valasztott Ljapunov fiiggvény €s
L. < 0. Hasonldan teljesiil a tétel, ha |exs| # 0, |e11| = 0 (a2) eset), ekkor

Lyio(7) = —calean|zs.

Lokalis stabilitasvizsgalat: most harom egyensulyi pontunk van, hiszen ¢;; = 0.
(0,0) ( r ,0) 7 ( T2 |€a1]r1 — |611|r2) '
|€11] |€21] |e12][€21]
SzEIs6 egyensilyi pontban (nem origo)
le12|r1
r - T
T:=(—=,0),J(T) = et ]
<‘€11| ) ( ) ( 0 _|11|‘2611\|21|1 >

Bels6 egyenstilyi pontban

_lexafre _leiz|re
(A) — le21] lea1]
J(P) = _le21|ri—leii|ra 0 :

le1z]

J(T') determindnsa negativ, igy 7' nyeregpont.
J(P) nyoma negativ, determindnsa pozitiv, igy P stabil fokusz, vagy stabil
csomo. Ez lokalis tulajdonséag, a Ljapunov vizsgdlat segitségével tudjuk, hogy

globélisan aszimptotikusan stabilis is.
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2.6. dbra. Préda - ragadoz6 modell (préda kdlcsonhatas)

2)a) 2. eset: Haegy < 0,617 =0
p1 = pl(ﬁ - \612|p2)

P2 = p2(—72 + |ea1|p1 — |eaz|p2).

Ekkor P = (w - >, mely bels6 egyenstlyi pont.

lerzlle21] 7 Jexz]
Ljapunov stabilitdsvizsgalatot 1dsd 2) a) 1. esetben.
Lokdélis stabilitdsvizsgalat:

Itt T = (0, —%) mely nem része a pozitiv ortansnak, igy az ottani faziskép
nem érdekes

EkkOI‘ﬁ — (|822|T1+|612|T2 r1 >

lez|lear| 7 |e1z]
R 0 o leaa|ri+|e1a]ra
_ le21]
J(P) - leaq|r1 _ leaa|rs )
le12] le12]

melynek nyoma negativ, determindnsa pozitiv, igy ekkor P szintén stabil csomo,
vagy stabil fokusz.
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2.7. abra. Préda - ragadoz6 modell (ragadoz6 kolcsonhatds)
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2) b) Késdbbiekben haszndlni fogjuk a kdvetkezd feltételt:

Mindkét populdcidban van kolcsonhatés
Hae; < 0,0 =1,2

p1 = p1(7’1 - ‘611@1 - ’612’172)
Pa = pa(—72 + |ea1|p1 — |eaa|p2).

Most det By > 0.
Tovébba feltettiik, hogy 1étezik belsd egyensilyi pont:

]3: 1 7“1|€22’ —7"2|€12|
detEy \ ralen|+rilean| )
0 < detFEy miatt 919 — 71699 = —|€12|7’2 + ’622‘7"1 > 0és
riea1 — ree1; = |ear|r1 + |err|ra > 0, kiilonben sériil a belsd egyensulyi pont

pozitivitasi feltétele. Ebbdl kapjuk, hogy sziikséges és elégséges plusz feltéte-
liink —’612|’I"2 + |€22|7“1 > 0.

Ljapunov stabilitasvizsgalatnal 2.7 a kovetkezd alaku:
Lye(x) = —afeilen| — z3ca]enl,

mely negativ Va # 0-ra, Igy ekkor a belsé egyensiilyi pont globalisan aszimp-
totikusan stabilis.

Lokdlis stabilitdsvizsgalat:

Most hdrom pozitiv ortansbeli egyensulyi pontunk van, mivel — |e’"222| negativ,

e;; # 0 és P a pozitiv ortans belsejében van.

T -~
0,0),{ —,0]),P.
( )(\611\ )

SzEIs6 egyensilyi pontban (nem origd)

1 - _’612‘|;1_11|
T = E’ 0 ,J(T) = 0 r1les1|+ralern] Jesa|rt )

le11] le1z|

Bels6 egyenstlyi pontban

J(ﬁ) _ ( _‘611‘]5\1 _‘612‘@ ) ]

|€21’ﬁ2 —‘622|Z/7\2

~

J(T) determinansa negativ, igy 7" nyeregpont. Mivel p; > 0 J(P) nyoma
negativ, determindnsa pozitiv, igy P stabil fokusz, vagy stabil csomd. Ez lokélis
tulajdonsag, persze most a Ljapunov fiiggvénybdl a globdlis stabilitast is megkap-
tuk.

Az alébbi dbran a szaggatott korok egy-egy Ljapunov szintvonalat abrazolnak.
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2.8. dbra. Préda - ragadoz6 modell (nincs nulla egyiitthatd, van belsé pont)
(a sz€Is6 egyensuly (1,0) nincs az dbran)

Osszefoglalva a (2.1) feltételt teljesitd kolcsonhatdsi paraméterekkel rendelkezé
modellekre vonatkoz6 fenti vizsgélatainkat a kovetkezd feltételeket kapjuk:

2.1.1. Osszegzés. Legyen egy kétpopuldcids versengd modelliink, melyre (2.1)
teljesiil. Ha detEy > 0, r1|eas| — maleia] > 0 és raleqr| — r1|ean| > 0 feltételek
fenndllnak, akkor a rendszernek létezik, egyértelmii belsd egyensiilyi pontja ( P )
és az aszimptotikusan stabilis.

2.1.2. Osszegzés. Legyen egy kétpopuldcios zsdkmdny-ragadozé modelliink,
melyre (2.1) teljesiil (2/b eset). Ekkor feltéve, hogy az elsd populdcio a zsdkmdny,
ha

r1leas| — raleis| > 0 feltétel teljesiil, akkor a rendszernek létezik, egyértelmii
belsd egyensiilyi pontja (P) és az aszimptotikusan stabilis.
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3. fejezet

Két rezidenshez tartozo koevolicios
Lotka-Volterra modell vizsgalata

A hdromdimenzi6s vizsgélatokndl egyenstilyi pontok jelolése maradjon a kovet-
kezd: P jeloli a rezidens rendszer, P a teljes (n-dimenzids) rendszer belsd
egyensulyi pontjat (2. fejezet ,,alapfeltételek” rész).

3.1. Ljapunov-féle stabilitasvizsgalat

Ljapunov fiiggvény segitségével meghatirozhat6 globdlis aszimptotikus stabili-
tashoz keresiink elégséges feltételeket: Az alapfeltételekbdl (2.1 alfejezet) kiin-
dulva 1étezik pontosan egy P két-, illetve P; hdromdimenzids belsd egyensulyi
pontunk (hasonléan n-dimenzids példanal P Két-, illetve P n-dimenzids belsé
egyensulyi pontunk, bdr itt Osszetettebb alapfeltétel kell az n-dimenzids belsd
egyensuly létezéséhez is). Ezen belsé pontok 1étezését a Ljapunov-féle sta-
bilitdsvizsgalatndl feltessziik, de nem ellendrizziik, mivel most csak a kdlcson-
hatdsi matrixra vonatkoz6 a globdlis aszimptotikus stabilitds szempontjabol elég-
séges feltételeket vizsgdljuk.

Ekkor egy a P-hoz tartozé Ljapunov fiiggvény:

V(P)=— Z d;i(p;logpi — pi),

ahol P* = (p},---,ph), di-k (i = 1,--- ,n) megfelelden vélasztott pozitiv
konstansok. A tovabbiakban n populicids esetben jeldlje E) az elsé k populé-
ci6bal all6 rendszer kolcsonhatasi matrixat, tovabba Dy, := diag(dy, -+ , dy),
ahol k < n.

A fiiggvénynek P bels6 pontban globalis (pozitiv ortdnsbeli) minimuma van,
tovabba a Ljapunov stabilitdsvizsgélathoz sziikségiink van az 4ltalunk hasznalt
Ljapunov fiiggvény LV Lie-derivaltjdra (lasd Appendix 4.2.1). Most a kdvetke-
z0 alakban hasznéljuk:

LiV(P) =) dieijmix;, (3.1)
i,J
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ahol T = p;k — Di» ahol P = (ph T 7pn)t'

3.1.1. Definicié. £, Volterra-Ljapunov-stabil (VL-stabil), ha létezik pozitiv di-
agondlis (D,, > 0) mdtrix, melyre D, E, + E' D, negativ definit, mely azzal
ekvivalens, hogy Z die;jrix; <0V #0([1]; 191/(15.19) )

.3
3.1.2. Megjegyzés. P egyensiilyi pont aszimptotikus stabilitdsdnak egy elég-
séges feltétele a VL-stabilitds ((3.1) és 3.1.1 definicio alapjdn).

Késdbbiekben majd feltessziik, hogy 5 VL-stabil, igy fontos a kdvetkezd allitds,
mely a 3.1.1 definiciébol konnyen beldthato:

3.1.3. Allitas. Egy 2x2-es Fy mdtrix VL-stabil, akkor és csak akkor, ha e;; < 0
és detlEy > 0

3.1.4. Tétel. Ha E, VL-stabil, barmely r vektorra a Lotka-Volterra differen-
cidlegyenlet rendszerének (1.1) létezik pontosan egy globdlisan aszimptotikusan
stabilis egyensiilyi pontja.

Bizonyitds: Ha E,, VL-stabil (Appendix 4.2.1)-nél targyalt Lie-derivalt megfele-

16 D,-re teljesiti a » _ diegzim; < 0Va # 0 (x = (21, ,x,)) feltételt, igy
4,3

a megfeleld egyensulyi pont globdlisan aszimptotikusan stabilis. ([1] 15. 3. 1.

tétel).[]

Igy, ha létezik pontosan egy belss egyensiilyi pont és E,, VL-stabil, akkor

VP # P L;V(P) < 0,igy ekkor P a globdlisan aszimptotikusan stabil belsS
egyensulyi pont. £, VL-stabilitdsdhoz a definici6 szerint elég, ha taldlunk olyan
pozitiv D,,-t, melyre H,, := D, E,, + E! D,, negativ definit.

A VL-stabilitds vizsgélata tulajdonképpen abbdl all, hogy megvizsgaljuk 1éte-
zik-e olyan D,,, melyre H,, negativ definit. H,, szimmetrikus, igy a tovabbiakban
felhasznaljuk a kovetkez6 ismert lemmat:

3.1.5. Lemma. Ha H,, szimmetrikus, H,, akkor és csak akkor negativ definit, ha
sgn(|Hg|) = (=1), ahol |Hy| a H,, kxk-s bal felsé féminordnak (Hy,) deter-

mindnsa. 1gy az elégséges VL-stabilitdshoz olyan E,, kolcsonhatdsi mdtrix kell,
melyre AD,, > 0 mdtrix, hogy H,, -re teljesiil ezen féminoros feltétel.

A tovébbiakban Hj, jelolje H,, kxk-s bal felsdé féminorat.

Vizsgaljuk meg a haromdimenzids (2 rezidens 1 muténs), illetve négydimenzids
(2 rezidens a hozzajuk tartozd egy-egy mutanssal) koevolicios Lotka-Volterra
modelleket VL-stabilitas szempontjabol. Induljunk ki a 2 rezidens faj kdlcsonha-
tasi matrixabol (F»), feltéve, hogy az teljesiti a VL-stabilitast. Mivel Es 2x2-es
matrix, igy VL-stabilitdsa azzal ekvivalens, hogy e;; < 07 = 1,2 és det F, > 0.
Célunk, hogy FEs, illetve F, VL-stabil legyen. Kérdés, hogy milyen plusz
feltételek elégségesek ehhez, azaz mit tudunk mondani e;3,e3; (2 = 1,2,3),
illetve E4 esetén az ejy, e (7 = 1,2, 3,4) k = 3,4 paraméterekrol.
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A VL-stabilitas feltételeit altalanosan is, de f6képpen 3, illetve 4 dimenzids e-
setben fogjuk vizsgalni. Vizsgdlataink sordn a kovetkezd specidlis £,, matrixokat
tekintjiik majd.

D, : dile;j| = djle;|Vi, j (3.2)

Vegyiik észre, hogy ezen feltétel azt jelenti, hogy 3D,, : D,, F,, abszolt értékben
szimmetrikus, azonban a kolcsonhatési eldjelek miatt (példaul préda-ragadozo)
D, E, nem feltétlen szimmetrikus vagy ferdén szimmetrikus. A kolcsonhatasi
eldjelek miatt a D,,-hez tartoz6 H,, leegyszerlisodik:

h;j = 0, vagy h;; = 2d,e;; = 2d;ej;, ahol h;; jelolje H,, (i, j)-ik elemét. A
tovabbiakban feltessziik, hogy az aktudlis F,-re (3.2) feltétel teljesiil.

Most a (3.2) feltétel teljesiilése esetén megvizsgéljuk, hogy két- illetve harom
dimenziéban E,-re mikor teljesiil a VL-stabilitds (elégséges feltételt keresve).

3.1.6. Megjegyzés. n = 2 eset: Fo-hiz létezik Do, melyre (3.2) teljesiil. Ekkor
Ekkor Hy := DoFEy + ELDy €19 és eo eldjelei fiiggvényében a kivetkezd két
alak valamelyikébe hozhato:

. 2C1€11 0 o 201611 2C1612
H2 o ( 0 202622 ) H2 - ( 202621 202622 ) ’

ahol e;; < 0,detFEy > 0 feltételek ekvivalensek Hy negativ definitségével. Tehdit,
ha e; < 0detEy > 0, akkor E5 VL-stabilis.

3.1.7. Megjegyzés. n = 3 esetén megvizsgdljuk F5 VL-stabilitdsdt, feltéve hogy
FE5 VL-stabil. Ekkor

2dyen dye1a + daegr  diegs + dses
Hy = dyeqs + daegy 2dseq daeas + dseso
dyei3 + dsesr  daeas + dsesn 2d3ess

Ezutdn meg kell vizsgdlnunk Hs negativ definitségét is. Fontos hogy Hs negativ
definitségéhez nem csak det Hy < ( feltétel kell, hanem a bal felsé fominorok de-
termindnsainak megfeleld eldjele is. Azaz kell, hogy 2dye1; < 0 és detHy > 0,
melybdl az elsé most e;; negativitdsa miatt teljesiil.

(3.1.5)-bdl kiindulva a VL-stabilitds egy elégséges feltételét keresve vizsgdlodjunk
a kovetkezoképpen:

Keresiink olyan ds > 0, mellyel D,-0t diagondlisan kiegészitve
D3 = diag(dy, ds, ds)-ra (3.2) teljesiil, igy ekkor Hy negativ definitsége tovdbbra

is fenndll s megvizsgdljuk, hogy milyen plusz feltétel (e;;-k) kell Hs negativ
definitségéhez.

3.1.8. Lemma. Mivel eltekintettiink a 0 kolcsonhatdsi paraméterektdl, az, hogy
létezik Ds, melyre (3.2) feltétel teljesiil ekvivalens azzal, hogy

|€12€23€31’ = |€21€13€32|~ (3.3)
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Bizonyitds: = (3.3) mindkét oldaldt szorozzuk be didyds-al, ekkor (3.2) feltétel
miatt az egyenldség teljesiil.

< Tudjuk, hogy létezik dy, ds, melyre di|e1s| = da|ea|, tovdbbd mivel

e;j # 0, igy 3ds : dy|ers| = ds|es1|. Ekkor (3.3)-et ezen két egyenlet segitségével
dtrendezve kapjuk, hogy ds|ess| = dsess|, tehdt (3.2) teljesiil. (]

3.1.9. Megjegyzés. Erdemes megvizsgdini a VL-stabilitds feltételeit 4 dimenzids
eseteknél is (két rezidens és a hozzdjuk tartozo mutdnsok esete), ha feltessziik,
hogy két dimenzioban VL-stabil:

2dyen dieia + dregr  diers +dzesr dieis + dyeq
diers + dyeyy 2dae0: daeoz + dsesy  daeay + dyeyy
dieyz + dzes  daeaz + dsesy 2dzes3 dzezs + dseys
dieyy + dseqr  doeay + daess  dzesy + dseys 2d4eq4

H4:

Ezutdn meg kell vizsgdlnunk H, negativ definitségét. Fontos hogy H, negativ
definitségéhez nem csak detH, > 0 feltétel kell, hanem a bal felsé féminorok
megfeleld eldjele is. Azaz kell, hogy 2die1; < 0, detHy > 0 és detHs < 0,
melybdl az elsé most e;; negativitdsa miatt teljesiil.

(3.1.5)-bél kiindulva a VL-stabilitds egy elégséges feltételét keresve vizsgdlodjunk
a kovetkezoképpen: Keresiink olyan D, > 0 diagondlis mdtrixot, melyre 3.2 tel-
Jjesiil, ekkor Hy negativ definitsége az (3.1.5)-ben szemléltetett feltételekkel tel-
Jjesiil, s megvizsgdljuk, hogy milyen plusz feltétel kell H, negativ definitségéhez.
Mivel eltekintettiink a 0 kolcsonhatdsi paraméterektdl, az, hogy létezik D,, melyre
(3.2) feltétel teljesiil E4-re (4 dimenzioban) ekvivalens azzal, hogy a kovetkezd
kovetkezo két feltétel teljesiil:

3.1.10. Lemma. Feltessziik, hogy (3.3) teljesiil, tovdbbd 3dy : dsles;| = d;|e;s]
1=1,2,3, ekkor (3.2) teljesiil, Vi,j € 1,2, 3, 4-re.

Bizonyitds: (3.3) azzal ekvivalens, hogy 3dy, ds, ds, mellyel (3.2) Es-ra teljesiil.
A mdsodik feltétel szerint dy, ds, ds-hoz Ady : dy|es;| = dileu| @ = 1,2, 3. fgy
ezzel kiegészitve (3.2) teljesiil F4-re is.[]

Megjegyzendd, hogy ezen feltétel nem sokat egyszeriisit a vizsgdlaton, mivel
(ddy)-es részt minden i@ # 4-re meg kell vizsgdlni és ehhez d;-ket i = 1,2,3
is ismerniink kell, igy a négydimenzios dllitdsok sordn egyszeriien (3.2) marad-
jon a kiinduldsi feltétel.

Vizsgéljuk meg a fontosabb modelleket, ahol két rezidens és az egyikhez tartozo
mutans populdcié van, feltéve, hogy (3.3) teljesiil, majd a négydimenzids eset-
ben is (3.2) feltétel mellett. A modelleknél szemléltetésként felirjuk Ej, illetve
FE, kolcsonhatasi matrix el§jeles alakjat, hiszen az eldjeleket a 2. fejezetben
modellek fiiggvényében rogzitettiik.

3.1.1. Versengo6 modell

(Jelenleg mindegy, melyik populaci6hoz tartozik a mutans, ez csak a ’belsd”
egyensulyi pont pozitivitdsdnal szamit (r;, pozitivitas))
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3 dimenzioban (2 rezidens és az egyik mutansa)

_|€11’ —|€12’ —’613’
E=1 —lea|l —lexn| —lexs]
—|€31| —|€32| —|€33’

3.1.11. Allitds. Legyen Es VL-stabil, ekkor ha E; kielégiti (3.3) feltételt, tovdbbd
detls < 0 = Eq VL-stabil.

Bizonyitds: Mivel az dsszes e;; < 0, igy (3.3) teljesiilése esetén 3D3, melyre

2d1€11 2d1€12 2d1€13
Hz = 2dyeg  2dey  2dzess
2dzes;  2dzesy  2dsess

Ekkor H3 negativ definitségéhez det E'5 < 0 elégséges plusz feltétel.[]

4 dimenzidban (2 rezidens és egy-egy mutdnsuk)
Ekkor az elgjeles kdlcsonhatdsi matrix a kovetkezd alakd:

—|€11| —|€12| —|6’13| —lew

E, — —|621| —|622| —|€23| —|€24|
L=

—les1| —leso| —less| —les

—len| —lesw| —less| —leu

3.1.12. Allitds. Legyen Es VL-stabil, ekkor ha Ey kielégiti (3.2)feltételt, tovdbbd
detEs < 0, detE, > 0 = E, VL-stabil.

Bizonyitds: Mivel az e;; < 0,Vi, 7, igy (3.2)teljesiilése esetén 3D,, melyre
teljesiil, hogy
H4 - D4E4

Ekkor H, negativ definitségéhez ekvivalens F, negativ definitségével, melyhez
detEs < 0és detEy > 0 elégséges és sziikséges plusz feltétel.L]

Megjegyzés: Konnyen beldthatd, hogy n dimenzids versengds modellnél (£),,),
ha (3.2) teljesiil és F, VL-stabil, elégséges feltétel, ha sgn(detEy,) = (—1)* k =
3,4,...,n.

3.1.2. Zsakmany-ragadoz6 modell

Itt a helyzet kiss€ leegyszerlisodik, hiszen tobb ellentétes hatdsu kolcsonhatas
all fenn, igy H leegyszertisodik.

3 dimenziéban (1 mutéans)
Két féle mutacio lehetséges aszerint, hogy a ragadozd, illetve a zsdkmany popula-
ci6 muténsa jelenik meg.
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Zsakmany-ragadozé modell zsdkmany muticidval
Ekkor az el§jeles kolcsonhatasi matrix a kovetkezd alaku:

—|€11‘ —‘612| —‘613|
by = |€21| —|€22| |€23|
—|631| —|€32| —|€33|

3.1.13. Allitds. Legyen Es VL-stabil, ekkor ha E; kielégiti (3.3) feltételt, tovdbbd
g22 > 0 = E3 VL-stabil.

Bizonyitds: Ekkor a fenti allitas teljesiilése esetén:

2d1€11 0 2d1€13
H; = 0 2d2€22 0
2d3631 0 2d3633

Melynek determindnsa negativ < goo = e11€33 — ey3e3; > 0.0

Zsédkmany-ragadoz6 modell ragadozé muticidval
Ekkor az el§jeles kolcsonhatasi matrix a kovetkezd alaku:

—|€11\ —‘612| —‘613|
by = |€21| —|€22| —|€23|
|€31| —|€32| —|€33|

3.1.14. Allitas. Legyen E, VL-stabil, ekkor ha Fs kielégiti (3.3) feltételt, tovdbbd
g11 > 0= Es3 VL-stabil.

Bizonyitds: Ekkor a fenti allitas teljesiilése esetén:

2d1€11 0 0
H3 = 0 2d2€22 2d2€23
0 2d3€32 2d3633

Melynek determindnsa negativ < g1 = eg9€33 — €339 > 0.1

4 dimenzidban (2 rezidens és egy-egy mutansuk)
Legyen az elsé mutans a zsdkmany, a mdsodik mutdns a ragadozé mutans populé-
cidja. Ekkor az eldjeles kolcsonhatdsi matrix a kdvetkezd alaku:

—|€11| —‘612| —|€13| —|€14|

B, — |€21| —|€22| |€23| —|€24|
=

—les1| —lesa| —less| —les

lear]  —leaa| leas]  —lead|

3.1.15. Allitds. Legyen E VL-stabil, ekkor ha Ey kielégiti (3.2)feltételt, tovdbbd
e11€33 — €13e31 > 0 €5 egneyy — €94€49 > 0 = FE, VL-stabil.

Az dllitasban megfogalmazott plusz feltétel tulajdonképpen azt jelenti, mivel
most e;; < 0, hogy az Osszetartozo rezidens-mutans populaciok (1. és 3., illetve
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2. és 4. populacio) kétdimenzids kdlcsonhatasi matrixai VL-stabilak.

Bizonyitds: Mivel az 0sszes e;; < 0, igy (3.2)teljesiilése esetén 3D, melyre
teljestil, hogy

2d1eq1 0 2dieq3 0

0 2d2 €29 0 2d2€24
2d3 €31 0 2d3€33 0

0 2d4642 0 2d4€44

Hy =

E, VL-stabilis, igy det(H,) < 0, det(Hy) > 0 teljesiil. Hy negativ definitségéhez
kell még, hogy det Hs < 0 és det Hy > 0 is teljesiiljon.
H3 determinédnsat a masodik sorral kifejtve kapjuk, hogy

detHsz = 8d1d2d3€22(€11€33 - 613631)
melyre ego negativitdsa miatt kapjuk, hogy det Hs < 0 azzal ekvivalens, hogy
£ = ei11esz — ezez; > 0.
Hasonl6 médon H, determinénsét kifejtve kapjuk, hogy

detH, = 16d;dodsds(e11€33 — €13€31)(€22€44 — €24€42)

Ekkor detH, > 0 E?* > 0 feltétel esetén azzal ekvivalens, hogy
E3 .= €90€44 — €94€49 > 0. [

Megjegyzendd, hogy ezen vizsgalat n dimenzidra Kkiterjesztve elég Osszetett,

hiszen mas feltételeket kaphatunk, ha zsdkmany, illetve ha ragadoz6 muténssal
bovitiink tovabb (lasd 1 mutans eset).

34



3.2. Linearizacios vizsgalat

z 2

Eldszor szemléltetjiik, milyen tételeket, Osszefiiggéseket kivanunk a késébbiek-
ben felhaszndlni. Vizsgaljuk meg az éltalanos esetet, bemutatva milyen tételeket,

s 2z

Osszefiiggéseket kivanok a kés6bbiekben felhaszndlni.

A Lotka-Volterra rendszerhez tartozé Jacobi matrix 3 dimenzidban:

enpr + f1(P) e12P1 €13P1
J = €212 eaapa + fo P) €232
€31P3 €32D3 essps + f3(P)

Bels6 egyensulyi pontokban a fitnesz 0, igy ott a Jacobi métrix leegyszerisodik:
J = diag(p}, p5, p3) Es, ahol Py = (p}, p5, p3) a bels6 egyensiilyi pont.
Alapfeltevéseink tovédbbra is fenndllnak.

Célunk: keresni olyan plusz feltételeket, melyek elégségesek ahhoz, hogy 3 di-
menzidban legyen egyértelm, stabil belsd egyensilyi pontunk.

A stabilitds vizsgélatdhoz linearizdlunk, majd az egyensilyi pontokban a sta-
bilitds feltételeit a megfeleld Jacobi matrixok segitségével megvizsgaljuk.

3.2.1. Altalanos eset:

Most az aszimptotikus stabilitdsra és az instabilitdsra a kovetkezd elégséges
feltételeket hasznaljuk. Az alabbi feltételek altalanossdgban véve csak elégséges,
de nem feltétlen sziikséges feltételek, mivel linedris kozelités esetén, ha valamely
sajatérték valdsrésze 0, attol még lehet instabilis, stabilis, vagy akar aszimp-
totikusan stabilis is a vizsgalt egyensulyi pont.

A linearizalt rendszer egyensulyi pontjainak lokalis stabilitdsahoz tartozo elég-
séges feltételek, melyeket a tovabbiakban haszndlunk:

Ha az egyensiilyi ponthoz tartoz6 Jacobi matrix sajatértékei negativ valdsrésziiek
az egyensulyi pont aszimptotikusan stabil. Ha létezik pozitiv valosrészii sajatér-
ték, az egyensilyi pont instabilis.

Rezidens rendszer vizsgalata
Kiinduldsként tekintjiik a 2 dimenzios rezidens rendszert, ahol feltessziik, hogy
i < O, €ij 7é 0:

p1 = p1(r1 + enpr + e1ap2)
Pa = Da(T2 + €211 + €22p2),

melyrdl feltessziik, hogy Fs, 7 olyan, hogy a rezidens rendszernek pontosan
egy bels6 egyensulyi pontja, mely aszimptotikusan stabilis is. Erre példaul egy
elégséges feltételrendszer: detFy > 0, roe19 — 11690 > 0 €s 1197 — r9e1; > 0
elégséges feltételek e;; < 0 mellett, hiszen ekkor £ VL-stabil, tovabba 1étezik
egyértelmi belsd egyensulyi pont, igy az globdlisan aszimptotikusan stabilis.
Vizsgalat részletezése a (2.1)-es alfejezetben.

Mivel modelleinknél feltessziik hogy létezik aszimptotikusan stabil rezidens
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egyensuly, a kés6bbi versengd, illetve zsdkmany-ragadoz6 modellek soran ezen
feltétel vizsgalatatdl eltekintiink, csak a rezidens egyensulyi pont koordinatait
fontos kiszdmolnunk. Igy ezen ,,vizsgdlati pontot” nem szadmozzuk.

1. Elterjed6 muténs:

Ezutan megvizsgaljuk hogy egyik populacio (kevés) mutansaval 3 dimenziosra
kiterjesztve (P,0) egyenstlyi pont mikor lesz lokdlisan instabil, azaz jelen-
legi értelemben véve mikor lesz a hozza tartozé Jacobinak pozitiv valdsrészii
sajatértéke. Egyenlbre r3-at hasznilunk, mert nem kotjiik meg melyik popula-
ci6 mutdnsa, a példaink sordn a rezidens-mutans kapcsolatot majd rogzitjiik.

(71, vagy r2)

3.2.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy Es és r olyan , melyhez létezik pontosan egy
aszimptotikusan stabilis (P) belsd egyensiilyi pont, tovdbbd R

r3 + es1p1 + esapa > 0 (r3 = 11, vagy r3 = ro) feltétel teljesiil, ekkor (P,0)
lokdlisan instabilis.

Bizonyitds:
Kis (¢) mutacional a Jacobi matrix:

. enpr enpi e13p1
J(P,0) = | eauD2 eaps €232
0 0 r3+espr + espr

Itt a Jacobi matrix sajatértékeirdl algebrai dton (A- I3 —J (16, 0) determinansanak
kifejtésével) kdnnyen megmutathatd, hogy kettS a det(.J(P) métrixhoz tartozé
sajatérték, melyek negativ valdsrésziiek, s mindkét Jacobi matrix valds, igy a
harmadik sajatértékrdl tudjuk, hogy valos. A karakterisztikus polinomot konnyen
megkapjuk az utolsoé sor szerinti kifejtéssel:

det(\- I3 — J(]3, 0)) = (A = (r3 + es1p1 + esap2)det(N - Iy — J(ﬁ))

Itt 15, I3 két-, illetve haromdimenzids egységmatrix.

Tgy most azt kaptuk, hogy \; = 73 + 311 + €320, mely valds, tovdbba a masik
két sajatértékrdl tudjuk, hogy negativ valosrésziiek, igy mivel eltekintettiink a
nulla sajatértéktdl, A3 pozitivitdsa sziikséges a (P, 0) pont instabilitdsdhoz. Igy
a kovetkezd feltételt kapjuk:

r3 4 es1p1 + egaps > 00

A vizsgalasra keriil6 modellek sordn majd az 0sszetartozo rezidens-mutans ,,kap-
csolata” miatt (r3 = r1, vagy r3 = 1) ezt a feltétel jobban részletezziik.

Bioldgiai interpreticiéval megfogalmazva ez a kovetkez6t jelenti: a mutdns (3.
populécio) és a hozza tartozoé rezidens (1., vagy 2. populdcid) kolcsonhatasaban
a mutans eldnnyel bir (amikor a rezidensek egyensulyban vannak és a mutans in-
tenzitasa kicsi), igy képes elterjedni, de ez még csak sziikséges és nem elégséges

27 2

feltétele hogy a mutans beilleszkedhessen és stabil belsd dllapot j6jjon 1étre.
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2. Létezik, egyértelmi belsd egyensilyi pont

3.2.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy detFEs # 0 és (2.4) teljesiil, ekkor létezik és
egyértelmii P belsé egyensiilyi pont.

Levezetését lasd a (Problémafelvetés: Alapfeltétek 4) részben)

3. A belsd egyenstilyi pont lokdlisan aszimptotikusan stabilis

Ezutan vizsgéljuk meg P lokdlis stabilitdsdnak elégséges feltételeit, P;-ban a
Jacobi matrix a kovetkez6 alakra egyszertisodik le:

A lokélis aszimptotikus stabilitds elégséges feltétele, ha J( Py) sajatértékei negativ
valésrésziiek, ahol a sajatértékek J(Py)-hoz tartozé karakterisztikus polinom
gyokei. A karakterisztikus polinom:

3 3
det(M3—diag(P*)-E3) = )\3—2 6¢¢pf>\2+ Z giipijA—Hpf-det(diag(P*)),
i=1 i#jtk i=1

ahol g;; a G = adj 3 métrix (2. fejezet) (4, j)-ik elemét, >, gup;jp;, pedig
a gu1psPs + G22pips + gaspips Osszeget jeloli.

A Routh-Hurwitz kritériumra alapozva a kovetkez6 lemméban Osszefoglaljuk,
hogy a fenti karakterisztikus polinom minden gyokének valdsrésze mikor lesz
negativ (akkor és csak akkor feltétel).

3.2.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

3
1. — Ze”pz‘ >0
=1

2. Z giip;py, > 0
ik
3
3. (][ p))detEs >0

i=1
3 3
4. (- Zeiipf) - ( Z 9up;py) + (Hp?)detEg) >0
i=1 i#j#k i=1
A Routh-Hurwitz kritériumot alkalmazva kapjuk, hogy J(P5) sajdtértékei negativ
valdsrésziiek akkor és csak akkor, ha Es kielégiti mind a négy feltételt (a hozzd
tartozo Ps-al).

Megjegyezziik (3.2.3) lemma 3. feltételénél kapott ekvivalencia (detE5 < 0
feltétel) egyszertsiti a (2.4) feltételiinket, igy ha a (3.2.3) feltételei teljesiilnek
Py pozitivitdsdhoz elégséges feltétel:

Vi Y rigi > 0. (3.4)
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A (3.2.3) lemma ekvivalencidjét csak az egyik irdnyba fogjuk hasznalni, nevezete-
sen olyan elégséges feltételeket keresve a lemmabeli négy feltételre, amelyek a
lemmat haszndlva biztositjdk P; lokdlis aszimptotikus stabilitdsat. A vizsgalat
soran elért eredményeket lasd az aldbbi 3.2.4. A4llitdsban és a 3.2.6 megje-
gyzésben.

3.2.4. Allitas. Feltesziik, hogy P; belsé pont. Ekkor, ha e;; < 0, g; > 0,
detEs < 0és

VvV —e11g11 + v/ —e22922 + /—€33933 > \/ —detEs (3.5)

teljesiil (3.2.3) feltétele, igy el6z6 lemmdt felhaszndlva J( P5) sajdtértékei negativ
valosrésziiek, igy Ps lokdlisan aszimptotikusan stabilis.

Bizonyitds: (3.2.3) 1. feltétele:

3
= eup; > 0. (3.6)

(3.2.3) 1. feltételének teljesiiléséhez elégséges feltétel e;; < 0,7 = 1,2, 3.
(3.2.3) 2. feltétele:

G11P5D5 + G22p1 D3 + g33pipy > 0 (3.7)

A 2. feltétel teljesiilésének egy elégséges feltétele, ha g; > OVi.

(3.2.3) 3. feltétele:
3

—detEs [ [ p; > 0 (3.8)

i=1

A 3. feltétel azzal ekvivalens, hogy det E'5 < 0.
(3.2.3) 4. feltétele:
3 3
= eand) (> gupipy) + (][ pi)detEs) > 0 (3.9)
i=1 i#j#k i=1

Egyszerl atalakitassal kapjuk, hogy a 4. feltétel bal oldala:

3 3 3 3
(Hzﬁ‘) < > eugi+det(Bs) + Y Y (—ejj_*gkk i gﬂ>).
=1 =1 J=1 j<kk=1 p
(3.10)

Ha feltessziik, hogy az 1. és 2. feltételnél kapott uj feltétel teljesiil e;; < 0, g;; >
07 =1---3, ekkor a zardjeles részekre a szdmtani-mértani kozép alkalmazhato:

3 3
(3.10) > pr <(d€tE3 Zemgm )+2- (Z Z \/ejjgjjekkgkk>>
i—1

i=1 =1 j<k,k=1
3.11)
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Ha (3.11) egyenlGtlenség jobboldala pozitiv, akkor (3.10) > 0 is teljesiil, ekkor
pedig a 4. feltétel fennall. Igy az 1.,2. és 3. feltételeknél kapott elégséges
feltételek (detE3 < 0, e;; < 0, g;; > 0) miatt teljesiil, hogy a (3.11)-ben az als6
becslés pozitivitdsa azzal ekvivalens, hogy:

\/—611911 + \/—622922 + \/—633933 > \ —detEg. (312)

Igy az dllitasban (3.2.4) felsorolt feltételek teljesitik (3.2.3) feltételeit.]

3.2.5. Megjegyzés. (3.2.4) dllitds dsszekapcsolja Py lokdlis stabilitdsdt és Es
totdlis stabilitdsdt (nem ekvivalens kapcsolat). Ugyanis, ha (3.2.4) feltételei
teljestilnek, egy késobbi dllitdasbol kapjuk, hogy Fs totdlisan stabil.

3.2.6. Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy 3i,j e;; < 0 és g;; > 0 (lehet i = j

is), ekkor az elobbi bizonyitds alapjdn, ezen feltételeket kibévitve kapjuk, hogy
en <0, gy > 0Vl feltétel mellett is elégséges feltétel (3.12) teljesiilése.

Vizsgdljuk meg a feltételeket a (2.1)-es alapfeltételt (ekkor e;; < 0), tovdbbd
a rezidens egyensiily stabilitdsdt (ahol gs3 = detEy > 0) teljesitd dltaldnos
modellhez. Ekkor példdul gs3 > 0,e33 < 0 teljesiilése miatt 13 = g22 = 0
esetén a (3.12) feltétel a kovetkezd alakiira egyszeriisodik: e33gss < det Es.

Kis kitérés g,; eldjelének , jelentdségére”: g;; az i-ik faj kivételével kapott (j —k,
j # 1 # k) alrendszer kdlcsonhatdsi mdtrixdanak a determindnsa, melynek
hatdsa a lokdlis stabilitdsvizsgdlat terén a kovetkezoképpen értelmezendd: fel-
tettiik, hogy ej; < 0,ep, < 0, igy ha g;; > 0 és létezik belsd egyensilyi pont
a pj — py, sikon, az két dimenzioban aszimptotikusan stabilis, g; = 0 esetén a
J — k alrendszernek nincs egyértelmii belsé egyensiilyi pontja, végiil g; < 0
esetén, ha létezik belsd egyensiilyi pont az nyeregpont (feltétel Appendix 4.2.4),
igy ekkor a 7 — k alrendszer bistabil.

A hdrom populdcios rendszer 1 — 3., illetve 2 — 3. populdciohoz tartozo al-
rendszerére nem sziikséges az aszimptotikusan stabilis belsd egyensiilyi pont
létezése, mivel g1 = 0 és/vagy goo = 0 feltételek mellett is teljesiil P; lokdlis
aszimptotikus stabilitdsa és probléma felvetésben feltettiik, hogy szdmunkra elég-
séges, ha (P,0) intRi—beli kornyezetébdl indulé pdlydk aszimptotikusan P*-
hoz tartanak.

Fontos megemliteniink, hogy sajnos a lokalis vizsgdlodéssal altalaban csak lokalis
fazisképeket kapunk, ((p,0) lokélisan instabil, P* lokélisan aszimptotikusan
stabil) igy arra, hogy a mutdns €s a két rezidens faj képesek hosszitdvon egyiittélni
- azaz (p, 0) kis kornyezetébdl (int(IR3 ) inditott palydk hosszitdvon P* kornyeze-
tébe tart-e - az dltaldnos esetre felsorolt feltételek nem elégségesek.

A tovéabbiakban modellek segitségével a versengd, illetve zsdkmany-ragadozo
viszonyban egyiitt é16 populaciok mutacios folyamatat vizsgaljuk (2 rezidens 1
mutans).
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3.2.2. Versengo modell

Legyen a két rezidens populdcié denzitdsa legyen py, po, tovabbd a muténs tar-
tozzon most az els6é populaciohoz (ps denzitassal). A masik populdcié mutansa
esetén versengd modellnél hasonléan vizsgalédunk. Ekkor r := (r1,79,71),
ahol r; pozitiv. Tovabba e;; < 0, Vi, j, igy az el6jeles kdlcsonhatdsi matrix:

—|€11| —|€12| —|€13|
Es = —|€21\ —‘622\ —‘623\
—|€31\ —\632| —\633|

Feltessziik, hogy a rezidens rendszer bels6 egyenstlyi pontja l1étezik, egyértelmi
€és aszimptotikusan stabilis. (2.1.1. Osszegzés)

1. Elterjedd muténs feltétele:

3.2.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy a modelliink versengd, tovabbd Fs, 11, ro-re tel-
Jesiil 0 < (|exr| — |esi|)p1 + (|era]| — |es2|)pa2, ekkor (P, 0) lokdlisan instabilis.

Bizonyitds: Az éltalanos esetnél alkalmazottakbdl kiindulva (most r3 = rq):
0 <1y — |es1|p1 — |esz|p2. Most 1 = |eq1|p1 + |e1z|pas igy

0 < (leir| — lesi])p1 + (ler2] — |es2|)p2-

Bels6 egyensiilyi pont 1étezése, egyértelmiisége €s stabilitasa

A 1étezés és egyértelmiiség feltételei (stabilitas feltétele mellett):

detE < 08&sVj ) rgi; > 0 (alapfeltételek).

A stabilitashoz elégséges:

Gii = €jjexk — €jkek; > 01 # j # k, tovabbd a (3.12) feltétel teljesiilése.

3.2.3. Zsakmany-ragadoz6 modell

Legyen a rezidens zsdkmadny, illetve a rezidens ragadoz6 populacié denzitdsa
p1, 1lletve po, tovabbd most két esetet vizsgalunk aszerint, hogy a mutans mely
rezidenshez tartozik. El6szor megtekintjiik a rezidens egyensuly stabilitdsanak
feltételét, majd megtekintjiik, hogy zsakmény, illetve ragadoz6 mutans esetén
milyen tovéabbi feltételeket érdemes megvizsgalnunk.

Feltessziik, hogy a rezidens rendszer belsé egyensulyi pontja 1étezik, egyértelmi
€s aszimptotikusan stabilis. (2.1.1. Osszegzés)

Zsédkméany mutéans Legyen ps a zsdkméany mutdnsanak denzitdsa. Ekkor alapfelté-
teleinkbdl kiindulva r = (ry, 9, 71), ahol 7y pozitiv, 7, negativ.

—|€11| —‘612| —|€13|
by = |€21| —|€22| |€23|
—|631| —|€32| —|€33|

Elterjed6 mutans feltétele:
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Az altalanos esetnél alkalmazottakbdl kiindulva (most r3 = r):
0< T — |631|]5\1 — |€32|]3\2. Most ™ = |611|]3\1 + |€12|p/\2, fgy

0 < (lewr| — lesi])p1 + (ler2] — |es2|)p2-

Bels6 egyensilyi pont 1étezése, egyértelmiisége €s stabilitdsa

A 1étezés és egyértelmiiség feltételei (stabilitas feltétele mellett):

detE < 08&sVj) . rg;; > 0 (alapfeltételek)

A stabilitashoz elégséges:

g3z > 0 teljesiil (rezidens egyensuly), igy elégséges: g;; = €j;jepr — €jxer; > 0
1# j # k,i = 1,2, tovabba (3.12) feltétel teljesiilése. Megjegyzendd, hogy a
kolcsonhatédsi matrixbdl konnyen kiolvashat6, hogy g1 > 0, igy most elégséges
feltétel goo = e11e33 — eyzez; > 0 és (3.12) teljesiilése.

Ragadoz6 mutdns Legyen p3 a ragadoz6 mutansanak denzitiasa. Ekkor alapfelté-
teleinkbdl kiindulva r = (ry, 5, 79), ahol 7 pozitiv, 7, negativ.

—|€11| —|€12| —|€13’
E = lea1]  —leza| —leas|
|631| —|€32| —|€33|

Elterjed6 mutdns feltétele:
Az altalanos esetnél alkalmazottakbdl kiindulva (most r3 = r3):
0 < 1o — |es1|p1 — |es2|p2. Most 7o = |ear|p1 + |e2a| D2, igy

0 < (Jear| — lesi])p1 + (lex] — |es2|)pa-

Bels6 egyensulyi pont 1étezése, egyértelmiisége €s stabilitdsa

A 1étezés és egyértelmiiség feltételei (stabilitas feltétele mellett):

detE < 08&sVj) . rg;; > 0 (alapfeltételek)

A stabilitashoz elégséges: g33 > 0 teljesiil (rezidens egyenstly), igy elégséges:
Gii = €jjerr — ejrer; > 00 # j # k,i = 1,2, tovdbba a (3.12) feltétel tel-
jesiilése. Megjegyzendd, hogy a kolcsonhatdsi matrixbdl konnyen kiolvashato,
hogy g20 > 0, igy most elégséges feltétel g11 = egness — eazeza > 0 €s (3.12)
teljestilése.
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3.3. Vizsgalatok a két stabilitasvizsgalati médszer
kombinaciojaval

Szemléltetiink egy fontos feltételt, melynek segitségével a lokalis aszimptotikus
stabilitds bizonyos elégséges feltételeibdl globdlis aszimptotikus stabilitast is
kaphatunk, de most nem tessziik fel, hogy F, VL-stabil. A két ismertetésre
keriil6 definiciobol lathatok, hogy atvitt értelemben a totalis stabilitast a rend-
szerhez, alrendszereihez és azok bizonyos mdédositasaihoz (D-vel szorzds) tar-
toz6 belsd egyenstlyi pontok (feltéve hogy 1éteznek) lokdlis aszimptotikus sta-
bilitasvizsgalatival hozhaté kapcsolatba (lasd példdul az (Allitas 1)-et és bi-
zonyitasat), igy fontos szerep jut most is a Routh-Hurwitz kritériumnak (sziiksé-
ges, de nem feltétlen elégséges feltétel) .

3.3.1. Definicié. FE mdtrix D-stabil, ha minden D > 0 diagondlis mdtrixra DE
(Hurwitz-)stabil [16], azaz D E-re teljesiil a Routh-Hurwitz kritérium.

Megjegyzendd, hogy konnyen belédthatd, ha £/ VL-stabil, akkor £/ D-stabil is.

3.3.2. Definicid. F totdlisan stabil, ha minden f& részmdtrixa (ugyanazon k sor
és k oszlop) D-stabil.

3.3.3. Allitas. Egy 3x3-as E3 madtrix totdlisan stabil, akkor és csak akkor, ha
ei; <0, detE3 <0, g; > 0és (3.12) teljesiil.

Bizonyitds:

Induljunk ki a totdlis stabilitds definici6jabdl. A definiciéban foglalt feltétel
haromdimenzidban azt jelenti, hogy E3 féatlobeli elemei, a 2x2-es f6 részmatrixai
és maga FEj5 is D-stabil(ak).

1) A f6atlobeli elemekre alkalmazva a Routh-Hurwitz kritériumot, kapjuk hogy
D-stabilak <> e;; < 0.

2) A 2x2-es részmatrixok vizsgalatandl egyszerd szamoldssal kapjuk, hogy

e; < 0 teljesiilése esetén a D-stabilitas azzal ekvivalens, hogy g;; > 0 is tel-
jesiil.

3) Igy végiil azt kell beltnunk, hogy Fs D-stabilitisa ekvivalens azzal, hogy
ezen feltételek (e;; < 0, g; > 0) mellett det F'3 < 0 és a (3.12) fennall.

E5 D-stabilitdsa definicié szerint megegyezik azzal, hogy VD > 0-ra DE;
karakterisztikus polinomjéra teljesiil a Routh-Hurwitz kritérium. Igy E; D-
stabilitasanak sziikséges €s elégséges feltétele, hogy (3.6-3.9) feltételek teljesiil-
jenek minden D-re, ahol a feltételekben most p; helyett d; szerepel.

eii < 0,g; > 0miatt (3.6(, (3.7) feltétel teljesiil, azaz

a; = Zdi(_eii) > 0V, as = gridads + goadsdy + gzzdidy > 0V

(3.8)as = —det(DEs) = — (H dl-) detEy > 0,

mely tetszbleges D > 0 esetén det E5 < 0 feltétellel ekvivalens.
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A bizonyitas végén belatjuk, hogy az eddigi feltételek
(e;; < 0,9; > 0,det E5 < 0) teljestilése mellett (3.9) teljesiilése minden
D > 0O-ra ekvivalens a (3.12) feltétel teljesiilésével.

a1y — agz = Z di(—e;i))(g11dads + goadsdy + gs3dids) + didadsdet E

7 2z

Mivel d; > 0 dydsds3 szorzat minden tagbdl kiemelhet6 €s kisebb atrendezéssel
kapjuk:

d;
12 — az = Hd (detE + Z eugu + Z |: gue]] d g]]eud—]) .
J

1<j

ei < 0,g; > 0feltétel teljesiilése miatt (3.10) és (3.11)-hoz hasonléan megkapjuk,
hogy minden D > 0-ra (3.12) elégséges plusz feltétele (3.9) teljesiilésének.

A sziikségességhez elegend bebizonyitani, hogy 1étezik D > 0, ahol a médsodik
szummara alkalmazott szamtani-mértani koz€p tétele egyenlGséggel teljesiil,
mely azzal ekvivalens, hogy az 0sszetartoz6 tagok megegyeznek, azaz

d; di . .
giiejjd_]i = gjjeiid_javzv.]'
Rovid szamoldssal belathatd, hogy ilyen D = diag(dy, ds, ds) 1étezik. Ezen
D-e a szamtani-mértani kozép Osszefiiggése egyenloséggel teljesiil, igy (3.12)
sziikséges feltétele is L/ D-stabilitdsanak.
Mivel a bizonyitds sordn ekvivalens 1épéseket hasznaltunk, igy az éllitasban ki-
mondott feltételek teljesiilése ekvivalens Ej3 totdlis stabilitdsdval.l]

A kovetkez6 allitast Hofbauer-Sigmund sejtését ([1] 15.6.7) felhaszndlva bi-
zonyitjuk, a sejtés a kovetkezd:

3.3.4. Sejtés. Ha a Lotka-Volterra (1.1) rendszeriinknek létezik belsd egyensiilyi
pontja és a kolcsonhatdsi mdtrixa D-stabil, akkor a belsd egyensiilyi pontja
globdlisan aszimptotikusan stabil (a pozitiv ortdnsra nézve).

3.3.5. Allitds. Ha E, totdlisan stabil, akkor X/ r-re létezik pontosan egy telitett
fix pontja és az aszimptotikusan stabilis a sajdt alterén beliil.

Igy, ha létezik, csak egy P’ bels§ egyensiilyi pont, az telitett, s ekkor F, totélis
stabilitasa elégséges feltétele P globdlis aszimptotikus stabilitdsdnak a pozitiv
ortansban (P -ndl ez az altér a pozitiv ortdns), azaz ekkor P a tételben emlitett
telitett(most az 0sszes fitnesze 0) fix pont.

Bizonyitds: (3.3.4 Sejtést felhasznédlva) Legyen F, totalisan stabil, ekkor a
definici6 szerint minden D > O-ra DFE,, (Routh-Hurwitz) stabil. fgy nevezete-
sen, ha D egységmatrix, £, -re is teljesiil a Routh-Hurwitz kritérium, igy F,, f6
részmatrixainak sajatértékei negativ valosrészliek, tehat —F),, f6 részmatrixai-
nak sajatértékei pozitiv valosrésziiek, igy ([1]: 15.4.1) tétel alapjan —F),, P-
matrix. ([1]: 15.4.5) tételt felhaszndlva kapjuk, hogy (1.1) Lotka-Volterra dif-
ferencidlegyenlet rendszernek Vr-re 1étezik pontosan egy telitett
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]3( fz(lg) < 0 egyensulyi pontja (természetesen pozitiv ortansbeli) mivel —F,
P-matrix. Sziikséges még, hogy az egyenstlyi pont aszimptotikusan stabilis
legyen.

Az altéren val6 aszimptotikus stabilitds bizonyitdsahoz vegyiik a Ljapunov fiigg-
vénylink Lie-derivaltjanak kovetkezd alakjat, ahol ¢ € M, ha p; # 0 (altéren
vizsgalédunk):

(LeaV)(P) = desn(B; — ;) (P — 1)

j.keM

Példaul n = 1-re a telitett pont az origd, vagy egy egydimenziés pont, ekkor
az origo ,,altere” az origd, az egydimenzids pont esetén pedig a Lie-derivalt
(L V)(P) = —dilen|(p; — p;j)? < 0, hiszen e; < 0. Igy mindkét esetben
1étezik, egyértelmi telitett pont, mely az alterére nézve aszimptotikusan stabilis.

Bizonyitsunk indukciéval: feltessziik, hogy 1,2 - - - n—1 dimenzids totédlisan sta-
bil rendszerre igaz az allitas, igy r fliggvényében a kovetkezd esetek vizsgalandok:
1) Ha r-hez olyan P telitett egyensulyi pont tartozik, mely n dimenzidban nem
belsé pont, ekkor az egy alacsonyabb dimenzids alrendszer bels6 pontja, melyre
az indukcids feltevés miatt mar teljesiil az aszimptotikus stabilitas.

2) Ha pedig az r-hez tartoz6 egyensulyi pont belsd pont (P), ekkor a hozz4 tar-
tozo6 altér a pozitiv ortans belseje. Itt felhaszndljuk a kovetkez6 (3.3.4) sejtést.
Igy feltéve hogy a sejtés igaz, az 4llitds teljesiil a belsé egyensilyi pontra is,
tehdt az indukciébdl kovetkez6en minden n-re.[]

3.3.6. Megjegyzés. Létezik F,, mely totdlisan stabil, de nem VL-stabil.
Példa.: ([1], 15.6.13)

—a —-b -1
E.| —¢c —d -1,
-1 -1 —e¢

ahol a,b,c,d, e > 0. Ekkor E. VL-stabil (Ve > 0) akkor és csak akkor, ha
(b — ¢)* < 4a - d, totdlisan stabil (Ve > 0) akkor és csak akkor, ha ad > bc és
a+d>b+c

3.4. Példak

Ezen példdk a 2. és 3. fejezet eredményein alapulnak és a konkrét szdmitasoktol
eltekintve csak feltételeket é€s szampéldakat kozliink. Példdink sordn a belsé
egyensulyi pont lokdlis stabilitdsvizsgélatot E5 totélis stabilitdsdhoz tartozo (elég-
séges) feltételek segitségével vizsgdljuk. A pozitivitdshoz most detFs < 0
stabilitasi feltétel miatt (3.4) feltételébdl, tovabba a stabilitashoz (3.2.4) allitas
feltételeibdl kapott elégséges egyenltlenségeket adunk meg.

Végiil egy Matlab-bal készitett dbraval szemléltetjiik azon palydkat, melyek a
kétdimenzids bels6 egyensulyi pontok kornyezetébdl indulnak.
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3.4.1. Versengo modell:

Induljunk ki a kovetkezd rezidens rendszerbdl:

P =p1(2 —p1 —p2)

) 1
pa = pa(1.5 — P — p2),

ekkor P = 1,1)" asszimptotikusan stabilis, tovdbbd g33 > 0. Legyen tovdbba

(
r3 =11 = 2 és eg3 := —1. Muténs beépiilésének feltétele:

> Llearl + JJean
- > —le —le
5 =~ glesl T gles2

Bels6 egyensilyi ponthoz tartozo feltételek (P; pozitivitdsa, stabilitdsa):
pik >0: |632|(2|623| — 1.5|€13|) + 2(|613| — |€23|) <.5
p; >0: |631|(1.5|613| — 2|€23|) + (2|623| — |€13|) <.5
p; >0: |€32| + |€31’ <1

g11 > 01 |egs|lesa] < 1

gog > 0: ‘613||€31| <1
1
detE3 < 0 : |esi|(|ews| — |eas|) + |esz|(|e2s| — §|€13|) <2

% + \/1 — ‘623”632’ + \/1 — ‘613”631| >/ —d@tEg,

(3.12) , mely most: \/7
melyet négyzetre emelve és kicsit atalakitva kapjuk, hogy elégséges feltétele

1
2> ’631||€23| + §|613||€32|

Egy a feltételeket teljesitd példa:

l
o)
-5 —1 1

Kis szamitassal megkaphatd, hogy most a masik két kétdimenzids alrendszer
(egy rezidens és a mutans) belsd egyenstilyi pontja is 1étezik, egyértelmd, pozitiv
és mind harom haromdimenzids kiterjesztése instabil és tart P*-hoz.
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versengd 1 mutansa

versengd 2

versengd 1

3.1. dbra. versengd példa, mutacidval

3.4.2. Zsakmany-ragadoz6 modell

Induljunk ki a kovetkezd rezidens rendszerbdl:
pr=pi(2.5 —p1 — pa)

P2 = p2(—1+p1 — p2),
ekkor P = (%,3)" asszimptotikusan stabilis.

1. Zsédkmany mutédnssal:
Legyen most r3 := r; = 2.5, tovdbbd e33 := —1.
Mutans beépiilésének feltétele:

7 3
2.5 > Z_l|€31| + 4_1|632|
Bels6 egyensulyi ponthoz tartozo feltételek:

Py : |es2|(—2.5ezs| — [e1s]) — 2.5(—[e1s| — [eas]) < 1.5

p; : —’631‘(—2.5‘623| + |€13’) — 2.5(—|613‘ + ‘623|) < 1.5
p; : 1.5’632‘ + 3.5’631” <5

Ahol az utolsé feltétel most megegyezik a mutans beépiilési feltételével.
i < 0v
g11 > 0: —|623H€32| <1V
Gog > 0: ‘613||631| <1
detEy <0 : —[esi|(Jexs| — |e2s]) — |esz|(—[e1s] + [e2s]) <2

(3.12) feltétel, ahol most:

\/§—|— \/1 + ’623”632‘ + \/1 — ‘613”631’ >/ —detEg,

melyet négyzetre emelve és kissé atalakitva kapjuk, hogy elégséges feltétele

—les1||eas| — |esa|le1s] < 2v
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Egy a feltételeket teljesitd példa:

1
-1 -1 -1
1 -1 1 |,
1
—l -1 -1

ekkor az (1.-2.) mellett most az (1.-3.), illetve (2.-3.) populécids rendszernek is
van stabil bels6 egyensulyi pontja, mely hairomdimenzidba kiterjesztve instabil.

~

in
¥

1,
5
<

zsakmany mutansa

o
K

I8}
o

=}
=] i
m \
T —— e
th

Zsakmany ragadozo

3.2. dbra. zsdkméany-ragadozé zsdkmany muticid

2. Ragadoz6 mutanssal:

Legyen most r3 := ro = —1, tovdbbd e33 := —1.
Mutans beépiilésének feltétele most:

7 3
0< -1+ 1’631‘ — Zlegg‘

Bels6 egyensilyi ponthoz tartoz6 feltételek (pozitivitds, stabilitas):
pi . ‘632’(2.5‘623’ + ’613') + ‘623‘ — ’613’ < 3.5

ps : —lesi](2.5]eas| — [exs]) — (lews| + |eas]) < 1.5

p5 : 3.5|es| — 1.5]esa| > 2

Ahol az utolsé feltétel most megegyezik a mutans beépiilési feltételével.
i < ov
g11 > 0: ‘623”632’ <1
gog > 0: —|€13H€31| <1V
detE3 < 0 . ’631‘(|€13| — |623|) — |€32|(|613| + ’623|) < 2

(3.12) feltétel, ahol most:

\/§+ \/]_ — |623||€32| + \/1 + |€13||€31| > 4/ —detEg,
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melybdl négyzetre emelve €s kissé dtalakitva kapjuk, hogy elégséges feltétele
2 > —les|les| — leszllers|v’

A feltételeket teljesitd szampélda:

~1 -1 -1
1

Lol

1 -1

ekkor az (1.-2.) mellett az (1.-3.) populaciés rendszernek is van stabil bels6
egyensulyi pontja, mely haromdimenziéba kiterjesztve instabil.
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3.3. abra. zsakmany-ragadozo6 ragadozé mutacio

Végezetiil megjegyezziik, hogy jelen esetben a zsdkmany-ragadoz6é modellek
mutécids példdinak F5 kolcsonhatdsi matrixa abszolut értékben véve szimmetrikus,
igy Ds-at haromdimenzids egységmatrixnak védlasztva 3.2 feltétel teljesiil, tovabba
mindkét példaban F, VL-stabil (e;; < 0,7 = 1,2;gs3 > 0), igy ha a megfelel
gii > 014 =1, vagy ¢ = 2, akkor Fs5 is VL-stabil. Mindkét példaban feltételként
szerepelt, hogy g;; > 07 = 1, 2, 3, igy a sdkmdany-ragadoz6 modellekhez tartoz6
két mutdcids példa kolcsonhatdsi métrixdra a totdlis stabilissdg mellett a
VL-stabilitas is teljestil.
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4. fejezet

Appendix

4.1. Dbiologiai fogalmak

1) Faj: ”Azon populaciok osszessége, amelynek egyedei egymassal akadalyta-
lanul keresztez&d(het)nek, igy géndllomanyuk kicserélédhet. Az egyes populé-
cidkat teljes vagy részleges szaporodasi izol4cio vélasztja el egymastol.”’[12]
Egy fajba tartozhatnak egymastdl elszigetelt, de hasonl6 tulajdonsaggal ren-
delkez6 €l6lények is, igy a szakdolgozatban a faj kifejezés helyett inkdbb a
populécio kifejezést alkalmazzuk.

2) Populécié (népesség): Egy populdcidba tartozd, meghatarozott teriileten, egy
id6ben egyiitt €16, egymassal keresztez6dd egyedek csoportja, azaz a tényleges
szaporodasi k6zosség.[12]

3) Populacio keletkezés: Darwin: A populéciok eredetében leirja, ahogyan
egyre boviil egy adott csoport kiilonbozd varidnsainak szdma, igy egyre job-
ban alkalmassa valik, hogy egy 4j populacié keletkezzen beldle.[13] Jelenleg
a populécidk keletkezése alatt az él6lényeknek azt a valtozasat értjiik, hogy
Uj, éspedig 6roklodo sajitsagokat vesznek fel. Hogy ez a valtozas megvolt a
multban és megvan a jelenben, a mai bioldgiai tudomény egyik alaptétele.

4) Behurcolt (idegenhonos, adventiv, jovevény-) populdciénak tekintjiik az olyan
populdcidkat, amelyek az ember kozremiikodésével, szandékosan vagy véletleniil
jutottak el eredeti elterjedési teriiletiikr6l egy olyan é161énytarsulasba, amelyben
eredetileg nem fordultak el6. A populdcidobehurcoldsok nagyobb része véletleniil
torténik. A behurcolt populdcidk dontd hanyada az uj koriilmények kozott nem
képes tartds megtelepedésre, kisebb résziik azonban képes beilleszkedni. Ezek
koziil csak néhany valtoztatja meg jelentds mértékben a tarsulds eredeti Osszeté-
telét. .. [14]

5) Adaptéacio (alkalmazkodas): az él6lények alkalmazkoddsa a megvaltozott
kornyezethez. Az egyed, illetve a populdcié fennmaradasanak esélyét noveli.[11]
6) Koevolucid: Tobb egymadssal kdlcsonhato populécio (faj) kozos fejlddése.

7) Metamorfo6zis: jelentése: atalakulds, atvaltozds. Az egyed atalakuldsa egyik
allapotbdl a masikba, pl.: pete — larva, bdb — imdgd. Lényege, hogy a két
allapot kiilonboz6 életfeltételekkel rendelkezik, példaul més a taplaléka, veszély-
forrasa stb..
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4.2. A vizsgalatok soran felhasznalt matematikai
eszkozok

4.2.1. Ljapunov és V-L stabilitas

A lokilis, esetleg globdlis faziskép magaddasahoz felhaszndlhatjuk a Volterra
- Ljapunov stabilitast és a Ljapunov fiiggvényhez kapcsol6dé tételeket, most
specidlisan a kovetkez6 Ljapunov fiiggvénnyel:

V(P)=— Zdz’(PﬂOQPi — pi)
i=1

V(p1,...,pn) Ljapunov fiiggvény, L,V =< V', f > a Ljapunov fiiggvény de-
rivéltja(Lie derivalt), ahol P'(t) = f(P(t))
Néhany Ljapunov stabilitési tétel:

1) Ljapunov stabilitasi tétele: Ha megadhaté p € R™ egyensilyi pont egy U
kornyezetében olyan V' : U — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, melyre
Vi(p) < V(g)és (LfV)(q) < 0Vq € U\p, ekkor p stabilis,

Vi(p) < V(q) és (LfV)(q) < O0Vq € U\p, ekkor p aszimptotikusan stabilis az
U kornyezetre nézve.

2) Ljapunov instabilitasi tétele:

Ha megadhat6é p € R™ egyensilyi pont egy U kornyezetében olyan V' : U — R
folytonosan differencialhato fiiggvény, melyre

p nem lokalis minimumhelye a V' fiiggvénynek és (L;V')(q) < O0Vq € U\p,
akkor p instabilis az U kornyezetre nézve.

Ezek elégséges, de nem feltétlen sziikséges feltételek, pl.: aszimptotikusan sta-
bilis egyensilyi pontra enyhébb feltétel:

3) Barbasin - Kraszovszkij - tétel, vagy La - Salle elv:

Ha megadhat6 p € R" egyensulyi pont egy U kornyezetében olyan V' : U — R
folytonosan differencialhat6 fiiggvény, melyre

Vi(p) < Vi(q)és (L;V)(q) < 0Vq € U\p, tovabbd a t — p megoldason kiviil
nem halad az U halmazban olyan teljes trajektoriank, mely mentén V' allando,
ekkor p aszimptotikusan stabilis.

4) Egy tovébbi instabilitasi tétel: Ha megadhaté p € R" egyensilyi pont egy
U kornyezetében olyan V' : U — R folytonosan differencidlhat6 fiiggvény,
melyre

V(p) = 0, de p nem lokdlis minimuma V' -nek, tovabba Ja(L¢V')(q) < aV (q)
Vq € U\p, ekkor p egyensilyi pont instabilis

Mint lathat6 ezen tételek feltételei megfeleld fiiggvényt vélasztva egyszerlien
ellendrizhet6k(lokalis min, stb.), a nehézséget a fiiggvény megtaldldsa jelenti.

Globalis fazisképet akkor kapunk Ljapunovval, ha U-t ki tudjuk terjeszteni R"
egy invaridns sikokkal hatérolt alterére. Lotka-Volterra modellek esetén az in-
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varians sikok p;, = 0, tovabba feltessziik, hogy p; > 0, ekkor a megfeleld
altér alatt a pozitiv ortanst értjiik. Tehét olyan megfeleld V-t keresiink, mely
a feltételeket a teljes pozitiv ortdnsban teljesiti.

A Ljapunov fiiggvénynek valaszthatjuk a kdvetkezot:

V(P) = =" di(pflog(p;) — p:), ahol d;-k megfelelden valasztott pozitiv
konstansok. Konnyen lathatd, hogy tetszéleges d; > 0-ra V' minimuma p}-ban
vétetik fel. .

V/(P); = —d;(% ~ 1)

F(p); = pj(rj + X €jupr)

A Lie derivaltja: )

(LyV)(P) =< V!(P), f(p) >= = X d; (it = Dp;(rj + X ejemn) =

= = 2 d;(0] = p;)(rj + 22 ejpr), ahol 7 = = ejipj,

Igy (LyV)(P) = 32,1 dieu(p; — pj)(P) — pi)

Ekkor érdemes megvizsgélni, hogy (L¢V')(P) negativ-e (VP > 0 : P # P*)
1)-es tétel, vagy esetleg a 3)-as tétel feltételei teljesiilnek-e, hiszen ekkor P* e-
gyensilyi pont aszimptotikusan stabil.

A Ljapunov stabilitds egy elégséges feltétele, ha (LV')(P)-t kiterjesztjiik
P e R"re
L(z) := Z djejpxjry, v € R"
4k
és feltessziik, hogy L(x) negativ minden z-re. Ez azt jelenti, hogy F VL-
stabilitdsa elégséges feltétele az egyenstlyi pont globalis aszimptotikus stabilita-
sanak.

4.2.2. Linearizacios modszer

Induljunk ki a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszerbdl @(t) = h(xz(t)), ahol
x(t)n dimenzids vektor.

A linearizdlés 1ényege, hogy az el6bbi egyenletrendszert y(t) = Ay(t) alakban
kozelitsiik lokalisan. A lokalis kozelitést az egyensilyi pontok kdrnyezetében
végezziik, ahol = = 0.

1) linearizalas:

Vi-re p;-t sorbafejtjiik, s kozelitésként az elsd két tagot haszndlom, mivel a
tobbi tagban P — P* magasabb hatvinyon szerepel, s ha elég kis kornyezetben
vizsgalddunk, ezen tagok mar nulldhoz kozeliek, igy .

pi & hi(P7) + Ji(P*)(P — P7),

ahol J; a Jacobi métrix i-edik sora 1asd lejjebb.
Az differencidlegyenlet rendszer Jacobi matrixanak dltaldnos alakja (P-re):

ga(p) --- gu(p)
J(P) = : . :
G (P) - Ge=(P)
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Igy pi = hi(P*) + J,(P*)(P — P*).

Misodik 1épésként meghatdrozzuk az egyensilyi pontokat (Vih; = 0) és a
hozzéjuk tartozé Jacobi matrixokat, ugyanis itt p; = J;(P*)(P — P*), mely
vektoridlisan P & J(P*)(P — P*), ahol (P*) = 0, hiszen pi-ok konstansak,
igy P — P* = J(P*)(P — P*), mellyel Q = P — P*, A = J(P*) étirdssal egy
linedris alakot kapunk, igy a kozelitésbdl kapjuk, hogy ha P* egyensilyi pont,
akkor

Q' = J(P)Q

teljesiil. Ekkor a stabilitast a Jacobi matrix sajatértékeinek vizsgélataval ellendriz-
zik.

A Jacobi matrix P* helyen:

GL(PY) - Sh(PY)
G (PT) - g(PT)

Lokalis stabilitasvizsgalat

Lokalis stabilitdsvizsgalat szempontjabol harom {6 csoportra osztjuk az egyen-
sulyi pontokat: stabilis, aszimptotikusan stabilis, illetve instabilis.

Egy egyenstilyi pont stabilis, ha barmely kis e-hoz 39, hogy a pont § sugaru nyilt
kornyezetébdl induld pélydk egy t; pillanattdl kezdve a ponttdl e tavolsdgon
beliilre keriiljenek. Aszimptotikusan stabilis, ha a megfelel6 kornyezetbdl in-
dul6 péalyédk a végtelenben a ponthoz tartanak. Tovabba instabilis, ha nem sta-
bilis. A linearizélds esetén a lokdlis stabilitasi feltételek: Most csak elégséges
feltételeket adunk a lokdlis stabilitasra.

P* egyenstlyi pont lokdlisan

* aszimptotikusan stabilis, ha J(P*) minden sajatértékére (\), Rel < 0.
* intabilis, ha 3\ : ReA > 0.

Egyéb esetekben, azaz, ha létezik \ : Re\ = 0, P* lehet instabilis, stabilis, vagy
akdr aszimptotikusan stabilis is.

Az aszimptotikus stabilitds egy elégséges feltétele ReA < 0, igy fontos szerep
jut az alabbi kritériumnak.

4.2.3. Routh-Hurwitz Kritérium

A stabilitds vizsgalat egy fontos 1€pése a Routh - Hurwitz kritérium:
Legyen P(\) = A" + ay\" ' + ... + a,
Allit4s: minden ) valds része negativ akkor és csak akkor, ha az a; egylitthatok
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€s az alabbi métrix féminorai pozitivak( a f{éminorok H,, Ho, ... H, 1, H,, deter-
minansai, ahol H; H,-nek bal felsé kxk-s részmatrixa)

ag 1 0 0 --- 0
as ay a; 1 --- 0
H, = as a4 az ay --- 0
0O 0 0 O 0

a; =0,12>n
Két dimenzidban a kritérium:

Feltételek: aq, ay pozitiv.

Harom dimenzidban a kritérium:

aq 1 0
H3 = a3 a2 ap
0 0 as

Feltételek: aq, as, ag pozitiv, tovabbd a minorok pozitivitasibol kovetkezik ne-
gyedik feltételként a;ay — as > 0.

4.2.4. 2 dimenzié egyensilyi pontok
Erdekességként megjegyzem, hogy két dimenziéban kénnyedén megvizsgalhat-
juk az egyensulyi pont populdcidtéjét is, bar ez nem része a szakdolgozatomnak:
* Ha detJ <0 (valés M-k, elgjel kiilonb6z6): nyeregpont
* Ha detJ >0
- ésha D = (trJ)? — 4det J>0 valés A\-k
% és ha trJ > 0 mindketté A\>0: instabil csomo
% és ha trJ < 0 mindkett§ A\<0: stabil csomd
— ésha D = (trJ)* — 4detJ <0 komplex -k
% €s ha trJ >0 mindkettd e \>0: instabil fokusz
% €s ha trJ <0 mindkett6 e \<0: stabil fokusz
* éshatrJ =0 \ = +£bi: centrum

Hérom €s tobb dimenzidban, mar sokkal bonyolultabb palyak vannak, igy akkor
a pontos megoldas hidnydban, a Jacobi segitségével a palya stabilitasat tudjuk
vizsgalni.

53



4.2.5. Nullklina analizis

A null-klin analizis célja, hogy a differencidlegyenlet rendszernek vannak olyan
(Osszefiiggd) alterei, ahol valamely valtozo valtozasa nulla és ezen alterek met-
széspontjai adjdk az egyensilyi pontokat. Ezen altereket null-klindknak vagy
izoklindknak nevezziik, s az izoklindk kozelében a valtozds irdnya irdnyvonalak-
kal szemléltethetd.

Igy a null-klin analizist dltalaban csak abrakkal valé szemléltetéshez hasznaljuk.
El8szor abrazoljuk azon pontokat(ezek tobb dimenzidban egyenes, sik, test stb.),
ahol p; értéke nem valtozik (p;-izoklina), majd meghatirozzuk a p; komponens
iranymezejét nyilakkal, ha p; n6, és akkor, ha p; csokken.

Ha kombinaljuk a kiilonb6z6 p;-khez tartozé palyédkat, akkor atfogd képet kap-
hatunk a mozgds iranyarol, megkapjuk metszéspontokban az egyenstlyi pon-
tokat, viszont az egyensulyi pontok tipusat nem, (pl.: stabil, instabil, periodikus
palya), igy csak a izoklina analizis kevés a globalis, st a lokdlis fazisképhez
is. A faziskép meghatdrozdsaban a Jacobi eljdras, illetve a Ljapunov fiiggvény
segit.
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Szeretnék hélds koszonetet mondani témavezetdmnek, Garay Jozsefnek gon-
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