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1. fejezet

Bevezetés

Jelen dolgozat célja, hogy bevezesse az Olvasot a halozati folyamatok témako-
rének egyik mai napig sokat vizsgalt dgazataba. Az egyik leggyakrabban vizsgalt
folyamat az tgynevezett SIS jarvanyterjedési modell, melynek szamos gyakorlati
alkalmazésa van. Ezen folyamatokat dinamikai szempontbdl sok esetben csak kiilon-
bo6z6 kozelitések kidolgozasaval lehet megérteni. A f6 célunk ilyen kozelitések kidol-
gozésa, azonban ez altalaban nehéz és hosszi kutaté munkat igényel. A dolgozatban
egy specidlis hilozat megértését tiiztiik ki elsGdleges feladatunknak és reményeink
szerint ezen eredmények illetve modszerek a késébbiekben még tovabbi problémak
esetén is jol hasznosithatoak lesznek. A felépitést illetGen egy rovid betekintést nyj-
tunk a témakdrbe, majd az elméleti alapok targyalasa utan a vizsgalati modszerek-
hez kalauzoljuk az Olvasot, végiil a dolgozat zarasaként tomoren bemutatjuk az 1j

modszereket melyeket kidolgoztunk.

1.1. Rovid attekintés

A halozatok témakdére a mai modern alkalmazott matematika talan leginkabb
vizsgélt teriilete. Szdmos cikk és tudomanyos értekezés jelenik meg a témaban,
érintve a matematika szamos teriiletét. Az alkalmazasok szama egyre csak nG, halo-
zatokkal kapcsolatos kérdések felvetGdnek olyan tudoményagakban mint példaul az
okologia, epidemiologia, vagy akar a neurologiatol kezdve a bioinformatikan keresztiil

egészen az szamitastudomanyig. A kutatasok egyik 6 célja, a halozatok szerkeze-



tének megértése. Olyan kérdések megvalaszolasa mint példaul, hogyan fejlédik egy
adott halozat, vagy milyen szabélyszertiségek fedezhetGek fel benne. A masik fontos
kérdéskor, hogy a halozat struktira, hogyan befolyasolja azon folyamatokat, melyek
a halézaton mennek végbe. Ilyen folyamatokra jo példa a jarvanyterjedés vagy a
neurdlis hélozatokban az ingeriiletvezetés. Ezen folyamatoknal felmeriils kérdéseket
sokszor szimulaciokbol kapott eredményekkel probaljak megvalaszolni. Ezek sokszor
konnyen megvaldsithato algoritmusok, de a halozat szerkezetének dinamikara gyako-
rolt hatasat nehéz megérteni ezen az tton. Sziikség van tehat, dltalanosabb elméleti
eredményekre, akar a sztochasztikus folyamatok vagy akar ezen folyamatokat koze-
lit6é differencidlegyenletek témakorében.

A sztochasztikus megkozelitések elméletében uttors szerepet jatszott Kurtz [4, 5],
aki elsGsorban az ugré Markov-folyamatok, illetve a martingalok fel6l kozelitette meg
a problémat. Ot kovették Keeling és Rand, akik a késGbbiekben targyalt lezarasok-
ban alkalmazott kozelitéseket kidolgoztak, ezzel megalapozva a differencidlegyenletes
kozelits egyenletek alkalmazéasat. A mi célunk, hogy elsGsorban a dinamikai rend-
szerek illetve a differenciadlegyenletek elméletét felhasznalva érjiink el eredményeket,
azonban megjegyezziik, hogy a kutaté6 munkank jartassigot kivan a sztochasztikus
folyamatok illetve szimulacios algoritmusok terén is. A halozati folyamatok népsze-
riiségét nagyban erdsiti, hogy a matematika sokszor tavolinak tiing dgazatait 0ssze-
kapcsolja, nem ritka, hogy talalkozik a diszkrét matematika, valoszintiség szamités

és az alkalmazott analizis.



2. fejezet

Elmélet1 alapok

A bevezeté utan jelen fejezetben attériink az elméleti alapok targyaldsara és
bemutatjuk az tgynevezett SIS modellt. A dolgozatban mindvégig ezt a modellt
fogjuk hasznalni a vizsgalatainkhoz, azonban megemlitiink néhany tovabbi modellt

is megjegyezve, hogy altalaban ezek az SIS modell altalanositasai.

2.1. Az SI5 modell

Tegyiik fel, hogy adott egy N csticsu graf, melyet halozatnak hivunk. Az egysze-
riiség kedvéért ezt a grafot az adjacencia matrixaval fogjuk reprezentalni, azaz legyen
G = (9i5)ij=1,2,...~n € {0, 1}N2 s gi; = 1 ha az i és j csucsok kozt él fut és g;; = 0 ha
nincsenek Ossze kotve. A halézatunk irdnyitatlan és hurokélmentes, tehat GT = G
és gi; = 0 minden ¢-re. A grafban minden csicsnak két lehetséges allapota van, S
vagyis fertézhetd, illetve I azaz fert6zott. Az iménti jelolések az angol susceptible
és infected szobol erednek, megjegyezziik tovabba, hogy minden fert6zott fertéz is
egyben. Egy egészséges cstcsot csak a fert6z§ szomszédai fertGzhetnek egyenként 7
rataval, a fert6zott csicsok pedig v rataval gyogyulnak. A modellben bizonyos valo-
szintiséggel torténik fertGzés illetve gyogyuléds és az imént emlitett ratak az ezekhez
tartozo eloszlasok paraméterei. Ha egy cstcs meggyodgyult utdna djrafertézédhet,
innen adodik az elnevezés (S — [ — S ). A gyogyulas és a fertdzés fiiggetlen
Markov folyamatok, hiszen a mult nem befolyasolja a jelent. Ha tekintiink egy kicsi

0t idGintervallumot, akkor fert6zés valoszintisége 1 — exp(—N;7dt), ahol Ny jeloli a



fert6z6 szomszédok szamat. Hasonl6an a gyogyulas is exponencialis eloszlast, azaz

a gyogyulas valoszintisége 1 — exp(—vdt).

2.1.1. Tovabbi modellek

A tovabbiakban emlités szintjén ismertetiink néhény fontos modellt. Az egyik
legfontosabb az tgynevezett Kermack-McKendrick féle STR modell. Az S és az [
az el6z6ekhez hasonld, azonban van egy harmadik csoport amit R-el jeloliink. Ezen
csoportba tartoznak azok akik megfert6z6dtek és utana mar immunisak a betegségre,
tehat nem lehet tjra fertézni 6ket. Ebb6l adodik az elnevezés amit szemléletesen igy
szoktak jelolni, S — I — R. Megjegyezziik, hogy altaldban az SIS modellt is
ebbdl szoktak szarmaztatni, méghozza gy, hogy nem alakulhat ki immunitas. Még
egy fontos modellt emlitiink ez pedig nem més mint az SEIR modell ami abban
kiilonbozik, az STR modelltdl, hogy ha valaki megkapja a fertézést akkor még nem
valik fert6z6vé hanem el6szor az E csoportba keriil, majd egy bizonyos lappangasi

id6t kovetGen lesz fert6z6.

2.2. Kolmogorov egyenletek

Az modelliink szerint a terjedés tehat nem mas mint egy sztochasztikus folyamat
melynek allapotai N csiics grafok, dsszesen 2V darab. A tovabbiakban szeretnénk
felirni az tgynevezett Kolmogorov egyenleteket. Ezen egyenletek segitségével meg-
kaphatjuk, hogy melyik allapotnak mi a valoszintisége, ez nyilvan ¢ fiiggvénye. Kez-
detben mesterségesen meg kell fertGzniink legalabb egy cstcsot, hiszen ha mindenki
egészséges akkor nincs terjedés, ezzel bGvebben a szimulaciés algoritmus targya-
lasanal foglalkozunk. A tovabbi id6pillanatokban barmely cstcs barmely allapotia
lehet, ezért érdemes egy N hosszu vektorral reprezentalni a rendszer allapotét, ilyen
vektorokbol dsszesen 2V darab van. A lehetséges allapotokat osszuk fel N +1 részhal-
mazra a kovetkezd modon. Legyen S® azon allapot halmaza amelyben minden cstics
egészséges, azaz SY = (S, 9,...,5), altalaban pedig S* jeldlje azon allapotokat me-

lyekben k darab fert6zott van. Az S* halmaz elemei legyenek SF, S5, ..., S*, ahol

Ccr’

cp = (2{) és egy [ csucs allapotara a kovetkezSképpen fogunk hivatkozni, Sj’?(l) =S



ha egészséges, illetve S]’?(l) = [ ha fert6zott.

S I I I
SAS S/\S S/\.I IAI

2.1. abra. 8* (k = 0,1,2,3) halmaz néhany eleme 3 csiicsi teljes graf esetén

Fert6zés esetén SJ"C — Sf“ tipust atmenetrsl van szo, ahol ¢ és j olyanok, hogy
létezik I, melyekre S¥(I) = S és S = I, valamint SF(m) = SF*'(m) is teljesiil
minden m # [ esetén (2.2 abra). Ekkor nyilvan létezik egy r cstics, melyre S¥(r) = I
és g = 1. Hasonléan az elébbihez, gyogyulasnal egy Sf — Sf_l tipusu valtozas
torténik, ahol i-re és j-re teljesiil, hogy létezik I amelyre SF(l) = I és SNy =8,

tovébba SF(m) = 8F~'(m) minden m # I-re.

9

2.2. dbra. Fert6zés harom csucsu teljes grafon

Jeloljiik X ]"“ (t)-vel annak a valosziniiségét, hogy a t id6pillanatban az Sj’-C allapot-
ban van és legyen X*(t) = (X{f(t),Xg(t),...,ng(t)>, k=01,...,N. Az Xk(t)

felirjuk a Kolmogorov egyenleteket:
XF(t) = ARXP N + BEXF () + CFXEY) k=0,1,...,N  (2.1)

ahol az AF B* C* matrixokat az adott grafstruktara hatarozza meg. Az el6bbi

egyenletrendszert métrix alakban is felirhatjuk, azaz

X(t) = PX(t)



ahol

BYCc® 0 0 0 0

A B¢t 0 0 0

0 A2 B2 C*> 0 O
P:

0 0 A® B® C® 0

0 0 0

0O 0 0 0 AN BN

Altalanos elmondhat6, hogy az A* matrix mindig a fertGzésért felelés tag és C* felel
a gyogyulasért, tovabba A% CV nullmatrixok. Jeloljiik az A* matrix (i,7) elemét
Ak -val, tovabba a C* matrixét Ck -val. A 2.1 egyenletbdl kovetkezik, hogy az A

elem adja meg az Sf’l — SF fertozés ratajat. Legyen az S*~! halmaz elemszama
i1, illetve az S¥ halmazé cj, ekkor az AF blokk c,_; x ¢ méreti lesz. Tekintsiink
egy | cstcsot amely az Sf‘l Allapotban S tipusi volt és legyen S¥ az az llapot,
melyre SF(I) = I és a tobbi cstics tipusa azonos. Az Sf’l allapotban az [ csics
és fertGzott szomszédjai kozt futd élek szamat jeloljiikk g-val. Ekkor mivel minden
fert6zott kiilon-kiilon 7 ratéval fertGz, ezért A, = 7q. A tovébbiakban (S, 1) ti-
pust élnek fogjuk nevezni azon éleket, melyeknél az egyik csiics egészséges, a mésik
csics pedig fert6zott. Ha az el6bbi szamolast elvégezziik az 6sszes [ csticsra, amelyre

S]’-“_l(l) = S, akkor megkaphato az A* matrix j-edik oszloposszege, tehat

ZA = TNS] Sk 1) (22)

minden j = 1,2,...,cx_1-re ahol NSI(SJ’-“_I) jeloli az (S, I) élek szamat.

Roviden targyaljuk a C* matrix esetét, az el6zSekhez hasonléan. Mivel C* az
Sf“ — Sf atmenet ratajat tartalmazza, ezért a blokk meérete cxy1 X ci-es. Ha
valamely [ csucsra Sf“ = I és S¥(I) = S, valamint a tobbi csiicsra megegyezsek az
allapotok, akkor C’z-’fj =. Az S,’j“ allapotban k + 1 darab fert6zd csics van, ezért
a C* matrix j-edik oszlopaban k + 1-szer szerepel a 7 rata, tehat az alabbi egyenlet

adodik
Z v(k+ 1) (2.3)

minden j =1,2,..., cpyq esetén.



A BF matrix az SF — S]’-g atmenetek ratajat adja meg, azonban ez i # j esetén
nulla. Tehat B* egy ¢, x ¢, méretii diagonalis matrix. Mivel a P méatrix minden
oszloposszege nulla ezért az el6z6 két egyenlet ismeretében az alabbi feltétel adodik

Ck+1 Ck—1

k _ k+1 k—1
Bly=-) A= Cf (2.4)
P =1

2.3. Varhato érték egyenletek

Az el6bb targyalt P matrixot sokszor nem konnyt felirni, ez ugye mindig a graf-
struktiratol fiigg. Azonban ha sikeriil is a rendszer mérete 2%V, ahol N a csiicsszam.
Valo6s problémék esetén ez reményteleniil sok egyenletet jelent, még numerikus mod-
szerekkel sem tudjuk elgallitani a megoldast. A problémét gy orvosoljuk, hogy csak
a fert6zottek szamanak varhato értékét szeretnénk kiszamitani, altalaban ez elég in-
formaciot szolgéltat a terjedés viselkedésérsl. Nyilvanvaloan a varhato értéket az
el6ébbi differencidlegyenlet rendszer megoldasaibdl is ki tudnank szdmolni, azonban
akad mas megoldas is. Vezessiik be az [I](t) jelolést a fert6zottek, mig az [S](¢)
jelolést az egészségesek szaméanak varhato értékére az alabbi modon

N N Ck

)=k ' XF(),  [SI) =) (N—k)Y XF(1) (2.5)

k=0 j=1
Az a célunk, hogy ezen mennyiségekre felirjunk valamilyen osszefiiggést, el6bb azon-

ban bevezetjiik az (S, I) tipust élek szamanak varhato értékét a kovetkezSképpen

[ST1(t) = Y " Nsr(S)X[(t)

k=0 j=1

ahol Ng;(SF) jeloli az S allapotbeli ST élek szamét.
A tovabbiakban megfogalmazunk és igazolunk egy Osszefiiggést a varhato érté-
kekkel kapcsolatban, amely alapvets szerepet tolt be a késGbbiekben. Nem tulzas azt
allitani, hogy az eredményeink nagyrésze az alabbi lemmara épiil. A tovabbiakban

erGsen tamaszkodunk a 6] cikk tartalmara.



2.3.1. Lemma. Az [S] illetve [I| vdrhatd értékek kielégitik az aldbbi egyenletrend-

szert
[S] =[] = 7[51] (2.6)
1] = 7[S1] — 4(I] (2.7)
Bizonyitds: Legyen e, = (1,1,...,1) csupa l-esekbdl all6 sorvektor, melynek ¢y,

eleme van. Ezt a jelolést felhasznalva Y7 | XF = e, X* adodik. Az (2.5) egyenletet
az alabbi alakba irhatjuk

1) =Y ke X*,  [S)(t) =D (N = k)ep X* (2.8)

k=0

valamint az (2.4) Osszefiiggés a kovetkezd alakot 6lti
B = —(exn AM); = (ep 1 O, (2.9)

Mivel B* diagonalis métrix, ezért fenn all, hogy Bf; = (exB");. Ezt felhasznalva

a kovetkezot kapjuk
(exB¥); = —(er 1 AP — (e 1 CF 7Yy, Vi=1,..., ¢ (2.10)
Ebbél adodik, hogy minden £ = 0,1,..., N esetén teljesiil, hogy
ep1 AP 4 ey BY 46,1 CF 1 =0 (2.11)

Derivalva az [I](t) fliggvényt és felhasznélva az (2.1) Osszefiiggést az alabbi egyen-

let adodik

N N
1] = ke X* = key(AFX*! 4+ BEXF + CRXFH) =
k=0

k=0
N N N—-1
> ke AFXFT 4 ke BEXR 4+ ke CFXFH =
N-—1 N N
(k+ Ve AMIXE 4+ ke BEXF 4+ (k= 1)ep CF 1 XF =
k=0 k=0 k=1

N
3 <(k: 4 1)eppt A 4 ke BE + (k — 1)ek_1ok—1)xk _

k=0

N
> (kern A+ kexBY + heg 1O e AV — e 0P ) X
k=

o

=0



Tehat az alabbi egyenletet kaptuk
N

N N
[I] _ Z <6k+1Ak+1 B ek_lc«k—1>Xk _ Z epa ALY Z er 1 CFIXE (2.12)

k=0 k=0 k=0
A (2.2) Osszefiiggésbol (e AP = SR Aﬁjl = 7Ng;(S)) adodik. Ezt behe-
lyettesitve a fenti 6sszeg els6 tagjaba kapjuk, hogy

Zek JARFLXE — ZZ (eppr AFFL), XF = TZZNS[ (SHXE(t) = 7[5

k=0 k=0 j=1 k=0 j=1
Hasonléan (2.3) egyenletbdl (ex_;C*1); = S CZ-'fj’l = k. Ezt Osszevetve a

(2.12) egyenlet masodik tagjaval

N

Zek (CFIXE = ZZ er1CF 1) —’kaZXk—fy
Jj=

k=0 k=0 j=1
Vagyis igazoltuk a lemmat az [I](t) mennyiségre, az [S](t)-re vonatkozo egyenlet

esetében a bizonyitas hasonld .

2.4. Az egyenletrendszer lezarasa

Az imént targyalt lemma elvileg lehetGséget biztosit, hogy egyetlen egy egyenlet
megoldasaval megkapjuk a fert6zottek szaméanak varhato értékét, azonban a jobb-
oldal tartalmazza az [SI] mennyiséget amit nem ismeriink. Az a terviink, hogy va-
lamilyen kozelitést alkalmazunk ami azonban mar csak [I] illetve [S] ismeretleneket
tartalmazza, és igy méar megoldhatjuk az egyenletrendszert. Ezt az eljarast hivjak
az egyenletrendszer lezarasanak (angolul closure), azaz amikor a plusz ismeretlent a
megléviek valamely kifejezésével helyettesitjiik. Pontos formulat nehéz lenne talélni
altalanos esetben, igy csak valamilyen kozelitését fogjuk hasznalni az [S1] varhato
értéknek, ez bizonyos esetekben jo kozelitést ad maskor kevésbé. Megjegyezziik, hogy
ezen Otlet Keeling-t6l ered [3].

Most bemutatjuk a legelterjedtebb kozelitést amit a szakirodalomban pair closure
néven emlitenek. Tegyiik fel, hogy a G graf olyan, hogy minden csiics foka azonos,
mégpedig legyen ez a fokszam n, tovabb a csticsszamot jeloljik N-el. Ekkor a koze-

litésiink az aldbbi

[S1] = [S]]



A fenti Osszefiiggést réviden, heurisztikus magyarazattal indokoljuk. Tekintsiink egy
S tipust csticsot, mivel [I| darab fert6zott van ezért atlagosan % eséllyel lesz egy
szomszédja fert6zott, de mivel n szomszédja van ezzel meg kell szorozzuk az el6bbi
kifejezést végiil pedig szorzunk [S]-el mivel ennyi darab S, azaz egészséges tipusu
csucs van. A kozelités elénye, hogy igen egyszert, azonban ahogy az a heuriszti-
kus magyarazatbol is kideriil, csak akkor jo, ha fert6zottek illetve egészséges szama
nagyjabol fiiggetlen.

Legyen a tovabbiakban a hal6zatunk az N csics teljes graf. Alkalmazzuk a fenti

kozelité egyenleteket és jeldljiik a kapott megoldasokat I illetve S-al. Mivel ekkor

a grafunk fokszama n = N — 1 minden cstcs esetén, ezért a fenti kozelités [ST] =~

[S][I] 5% = [S][{] alakot 6lti, azaz az egyenletrendszeriink az alabbi,
S =~ — 781 (2.13)
[=r8I—~I (2.14)

A keresett ismeretlen mennyiségeket az egyszertiség kedvéért normaljuk a [0, 1] in-
tervallumba. Ehhez vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket, 7 = % valamely rogzitett

. rs = & = S| 1 _ U
szam mellett, tovabba 5 = & 7= L [s] = B ;) = U,

Ekkor az egyenletrendszer

az alabbi alakot olti

§ =i — (5 (2.15)

i = B5i — i (2.16)

Felmeriil a kérdés, hogy ezen tipusu kozelités mennyire ad jo6 eredményt. Ezt
altalaban nehéz megvalaszolni és sokszor csak szimulacios eredményekkel Gsszevetve
kaphatunk képet a hibarol, azonban teljes graf esetén az aldbbi tételt mondhatjuk,

melyrél bévebben [6] dolgozatban.

1. Tétel. Legyen G egy teljes grif és T = % valamely rogzitett 5-ra. Jelolje az (2.1)
egyenlet megolddsdt X és legyenek (3,1) az (2.15) egyenlet megolddsai a kivetkezd
kezdeti feltételekkel 5(0) = [s](0) és t(0) = [t](0). Ekkor barmely t > 0 esetén

i [3(t) — [s](5)] = 0 (2.17)
i [i(t) — [(0)| =0 (2.18)



A teljes graf mint specidlis halozat még a késGbbi fejezetekben is fontos szerepet

fog jatszani, azonban most egy tjabb fajta kozelitést targyalunk

2.4.1. Harmadrendii lezaras

Az el6z6 lemma ereje abban rejlett, hogy a varhato értéket egyetlen egy egyen-
letbdl megkaphatjuk, mivel az [S]+ [I] = N Gsszefiiggés fenn all. Most bemutatunk
egy modszert amely ugyancsak konstans szamu egyenletrendszert eredményez és al-
taldban jobb kozelitést kapunk mint ha a korabbi modszert hasznélnank.

Vezessiik be az [[1],[SS] jeloléseket az (I, 1) illetve az (S,.S) tipust élek szama-
nak varhato értékére. Az alapotlet az, hogy az [ST] értéket tovabbi Gj mennyiségekkel
kifejezziik, majd azokra ugyancsak kozelitést adunk. Tegyiik fel, hogy egy A tipusi
csucs Ossze van kotve egy B tipusaval és az egy C' tipustuval (A, B,C € {S,1}), igy
egy élpart kapunk ami egy 2 hosszi ut A és C kozott. Az ilyen élparok szaménak
varhato értékét a tovabbiakban [ABCI]-vel jeloljiik. Ezen mennyiségek bevezetése

utan megfogalmazhatunk egy lemmat az el6z6 szakaszban targyalthoz hasonléan.

2.4.1. Lemma. Az [S],[I],[SI],[I1I],[SS] mennyiségekre fenn dll az aldbbi egyen-

letrendszer.

5] = Al —~[S1]

1] = 7SI —[1]

[SI] = (1] — [SI)) +7([SSI] + [1S1] — [S1])
[I1] = —24[I1] +27([ISI] - [SI))

[SS] = 24[S1] — 27[SS]I]

Az [IS]] illetve az [SSI| varhato értékekre kozelitést kell alkalmazzunk, ezt a mod-
szert a szakirodalomban triple closure néven talaljuk, vagyis hdromszoros lezaras.
Gyakorlatilag az el6z6 rendszert bévitettiik és hasonloan bévithetnénk tovabb akar
végtelen dimenzios rendszerré is. A lemmaban szerepl$ ismeretlen mennyiségek ko-
zelitésére Keeling és Rand formulajat |3] hasznaljuk, amely az alabbi

n — 1[AB][BC]
n [B]

[ABC] ~



A fenti képlet heurisztikus magyarazata hasonl6 a korabbi kozelitéséhez, részle-
tesebben a mar emlitett [3] cikkben olvashatunk rola.

A korabban targyalt lezaras esetében egy tétel garantalta, hogy a csticsszam
novelésével a kozelitésiink is egyre jobb lesz. Jelen esetben nincs ilyen erGs tételiink,

ezért altalaban a korabbi pair closure kozelitést vessziik az 6sszehasonlitas alapjaul.

2.5. Osszevonas teljes graf esetén

Kordbban mar emlitettiik, hogy a Kolmogorov egyenletek egy 2V méret( diffe-
rencidlegyenlet rendszert alkotnak, ahol N a grafunk csticsszama. Ez kezelhetetleniil
nagy, de mivel ugyis csak a varhato értékre vagyunk kivancsiak ezért felirtunk a
varhato értékre egy alacsonyabb dimenzios differencidlegyenlet rendszert. Ezeknél
azonban valamilyen kozelitést kellett hasznalnunk, tehat a pontos megoldas nem
volt a keziinkben. Most bemutatunk egy modszert amely segitségével csokken az
egyenletek szama és a kapott varhato érték a pontos Kolmogorov rendszerbdl ka-
pott varhato értékkel egyezik meg. A modszer hatranya, hogy a csokkenés mértéke
nagyban fiigg a grafstruktiratol, azonban bizonyos specidlis grafok mint példaul az
N cstucsu teljes graf esetén nagy hatékonysaggal alkalmazhato.

Az moédszer alapotlete az, hogy 1j valtozok bevezetésével csokkentjiik az ismeret-
lenek szamat, ezt hivjak altalanosan 6sszevonasnak (angolul lumping). Pontosabban
a régi valtozok valamely linearis kombinaciojat fogjuk 1j véaltozokkal leirni. A ko-
rabban targyalt X* = (Xf, Xk ,ka) vektor elemeit helyettesitsiik egyetlen z*

valtozoval a kovetkezGképpen
F=XP+XP+. .+ XE VE=1,2,...N

ekkor z* tulajdonképpen annak a valoszintiségét jelenti, hogy k darab fertézott van.
Megjegyezziik, hogy ez a konkrét Gsszevonas teljes graf esetén lesz megfelels, al-
taldnos esetben a graf automorfizmus csoportja adja meg a megfelels valtozokat,
bévebben [6]. A tovabbiakban régzitjiik a csicsszamot N = 3-ra és felirjuk a Kol-
mogorov illetve az Gsszevonasok utan kapott egyenletrendszert. Szdmozzuk meg a

csiucsokat 1-t6l 3-ig és legyen Xapo annak az allapotnak a valdsziniisége amikor
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az els6 csucs A, a masodik B illetve a harmadik C tipust, ahol A, B,C € {S,I}.

Példaul X;g; az alabbi allapot valoszintiségét jelenti 2.3 abra.

I

2.3. dbra. I ST allapot, melynek valészintisége X;g;

Ekkor a Kolmogorov egyenletek

Xsss = v(Xssr+ Xsis + Xrss)

Xsst = Y(Xsir+ Xrsr) — (27 +7) Xss1

Xsrs = v(Xsir + Xirs) — (21 +7) Xsrs

Xriss = Y(Xrsr+ Xrrs) — (27 +7) X1ss

Xsir = v Xrr +7(Xssr + Xsis) — 2(7 + ) Xsir
Xrsr = X+ 7(Xssr + Xrss) — 2(7 + ) Xrs1
Xis = YXrr +7(Xsis + Xiss) — 2(7 +7) Xurs
)

X = =3vXir+ 27(Xsrr + Xrsr + Xirs

A fentebb targyalt 0sszevonasokkal a fenti egyenletrendszert egyszerisitsiik, ek-

kor az alabbit kapjuk

i = qxt

= =2(7 + )2t + 2y2?

i? = 212 = 2(7 +7)2* + 3vy2?
3 = 2r2% — 3y2®

ahol 20 = XO 2! = X] + X3 + X}, 2% = X? + X2+ X3 és 23 = X3

Altaldnos csticsszam esetén hasonlo rendszert kapunk, errél szol a kovetkezs tétel.
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2. Tétel. Legyen G eqy teljes grdf, ekkor az x* fiiggvények kielégitik az aldbbi diffe-

rencidlegyenleteket
i = qrt

i* = (k=1)(N —k+D7r2" — (k(N — k)7 + ky)2® + (k 4 1)y2F+?

N = (N - Dra"t — NyzV

Tehat a kezdetben 2V méretii rendszer helyett elég megoldanunk egy N + 1

méretiit. A keresett varhato értéket ekkor konnyen megkaphatjuk, mégpedig a

képletbdl adodik.

12



3. fejezet
Kozelitések és szimulaciok

Ebben a fejezetben az elméleti alapok targyalasa utan a szimulacios modszert,
illetve annak tesztelését fogjuk bemutatni. El6szor ismertetjiik a szimulacié soran
hasznalt Monte Carlo modszert és érintjiikk a konkrét szimulédcios algoritmust. A
kutatasunk alapjait képez6 szimulacios eredményekre csak a kovetkezd fejezetben
tériink at, most kizarolag a teljes graf esetére szoritkozunk amely megfelel beveze-
tést nyujt a tovabbi fejezethez. Megjegyezziik, hogy elsGsorban egy rovid és témor
attekintést szeretnénk adni, ezért néhol a preciz megfogalmazasok helyett inkabb a

szemléletes targyalast részesitjiik elényben.

3.1. Monte Carlo médszer és a szimulaciés algorit-
mus

A Monte Carlo médszer egy szimulaciés modszer, melyet régdta sok teriileten
alkalmaznak véletlen kisérletek eredményeinek elGallitasara. Lényege, hogy egy vé-
letlenszam generator segitségével lejatszuk a kisérletben szerepld folyamatot, majd
ezt sokszor megismételve az eredményeket atlagoljuk. A Monte-Carlo elnevezés arra
utal, hogy a modszerben szerepls véletlenszamot akar egy kasziné jaték eredménye-
ib6l is vehetnénk. Az algoritmusunkban mindig a MATLAB beépitett véletlenszam
generatorat hasznaltuk, tehat a rand parancsot amely gyakorlatilag a [0, 1] inter-
vallumon egyenletes eloszlast pszeudovéletlen szam. A pszeudovéletlen azt jelenti,

hogy valamilyen determinisztikus algoritmusbol szarmazik, amely azonban kozelit a
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véletlenhez.

Most réviden targyaljuk a szimulaciohoz hasznalt algoritmust. Tekintsiik a [0, T’
intervallum egy felosztasat 0t osztaskozzel és jeloljiikk M-el az osztaskozok szamét.
Egy kisérlet abbol all, hogy M-szer végig megyiink az egész grafon, minden csticsot
megvizsgalunk és bizonyos valoszintiséggel S allapotbol I-re valtoztatjuk vagyis fer-
t6ziink, illetve I-r6l S-re vagyis gyogyitunk. Ez a kivetkezGt jelenti, vegyiik elGszor a
fertzés esetét. Kiszamitjuk egy adott csticsra a P = 1 — exp(—Ng;7dt) értéket, ahol
Ng; jeloli az adott egészséges csucshoz tartozod (S, 1) élek szamat, majd tekintsiik
a rand parancs segitségével kapott () véletlen szamot. Ha ) < P akkor fertéziink,
vagyis [-re valtoztatjuk az allapotot, ellenkezd esetben egészséges marad a cstcs.
Gyogyulasnal hasonloan jarunk el, ekkor a P’ = 1 — exp(—~dt) szamot hasonlitjuk
egy masik Q' véletlenszamhoz. Ha Q' < P’ akkor a csiics meggyogyul, ellenkezs
esetben fert6zott marad. A fenti eljarast megismételjiik 6sszesen R-szer és végiil at-
lagot vesziink. A konkrét algoritmus vazlata az aldbbi, bemeneti paraméterek az R

ismlétlési szam, a Jt felosztas és az intervallum hossza, amit Hossz-al jeloliink.

4 ™

Szimulacié (R,Hossz,dt)

I[5] := I[5] + FertdzdttekSzama
i=1...N
csucsok[]=0
| H
N_SI = FertdzdSzomszedokSzama(i)
P =1 -exp( -tau*N_SIdt ) P := 1 - exp( -gamma*dt )
Q :=rand Q :=rand
Q<P Q<P
H I H
csucsok[i] =1 @ csucsok[i] =0 @
I=1/R
A vy
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3.2. Teljes graf vizsgalata

Ebben a szekcioban végig rogzitjiik a halézat struktiurajat, mindig az N csi-
csu teljes grafot fogjuk hasznélni, melyet C'y-el fogunk jelolni. Ez a halozat kutatasi
szempontb6l nem annyira érdekes, kizarolag csak a szimuléacios algoritmus tesztelése
céljabol hasznaljuk. A tovabbiakban konkrét szimulaciés eredményeket fogunk 6ssze-
hasonlitani, az el6z6 fejezetben targyalt kozelitésekkel, illetve a pontos megoldéssal.
A pontos Kolmogorov megoldésbol szamitott varhato értéket azért tudjuk szamolni,
mivel a valtoz6 Osszevonasos modszer N + 1-re csokkentette a differencialegyen-
let rendszer méretét, ez pedig mar numerikusan kezelheté 100 — 200 nagysagrendii
csucsszamok esetén.

Elgszor felirjuk konkrétan a két kozelitésbdsl kapott rendszert, kiilon-kiilon. A

pair closure tipusu kozelités esetében a rendszer

[S] = ~[1] = 7[S][1] (3.1)
(1] = 7[STH] = ~11] (3.2)
hiszen a fokszam n = N — 1, igy 5 = % =1

A triple closure kozelitésben hasonloan kiesik a fokszamot tartalmazéd egyiitt-

hato a rendszer tehét

5] = A1) —7s1]

0 = r[S1] A1)

11 = =51+ (G R )
11 = —27[Il]+27<”;1%_[311>

[S5] = 27[51]—27”;1[5%51]

Ahhoz, hogy érdemben virusterjedésrél beszélhessiink kezdetben mesterségesen
meg kell fertGzniink néhény cstcsot, hiszen ha mind S tipusi lenne akkor ebben az
allapotban maradna a folyamat. Kérdés, hogy mekkora legyen a kezdeti fert6zottek
szama, mint azt a kés6bbiekben latni fogjuk ez meghatarozé szerepet jatszik. A
reédlis kezdd érték 1 darab fert6zottsl kezdve kb. a cstucsszam 5%-aig terjednek, az

ennél nagyobb értékek nem tul redlisak kiilonosen nagy csiicsszam esetén.
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Most nézziink, egy konkrét szimulacios eredményt. A csticsszam legyen N = 100,
a paraméterek 0 = 15 és v = 1, a szimulacios paramétereket illetGen legyen az
ismétlési szam R = 1000, a vizsgalt intervallum [0, 2] és az osztaskoz ot = 0.001

(3.1. abra).

Szimulaci6é
Kolmogorov

i®

1.2 14 16 18 2

3.1. dbra. Fert6zottek szaménak varhato értéke, N = 100, § = 15 és v = 1 esetén.

Azért valasztottuk ezen paramétereket, mert az igy kapott gorbe tipikus esete a
terjedésnek. Lathato, hogy van egy tgynevezett felfutasi szakasz amely utan beall
egy egyensilyi allapot és gyakorlatilag konstans a fiiggvény. A tovabbi vizsgalatok-
ban az intervallumot mindig gy fogjuk megvalasztani, hogy ezt a felfutési szakaszt
tartalmazza, utana a fliggvény tugyis konstans lenne. Megjegyezziik, hogy az SIS
modellben a stacionarius allapot minden esetben az, hogy a virus kihal vagyis min-
denki egészséges, de ez altalaban csak nagyon hosszt id§ utan kovetkezik be, tehat a
vizsgalatokban ezzel a szakasszal nem fogunk foglalkozni. Lathatjuk az abran, hogy a
szimulacio teljesen visszaadta a Kolmogorov megoldast. Ez annak készonhets, hogy
mind az intervallum felosztasat, mind az ismétlési szamot jol valasztottuk. Nyilvan-
valo, hogy minél nagyobb az ismétlési szdm annal simabb gorbét kapunk, illetve
minél kisebb a felosztas annal jobban kozelitjiik a folytonos Kolmogorov megoldast.
Most nézziik meg mi torténne alacsonyabb felosztas esetén, minden més paramétert

valtozatlanul hagyva (3.2. abra).
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6t=0.1 6t=0.01

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
T 04 04
0.2 Szimuléacio 0.2
Kolmogorov

0 0

0 0.5 1 0 0.5 1

t t
St =0.001 5t =0.0001

1 1
0.8 0.8
e 0.6 . 0.6
“ 04 “ 04
0.2 0.2
0 0

0 0.5 1 0 0.5 1

3.2. abra. Fert6zottek szamanak varhato értéke, kiilonboz6 ot felosztasok esetén

(N =100, 3=15,~v=1)

Azt 1atjuk, hogy ot = 0.001 illetve 0t = 0.0001 esetén mar nagyon kozel van a két
gorbe. Mejegyezziik, hogy a tul nagy ot érték hasznalata nem célszert, mert ekkor
a szimulacioban egy adott 1épésben tébb fertézés, illetve gyogyulés torténik mint
amennyi redlis lenne. A tovabbiakban mindig a dt = 0.001 értéket fogjuk haszndlni,
igy a futasi id6k 10-szeresen csokkennek a finomabb felosztashoz képest. A maésik
fontos szimulacios paraméter a ismétlési szam. Most az el6z6 vizsgalathoz hasonl6an
rogzitiink minden paramétert és az ismétlési szamot valtoztatjuk (3.3. abra).

Nyilvanvaloan magasabb ismétlési szamnal egyre jobbak a kozelitések. Altala-
nossaghan elmondhato, hogy az R = 1000 koriili ismétlési szam mér magasnak
szamit, ezért mi is inkabb ezt fogjuk hasznalni. Megjegyezziik, hogy a szimulacios
algoritmust médosithatnank gy, hogy nem mi adjuk meg az R értékét, hanem egy
ugynevezett tolerancia feltételt hasznalunk a kiils6 ciklusbol valo kilépésre. Ez azt
jelenti, hogy ha a kiatlagolt gorbe méar alig valtozik, akkor leallitjuk a szimulaciot,
hiszen igy mar tovabbi ismétlésekkel sem tudunk jobb kozelitést kapni. A tovabbiak-
ban tehat mindig az R = 1000 és ot = 0.001 paramétereket fogjuk hasznélni. Most
nézziik meg, hogy az el6z6 szakaszban targyalt kozelitések, hogyan viselkednek. A

csucsszam legyen N = 30, és a paraméterek 7 = 15 valamint v = 1 (3.4.4bra).
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R =10 R =100

1 1
0.8 0.8
_ 06 06
T 04 T 04
0.2 Szimulacio 0.2
Kolmogorov

0 0

0 0.5 1 0 0.5 1

t t
R =1000 R =10000

1 1
0.8 0.8
06 06
T 04 T 04
0.2 0.2
0 0

0 0.5 1 0 0.5 1

3.3. abra. Fert6zottek szaméanak varhato értéke, kiilonb6z6 R ismétlési szamok esetén

(N =100, 3=15,~v=1)

Szimulacio
Kolmogorov
Pair closure
Triple closure

3.4. abra. Kozelitések tsszehasonlitasa, N = 30, § = 15 és v = 1 esetén.

A cstcsszamot azért csokkentettiik, mert igy lathaté az abran a kiilonbség a két
kozelités kozott, tovabbé lathatod, hogy a triple closure van kozelebb. Elmondhato
azonban, hogy a kozelitések nem jok, akar a felfutasi szakaszt, akar az egyensiilyi
értéket nézziik. Kordbban mér emlitettiik, hogy a kezdeti fert6zottek szama komoly

befolyassal bir a kozelitésre. Jeloljiik Iyp-al, hogy kezdetben a csticsszam hany szaza-
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léka fert6zott, pontosabban legyen kezdeti fert6zottek szama % egészre kerekitett

értéke. Most az egyszeriiség kedvéért csak a Kolmogorov megoldést illetve a pair

closure kozelitést vizsgéaljuk kiilonbozs [, értékekre, a paramétereket nem valtoz-

tatjuk az elézGekhez képest (3.5. abra).

b=1% p=5%
1 1
0.8 0.8
_ 086 __06
T 04 T 04
0.2 Pair closure 0.2
Kolmogorov
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
t t
l,=10% lp=20%
1 1
08 038
i=3 £ 06
0.4
0.2 0.4
0 0.2
0 0.5 1 0 0.5 1

3.5. 4bra. Fert6zottek szamanak varhato értéke, kiillonboz6 Iy kezdeti fertGzottség

esetén (N =100, 8 =15, v = 1)

Lathato, hogy példaul Iy = 10%-os értéknél mar teljesen jo a kozelités, en-
nél nagyobb kezdeti fert6zott szam esetén tgyszintén. Megjegyezziik, hogy sokszor
azonban az 1%-os vagy annal kisebb I, értékek a realisak ezért a vizsgalatokban is
ezeket fogjuk hasznalni. A késGbbi fejezetben targyaljuk, hogyan lehet ezen kozelité-
seket javitani gy, hogy kisebb kezdeti fert6zottség esetén is jok legyenek, elsGsorban
az egyensilyi éllapotot illetGen. Innentél kezdve ebben a fejezetben végig 1 darab
kezdeti fertGzottel fogunk szdmolni, ha azt kiilén nem jelezziik.

A tovabbiakban egy méasfajta abrat fogunk vizsgalni amelynek a késébbi fejezet-
ben nagy figyelmet szenteliink. Az a cél, hogy valamennyire megértsiik, hogy miért
ad rossz eredményt a pair closure kozelités, illetve hol "romlik el". Az el6zGekkel
ellentétben most ne norméaljuk a [0, 1] intervallumba a fert6zottek varhato értékét, és
jeloljiik a pair closure kozelitéssel kapott fiiggvényt I(t)-vel, illetve a szimulaciobol

kapott gorbét I(t)-vel. Ahhoz, hogy szemléltessiik a kiilonbséget abrazolni fogjuk az
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ST élek szamat I fliggvényében, ehhez egy (I(t), SI(t)) abrat készitiink. A kozelités
esetében tudjuk, hogy az SI élek szamat az (N — I)(I) gorbe irja le, hiszen ezt a
kozelitést alkalmaztuk, a masik esetben pedig a szimuléaciés algoritmus végrehajtasa
kozben folyamatosan osszeszamoljuk az ST élek szamat. Minden paraméter meg-
egyezik a korabbiakkal, a vizsgélt intervallum a [0,1] tovabbra is, ezt azért emlitjiik

meg mivel az abran az idéfiiggés nem latszik (3.6. abra).

2500

T
Szimulacio
Pair closure

2000

1500

Sl

1000

500

3.6. abra. (I(t),S1(t)) abra teljes graf esetén, a paraméterek N = 100, f = 15,
V= 17 [0 = 1%

Lathato, hogy a kozelités sokkal nagyobb élszamokat hasznal és ez a magyarazata,
hogy miért kapunk nagyobb értékeket. Tovabba az is észrevehets, hogy az egyensi-
lyi pontban hasonl6 az ST élek szama, viszont mas-mas I értéknél. Egy lehetséges
stratégia a jo kozelités megtalalasara, hogy olyan SI(t) gorbéket probalunk keresni
melyek minél kézelebb vannak a szimulaciobol szamolthoz. Ezt jol szemlélteti, ha a
kezdeti fert6zottek szamat 10%-ra vagyis 10-re noveljiik. Lattuk, hogy ekkor a koze-
lités mar nagyon jo, most megnézziik, hogy az (I(t), SI(t)) &bra mennyivel véaltozik
(3.7. abra).

Azt kaptuk amire szamitottunk, vagyis a gorbék sokkal kozelebb vannak mint
a kordbbi abran. Ez azért fontos informécié mert az ST élek szamat meghatarozni

sokszor, konnyebb akar kombinatorikai médszerek segitségével is.
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3.7. abra. (I(t),SI(t)) abra teljes graf esetén, a paraméterek N = 100, § = 15,
Y= 1, ]0 = 10%
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4. fejezet

Vizsgalatok és eredmények

Jelen fejezetben targyaljuk a dolgozat {6 témakorét, olyan 1) kozelitési modszere-
ket melyeket egy specialis grafon végzett vizsgélatok motivaltak. Ezen specidlis graf
az ugynevezett modositott korgraf melyet mar a TDK dolgozatomban is vizsgaltam,
azonban a szimulici6s eredmények pontos magyarazata atfogobb kutatasi munkét
igényelt. A célunk, hogy bemutassuk az eddig elért eredményeket megjegyezve, hogy
néhany teriileten még akadnak kérdések, de reményeink szerint ezeket mihamarabb
megvalaszoljuk és a nyar folyaman témavezetémmel kozosen tudoméanyos cikkiink

sziilethet egy nemzetkozileg elismert lapban.

4.1. Mbodositott korgraf vizsgalata

Ebben a szakaszban a halozatunk mindvégig a mar emlitett, Ggynevezett modo-
sitott korgraf lesz. ElGszor is ismertetjiik, hogy pontosan mit értiink ezen halozat
alatt.

A konstrukeio a kovetkezs: tekintsiink N csticsot és kossiik dssze Gket, hogy egy
N hosszu kort alkossanak, majd ezek utan létrehozunk tugynevezett klasztereket,
azaz minden csticsbol a d tavolsdgban 16vE egyik szomszédjaba élt hizunk gy, hogy
minden cstucs foka 3 legyen, majd az igy kapott grafot jeloljiik Gy 4-vel. Nyilvanvalo,
hogy az iménti eljarast csak akkor tudjuk megcsinalni, ha 2d oszt6ja a csticsszamnak.
Az alabbi dbran szemléltetés képpen mutatunk néhany konstrukciot kiilonbozé d

értékekre, N = 12 cstcsszam mellett(4.1. dbra).
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4.1. abra. G 4 grafok, N =12 és d = 2, 3,6 esetén

Felmeriil a kérdés, hogy miért pont ezt a specélis grafot helyeztiik vizsgalatunk
kozéppontjaba? Az a valasz, hogy ezen graf hasonlit a Watts — Strogatz véletlen
grafra melyrdl bévebben |7| dolgozatban olvashatunk. Hasonlosag alatt azt értjiik,
hogy a Watt — Strogatz kontrukcié egy az imént emlitett modositott korgrafbol
indul, majd bizonyos valosziniiséggel élcserékkel folytatodik. Logikus tehat, hogy
elGszor az élcsere mentes halozatot szeretnénk megérteni, majd késébb a bonyolul-
tabb kontrukciokat. Amint azt a tovabbiakban latni fogjuk méar a modositott korgraf
megértése sem trivialis kérdés.

Most megnéziink néhany szimulacios eredményt, amelyek segitségével bemutat-
juk a f6bb felmeriil§ kérdéseket. Legyen a kezdetben fert6zott csticsok szama 1 darab,
ahogy a korabbi szakaszban is legtobbszor ezzel szdmoltunk. Tovabba a csticsszam
N = 2% valamely pozitiv egész k-ra, ezen alak csak azért sziikséges, mert ekkor a
klaszterozas megvalosithato d = 1,2, ..., 25! értékekre. Elészor futtassuk a szimu-
laciot N = 128-ra és a paraméterek legyenek, 7 = 10 valamint v = 1, ekkor az aldbbi

eredményeket kapjuk(4.2. abra).
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4.2. 4bra. Fert6zottek szamanak varhato értéke Gagq modositott kérgrafon, d =

2,4,8,16,32,64, 7 = 10 és v = 1 esetén

Azért valasztottuk ezeket a paraméterek, mert a fenti dbra jol mutatja, hogy
tipikus esetben milyen a terjedés. Lathato, hogy mindegyik gorbe ugyanarra az
egyensiilyi pontra all be, viszont a kezdeti szakaszt kovetGen jelentds kiilonbségek
vannak. A terjedés meredekségét (sebességét) illetGen kézenfekvs lenne elGszor arra
gondolni, hogy nagyobb d érték esetén gyorsabban jut el a virus nagyobb tavolsidgra
ezért ott nagyobb a terjedés sebessége is. Azonban a szimulaciés tapasztalat ezzel
szoges ellentétben 4ll, latjuk, hogy a 6 lehetséges d érték koziil a legnagyobb, azaz a
d = 64 csak a harmadik a sorban és d = 16 esetén a leggyorsabb. Célunk elsésorban
ennek a jelenségnek a magyarazata, jelen fejezet nagy részét ennek szenteljiik majd a
tovabbiakban, de el6szor nézziik meg, hogy mi torténik magasabb csticsszam esetén.
A kovetkezd abra erejéig legyen a cstucsszam N = 1024 a tobbi paramétert hagyjuk
valtozatlanul (4.3. dbra).

A tendencia hasonlo, azaz a legnagyobb d = 512 érték itt is a harmadik leglas-
sabb, 6t kdveti a 256 illetve a 128. A fenti d4brat csak motivacié gyanant néztiik meg,
most visszacsokentjiik a cstcsszamot N = 128-ra és megnézziik, hogy a kordbban

targyalt kozelitéseket, mennyire bizonyulnak hasznosnak.
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4.3. abra. Fert6zottek szamanak varhato értéke Gioosq modositott korgrafon, d =

2,4,8,16,32,64,128,256,512, 7 = 10 és v = 1 esetén

Az vilagos, hogy mivel ezen kozelitések nem tartalmazzak a d paramétert, legfel-
jebb egy gorbe felfutasi szakaszat kozelithetik csak jol, azonban esetiinkben ez sem

all fenn amit a kovetkezs abra jol szemléltet (4.4. abra).
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4.4. abra. Kozelitések és a Giagq modositott korgrafon tekintett terjedések, d =

2,4,8,16,32,64, 7 = 10 és v = 1 esetén
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Lathato, hogy sem a pair closure sem a triple closure kozelités nem ad jo ered-
ményt, az egyensulyi értéket illetGen sem. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy ha no-
veljiik a kezdeti fert6zottek szamét, akkor jelentds javulast tapasztalunk. Legyen
most Iy = 10%, minden mas paramétert hagyjunk véltozatlanul és nézziik meg mit

tapasztalunk (4.5. abra).

iV

— — — Pair closure
— — — Triple closure

I I I
14 1.6 18 2

4.5. abra. Kozelitések és a Gogq modositott korgrafon tekintett terjedések, d =

2,4,8,16,32,64, 7 = 10 és v = 1 valamint Iy = 10% esetén

Hasonléan mint teljes graf esetén, itt is jelentGs javulast tapasztalunk, de csak

az egyensilyi pontot illetGen, a kezdeti szakasz kozelitése tovabbra is rossz.

4.2. Uj moédszerek

4.2.1. A pair closure javitasa

Az el6bb lattuk, hogy a pair closure kozelités mindig a szimulaciobol kapott
gorbe felett volt, akar a felfutasi szakaszt akar az egyensilyi allapotot nézziik, mi-
tobb gy volt ez a teljes graf esetében is. Viszont, ha noveltiik a kezdeti fert6zottek
szamat, akkor javult a kozelités. Pontosabban a szimuléaciés eredmények kdzeledtek
a pair closure gorbéhez, mivel a pair closure egyensilyi allapota fiiggetlen az I

értéktsl. Az a magyarazat, hogy kis kezdeti fert6zottség esetén nagyobb valdszint-
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séggel el6fordulhat, hogy a virus révid idén beliil kihal és nincs terjedés, viszont ha
tobb kezdetben a fert&zott csics akkor ennek a kihaldsnak az esélye sokkal kisebb.
Tehat roviden az a pair closure hibaja ebben az esetben, hogy nem veszi figyelembe
a gyors kihalasokat. Ez a megfigyelés lehetGséget ad arra, hogy kis I értékek esetén
is jo kozelitéseket kapjunk, legaldbbis az egyenstlyi értéket illetGen. Az az Otletiink,
hogy a kozelitésbél kapott gorbét egy 1-nél kisebb konstans értékkel megszorozzuk,
igy kozelebb lesz a szimulacios eredményhez. Jeloljitk a kezdeti fert6zott (egyetlen)
csucsot i-vel. Ennek a fertGzott csiicsnak 3 egészséges szomszédja van, tehat 37 ra-

taval adhatja at a fertézést és ~ rataval gyogyulhat. Ez azt jelenti, hogy a virus

37
37+

kihalasanak az esélye # és a tovabb terjedés valoszintisége

azaz Otletiink,
hogy ezekkel a valoszintiségekkel siilyozzuk a kihalas illetve tovabb terjedés esetét.

Jeloljiik I,,,(t)-el a pair closure kozelitésbdl kapott gorbét. Ezen jeloléssel a ferts-

zOttek szama %Im + 32=0, hiszen kihalas esetén nulla a fert6zottek szdma. Tehdt
v THY
az 1j kozelitésiink az alabbi
3T
3r+4"

Nézziik meg, hogy az igy kapott gorbe mennyit javult, ehhez minden korabbi para-
métert valtozatlanul hagyunk (4.6. abra).

0.9F

0.8

0.7

0.6 —d=2
d=4
Zos5f d=8
—d=16
0.4 ——d=32
d=64

0.3 — — — Pairclosure| |

0.2

0.1

4.6. abra. A javitott pair closure és a G1as ¢ modositott korgrafon tekintett terjedé-

sek, d = 2,4,8,16,32,64, 7 = 10 és v = 1 valamint Iy = 10% esetén
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Lathato, hogy az egyensilyi szakaszt teljesen jol kozeliti, azonban a felfutési
szakaszt tovabbra is rosszul. Megjegyezziik, hogy nagyobb v gyogyulasi rata esetén
el6fordulhat, hogy ez sem kompenzalja eléggé a kihalasokat példaul ha a szimulacio-
bol kapott eredményben teljesen kihal a virus attol fiiggetleniil a fenti kozelités nem
fog nullat adni, egyszertien csak egy kis konstans értékkel fogunk szorozni. Tovabba
nagyobb v esetén érdemes tovabbi valoszintiségekkel stulyozni, tehéat azt is figyelembe

venni, hogy mekkora a késébbi kihalasok esélye.

4.2.2. Uj kozelits differencialegyenlet

A tovabbiakban egy 1j megkdzelitést targyalunk a grafstrukturat illetGen, mely
kozelebb visz minket a virusterjedések heurisztikus magyarazatahoz. Az alapgondo-
lat visszavisz minket a modositott korgraf szerkezetéhez. A graf konstrukcioja soran
a kor elkészitése utan elkezdiink tovabbi éleket behiizni a d tavolsdgban 1évG jobb
oldali szomszédokhoz, mégpedig tgy, hogy a graf fokszdma minden cstcs esetén 3
legyen. Ekkor létrejonnek 2d pontbol allé csoportok. Gondoljunk mostantol a grafra
ugy, hogy ilyen csoportokat kotiink Ossze egy-egy éllel és jelolje M = 2d az egy

N

csoportban 1év6 pontok szamat, tovabba m = 1; a csoportok szamat, ahol N a

csucsszam. Az el6z6 gondolatmenetet az alabbi abra jol példazza (4.7. dbra)

4.7. dbra. G162 modositott korgraf, kiemelve az egyik M = 4 méretd csoport

Az nyilvanvalo, hogy a d = 1 esetben terjed a virus a leglassabban, tehat az egy-
szer N csicsu korgrafon, ekkor minden cstics foka 2. A d > 1 esetre gondolhatunk
ugy, hogy az el6bb emlitett M méretii csoportoknak egy korgrafja. Ha a d érték

kicsi akkor ezek a csoportok hasonloan viselkednek a terjedés szempontjabol mint
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egyetlen csiics. Mindezt egybevetve magyardzhato, hogy miért a d = 2,4 esetben
a leglassabb a terjedés. Az igazi kérdés az, hogy miért a legnagyobb d érték koveti
Gket a sorban. Ennek megértéséhez az el6z6 fejezetben hasznalt (I(t),SI(t)) abra
hasznos lesz. Nézziik meg mit latunk kiilonb6z6 d értékek esetén, az egyszeriiség

kedvéért nem normaljuk sem az csucsokat, sem az élszamokat (4.8. abra).

20
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4.8. abra. (I(t),SI(t)) gorbék Gias4 modositott korgrafon, d = 2,4,8, 16,32, 64,

7=10 és v =1 esetén

Lathato, hogy terjedések sorrendjét teljes mértékben visszaadja a fenti abra. Mi-
tobb a probléma visszavezethets, az ST élek szamanak meghatarozasara, azaz ha
valamely d érték esetén nagyobb az ST élek szama, akkor gyorsabb a terjedés is.
Kérdés, hogy ezen élek szamét hogyan tudnank valahogy kozeliteni figyelembe véve
a d paramétert. Mindenek el6tt be kell vezetniink a frontok fogalmat és egyben meg-
jegyezziik, hogy a front elnevezés nem egységes de rendkiviil szemléletes. Képzeljiik
el, hogy a graf N csiicsa egy kort alkot, amikor a virusterjedés elindul egy pontbol
akkor a virus atterjedhet a bal vagy jobb oldali szomszédjara illetve a d tavolsidgban
lév6 szomszédhoz. Ha valamelyik oldaliranyt szomszédot fert6zi meg, akkor 1étrejon
egy szakasz melyben mindenki fert6zott és ez a szakasz egyre csak hosszabb lesz.
Elsfordulhat persze, hogy néhany cstics meggyogyul és ekkor a szakaszon beliil lesz

par csiics ami egészséges vagy ha széls6 csiics gyogyul akkor rovidebb lesz, de ti-
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pikusan ez a koron egy iv mely fert6zottekbdl &ll néhany egészségestsl eltekintve.
Egy ilyen ivet fogunk a tovabbiakban frontnak nevezni. Az alabbi abran egy front

kialakulasat latjuk (4.9. abra).
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4.9. dbra. Példa egy adott front kialakulésara

A vizszintes tengely a csicsokat a fiiggGleges az id6t jelenti és ahol fekete pont
lathato, az a csics fertGzott. A fenti dbra egy konkrét szimulacié eredményét mu-
tatja, a paraméterek 7 = 20, v = 1 és a vizsgalt intervallum a [0, 1] az osztaskoz
pedig 6t = 0.001.

Ha az el6z6 korgrafos gondolatmenetet egybevetjiik a frontokkal, akkor megal-
lapithato, hogy kis d értékekre csak egy front indul meg a kor valamely részén. Ez
a front fog teljesen szétterjedni a grafon, hiszen masodik front kialakulasa csak d
tavolsagra lenne lehetséges, de ekkor a két front kozott keletkezé kis hézag gyorsan
megtelik fertézottekkel. Nézziik meg mi torténik d = 64 esetén, (4.10. dbra).

Azt latjuk, hogy itt rovid idén belil 2 darab front keletkezik. A magyarazat
abban rejlik, hogy a harmadiknak behuzott élek pont a szemkozti csucsokat kotik
Ossze vagyis rogton a kor szemkozti részére atterjed a fertGzés és ott egy masik front
kezd kialakulni. A két front kozotti tavolsag a lehet6 legnagyobb, igy sok idGbe telik
amig Osszeérnek. Fontos megéllapitas, hogy harmadik front azonban nem alakulhat
ki, ugyanis erre csak tigy lenne esély ha a szemkozti csticsokat 6sszekotd élen torténne
fert6zés, de ekkor ez pont a masik a fronthoz tartozo cstcsot fertézne. Osszefoglalva

a legnagyobb d érték esetén 2 darab egymassal szemkozti front kezd el terjedni.
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4.10. abra. Frontok kialakulasa, Gia5 64 modositott korgraf 7 = 20 és v = 1 esetén

Az eddig vizsgalt d-k esetén lattuk, hogy 1 vagy 2 front kialakulésara van esély.
A koOzéps6 d = 8, illetve d = 16 értékeknél azonban sokszor el6fordulhat, hogy 3
front alakul ki és elsGsorban ez az oka, hogy a terjedés gyorsabb. Nézziik a d = 8
esetet, a masik ehhez nagyon hasonl6 abrat ad. A helytakarékossiag kedvéért csak

azt a szakaszt mutatjuk, ahol elkezdenek kialakulni a frontok (4.11. abra).
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4.11. 4bra. Frontok kialakuldsa, G125 s modositott korgraf 7 = 20 és v = 1 esetén
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A magyarazathoz szét kell valasztanunk az eseteket aszerint, hogy a kezdeti fer-
t6zOtt cstics a csoport szélén, vagy kozepén helyezkedik el. Ha a fert6zés eleinte a
csoport szélén van, akkor onnan konnyen fert6zi a csoport kozepét tehat kialakul ko-
zépen is egy front, majd innen a masik szélre tevddik at a terjedés ezzel létrehozva
a harmadik frontot. Precizebben fogalmazva mindig a csoport elsg, d-edik illetve
2d-edik csicsa koriil alakulnak ki frontok. Ha kozéptajékon helyezkedik el a kezdeti
fert6zott akkor ugyanez lesz a helyzet nyilvanvaloan. Ha viszont nem a szélén és nem
a kozepén hanem a ketts kozott helyezkedik el a fert6zott cstcs, akkor nem alakul
ki 3 front viszont a csoportok kozotti fertGzés mindig szélsé csticsok kozott megy
végbe. Tehat ahogy egy masodik csoportba is megjelenik a fertézés gy ott 3 front
fog kialakulni és igy tovabb.

Miért fontos a frontok szama? Az a valasz, hogy alapvet&en annal tobb az ST
élek szama, minél tobb diszjunkt front van. Ezt elsGsorban a szimulacios tapasz-
talatok illetve a heurisztikus érvelés mutatja. Megjegyezziik, hogy a kérdés ennél
bonyolultabb ugyanis a frontok hossza és elhelyezkedése befolyésolja ezen élek sza-
méat, azonban ennek tisztazdsa még bizonyos esetekben nem késziilt el, ezért nem
targyaljuk. A célunk elsGsorban az volt, hogy bemutassuk a szemléletet melynek
segitségével magyarazhato a konkrét jelenség.

Végiil a fejezet zarasaként bemutatunk egy ujfajta kozelitési modszert, melynek
az az alapotlete, hogy az (I(t), SI(t)) gorbét kozelitjiik. A korabbiakban mar lattuk a
4.12 4brat és most az a cél, hogy valami hasonlot kapjunk. Numerikus tapasztalatok
arra engednek kovetkeztetni, hogy a virusterjedés egy bizonyos kezdeti szakasz utan
kozel linearis. Ehhez idézziik fel az imént emlitett 4.12 abrat.

Az a megfigyelésiink, hogy kezdetben egy vonalba esnek a gorbék a d értéktsl
fiiggetleniil, majd utana elkezdenek sorra leszakadni. Ezt kioveti egy linearis szakasz,
megjegyezziik, hogy az abran az id6fiiggést nehéz kiolvasni, de mindegyik d értéknél
megfigyelhets egy linearis szakasz csak néhol révidebbnek tinnek. Végiil sorra elérik
az egyensilyi allapotot és ott taldlkoznak. Adodik az 6tlet, hogy bontsuk 3 részre a
kozelit§ gorbét. Az els6 rész tartalmazza a kozos vonalat, ahol egyiitt megy mind-
egyik gorbe, a masodik a méar emlitett egyenes szakasz, végiil pedig az egyensiilyi

ponthoz val6 visszatérés. Legyenek mindharom fazisban egyenesek.
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4.12. abra. (I(t),SI(t)) gorbék Gias 4 modositott korgrafon, d = 2,4,8, 16,32, 64,

7 =10 és v =1 esetén

Az elsé egyenes egyenlete legyen ST = 31, ennek az a magyarazata, hogy ha
kezdetben 1 darab fertézottiink van, akkor 3 darab ST éliink lesz, igy az egyenes
meredeksége adott. A masodik egyeneshez induljunk ki az [I] = 7[SI] — v[I] egyen-

letbdl. Ezt atrendezve

s 10

-
adodik, tehat a meredekség I és a konstans [Ti] Ezt a konstans értéket természetesen
nem tudjuk, ezért ezt a szimulacios eredményekbdl kozelitjiik. Fontos megjegyezni,
hogy itt feltételezésiink szerint a meredekség kozel konstans. Végiil az utols6 egye-
nes meredeksége egyezzen meg a pair closure kozelitésbdl kapott meredekséggel, és
természetesen minden egyenes folytonosan illeszkedjen. A kovetkezé abra mutatja
az igy kapott gorbéket (4.13.abra).

Megjegyezziik, hogy d = 32 esetében a deriviltat nehéz egy konstans értékkel
kozeliteni, ezért nem abrazoljuk. A tapasztalatok szerint magasabb csiicsszam esetén
is megallja a helyét az az érvelés, hogy a kozépsd szakaszon kozel linearis a terje-
dés. Kutatomunkank kovetkezs fazisaban szeretnénk az [I] mennyiséget szimulaciok

nélkiil kozeliteni a terjedés ezen szakaszéamn, jelenleg tgy tiinik, hogy ez a frontok

modszerével megvalosithato.
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4.13. abra. (I(t),S1(t)) gorbék kozelitése N = 128, d = 2,4,8,16,32,64, 7 = 10 és

v =1 esetén

Legvégiil megnézziik, hogy ha az iménti dbran lathato gdérbéket tekintjiik az
[I] = 7[S1] — ~]I] differencislegyenletiinkben az [SI] mennyiségeknek, akkor milyen
kozelitést kapunk (4.14. &bra).

140

—d=2
—d=4
———d=8
—d=16
—d=32
d=64
— — —d=2 Kozelités
— — —d=4 Kozelités
— — —d=8 Kozelités
— — —d=16 Kozelités
c=64 Kozelités

I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

4.14. abra. Ujfajta kozelitések és a Gagq modositott korgrafon tekintett virusterje-

dések Osszehasonlitasa, d = 2,4,8,16,32,64, 7 = 10 és v = 1 esetén
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Lathato, hogy a kisebb d értékekre jobb a kozelités, mint a nagyobbak esetében.
Viszont akar a pair closure, vagy akar a triple closure kozelitést vessziik alapul, a

javulas jelentds. Ezzel a gondolattal és egy révid Gsszefoglalassal zarjuk a dolgozatot.

4.3. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a modositott korgrafnal tapasztalt jelenséget szerettiik volna
megérteni, miszerint a d paraméter fiiggvényében nem monoton valtoznak a terje-
dési sebességek. Lattuk, hogy a szakirodalomban elterjedt kozelitések nem adnak
jo eredményt, azonban a pair closure kozelités esetében konkrét javaslatunk volt
annak javitasra. Ez azonban elsGsorban csak az egyensilyi érték megallapitasaban
segitett a felfutasi szakasz kozelitését nem javitotta jelentGsen. A front mint szemlé-
letes fogalom bevezetése utén, pedig lehetGség nyilt magyarazatot adni a jelenségre,
mi tobb ezen fogalom szoros kapcsolatban all az ST élek szaméaval ezért a kés6bbi ku-
tatasok sordn, még fontos szerepet jatszhat. Végiil egy 1j otlet segitségével konkrét
kozelitési eljarast dolgoztunk ki, melyet kézzel foghato eredményeket szolgaltattunk,

megjegyezve, hogy a jovGben még tokéletesiteni szeretnénk.
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megkoszonni témavezetémnek, Simon Péternek, hogy felhivta
figyelmemet erre az érdekes téméra és, hogy mindig tudott rdm id6t szakitani, akar
kiilfsldon, akar itthon volt. Epit6 otleteivel mindig tudott segiteni, és végig tamo-
gatta a kutatomunkdmat. Végiil, de nem utols6 sorban szeretném megkdszonni a
csaladomnak, kiilonosen Edesanyamnak, aki egész életemben mindenben tamoga-

tott és tdAmogat mai napig.
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