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1 Bevezetés

A modell prediktiv irdnyités vagy Model Predictive Control(tovabbiakban: MPC)
egy igen fejlett numerikus optimalizalason alapulo iranyitaselméleti modszer, melyet
az 1980-as évek ota hasznalnak az ipar kiillonbozo teriiletein, tobbek kozt a vegyi-
parban és olajfinomitasban. A mddszer diszkrét idében dolgozik. Az alapfeltevés,
hogy adott rendszer egy paraméterét egy adott értékre akarjuk bedllitani, s ehhez
keresiink megfelelé bemeneti paramétert. A mddszer ereje, hogy nem hasznal a rend-
szerrol semmiféle informaciot, pusztan annyit, hogy bizonyos bemenetekre milyen
kimeneti értékeket kapunk.

Az algoritmus megvaldsitasa soran minden id6lépésben végrehajtunk egy op-
timalizalast, ahol valamilyen el6irt koltségfiiggvényt minimalizalunk. Ennek meg-
valésitasahoz a folyamatot modellezniink kell valamilyen médon, véges id6horizontra
elore tekintve. Erre tobb elehetdség is van a szakdolgozatban az igynevezett step re-
sponse modellel fogunk dolgozni. E modellbdl jésoljuk meg hogy egy adott bemeneti
értékekhez milyen kimeneti értékek varhatok. fgy létrehozhatunk egy koltségtiigg-
vényt mely a bemend kontroll-paraméterek fliggvényében a modellezett kimenet és a
kivant értékek kozti eltérést szamszertisiti. Ez lehet példaul a kettd kozti négyzetes
eltérés, ahogy azt késobb latni fogjuk. Ezt minimalizalva megkapjuk az optimalis
bemeneti értékeket. Ezek koziil azoban mindig csak a kovetkez6 id6lépésbeli értéket
hasznaljuk fel, utdna ujra végrehajtjuk az optimalizalast.

Az MPC nem egy konkrét algoritmust takar, hanem egy olyan maddszercsaladot,
mely a rendszer modelljébol kozvetlentil nyeri a megfelel6 bemendé paramétert, egy
optimalizalassal. Mi a mar emlitett step response modellt fogjuk hasznalni, az algo-
ritmus pedig az ugynevezett Dynamic Matriz Control(tovdbbiakban: DMC) lesz.

Az MPC stratégidja igen hasonlé ahhoz, amit egy autd vezetése kozben alka-
Imazunk. Adott egy meghatarozott trajektoria, valamilyen véges id6horizonton,
és ide akarjuk vezérelni az autét a kiillonbozé bemeneti jelek (géz, fék, kormany)
megfelel6 megvalasztasaval. Meg kell jésolnunk, hogyan viselkedik az autd, ezen
bemend adatok fliggvényében, ugyanakkor annak felépitésérdl mit sem tudunk, igy
modellezziik a jovobeli kimenetet, letapogatjuk a rendszert valamilyen specialis be-
mend jellel (jelen esetben jelekkel). Az ezekre adott kimeneti értékekbdl jésolunk
a jovore, példaul feltételezve, hogy kétszer annyi gazt adva, kétszer annyi lesz a

sebesség. fgy meg tudjuk jésolni milyen bemend jelekkel lesziink a referencia tra-



jektoriahoz a legkozelebb, és ezeket a paramétereket valasztva eljutunk a kévetkezo
idépillanatbeli valédi kimenethez. Ekkor tjra "lefuttatjuk az algoritmust”, s igy
(remélhetéleg) a kivant trajektoridhoz tartok az idé elérehaladtaval.

Bar a modszer felhasznalasa széleskorti, és gazdag multra tekint vissza, keveset
vizsgaltak tisztan matematikai szempontbdl. A szakdolgozatban a rendszert differ-
encidlegyenletek formédjaban adjuk meg, és e rendszerekhez adunk meg olyan kon-
trollfiiggvényt, amellyel a referencia trajektoriara vezérelhetjiik a célfiiggvényiinket.
Egy nemrég megjelent cikkbél [1] indulunk ki, melyet néhany &ltalanositéssal egészi-
tiink ki. Eloszor ismertetem a modell felépitését linearis autoném differencidlegyenle-
tekre. FEzek kozil az egy illetve a tobb dimenzids esetet is vizsgaljuk a mod-
ell felépitését, illetve hogy milyen feltételek mellett tart a rendszer a kivant tra-

jektoriahoz.



2 Az algoritmus alapjai

Ebben a fejezetben ismertetem, hogyan épiil fel a step response modell, illetve
a DMC algoritmus. Jegyezziik meg hogy nem a step response az egyetlen, mellyel
jovobeli kimenetet josolhatunk, mas modellek is széba johetnek, példaul az impulse
response modell. Ezen modelleket tobbnyire linearis, diszkrét idejii, s idében in-
varians rendszerekre alkalmazzak.

Legyen N az a lépésszam ameddig a rendszert vezéreljiikk. Feltessziik, hogy a
t idépontig a kimenetekrdl pontos (mért) informacionk van nevezetesen y(t), y(t —
1),.... Az adott modellel jésolt kimenetet jeldlje g(t + k|t). Tovabba jeldlje u(t +
1[t) ... u(t+Ek|t) a bemend jeleket. Mind a fiiggvény, mind a bemend jelek argumen-
tuméban szerepel egy |t feltétel. erre azért van sziikség, mert az algoritmust minden
t id6pillanatban lefuttatom. A g(t + k|t) a t id6pillanatban vett jésolt kimenet a
t+ k-adik idépontban. Az 1.1-es dbran szemléltetjiik ([3]. oldal 1.1-es dbra), hogyan

is épiil fel az algoritmus egy lépése a t idopillanatban.

u(t+klt)

W

t-1 t t+1 ... t+k - t+N

1.1. 4bra Az MPC otlete

2.1 A step response modell

Ennek a modellnek a lényege, hogy a rendszert valamilyen modon letapogatva,
probalunk joslast adni a jovobeli kimeneti értékekre. Az tgynevezett unit step re-
sponse modellben megmérjiik milyen kimenet ad a rendszer, ha a kontrollt egységnek
valasztjuk, majd azt feltételezziik, hogyha a kontrollt valamennyiszeresére megnovel-

jiik két idopillanat kozott, akkor a rendszere kimenet is ugyanolyan aranyban véltozik.



Vegyiink egy linearis, diszkrét idejii, s idoben invarians rendszert, melynek a
t =0,1... idépontbeli bemenete u(t), kimenete y(t) valés szamok. Tovabba tegyiik
fel, hogy y(0) = 0. Ilyen rendszerekre fogjuk az algoritmust alkalmazni. Min-
denekel6tt felépitjiik a step response modellt. Ehhez el6szor sziikség van a rendszer
egységugrasra adott valaszara mas néven unit step response-ra, vagyis hogy milyen
kimeneteket kapunk, ha u(t) = 0 hat < 0 és u(t) =1 hat > 0. Jeldljik az igy
kapott kimeneteket, y(i) = gi-vel. Ennek segitségével épitjiik fel a step response

modellt, nevezetesen a rendszer josolt kimenete a ¢ idépillanatban:

model Z ngu [ Z

ahol Au(t) = u(t) — u(t — 1). E modellben azt feltételezziik, hogy két iddpillanat
kozott y az egységugrasra adott valasz Au -szorosaval valtozik. Ezt a modellt fogjuk
felhasznalni, hogy t-nél nagyobb idépillanatokra is meg tudjuk hatarozni a kimenet
értékét. Tegyiik fel hogy k lépésre akarunk eldre josolni. Ekkor a t és annal kisebb

id6beli értékekrol mért adatunk van. A josolt kimenet a k-adik 1épésben

G+ Kl = gidu(t +k — i) + nt + k|t),
i=1

ahol n a josolt hiba a t+k-adik idépontban. Ez azt mutatja, mennyivel tér el a modell
altal josolt kimenet a mért kimenttél. Mds széval n(t+klt) = Ymoder (t+k) —y(t+ k),
ahol y(t) mindig az eredeti rendszer altal adott kimenet. Tegyiik fel, hogy ez a hiba
konstans. Ekkor n(t+kl[t) = 1(t) = Ymoaer (t) —y(t), vagyis a modell és mért kimenet
kiilonbségével korrigalok. Ne feledjiik, hogy a t-edik lépésben vagyunk jelenleg, igy
y(t) értékét ismerjiik, az valamilyen mért adat. fgy az elobbi Osszefliggést az alabbi
alakba irhatjuk

k
g)(t+k|t):ZgiAu(t+k—z Z gAu(t+k—1i)+y(t ZglAut—z (1)

i=1 i=k+1

Mi torténik akkor, ha a t idopillanat utan, nem valtoztatok a bemeneti értéken,
vagyis magara hagyom a rendszert? Ekkor Au(t 4+ k — i) = 0, minden i = 1..k-ra.
Jeloljiik ezt a ¢t + k beli kimenetet f(t + k)-val. Nyilvanvaléan

flt+k) = ZgZAut—l—kz—z +y(t Zngut—z, (2)

i=k+1



az Osszegzést atindexelve

F(t+ k) = y(t) + Y (gres — gi) Ault ).
i=1
Ezt hivjuk a rendszer szabad véalaszanak (free response), ez a jésolt kimenete a
magara hagyott rendszernek. Mas szdval a josolt kimenet azon része, amely nem

fiigg kontrol jovobeli valasztdsatol. Az (1) osszefliggésbdl, a jésolt kimenet az aldbbi:

k
G+ k) =" gidult +k — i) + f(t + k).
i=1
Ha feltessziik, hogy a rendszer stabil, vagyis létezik lim,, o, y(t) 1étezik és véges,

igy elég nagy N-re g; ~ gy minden 7 > N-re. fgy megfelel6 N-re szamolhatunk az

alabbi szabad valasszal,

FIE+K) = y(t) + D (g1 — g) At = 1),

Az N megvélasztasa egyéltalan nem lehet 6nkényes, til kicsi N esetén az algoritmus
nem feltétlentil vezet megfelelé eredményre. Hogy ez mit jelent pontosan, késobb

latni fogjuk.

2.2 Az impulse response modell

Egy masik lehetoség az elorejelzésre az impulse response modell. Ebben az es-
etben a rendszer nem egy konstans 1 értékii u-val tapogatjuk le, hanem egy olyan
jellel, mely a 0 id6épillanat- ban 0-rdl egyre valt, majd a kovetkezo 1épésben vissza
nullara. Maés szdval a rendszer egy egyszeri egység impulzust kap, és az ebbol kapott
adatokkal épitjiik fel a modellt az alabbi médon.

Miikodtessiik a rendszert a fent emlitett u-val, azaz u(t) = 1 ha 0 < ¢t < 1 és
minden mds esetben u(t) = 0. Jelolje a rendszer kimenetét ¢t = k-ban y(k) = hyg,

ekkor az impulse response modell:

Ymodet () = > _ hgu(t — 7).
=1

Az elképzelés a modell mogott egyszeriien az, hogy két idépillanat kozott az u-val
aranyosan n6 az y értéke. Ha a rendszer stabil, limy_, . hi = 0 igy a végtelen szumma

helyett dolgozhatunk az



N

Ymodel (t) = Z hzu<t - Z)

i=1
alakkal, hiszen N-t megfeleloen vélasztva tetszolegesen kozel keril a két Osszeg

egymashoz.

tot+1 42 .- t+N t ot+] t+2 - -- t+N
a) b)

2.2. abra. Az impulse response és unit step response

Az 2.2-es dbran ([4] 15. oldal 2.1-es dbra) szemléltetjiik a két megismert modell
kozti kiilonbséget. Az abran g;-k jelolik a unit step response kimeneteit, mig h;-k az
implulse response kimeneteit. A b, abran tehat egy olyan kontrollra adott valaszt
latunk amely konstan egy, mig z a, abran egy olyan kontrollal dolgozunk ami a ¢ és

t + 1 idopontok kozott 1 egyébként 0.

2.3 A DMC algoritmus

A kovetkez6éekben memutatjuk, hogyan miikodik a DMC algoritmusa. A lege-

gyszeriibb eset, ha a modelliinkkel csak egy 1épésre josolunk elére kimenetet. Ekkor

gt + 1)t) = 1 Au(t) + f(t+ 1).

Jeloljiik a célfiiggvényt w(t)-vel. Erre a trajektoridra akarjuk a rendszert vezérelni.
Ekkor nyilvan azt szeretnénk ha g(t + 1|t) minél kozelebb legyen w(t + 1)-hez.
Természetes Otlet, hogy vegyiik a kiilonbségiik négyzetét, vagyis (§(t + 1|t) — w(t +
1))%-t. Ekkor az alabbi fiiggvényt kell minimalizalnunk:



J = (g Au(t) + f(t+1) — w(t + 1)),

ahol J az Au(t) egyvaltozés fliggvénye. Ennek minimumhelye pont azt az impulzust
adja vissza, amennyivel meg kell valtoztatnom wu(t — 1)-et (lehet pozitiv és negativ
is), s igy megkapom wu(t)-t. Egyszerii derivalas utdn adédik, hogy a minimumhelyét

a

Au(t) = 1/gi(w(t +1) = f(£+1))

helyen veszi fel. Igy u(t) = u(t — 1) + Au(t), vagyis megvan a kivént kontroll.

Az altalanos DMC algoritmus felépitése az alabbi. Tegytk fel, hogy m 1épésre

elére josolunk controll effort-ot. Ekkor a josolt kimentekre,

gt + 1]t) = g1 Au(t) + f(t + 1),

gt + 2[t) = g Au(t) + grAu(t + 1) + f(t + 2),

Gt +mlt) =Y gidu(t+m—i)+ f(t+m).

i=1

Ezt az alabbi matrixos alakba irhatjuk,

y=GAu+ f,
ahol,
g= (Gt +1t),.... (Gt +mlt)",
Au = (Au(t),..., Au(t +m — 1)),
f=f+1),... ft+m)T,
illetve,



a1 0
g2 5
9mn Gm-1 .. J1

a rendszer ugynevezett dinamikus mdatriza.
Emlékezziink, hogy célunk tovabbra is a megfelel trajektéridara vald vezérles,
azonban most m kiilénbozo kimenetet kaptunk. Most a referencia trajektériatol

valé eltérést az alabbi kvadratikus fiiggvénnyel reprezentaljuk:

(Gt +j[t) — w(t + )"

T
Vi

1

J

Bevezetve a
w=(w(t+1),...,w(t+m))

vektort, ez nem mas, mint

J=|GAu+ f —w|.

Vegyiik észre, hogy mivel G alsbhdromszog matrix, és a féatléjaban csupa nemnulla

g1-4ll, 1étezik G~1, s ekkor,

Au =G Hf —w).

Jegyezziik meg, hogy e képlettel ugyan minden ¢ 4 k idépontra kapunk Au(t + k)-re
becslést, de csak a Au(t+1)-re kapott értéket hasznaljuk fel y(¢+1|t) kiszamitasédhoz.
A kovetkezo idopillanatban djra végrehajtjuk az el6zé optimalizalést.

Természetes otlet, hogy valamilyen modon szabalyozzuk a kontroll paramétert.
Ennek egyik modja Au beépitése a minimalizalandé kvadratikus fiiggvénybe, valam-

ilyen A > 0 paraméterrel. Ekkor

10



T = (yt+jlt)—w(t+5))*+ ) A (u(t+j—1))* = [GAu+f—w|+ A Auf’. (4)
j=1 j=1
Ez egy kvadratikus pozitiv definit fliggvény melynek minimumbhelye ott lesz, ahol a

Au szerinti derivalt 0. Derivalas utan,

2G(GAu+ f—w) + 2 \Au =0

melybdl az alabbi Osszefiiggésre jutok:

Au = (G + M) 'G(w — f). (5)

A )\ paraméter azt fejezi ki, hogy mennyire biintetjiik a kontroll gyors valtozasat.
Gyakorlati szempontbdl ennek igen nagy jelentésége van, hisz altalaban a kontroll

egyfajta bemend energiat fejez ki, ami erésen korlatos mennyiség.

Az alédbbi dbrékon szemléltetem, hogyan valtoznak az algoritmus altal adott y(t)-
k illetve u(t)-k kiillonbozé A-kra. A grafikonokon z6ld pontozott vonal jeldli a ref-
erencia trajektériat mely most konstans w = 1. Tovabba a kontrollfiiggvényt(u(t))
kék gorbe illetve a kimend jelet(y(t)), az algoritmust 10 1épésig futtatom és N = 4

azaz 1-t6l 4-ig szamolok kilonbozo ¢;-t, majd ¢ > 4-re g; = g4.

2.3. dbra. A A =0 eset

A 2.3-mas abran a A = 0 esetet lathatjuk.

11



2.4. dbra. A X = 0.5 eset

A 2.4-es dbran az algoritmust a A = 0.5 paraméterrel futtattuk.

2.5. dbra. A X\ =1 eset

Végil a 2.5-6s abran lathatjuk a A = 1 esetet.

12



3 A modbdszer alkalmazasa differencialegyenletekre

Ebben a fejezetben azt az esetet vizsgaljuk, amikor az el6zoekben definialt algo-
ritmust egy differencidlegyenletre alkalmazzuk. Specidlisan egy linedaris rendszerre,
amihez hozzaadddik a kontrollfiiggvény. Az attekinthetOség kedvéért eldszor egy-
dimenzids esettel foglalkozunk, s utdana targyaljuk az altaldnos rendszerek esetét.
Vegyiik észre, hogy az algoritmus felépitésekor nem hasznaljuk a differencidlegyenlet

paramétereit.
3.1 Az egydimenzids eset

Vegyiik az alabbi differencidlegyenletet:

y(t) = ay(t) + bu(t), (6)

ahol a,b € R, és u(t) a kontrollfiggvény. A célunk, hogy y(t)-t (illetve egy disz-
kretizdcidjat) egy adott trajektoridra vezessiik. Ezt a tovabbiakban w(t)-vel jeldljik,
ez lesz a referencia-trajektéria. Tegyiik fel, hogy u(t) = u valamilyen konstans.

Ekkor a megoldas, konnyen kiszamithato:

() = o+ (e~ M

Diszkretizaljuk (7)-t 7 1épéskozt vélasztva. Keressiink olyan kontrollt, mely konstans
minden [7i,7(i 4+ 1)] szakaszon. Igy ezeken a szakaszokon (7) érvényes. Jeldljik

tovabba a-val e?"-t. Ekkor az aldbbi diszkrét rendszert kapjuk:
b
Yrt1 = Qyp + a(& — 1)uy. (8)
Ahol a megfelel6 k£ alséindex azt jelenti hogy a k7 idépillanatban vagyunk.

A fenti rendszer (8) linedris, id6 invaridns és diszkrét, igy alkalmazhatjuk rd
a DMC algoritmust. Eloszor is a step response modell megalkotasdhoz ki kell
szamolnunk, hogyan reagdl a rendszer egységnyi kontrollra, azaz ha a kontrollfiiggvény

a 0 idépillanat- ban vélt konstans u = 1-re. A (8) képlet alapjan

b
Gk+1 = Oy + 5(04 —1).

13



Tovébba g = 2(a — 1), illetve go = al(a — 1) + 2(a— 1) = £(a? +1). E gondo-

T a a

latmenetet folytatva gp-t explicite is megadhatjuk,

b

gkza( F-1).

Vegyiik észre, hogy ¢g; pont wuy egyiitthatéja (7)-ben, igy azt

Yk+1 = QY + g1ug

alakba irhatjuk. Tovabba a rendszer szabad valasza jelen jelolések mellett

fe = (f(kT)...f((k +p)7)),

ahol f(t) kiszamitéséat a (2) képletbdl ismerjiik.
Az algoritmus tehat az alabbi 1épésekbdl all,

1. Egytdl n-ig, kiszamitom a g,-k értékét, oly modon, hogy a rendszernek a k-
adik 1épésben mindig gr_1 = yir_1 illetve 1 = up_; bemend paramétert adok

meg.
2. A kiszamitott g;-k-b6l, (3) alapjan felépitem a dinamikus métrixot.

3. Tegytik fel, hogy yi és ux_q ismertek. Elvégzem az optimalizalast melybdl a
Auy = G (w — f) értékhez jutok. oy up = up_y + Aug[l]. (A Auy vektor is
lehet, Auy[1] az els6 koordinatat jeldli.)

4. A kapott uy és a mar ismert y; értékeket bemend paraméternek éllitva, a (8)

rendszerbol megkapjuk . 1-et.

5. A (3) — (4) 1épéseket addig ismételem, amig el nem jutunk addig az id6pontig,

ameddig a rendszert vezérelni akarjuk.

3.2 A tobbdimenzios eset

A fenti (6) rendszert konnyen altaldnosithatjuk tébb dimenziéra. Induljunk ki

az

14



i(t) = Ax(t)

dinamikus rendszerbdl, ahol A € R™*" és z(t) n-dimenziés vektorfiiggvény, amely
folytonosan differencialhaté minden koordinatajaban, hogy a feladat értelmes legyen.
A kontroll tovédbbra is egy wu(t) valds értéki fiiggvény lesz, melyet egy b € R

vektorral szorozva a kovetkezo rendszert kapjuk:

& = Az + bu. 9)

Tovabbra is egydimenzids trajektoriara szeretnénk vezérelni a rendszert, igy a kimene-

tet egy sulyvektorral skalarisan szorozva kapjuk az

y=clz (10)

kimeneti fiiggvényt. Jegyezziik meg, hogy mind ¢, mind b normélhato, azaz felte-
hetjiik, hogy ||c|| = ||b]| = 1. Ugyanis ha ||c|| = ~, akkor y-val osztva a feladat csak
annyiban valtozik, w helyett egy w/v trajektoridra vezéreljiik a feladatot. Mésrészt,
ha ||b|| = B , akkor b helyett b/3-t hasznalva pusztén annyi a kiilonbség, hogy u-
helyett egy Su kontrollt kapunk.

Erdemes meggondolni, mit is jelentenek fizikailag a b és ¢ vektorok. A b azt
reprezentalja, hogy az adott koordinataban mennyire intenziv a kontroll hatdsa. A
c vektor pedig azt fejezi ki, hogy mit is mériink valdjaban. Példaként mérhetiink
atlagos kimenetet, amikor minden ¢; megegyezik, vagy adott ¢ koordinatabeli kimene-
tet:

Az egydimenziés esethez hasonléan, konstans u-ra szintén megadhatjuk (9) pon-

tos megoldasat.

z(t) = eM2(0) + (e — I) A bu. (11)

Hasonlban jarunk el, mint az egydimenzds esetben, olyan kontrollt keresiink, amely
konstans [7i,7(i + 1)]-en, valamilyen 7 1épéskozt valasztva. [gy az aldbbi diszkrét

rendszerre jutunk:

15



w(t) = et — 1) + (e — DA bu(t —1). (12)

A fenti (11) rendszer, diszkrét idejii dinamikai rendszer, melynek t-edik 1épése az
eredeti rendszerre nézve azt jelenti, hogy a t7 idépillanatban vagyunk. E rendszer
linedris, igy a modell kimenetet becstilhetjiik a step response modellel. Szamitsuk ki
az egységugras- ra adott valaszt. Vegyiik a (9) rendszert, x(0) = 0 és u = 1 mellett,

tovabba a szokasos y; = g; jeloléssel:

gi =T x(i) = cT2(0) + c((e?) = DA™ = T ((eAT) = T) A7,

(13)

hai=0,1,...,Nésg; =gy hat > N. fgy megadhatjuk a rendszer josélt kimenetét

k-lépésre elére, ami az egydimenzids esettel teljesen egyezd médon,

k
G+ K1) = gAu(t+k—i) + f(t+ k).

i=1
ahol f-et az (2) képlet adja.

1. Egytdl N-ig, kiszamitom a gi-k értékét, oly médon, hogy a rendszernek a k-
adik 1épésben mindig gr_1 = yr_1 illetve u = 10 bemend paramétert adok

meg.
2. A kiszamitott gx-k segitségével, (3) alapjan felépitem a G dinamikus métrixot.

3. Tegyiik fel, hogy yr = cx(t) és u(t — 1) ismertek. Elvégzem az optimalizalast
melybél az G (w — f(t)) = Au(t) értékhez jutunkk. gy w(t) = u(t — 1) +
Au(t)[1].

4. A bu(t) és a mar ismert y(t) értékeket bemend paraméternek allitva, a (12)

rendszerbél megkapjuk y(t + 1)-et

5. A (3) — (4) 1épéseket addig ismételem, amig el nem jutunk addig az id6pontig,

ameddig a rendszert vezérelni akarjuk.
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4 A moddszer stabilitasanak vizsgalata konstans

trajektoria mellett

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a modszer milyen feltételek mellett hasz-
nalhaté, vagyis az algoritmus altal adott u(t)-kkel kapott y(t) kimenet mikor tarta a
w(t) célfiiggvényhez. Vizsgalt rendszernek az el6z6 fejezetben differencidlegyenletbél
kapott diszkrét rendszert tekintjiik. Eloszor latni fogjuk, hogy az egydimenzios eset-
ben minden stabil rendszerhez épithetiink stabil algoritmust. Utana megvizsgdljuk
milyen plusz feltételek garantalhatju a stabilitast tobb dimenziéban.

Az alapfeltevésiink, hogy w(t) = w konstans, de latjuk, hogy a mddszer sta-
bilitdsa val6jaban nem fiigg w(t) valtozasatol, igy ez az eset altaldnosnak tekintheto.
Ugyanakkor, ha w(t) nem konstans, nyilvdnvaléan nem érhetiink el tetszéleges pon-

tossagot.

A rendszer hibamatrixanak vizsgalatakor, annak sajatértékeire adunk felso becs-
lést. Mivel mi norma szerinti konvergenciat akarunk belatni igy felhasznaljuk az
alabbi allitast.

Allitas 4.0.1. Legyen Q k x k-as mdtriz. Ekkor lim; o Qv = 0 minden v-re, akkor
és csak akkor teljesiil, ha p(Q) < 1,aholp(Q) a mdtriz spektruma. Tovdbbd bdarmely

rogzitett ||.|| normdra és € > 0-ra létezik jo gy, hogy minden j > jo-ra
1Q7v[| < (p(Q) + ) [|]]

4.1 Az egydimenziés modell

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy a (6) rendszer mely feltételei esetén

alkalmazhatjuk sikerrel a DMC algoritmust.

Ez a fejezet leginkdbb a mar emlitett [1] cikkre tdmaszkodik. Léatni fogjuk, hogy a
hiba valtozasat az ido fiiggvényében egy matrix-szorzassal reprezentaljuk. E méatrix
sajatértékeinek abszolut értékére felsé becslést adunk, s mivel (bizonyos feltételek
mellett) e sajatértékek az egységkoron beliil helyezkednek el igy megfogalmazhatunk

egy hiba csokkenésérol szélo tételt, mi tobb annak titemére is kapunk becslést.
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4.1.1 A )\ =0 eset

Ebben az esetben w(t) = w € R és A = 0. Célunk meghatarozni, hogyan valtozik
Ykl — W, Yr —w-hez képest tetszoleges k-ra. Ha azt kapnank, hogy valamilyen 1-nél
kisebb szamszorosa, az garantalma, hogy a k-ben vett limesz 0-hoz tart. FEzt az
iitemet fogjuk meghatarozni.

El6szor ug-t hatarozzuk meg, méghozz4 az algoritmus segitségével. Emlékezziink,

hogy szamitottuk ki a kontrollt,

Aup = G Hw — fi).

A fenti képletben Auy, w és f mind m dimenzids vektorok, de mivel nekiink csak Au

elsé koordinatdja kell és G™1 als6 haromszog matrix, ezért azt konnyen megadhatjuk,

1
Up — Up—1 = Auy, = g—(w - fk+1)-
1

Emlékezziink f definici¢jara

N—-1

Jrer =y + Z(ng — 9i) A,

i=1

igy

gz gi—1 — Gi+1
U = g w yk E i Up—;-
1

Ezzel az a gond, hogy szerepel benne y(t), amit azonban kifejezhetiink a dinamikus

rendszer diszkrét alakjat felhasznélva, vagyis, hogy

Yk = QYk—1 + G1UE—1 (14)

Ezt behelyettesitve, az alabbi 6sszefiiggésre jutunk:

+_

! 91— g2 . 1+2291 Gi—1 — Git+1 "
g1 im1 g1 g1

up = —— (yp—1) +
9

Azt tudjuk hogy y,-nek w-hez kell tartania, mihez tart ekkor u,? Ha k idopillanatban

w-ben vagyunk, k + 1-ben is ott akarunk lenni igy, a rendszer diszkrét alakjabdl a,

W= QW + g1Ug
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osszefiiggésre jutunk. Tehat ha a rendszert az adott w-re vezéreljik, akkor az u
értéke az (1 — a)w/g, -ben stabilizalédik. Igy a stabilitishoz az 1y, — w mellett

ur — (1 — a)w/g; értékeket célszert vizsgalni az id6 eldrehaladtédval.

A (14) mindkét oldalabdl kivonva w-t,

w
U —w = a(Yp—1 — w) + g1 (up—1 — (1 — O‘)g_)'
1

Masrészt (up — (1 — a)w/g1)-et ag-vel jelolve,

N
Q - 29i — gi-1— Gi

an = — (g1 — w) + g1 92%_1 4 Z 9i — gi—1 9+1ak_i'
g1 g1 i1 g1

Az egészet frjuk matrixos alakba. Vezessiik be az aldbbi vektort:

vp = (g —w,u, — (1 —a)w/g, ..., up-n+1 — (1 — )w/gy).

fgy az alabbi alakra jutunk:

v = Myvg_q,

ahol My N +1 x N + 1-es matrix, My =

« g1 0 . 0 0
_ o g1—92 292—91—g3 29N-1—9gN-2—9gN  2gN—gN—1—9gN+41
g1 g1 g1 e g1 g1
0 1 0 e 0 0
0 0 1 e 0 0
0 0 0 1 0

Mivel, ha || My || < 1, akkor lim,, o || MR v|| = 0, igy ez azt jelenti hogy a médszertink
konvergens barmely v-re. Maés széval, ha ||My| = R, akkor a referencia tra-
jektoriatdl vald eltérés az algoritmus n-edik 1épésében kisebb, mint az eredeti kiilonb-

ség R'-szerese. Formalizalva,

Yrtn — w| < Ry — wl.
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fgy a konvergencia nem fiigg sem a kezdeti allapottol, sem az elérendd értéktol.

Ezért a tovabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogy mely esetekben teljesil
|My]| < 1.
Ehhez elég, hogy p(My) < 1, vagyis a spektrélsugar 1-nél kisebb.

A sajatértékekre kozvetlentil a matrix karakterisztikus polinomjabol adunk becs-

lést. A karakterisztikus polinom kiszamitasahoz az alabbi lemma [3] lesz segitségiinkre.

Lemma 4.1.1. Az alabbi k x k-as mdtriz,

Ck—1 Ck—2 ... C1 Qo
1 0o ... 0
0 1 ... 0
0 0 1 0
karakterisztikus polinomja,
(—DF (" — cpga™t — = e — ).

A karakterisztikus polinom gyokeinek becsléséhez sziikségiink lesz egy komplex fiigg-

vénytanbdl ismert eredményre, a Rouché-tételre [4] .

Lemma 4.1.2. Legyen ) a komplex szdmsik eqy korldtos tartomdnya, és v C
Jordan-gorbe. Tegyiik fel, hogy fo illetve fi holomorf figguények, melyekre |fo(z) —
fi2)] < |fo(2)], minden z € ~ esetén. Ekkor fo-nak és fi-nek multiplicitdssal

szamolva ugyanannyi gyoke van v belsejében.

Tétel 4.1.3. Ha az eredeti rendszer stabil volt, azaz (6)-ben a < O akkor létezik
N gy, hogy p(My) < 1 teljesil igy a DMC mddszerrel a rendszer a kivant tra-

jektoridhoz tart.

Bizonyitas.
frjuk fel My karakterisztikus polinomjat, vagyis det(My — zI)-t. Alkalmazzuk
a determinansokrol szolé kifejtési tételt az elsé oszlopra. fgy a keresett polinom a

(4.1.1) lemma alapjan,
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g1 — g2 20i — 9i—1 — Giv1 N_;
p(e) = ()Y (a =)@ - Z 0
1=2

Vegyiik észre, hogy g;-k definicidja alapjan
G—g a-ad
g1 a—1

= _O[,
tovabba

N N—1
gN — gN-1 _ o — _ N1
g1 a—1

fgy a karakterisztikus ponlinomot az alabbi egyszerii alakra hozhatjuk:

N-1

oy = (=D (a —2)(@ +az™ "t + Z o —a NV =N (DN eV Y,
=2

(15)

azaz

PN = (—1)N+1(xNH —oVr + aN).
Azt szeretnénk, hogy py gyokei az egységkoron beliil legyenek. Ennél pontosabban

is meghatarozzuk hollétiiket, nevezetesen, hogy a

sugaru korben helyezkednek el. Ehhez felhaszndjuk a Rouche-tételt (4.1.2. Lemma)
fo(z) = (=D)NFLNFL illetve fi(2) = pn(2) vélasztéssal, a v = |z| = R gorbén.
Mivel z € ~, ezért szitkségképpen |z| < 2, tehat

[fo(2) = fi(2)] = o]z — 1] < 3la]™ = 2|V = [fo(2).

N+1

Kovetkezésképp py-nek y-n beliil ugyanannyi gyoke van, mint 2" " -nek, amelynek

minden gyoke 0, ezért py-nek minden gyoke kisebb, mint 1.

fgy ha a rendszer stabil, a < 0, igy €™ = a < 1 a gyokok, tehat My sajatértékei

kisebbek mint 1, vagyis a modszer konvergens. Ezzel a konvergencia sebességére is
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becslést adunk, egp-lal jelolve a kezdeti hibat felhasznalva a 4.0.1 allitast, az n-edik

lépésben az eltérés

en = (?>1VL+1|oz|NL+1 + €)"ep.

Ezzel az allitast belattuk.

Ha a rendszer nem stabil, a mddszer sem feltétleniil adja a kivant eredményt.
Ennek {6 okat konnyen lathatjuk, ha egy pillantast vetiink a step sesponse modellre.

Emlékezziink, hogy a modellben a rendszer igynevezett szabad valasza

Jran = Yr + Z(9k+z‘ — gi)Aug_;.
i=1
Ehelyett ennek egy csonkitott valtozataval szamolunk azaz,

N
Jran = Yk + Z(gk+i — i) Auy_;.

i=1
Ezzel nem kovetiink el nagy hibat, hisz elég nagy i-re gr; — g; tetszolegesen kicsi,
amennyiben a rendszer stabil volt. Ugyanis, mint lattuk ekkor a g; sorozat konver-
gens. fgy, ha a rendszer nem stabil, ezt a csonkitast nem végezhetjiik el. Ekkor a

k-adik 1épésben, ha a modellel 1 lépésre josulunk,

Auy, = g7 H(w = fryr):
Ami lényeges kiilonbség hogy f most egy végtelen szumma, vagy legalabbis k-ig
kell 6sszegezniink. Nyilvan k-ig elég hisz , ha i > k akkor Au(i) = 0. Igy ha
a rendszert M lépésig futtatom ugyanennyi g;-t kellene kiszamolnunk. Ezt nyilvan
nem tehetjiik meg mert a rendszert tetszoleges idejig szeretnénk vezérelni. Ebben az
esetben megoldést jelenthet g;-ket valamely N -ig kiszamitani, majd a tovabbiakat

extrapolacioval kozelitjiik.

A 4.1-es dbran a stabil

y(t) = —y(t) + u(t)

differencidlegyenlethez felépitett algoritmus altal adott eredményeket mutatjuk be.

A 1épéskoz 7 = 1, a predikciés horizont 5, illetve N = 4 vagyis g4 az utolsé melyet
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kiszamolunk a tovabbiakban g, = g5 = .... Lathatjuk hogy k£ = 4-ig a megoldas elég

pontos k = 4 utan pedig fellép egy kis perturbacié.

0.6 B

04l .

0z 4

4.1. dbra. Az algoritmus elso 4 1épése stabil esetben

Tekintstuk most az

instabil rendszert.

y(t) = y(t) + u(?)

Epitsiik fel az algoritmust az el6bbi paraméterekkel. Lathatjuk

a 4.2-es dbran, hogy itt is fellép k = 4 utan a perturbéacio, de az sokkal erételjesebb,

mint a stabil esetben.

4.2.

G0

S0F —

ant -

a0E

20 - B

abra. Az algoritmus elsé 4 1épése instabil esetben
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De az igazi kiilonbséget akkor latjuk ha tovabb futtajuk az algoritmust, legyen most

a predikcios horizont 10.

4.3. dbra. Az algoritmus elso 10 lépése stabil esetben

A 4.3-mas abran lathatd, hogy a stabil differencidlegyenlet esetén, az algoritmus a
kis perturbacié utan, tjra visszatalal a keresett trajektoriara, mig instabil esetben

(4.4 abra) k = 4 utan a rendszer teljesen elszall.

x10

4.4. abra. Az algoritmus viselkedése hosszutdavon instabil esetben

Azonban, ha g;-ket pontosan kiszamitjuk az egész horizontra nézve, akkor instabil
esetben is a célfiiggvényhez tartanak az algoritmus altal adott vy értékek, amint az
a 4.5 abran lathato.
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4.5. dbra. Az algoritmus viselkedése instabil esetben teljes letapogatas mellett

Vegyiik észre hogy rogzitett a mellett a hiba szorzdja fiigg az N-tdl is, méghozza
annak monoton csokkeno fliggvénye. Az aldbbi abran szemléltetem, hogyan valtozik

az R néhany specialis a esetén.

0.25

08

0.7

06

05

0.4r

03

0.2 .
0

4.6. abra. A sajatértékek valtozasa a = 0.25 mellett

Nyilvanvaléan limy_,o, R = a. Vagyis a DMC konvergencidjanak sebessége nagysag-
rendileg megegyezik azzal a sebességgel, ahogy a kontroll nélkiili rendszer a 0-hoz

tart. Vegyiik észre tovabba, hogy 1-hez kozeli a esetén viszonylag nagy N-t kell
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valasztanunk, hogy egyaltalan R < 1 teljesiiljon. S ekkor a rendszer lassabban
stabilizalodik.

oA

4.7. édbra. A sajatértékek valtozasa a = 0.9 mellett

Ennek ellenére N értékét mégsem érdemes a nagyon nagynak valasztani, hiszen g;-k
értékét kiszamolni noveli a miiveletigényt. fgy meg kell gondolnunk, hogy az adott

konvergencia sebességért mennyi miiveletet vagyunk hajlandéak ”aldozni”.

4.1.2 A )\ >0 eset.

Ennek az esetnek specidlis esetével foglalkozunk, nevezetesen amikor a dinamikus
matriz 1x 1-es, vagyis p = m = 1. A A = 0 esetben ennek nem volt jelentosége, mivel
minden p = m esetén (vagyis amikor a G matrix négyzetes) ugyanaz az 6sszefiiggés
adodik Awu els6 koordinatajara.

A DMC algoritmus A > 0 esetébdl (5) tudjuk, hogy

up — up_1 = (G* + M) 'G(w — fry1).

Mivel G = [g1], mint 1 x 1-es matrix, igy

_ 9
U — Ug—1 = g%—l—)\(w fk+1>-

Vezessiik be az alabbi paramétert,
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Igy

U — Uk—1 = 7ﬂ<w - fk+1)~

Tudjuk, hogy

N-1

fres1 = yr + Z(gi—H — Gi) Aup—;.
i=1

Felhasznélva, hogy

Y = ayr—1 + (o — Dug_yq,

az alabbi Osszefiiggést irhatjuk fel:

N
- 29i — i1 — Gi
uk:_ﬁayk_1+(”91 92+1—M)+Z# 9i — Gi—1 9+1uk_i.

g1 g1 2

Tlletve

Y = QYp—1 + G1Uk-

A fenti Gsszefiiggés matrixos alakba irhaté nevezetesen

Vg1 = M0y,

[

0

2gN—9gN-1—9gN+1

ahol ?A}k = (yk, Uky - - - ,uk_NH)T és
My =
o4 g1 0 e 0
_a g1—g2 _ 292—91—93 2gN-1—gN-2—9gN
g1 ’u1912+1 pp 2911 P g1
0 1 0 e 0
0 0 1 e 0
0 0 0 1
a szokasos jelolésekkel, azaz o = e, tovabba u = gzgi\.
1

27

1

g1

0
0




Vegyiik észre ha egy olyan s vektorral dolgozunk amelynek megfelel6 koordinatéi
helyére a stabil dllapotokat irom azaz, yr = w és uy = (1 — a)w/g; mindent kivint

t-re, akkor az egyenloség nyilvan fennall,

SZMNS

fgy v = ¥ — s-sel jelolve megkapjuk a hibavektort, mely az My matrixszal szorzodik
minden id6lépésben. fgy ha belatjuk, hogy e matrix normaja kisebb, mint 1 akkor

a modszer altal adott ug-kel a rendszer a kivant trajektéridhoz tart.

Allitas 4.1.4. Az a > 0 esetben My karakterisztikus polinomja

pr(r) = (D" = (L= p)(a+ 12" + (1= paz”™" — paz + pa®).

Bizonyitds. Fejtsiik ki a matrixot az els6 oszlop szerint, tovabba hasznajuk fel hogy

(9i—9gi-1/g1 = a*~'. Ekkor a (4.1.1) lemmét felhasznalva a karakterisztikus polinom

N—-1
(1) (a=2) @V +(pat 1+m)a™ "+ 3 i —ai eV —pa ) +(-) N paa .
=2

Melybol a megfelelé tagok Osszevonasa utan adodik az allitas.

Allitas 4.1.5. Minden o < 1-hez létezik elég nagy N, illetve 0 < p* < 1 gy, hogy
minden p* < p < l-re py gyokei a |z| = R kéron belil vannak, ahol

1 N

R = 3%+ |a| M+,

Bizonyitds. A A = 0 esethez hasonl6an megkeressiik azt a komplex kort, melyen a
fo(z) = (=1)NH1NFL ¢g f1(2) = pn(2) polinomokra alkalmazhaté a 4.1.2 lemma.

Legyen R a kor sugara. Azt kell belatnunk, hogy z = |R|-re,

(1—w|(a+1)2" —az — a2z 4+ < |2V — a2 + V).
A jobb oldalt alulrél, a bal oldalt feliilrél becstiljiik. Mivel |a| < 1, illetve |z| = R <
1, igy

AN a2 N > |af?,
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illetve

(1—p|la+1)N —az—az+ o < (1 —p)s5RY,

kovetkezésképp a

(1= pu)5RY < o™

egyenl6tlenség teljesiilése elég. A A = 0 esetben hasznalt R-rel a

I~ 1
l—p< 53 NAT | NHT
feltételt kapjuk, melyhez valoban létezik px gy, hogy az minden p* < p-re fennéll.

Tétel 4.1.6. Ha az eredeti eqydimenzios rendszer stabil volt, akkor létezik N gy,
hogy p(My) < 1 teljesil igy a DMC mddszerrel a rendszer a kivant trajektoridhoz

tart.

Bizonyitas. Lattuk, hogy az algoritmus felépithet6 gy, hogy a hibamétrix spektral-
sugara R < 1. Ekkor a 4.0.1 tétel alapjan, a kezdeti hibat eg-lal jelolve érvényes a

en < (R+¢€)"ey

becslés. fgy belattuk, hogy a hiba 0-hoz tart az ido elérehaladtaval.

4.1.3 A nem konstans trajektoria

Gondoljuk meg, mi torténik ha a trajektéria nem konstans, tovdbba hogy a G
dinamikus méatrix 1 x l-es vagyis egyszeriien g; A hibabecslé képletben alapvetéen

w11 szerepel, aminek persze nincs jelentossége, ha w konstans. Igy a becslés,

k1 — wra1| < Rlyx — wiaq]-

Nekiink azonban |y, — wg|-fiiggvényében kellene becslést adni. Legyen Awg,; =

Wg+1 — Wk- EkkOI‘,

Rlyr — wi, + Awgr1| > |ypr1 — wiaa]-

Kihasznalva a haromszog egyenlétlenséget,
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Yrs1 — Wet1| < Rlye — wi| + [RAWg41].

Ez az 0sszefliggés nyilvan fenndl a k + 2 idépontban is igy

[Ykt2 — Wita| < RlYps1 — W] + [RAWk2],

igy a masodik 1épésre a

Yk — Wira| < RP|y — wi| + |R*Awppa] + Rl Awyq].

Altaldnosan a n-adik 1épésre

[Yhtn — Whan| < R|ye — wi| + R* | Awgia] + . .. + R?|Awgsn_1| + R|Awyy].

Tegyiik fel hogy létezik valamilyen L,, konstans, ugy, hogy minden k-re |Awy| < C.
Ha w;, Lipschitz tulajdonsagu fiiggvény, akkor annak Lipschitz konstansa szorozva

a lépéskozzel megfelelo lesz. Ekkor a mértani sor osszegképlete alapjan a,

n+1

-1
—— | < R"|y, — Ly, :
71 | S Blye — el + Lol

Rogzitett o és N esetén |25| konstans, igy a hiba o(7)-val névekszik. Ezt figyel-

|yk’+n — W] < Rn|yk¢ - wk| + LwT’R

hetjiik meg, egy folyamatosan valtozé trajektoria esetén.

o




4.8. abra. Az algoritmus viselkedése valtozé trajektoriara

A 8.2.1-es dbran w(t) = sint. Kivéiléan megfigyelhets, a 1épéskozzel megegyezd

nagysagrendi eltoldédés a célfiiggvény és az algoritmus altal adott kimenet kozott.
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4.2 Az n-dimenziés modell, A = 0 mellett

Tekintsiik az n dimenziés rendszer diszkretizalt alakjat azaz,

z(t+1) =eMax(t) + (e — I) A bu(t),

(16)

y(t+1) =cx(t+1) (17)

Jelen esetben a fiiggvények argumentuma fiigg a diszkretizalastél. Tehat ha x(t)-t

irok az azt jelenti, hogy a rendszer 7t idopillanatban van.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy A diagonalis. Ha A diagonalizalhato
ekkor létezik P métrix amelyre P~'AP = A ahol Z, diagonalis méatrix, melynek a

foatloban 1évo elemei A sajatértékei. Ekkor a rendszer a kovetkezoképpen médosul:

P7li = (P'AP)(P'z) + (P 'b)u

y= (PP ).

fgy a fenti rendszerrel dolgozhatunk.

Szamitsuk ki, hogy a y(t) = w stabil kimenethez, milyen u és x értékek tartoznak.

Ha a rendszer mar bedllt a stabil allapotra akkor,

r=ex+ (e — 1) A bu.

Atrendezve,

— (e — Dz = (e — 1) A bu.

Ha az A diagondlis matrix f6atlojadban nemnulla elemek vannak, akkor (e4” — I)

féatléjdban is, igy az invertdlhaté. Balrdl (eA™ — I)~!-el szorozva az

r = A" bu,
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osszefliggésre jutunk. Szorozzunk be balrdl a ¢ sorvektorral, figyelembe véve, hogy

cr =1y =w.

w=cx = cA 'bu,

A cA~'b matrix szorzat egy szdm lesz, igy azzal leoszthatunk. A stabil allapotok,
adott w mellett tehat:

w

T A

A bw
r=——"
cA~1h
Most vizsgaljuk a hibat vagyis z(t) — f;li’g’—t. Egyrészt x(t)-t kifejezhetem z(t — 1)
és u(t — 1) segitségével. Masrészt a diszkrét képlétbe a stabil értékeket helyettesitve,

A bw AT w

(€A — ) A" b——

cA-1p —¢ cA-1p cA-1p’
Legyen
P(t) = x(t) — A”lbw
w = cA-1’
w
u(t) = u(t) + TR
fgy

() = e a(t — 1) + (e — DA ba(t — 1).
Az u(t) =u(t — 1) + Au(t) = u(t — 1) + 1/g1(w — f) képletbél pedig,
AT

N

. ce”T _ g1 — G2 - 20; — Gi—1 — Gis1

u(t) = T(t—1)+ a(t—1)+ :
g1 g1 ; g1

fgy matrixos alakba rendsezhetjiik a fenti Osszefliggéseket.

e(t) = Mye(t —1).
Ahol



illetve My =

efT (e —T)A71h 0 o 0 0
_cefT g1—g2 292—91—93 2JN-1—gN-2—9gN  2JN—9gN-1—9gN+1

g1 g1 g1 T g1 g1

0 1 0 o 0 0

0 0 1 . 0 0

0 0 0 1 0

A tovabbiakban e matrix, sajatértékeire probalunk becslést adni.

Els6 1épésként a matrix karakterisztikus polinomjat irjuk fel. A karakterisztikus
polinomot nem kozvetlenill szamoljuk, az eggyel kisebb dimenziés matrix karak-
terisztikus polinomjabdl fejezziik ki. Korabban lattuk, hogy feltehetjiik, hogy az
A-maétrixrél feltehetjiik, hogy diagonalis. Tekintsiik az aldbbi n-dimenzids rendszer
matrixat és jelolje annak karakterisztikus polinomjat pR;, tovabba tekintsiik azt az
My n—1 x n — l-es métrixot, mely az eredeti matrixbol gy addodik, hogy annak
elso sorat, és oszlopat elhagyjuk, illetve ennek karatkterisztikus polinomja legyen

n—1
Py

Allitas 4.2.1. Az M N €S M N mdtrizokhoz tartozo karakterisztikus polinomok kozott

az aldbbi osszefiiggés dll fenn:

n

n+10151041 Oé1—1 H —ZL‘ N 1
g1\

Pi(@) = (o0 —z)pi ' — (1)

Bizonyitas.
Jelolje eA7TA=1h vektor i-edik koordinatjat f;, és hasonléan (—ced7)/g, vektor

1-edik koordinatajat ;. Vessiink egy pillantast My — Iz-re,
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a;y — T

0

Qg — T

0

B

B2
a, — T Py 0
g91—g 292—g91—g
,yn 1g1 2 2 11 3
0 1 —x
0 0

0

29N —gN-1=gnt1
g1

0

1 —x

Alkalmazzuk a determinansokrél szolo kifejtési tételt az elsé oszlopra. fgy a deter-

minans elsé sor elsé oszlop eleme altal kifejtett rész azaz (o, 1 — z)pR. Ezen kiviil

még egy nem nulla elem van az els6 sorban mégpedig ;. Ekkor az aldeterminanshoz

tartozd matrix:

0

a1 — T

e
0 Do

Qp_1 —T ﬁn—l

0

0

0

1

—X

0

1 —z

Melyet az els6 sor szerint fejtiink ki, melynek csak a 3 a nemulla eleme. Igy az

aldbbi métrix karakterisztikus polinomjat szamoljuk:

oy — T

0

0

Xp—1 — T

0

0

0

0
1

1

—T

Ez egy tugynevezett blokk-diagndlis matrix, melyrol ismeretes, hogy karakter-

isztikus polinomja a blokkok karakte- risztikus polinomjainak szorzata.

matrix karakterisztikus polinomja
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—x 0 0

1 —x
—x 0
1 —x

Mely egy Jordan blokk melynek sajatértekei a foatloban 1évé elemek. fgy ennek
karakterisztikus polinomja (—z)¥~1. Igy az Gsszeg mésodik tagja, 5191 (—2)N ' [T (ci—

x). Vagyis a karakterisztikus polinom

n

pr(z) = (a1 —2)ply — 1B H(Oéz' - ll?)(—x)Nfl.

1=2

Allitas 4.2.2. Ha a (16)-(17) rendszerre b = e; vagy ¢ = e;, tovabbd a rendszer
stabil, akkor a hibamdtriz sajatértékeire érvényes a max(p(A), Ry) felsd becslés, ahol

Ry a p\ maximdlis abszolitértéki gyokének hossza.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy ¢ = n, hiszen a koordinatak felcserélésével a rendsz-

eren nem valtoztatok. A 4.2.1 allitasbol, felhasznalva, hogy vagy ¢;=0, vagy by = 0

pr(x) = (a1 — z)pi-

Ezt a gondolatmenetet folytatva

pi = [J(a = 2)pk.

=2
A fenti polinom gyokei, as...ayn vagy valamilyen R;-nél kisebb abszolit értéki

komplex szam.

Igy ebben a specialis esetben a feladatot az aldbbi matrix sajétértékeinek kiszamitdsara

vezettik vissza:
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_con  gi—g2 292—g1—gs o 2gN—1—9gN-2—9gN  29N—gN—-1—gN+1
g1 g1 g1 g1 g1
0 1 0 . 0 0
0 0 1 . 0 0
0 0 0 1 0

Tudjuk, hogy a b és ¢ vektor konstansszorosanak hasznédlata nem befolyasolja az
algoritmust, igy feltehetjiik, hogy b, = ¢, = 1. Felhasznélva a 4.1.3 bizonyitasaban

hasznaltakat, a fenti matrix karakterisztikus polinomja

N
— ZQ i — Gi—1 — Gi i
p}\[(x) _ (_1)N(an o CC')(.I'N . g1 . gZJ;N_l . g ggll g+1l'N z).
=2

Ebben a specidlis esetben g; a (13) képlet alapjan,

i
o, —1

An

9i =
Igy
9i — gi—1 _ Oé;_l.
g1
Ezért a karakterisztikus polinom, felhasznélva a (15) Osszefiiggést
PN = (_1>N+1(xN+1 . a7127$ "‘057]1\[)
alakra egyszertisodik. Errdl pedig tudjuk a 4.1.3 eredményébdl, hogy a gyokei ab-
szolutértékben kisebbek mint Ry, ahol
R, = 3%t || P
fgy az alabbi kovetkeztetést vonhatjuk le

Tétel 4.2.3. Ha a (16)-(17) (mdr diagonalizdlt) rendszerre b = e; vagy ¢ = e;,
tovabbd a rendszer stabil, akkor létezik N, gy hogy a DMC algoritmus dltal adott

y(t) értékek a w konstans trajektoridhoz tartanak.
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Bizonyitds. A 4.2.2 allitasbdl tudjuk, hogy létezik N, tgy hogy a hibamétrix
sajatértékei valamilyen R = max;—1_, (R, ;) < 1 sugari komplex kérben helyezked-

nek el. Ekkor felhasznalva a (4.0.1) éllitast, az alabbi becslésre jutunk:

1Mol < (R + €)[loll,

ahol megfelel6 j mellett e-t tetszolegesen kicsire valaszthatom, specidlisan gy, hogy
R+ € < 1 még teljesiiljon. Ekkor lathatjuk, a hiba 0-hoz tart.
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5 (")sszefoglalés

A szakdolgozatban megismerkedtiink, a Model Perdictive Control alapelveivel,
annak elonyeivel, nevezetesen, hogy a rendszert annak belsé ismerete nélkiil vezérel-
hetjiikk. Egy MPC elveken alapulé konkrét algoritmust a dinamikus matrix kon-
trollt teszteltiik, olyan rendszerekre, melyeket differencidlegyenlettel adtunk meg.
Azt tapasztaltuk, hogy stabil rendszerre a predikciés horizont egész kicsi részének
letapogatéasaval eldallithatunk olyan algoritmust, mely a megfelel6 bemeneti jelet,
vagy kontrollfiiggvényt adja ahhoz, hogy a kivant trajektoriara vezéreljiik a rend-
szert. Bevezettiink egy hibamatrixot, mellyel két idépillanatbeli hiba kapcsolatat
tudtuk reprezentalni. Belattuk hogy egy dimenziéban, stabil rendszerre, a matrix
felépitheto tgy, hogy sajatértékei kisebbek legyenek mint egy, amibd6l a norma
nagysagara is kovetkeztettiink. Tovabba lattuk, hogy a trajektéria valtozasat az
algoritmus o(7) hibaval tudja kovetni, ahol 7 volt a diszkretizdlt rendszer 1épéskoze.

Végiil altalanositasként tekintettiink egy n-dimenzids differencialegyenletrend-
szert, és ehhez is elkészitettiik az algoritmust. Elkészitettiik a hibamatrixot, és azt
tapasztaltuk, hogy annak karakterisztikus polinomja kifejezheto, az eggyel kisebb
dimenzids matrixhoz tartozo karakterisztikus polinombdl. Ennek segitsével elégséges
feltételt adunk az algoritmus hasznélhatosdgara egy specialis n-dimenzds rendszer

esetén.
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6 Fuggelék

A DMC algoritmust meg is valositottam Matlabban, a forraskod az aldbbi. E
program barmely olyan rendszerrel képes dolgozni, mely egy 7 — 1 idopillanatbeli
u(r —1) és y(7 —1) bemenetbdl meghatarozza az y(7) kimenetet. Erdekessége, hogy
bar a mddszer kidolgozasa a linedris differencidlegyenletekre szoritkozik, a program

bizonyos nemlinearis esetre is hasznalhat6 eredményt ad.

A forraskédbeli jelolések a kovetkezok. A lambda a Awu csokkentésére hasznalt
paraméter, tau a lépéskoz, illetve N jeloli a hatart amig az algoritmust futtatjuk.
A lenti esetben a dinamikus matrix 4 x 4-es, és ¢+ = 1-t6l 4-ig szamoljuk ki a g;

értékeket,a tovabbi g; értékekre g; = g4.

function DMC

lambda=.2;

tau=.1;

N=30;

y=zeros(N,1); f=zeros(4,1); U=zeros(2*N,1); w=1%*ones(N+3,1);
g(1)=0;

for i=1:4 g(i+1)=rendszerl(tau,g(i),1); end
for i=5:N+4 g(i)=g(5); end
G=spdiags([ones(4,1)*g(5) ones(4,1)*g(4) ones(4,1)*g(3) ones(4,1)*g(2)], -3:0,

4,4);
for i=1:N
for k=1:4

S=0; for j=1:N-1 S=S+(g(k+j)-g(j))*(U(N+i-j)-U(N+i-j-1)); end
f(k)=y(i)+S; end

wl=[w(i), w(i+1), w(i+2), w(i+3)];
du=(G™*(wl’-f))"/(G*G+lambda*eye(4));
U(N+i)=U(N+i-1)+du(1);

y(i+1)=rendszerl(tau,y(i),U(N+i)); end

U=U(N:2*N);

w=w(1:N+1);

x=0:.1:N/10;

plot(x(1:N-2),U(1:N-2),x(1:N-2),y(1:N-2) x(1:N-2),w(1:N-2),”")
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e=WwW-Yy,

end
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