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1. fejezet

Bevezetés

A gyakorlati életben természetes médon adodik az igény konkrét fizikai, mérnoki
feladatok és modellproblémak matematikai modszerekkel torténé megoldasara. Ha
az analitikus megoldas nem ismert, a megoldast numerikus médon probaljuk kézelite-
ni.

Jelen dolgozatban az O. Axelsson és J. Maubach Updating and assembly of the
Hessian matriz in FEM [1| ¢cim( cikkében ismertetett konkrét repiilémérnoki mod-
ellt tekintjiik, amely egy, a repiil6gépszarnyak felett kialakuld szélcsatornaban irja
le az dramlési folyamatokat szubszonikus, azaz hangsebesség alatti repiilési sebesség
esetén.

Célom az volt, hogy a feladat megértésétdl és fizikai hatterének feldolgozasatol
kezd6d&en bemutassam, hogyan épithets fel a megoldasi folyamat egy konkrét gya-
korlati problémara. A f6bb lépések kozé tartozik a megoldhatosag vizsgélata, a
megfelel6 megoldé modszerek kivalasztasa és alkalmazasa, ezek megvalositasa - pél-
daul egy szamitogépes program keretében -, végiil a kapott eredmények kiértékelése
és ellen6rzése.

Ennek mintajara elséként az aramlési feladat vizsgalata soran felmeriils fizikai
fogalmakat ismertetem, majd kitérek az dramlast leird parcialis differencialegyenlet
megoldhatosaganak kérdésére.

A kovektez6 fejezetben a megoldas soran felhasznélt modszereket mutatom be,
illetve alkalmazom a vizsgalt feladatra. Els6ként a Ritz-Galjorkin-modszerrdl ejtek

szOt, amellyel a megoldhatdsagi vizsgalat soran nyert operdtoregyenlet diszkretiza-



cioja végezhetd el, ezt azonban csak elméletben hajtjuk végre, a megvalositas soran
erre ténylegesen nem keriil sor. A kdvetkez6 modszer az tgynevezett csillapitott
Newton-iteracio, amelyet a vizsgalt egyenlet nemlinearitasa végett kell alkalmaz-
nunk. Latni fogjuk, hogy az iteracios modszer alkalmazasaval a feladat visszavezet-
het6 egy linearis segédfeladat iteracionkénti megoldaséara, amelynek diszkretizaciojat
és megoldasat a kozismert végeselem-modszer segitségével hajtjuk végre, a fejezet
utolso szakaszdban ennek algoritmusat ismertetem.

A negyedik fejezetben a moédszerek megvalositasanak menetét vazolom a diszkre-
tizaciotol kezd6dGen az egyenletben szereplG paraméterek értékének megvalasztasaig.
Az eléfeldolgozast, azaz a tartomany racshaloval valé boritasat a HyperMesh szoftver
segitségével hajtottam végre, az alkalmazott modszereket pedig MATLAB program-
nyelven valositottam meg, amelynek eredményeképpen létrejott egy komplex, tobb
alprogramot is magaban foglaloé alkalmazas, amely a vizsgalt feladatot tetszéleges
peremfeltételek esetén megoldja.

Veégiil, az utolso fejezetben néhany konkrét példa kiragadasaval szemléltetem a
kiilénboz6 futtatasi feltételek mellett kapott eredményeket, amelyek alapjan elmond-
hatd, hogy a megirt program jol miikodik, a valésadgban tapasztalt megfigyelésekhez

kozeli eredményeket képes produkélni.



2. fejezet

A vizsgalt aramlasi feladat

2.1. Fizikai hattér

Tekintsiik a kovetkezé nemlinearis parcialis differencidlegyenletet, amely egy szub-
szonikus dramlasi folyamatot modellez adott 2 C R? tartomanyon [1], és ahol T jeldli

a tartomény peremét, I'; (i = 1,...,4) pedig annak egyes részeit:

;

—V - (p(|Vu|*)Vu) =0 az Q tartomanyon
p(|Vul*)Vu-n=0 a I'1 3 peremen
(2.1)
p([Vul*)Vu - n = 04 a I'y peremen
(U= Voo - X a ['y peremen,
ahol
p(190) 1= poe(1 = 2 (Vul? — 112))" (22)
tovabba Ty := U2 T, illetve I'p := T’y a perem Neumann-, valamint Dirichlet-
feltétellel ellatott részei.
Itt az x := (z,y) jeloléssel u = u(z,y) a sebességi potencial, Vu = %
dy

a sebességvektor, |Vu|? pedig a sebesség nagysagdnak négyzete. Az Q C R? tar-
tomény, amelyen az egyenletet tekintjiik, egy, a repiil6gépek szarnya felett kialakulo

szélcsatorna kétdimenzios modellje.
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2.1. abra. A repiil6gépszarny felett kialakul6 szélcsatorna modellje

A szélesatorna geometridjat a kovetkezd abra szemlélteti, a tengelyek beosztésa

mm-ben adott, ezt figyelembe kell majd venniink a szamitasok végzése soran is:

2.2. dbra. A szélcsatorna geometridja

A potencial az a skalaris fiiggvény, amelynek gradienseként az dramlési sebesség
eléall. Potencidlos aramlasrol akkor beszéliink, ha rot(u) = 0, azaz az aramlés
orvénymentes |6], ez esetben ugyanis létezik sebességi potencial.

Az egyenletekben p, jeloli az aramlo kozeg siirtiségét, az als6 indexbeli " " pedig
a zavartalan, tehat példaul a beérkezd aramlés jellemzéivel szamitott értékre utal.
Mivel most repiil6gépszarny feletti aramlasrol lesz sz6, az aramld kozeg a levegd,
ennek sirtisége:

k
poo = 1,225°2
m
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Egy, az egyenletekben szereplé mésik fontos paraméter az M., amely a Mach-
szamot jeloli, szintén zavartalan koriilmények kozott. A Mach-szam egy ardnyszam
[11], amely egy objektum sebessége vagy egy dramlasi sebesség és a helyi hangse-
besség hanyadosaként kaphato meg, azaz

M= Vobjektum
C

Y

ahol c jeloli a hangsebességet.

A Mach-szamot alkalmazzak egyrészt valamilyen kézeghen haladé nagy sebesség
objektumok jellemzésére, masrészt nagy sebességii kozegeknek csatornédkban, fuvo-
kédkban torténd aramlésa soran. Mivel két sebesség hényadosaként difinidljuk, a
Mach-szam dimenzi6é nélkiili mennyiség. A Mach-szam képletében szerepld fontos
tényez$ a hangsebesség [11], amelyrdl kiilon szot kell ejteniink.

A hangsebesség fontos jellemzGje, hogy fiigg a kozegtsl, amelyben a hanghul-
lamok terjednek, mi a feladat jellegébdl adododéan a levegébeli sebességet fogjuk
tekinteni. A hangsebesség értéke fligeg a légkori tényez6ktdl, legnagyobb mértékben
a hémérséklettsl, kisebb szazalékban a paratartalomtol, valamint a légnyoméstol
is. Nagyobb tengerszint feletti magassagban a hang lassabban terjed, elsGsorban a

hémeérséklet valtozasa miatt. A hangsebesség értéke az alabbi képlettel szamolhato:

c=VKRT, (2.3)

ahol

k az adiabatikus kitevs [11], vagyis az allando nyomason és az allando térfo-

gaton mért fajhd hanyadosa, egy mértékegység nélkiili mennyiség, értéke 1,4,

e R az egyetemes gazallando [11], értéke 287 kg—{K,
e T alevegd abszolit hémérséklete [11], amely a Celsius-skalan mért ¢ hémérsék-

letb6l a T' =t + 273, 16 K Gsszefiiggés alapjan szamithato ki.

A (2.3) képlet alapjan szamitott hangsebesség mértékegysége

J kg-’?—; m
s

K = —
kg - K kg
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lesz. Az M., paraméter értéke tehat konnyen kiszamolhaté a koézegben haladé ob-
jektum - esetiinkben a repiil6gép - sebességének és a c,, zavartalan hangsebességnek
a hanyadosaként.

A Mach-szam fontos tényez6 az (2.1) feladat tekintetében, mert nagyban befolya-
solja az abban szereplé egyenlet tipusat. Azt mondjuk, hogy az dramlés a Mach-szam

fiiggvényében

e szubszonikus, ha M < 1;

szonikus, ha M = 1;

transzszonikus, ha 0,8 < M < 1,2;

e szuperszonikus, ha 1,2 < M < 5;

hiperszonikus, ha 5 < M.

Itt az intervallumok tekintetében léteznek atfedések, amely annak készonhetd, hogy
egy aramlasi folyamat soran a Mach-szam értéke lokalisan valtozhat. Transzszonikus
sebességeknél egy objektum koriili aramlas tartalmazhat szub- és szuperszonikus
teriileteket is, maga a transzszonikus aramlés mar akkor elkezd6dik, amikor az elsd
M > 1 zéna kialakul az objektum koriil.
Fenndll, hogy a sebességi potencial egyenletei hangsebesség alatt, azaz szubszonikus
aramlas esetén elliptikusak, pont a hangsebességnél, azaz szonikus aramlés esetén
parabolikusak és hangsebesség felett, azaz szuperszonikus dramlés esetén pedig hiper-
bolikusak. A tovabbiakban csak a szubszonikus esetet fogjuk tekinteni, azaz csak
elliptikus egyenletekkel foglalkozunk.

Végiil, a v, paraméter a I'y peremen belépé levegs sebességének potencialjat,

1"

Uso pedig a ['s peremen kiléps sebességet jeloli. Az alsé indexbeli """ tovabbra is a

zavartalan koriilmények esetén szamitott értékekre utal.
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2.2. Megoldhatosag

A (2.1) feladat megoldhatosaganak vizsgalatahoz a feladatot gyenge alakba fogjuk

atirni, amelyhez definialjuk a kovetkezs Szoboljev-teret a [2] szerint:
HL() :={ue H(Q) : ur, =0}, (2.4)
tovabba az igy kapott téren értelmezziik az aldbbi skalarszorzatot:
(u,v) gy = /QVU-VU (Yu,v € H(Q)). (2.5)
A (2.2) monoton cstkkend fiiggvénynek tekintsiik az alabbi modositasat:

p(r), har < Ry,

g, ha r > Ry,

ahol

Ry < sup 71 ¢és e:=p(Ry), (2.6)
r>0,p(r)>0

az Ry értéke pedig késébb hatdrozand6 meg az elliptikussag megérzéséhez. Fzzel a
modositassal biztositjuk azt, hogy a p fiiggvény nem veszi fel a 0 értéket, tovabba
létezik also és fels korlatja is, amely a kés6bbi megoldhatoséagi tételek szempontjabol
fontos tulajdonsag lesz. Ez a modositas a megoldhatdsag vizsgalatét tekintve nem
okoz gondot, mivel az eredeti feladat szubszonikus megoldésai megegyeznek a mod-
ositott feladat azon megoldasaival, amelyekre |Vu| < Ry az egész (2 tartoméanyon
valamely alkalmas Ry mellett. A tovabbiakban a p := p jeloléssel éliink.

Ahhoz, hogy gyenge alakot kapjunk, szorozzuk az egyenletet egy v € HE(Q)
tesztfliggvénnyel, majd integraljuk az €2 tartomanyon. Tekintsiik az igy kapott egyen-
let bal oldalat:

/p(|w2)vu Vo,
Q

2.2.1. Tétel. Egyértelmien létezik olyan F : HH(Q) — HL(Q) differencidloperd-

tor, hogy minden u € H5H(Q) és v € HL(Q) esetén

(F(w) v}y, = [ plIVuP)Vu- V.



2.2. MEGOLDHATOSAG 8

A tétel a Riesz-féle reprezentéacios tétel segitségével egyszertien belathato [4]. A
kapott egyenlet jobb oldala hasonléan felirhat6 gyenge alakban, ehhez tekintsiik

auv fFN Uoov leképezést a HL(Q) téren, amely folytonos linearis funkcionélja lesz

/ VooV
INY;

Ekkor pedig a Riesz-féle reprezentacios tétel szerint egyértelmien létezik b € HJ (1),

v-nek, ugyanis

< ool r2rm I0ll22(0) < constl|v| 1, q)-

hogy
(b, v) 1y, :/ Uoovdo.
'y

A (2.1) feladat gyenge alakja tehat a kovetkezGképpen irhato fel:

(F(). vy = b0y (v € Hb(2), (2.7
vagyis a feladat ekvivalens az aldbbi operatoregyenlettel:

F(u) =b. (2.8)

Tekintsiik az alabbi, [4] szerinti feltételt adott f fiiggvényre:
2.2.1. Feltétel. Tegyiik fel, hogy
(i) f e CHxR%R?),
(ii) a %’;’n) derivdltmdtrizok szimmetrikusak (ha x € Q, n € R?),

(iii) léteznek olyan M > m > 0 dllanddk, hogy

0
m|¢f* < wf €< Mg

n

2.2.2. Tétel. Ha az f(x,n) = p(In|*)n vdlasztds mellett teljesil a 2.2.1. feltétel
mindhdrom pontja, akkor a (2.1) peremértékfeladatnak egyértelmien létezik u* €

HL(Q) gyenge megolddsa.

A fenti valasztassal tehdt az f: Q x R? — R? fiiggvény a kovetkezo:

w (1= L(|n? — M? 5/2, ha r < Ry,

g, ha r > Ry.
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Ekkor a 2.2.1. feltétel és a 2.2.2. tétel segitéségével a (2.1) feladat megoldhatosagat
visszavezethetjiik a (2.8) operatoregyenlet megoldhatoségara a [4]-ben leirtak alap-
jan. A tétel alkalmazhatosdgahoz sziikséges, hogy a 2.2.1. feltétel mindharom pontja
teljesiiljon az elézGekben deifinidlt f fliiggvényre. Az (i) feltétel majdnem mindeniitt
igaz, mert p egy pontban nem differencidlhato, a (i7) feltételhez szamitsuk ki az f

fiiggvényhez tartozo Jacobi-matrixot. Koordinatanként felirva f-et:

fi(x,m) = p(In*)mi,

a parcialis derivaltak ekkor:

a i\X, /
# = p(In|*)0u + £'(Inl*)2nkm;,
Nk

vagyis végeredményben:

Of(x,n)
5 = P+ 20 (Inl*)om’"),
U
ahonnan mar konnyen leolvashato, hogy a %’;’") € R?*? szimmetrikus méatrix.

A (iui) feltétel vizsgalatahoz feltessziik, hogy a modositott p fiiggvényre léteznek
M > m > 0 allandok tgy, hogy:

0<m<p(r®) < (p(r?)) <M (r>0). (2.10)
Ez a feltétel részletesebben azt jelenti, hogy r > 0 esetén
m < p(r?), 0<p'(r%), p(r?) + 20/ (r*)r? < M.

Ekkor a 2.2.1. feltétel (iii) pontja teljesiilni fog, ugyanis a

UM e e~ pP)Iel + 20/ (n) e - €

on
= p(lnl)E* +20'(In*)(n - €)%,
kvadratikus alakot tekintve a Cauchy-Schwartz-egyenltlenség alapjan az als6 hatar:

0
el < pleP < 2L Ve

és ugyanigy a felsg hatar:

0
9J(x,m) g; e & < (pllnf®) + 20/ (BInP) €12 < MiP,
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vagyis a 2.2.2. megoldhatoséagi tétel alkalmazhato a vizsgalt feladatra.
Mindez a moédositott p fliggvényt tekintve azt fogja jelenteni, hogy az r > 0
értékekre elvarjuk az

0 < p(r?) és 0<r(p(r?))

egyenlGtlenségek teljesiilését, mivel ekkor a lokalis elliptikussagnak is sziikségszertien
teljesiilnie kell. Ez a (2.1) feladatban szerepls paraméterekkel kifejezve a kovetkezd

feltételeket fogja adni az r? valtozora:

rP< M2 +5 és 1’ <

azaz Osszességében:

Ezzel megkaptuk a (2.6) szerint értelmezett lehetséges R2 értékek supremumat, amit
jeloljon R%. A (2.1) feladat elliptikussagénak elvesztését végeredményben tehét nem

a kordbban bevezetett univerzalis

Vobjektum
M = —chicktum
C

hanyados segitségével tudjuk majd nyomon kovetni, hanem az

— T

o : (2.11)
\/(%)z (M2, +5)
5 3
(3)2 +(3)?
aranyszammal, ahol r := |Vu|, amely pontonként mas-mas értéket fog felvenni, tehat

végeredményben M egy lokalis jellemzGje lesz az aramlasnak.
Az operatoregyenlet u* gyenge megoldésat a csillapitott Newton-iteracié mod-
szerével fogjuk kozeliteni, ehhez azonban el6bb diszkretizalnunk kell a feladatot,

amit pedig a Ritz-Galjorkin-modszer alkalmazasaval hajtunk végre.



3. fejezet

Alkalmazott moédszerek

3.1. A Ritz-Galjorkin-mo6dszer

A Ritz-Galjorkin-moédszer altalaban a végtelen dimenziés térben felirt operator-
egyenletek kozelité megoldédsanak megkeresésére ad eljarast. Alapgondolata, hogy
az alapteret egy véges dimenzios alterével helyettesitjiik, majd az eredeti egyen-
letet levetitjiik erre az altérre, igy a kapott véges dimenzios feladat - amely egy
algebrai egyenletrendszer lesz - mar konnyedén megoldhatd a témaban kdzismert
modszerekkel. A modszert a |4 alapjan vezetjiik be.

Tekintsiik most csak a nemlinearis operatoregyenletek esetét, legyen H valos

Hilbert-tér és A : H — H adott nemlinearis operator.
3.1.1. Feltétel. Tegyiik fel, hogy
(1) A Lipschitz-folytonos, azaz létezik Q) > 0, hogy

[A(w) = A(v)|| < Qllu =l (Yu,v € H),

(2) A egyenletesen monoton, azaz létezik q > 0, hogy
(A(u) = A(v),u —v) = qllu—v| (Vu,v € H).
Tekintsiik az
Alu)=b (be H)
egyenletet, amelynek megoldhatosagat a kdvetkezd tétel garantélja:

11
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3.1.1. Tétel. Legyen A : H — H adott operdtor, amelyre teljesil a 3.1.1. feltétel.
Ekkor minden b € H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmien létezik u* € H

megolddsa.
Az egyenlet atirhato gyenge alakba:
(A(u),v) = (byv) (Yv € H). (3.1)

Legyenek H, = span{¢\”, ¢\" ... ¢} C H alterek (n € N*), ahol

() o™ ' linearisan fiiggetlen elemek és barmely u € H esetén
dist(u, Hy,) := min{||u — v, : v, € H,} — 0, ha n — 0. (3.2)

Az u, € H, kozelités konstrukcidja ekkor a kovetkezGképpen torténik:
=3 w6,
i=1

() egylitthatok meghatéarozasara redukalodik. Ez alapjan a (3.1)

i

tehat a feladat az w

feladat az alabbi modon frhaté a v:= ¢\" (k = 1,...,n) vilasztds mellett:
(Aol o) = (.6,
i=1
Vezessiik be az w™ := (™, Wl ... wi™) jelslést, majd legyen

(@) = (A( Yo wo), o), (3.3)
i=1
és
Br(w™) = (b, ¢\, (3.4)
Az ezekbdl 6sszerakott o : R™ — R” fliggvény és § € R" vektor mellett tehat az
a(@™) =5

nemlinearis egyenletrendszert kapjuk, amelynek megoldésa megadja az u,, kozelités
keresett egyiitthatoit.
Igazolhato tovabba - lasd [4] -, hogy teljesiil a hiba ortogonalitésa is, azaz minden

v, € H, esetén, az u* gyenge megoldasra és barmely 4, kozelitésre:

(A(u™) = A(tin), va) = 0,
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valamint érvényes az dgynevezett Céa-lemma nemlineédris megfelelGje is alkalmas C
allandoval:

[u* — @, || < Cmin{||u* — va : ve € Ha}

Mindezek kovetkezményeképpen ||u* — @, || — 0, amennyiben teljesiil a (3.2) feltétel.

3.1.1. A mobdszer alkalmazasa a vizsgalt feladatra

Tekintsiik a masodik fejezetben felirt (2.8) operatoregyenletet, ahol az operétor
F: HL(Q) — HL(Q), tovabba u, b € H},(9):
F(u) =b.
A 3.1.1. tétel alapjan a fenti operatoregyenletnek egyértelmten létezik u* € HJ, ()

megoldasa, amit az eljaras soran egy V altérbeli megoldassal kozelitiink. Az opera-

toregyenlet gyenge alakjat mar korabban felirtuk a (2.7) egyenlettel:
<F(u)7U>Hb - <b7U>H}3 (VU S Hll)>

Az el6zéekkel analég modon legyenek V, := span{o\™ o\ ... o0} c HL(Q)
alterek (n € N*), ahol ¢\, ¢{ ... ¢{" linearisan fiiggetlen elemek és barmely

u € HL(Q) esetén
dist(u,V,) := min{||u — v,|| : v, € V,,} — 0, han — oc.

Az u,, €V, kozelités konstrukci6ja ekkor:
n

an - Z wi¢£n)7
i=1

azaz a (2.7) gyenge alak a v := gzﬁ,(:) (k=1,...,n) valasztas mellett airhato az alabbi

formaba: .
(F(3wol™), 61" = (b.0").
i=1

Bevezetve az

w™ = (W™ W ™),

illetve
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és
Br(w™) == (b, o)

jeloléseket, az ezekbdl Osszerakott o : R” — R”™ fiiggvény és 5 € R™ vektor mellett

tehat az
a(@™) =5

nemlineéris egyenletrendszert kapjuk, amelynek megoldasa megadja a u,, kozelités
keresett egyiitthatoit. Mivel az egyenletrendszer nemlineéaris, megoldasat iteracios

modszerrel, esetiinkben csillapitott Newton-iteracidval végezziik el.

3.2. A csillapitott Newton-iteracio

A (2.1) feladat nemlinearitasa miatt a megoldas kozelitésére csillapitott Newton-
iteraciot kell alkalmaznunk, amelynek algoritmusat elGszor egy altalanos alakia pe-
remértékfeladaton szemléltetjiik [2] alapjan. Tekintsiik a kovetkezs parcidlis diffe-

rencidlegyenletet:

/

-V - f(x,Vu) =g az Q tartomanyon
u=0 a ['p peremen (3.5)

f(x,Vu) -n=rv a I'y peremen,

\

ahol I'p a peremnek a Dirichlet-, I'y pedig a Neumann-feltétellel ellatott része. A
H,(Q) Szoboljev-teret és a (., .>H11) skalarszorzatot ugyanugy értelmezziik, mint az
el6z6 fejezetben a (2.4) és (2.5) képletekkel. Az altaldnos alaka peremértékfeladatot
a kovetkezo feltételek mellett tekintjiik:

3.2.1. Feltétel. Tegyiik fel, hogy

(i) © C RY korldtos tartomdny, O szakaszonként sima, U'p, Ty C OS2 mérhetd,

FDQFNIQ, FDUFN:(?Q éSFD?é(Z),
(ii) g € L*(Q) és vy € L*(Ty),

(iii) f: Q x RY — RN mérhetd fiigguény, x € Q wvdltozéra nézve korldtos, n € RY

vdltozéra nézve pedig C*-beli,
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(iv) minden (x,n) € Q x RN esetén %’;’”) € RY szimmetrikus mdtriz, tovibbd \
sajatértekek kielégitik a 0 < pp < A < po < oo egyenldtlenséget, ahol py >

w1 >0 (x,n)-tdl figgetlen konstansok,

(v) az aldbbi
(F(u), )y = /Qf(x, V) - Vo
képlettel definidlt dltaldnositott F : H}, () — HL(Q) differencidloperdtor de-

rivdltja Lipschitz-folytonos.

Legyen b € H},(9) olyan, hogy

tihy = [ gt [ vdo (0 € Hh()
Q Ty

tovabba jelélje u* € HL(Q) a (3.5) gyenge megoldasat, azaz felirhato:

<F(u*>7U>H}D = <b’ U>H}D'

Legyen uy € HL(Q) tetszbleges, az (u,) sorozatot pedig definialjuk a kivetkezs
iteracioval: ha az n. lépésben az wu, kozelit fiiggvényt kaptuk, akkor az (n + 1).
lépésbeli kozelités:

Ups1 = Up + Tupn (0 € N),

ahol p, € H}(Q2) a kivetkez6 linearis segédfeladat megoldasa:
(F ()P, )y, = —(F(un) = bv) gy, (Vv € Hp(Q))
vagy

/Qg—g(x,Vun)Vpn -V = —/Q (f(x,Vun) Vv — 9“) +/ yodo (Yo € Hp(Q)),

'y

tovabba

r=mindl,— L e 0,1,
L”pn“H}_—)

ahol L jeloli az F' operatorhoz tartozé Lipschitz-konstanst az (v) feltételnek megfe-

lelGen.

3.2.1. Tétel. Teqyik fel, hogy teljesil a 3.2.1. feltétel minden pontja. Ekkor az

eldzdek alapjan konstrudlt (u,) sorozatra

[t — w1 < pi | F (u) — bl gy — O monoton mddon,
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tovdbbd a konvergencia lokdlisan kvadratikus, azaz
1F (uns1) = bllmy, < eallF(un) = bll7 - (02 10)

valamely ng € N index és c; > 0 konstans mellett, amely egyben konvergenciabecslést

ad a gyenge kvadratikus rendre 1s:
1 (un) = Ol g, < dig® (1 = my),

megfeleld 0 < q < 1 és dy > 0 konstans értékekkel.

3.2.1. A mobdszer alkalmazasa a vizsgalt feladatra

Mindezeket alkalmazzuk a vizsgalt (2.1) feladatra, ahol az f fliggvényt a (2.9)
képlettel definialtuk. Az 3.2.1. feltételben (i) pont nyilvanvalo modon teljesiil, hiszen
a vizsgalt Q C R? tartomany korlatos, hatara szakaszonként sima, tovabba I'y és
I'p peremek mérhet6ek, valamint T'p N Ty = 0, Tp Uy = 99 és I'p # 0 is fent
all. A (u1) feltétel szintén teljesiil, hiszen most g = 0, azaz g € L*(Q), illetve v
konstans, tehat v € L?(T'y) szintén. A (i7i) — (iv) feltételekrsl az el6z6 fejezetben
mar ejtettliink szot a 2.2.1. feltétel targyalasakor.

Végiil, az (v) feltételt csak véges dimenzios altér felett tudjuk garantalni. Legyen
V C HL(Q) egy, a Ritz-Galjorkin-féle diszkretizacid soran nyert véges dimenzios
altér ugyanazon skalarszorzattal és legyen ' : V — V az a differencidloperator,

amelyre
(Flw). )y, = [ pIVul)Vu Vo (Vo€ V)
abe HLH(Q) pedig definialja azt az elemet, amelyre
(b, v) g = / Uovdo (Vv € V).
'y
Jelolje most is u* € Hp(Q) a gyenge megoldast, azaz
<F(u*)>U>H}D = <b7 U>H}D (VU < V)

Elgszor [4] alapjan megmutatjuk, hogy az F operator Gateaux-derivalhato. Legyen

u €V tetsz6leges elem, ekkor rogzitett h,v € V elemek esetén

lim%(F(u +th) — F(u),v) 1 = lim 1(f(x, Vu+tVh) — f(x,Vu)) - Vo.

t—0 t—=0 Jqo t
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Az f € C! feltétel miatt a fenti integrandus majdnem mindeniitt pontonként kon-
vergdl, limesze:

1 0
lii% z(f(x, Vu+tVh) — f(x,Vu)) - Vv = 8_£<X’ Vu)Vh - Vo,

a Lebesgue-tétel és a (iv) feltétel miatt ekkor maga az integral is tartani fog a fenti
hatarérték integraljahoz. A limesz létezését a Riesz-tétel garantalja, ugyanis a fenti
integral folytonos linearis funkcionalja v-nek, tovabba a h +— F’(u)h korlatos és

linearis operator. Igy tehat F' Gateaux-derivalhato és barmely u, v, h € V esetén

(F'(u)h, v) gy :/Qg—i(x,Vu)Vh-Vv.

Mivel V' véges dimenzios altér, az F' operator orokli g—g Lipschitz-folytonossagét,

vagyis, ha L jeloli az F’ operatorhoz tartozd Lipschitz-konsanst, az % Lipschitz-
konstansabol megbecsiilhets, ugyanis [2| szerint, ha létezik Ly > 0 konstans, hogy
5

0
3_77(X’ m) — (9_£<X’ m2)| < Ly lm —mel,

ahol (x,n) € Q x R?, akkor

((F'(u) = F'(v))z, 2) )

— ‘/Q <g—£(x, Vu) — g—{](x, Vv)> Vsz)’

Lf/ |Vu — V|| Vz|?
Q

IN

< Ly Vu = Vol o |27,

a (.,.) g skalarszorzatot felhasznéalva. Ennélfogva:
D

IF@) = Pl = s [(F@) = F@)2, 2| < LlIVu = Voll oy

2eVillzl =1

Ekkor bevezetve a

2| 00
2€V\0 ||ZHL2(Q)

jelolést, azt kapjuk, hogy

1" () = F' ()l g, < LK (V)llw =l

ahol K (V') véges, hiszen V véges dimenzios altere H}(Q2)-nak. Tehat az F’ opera-

torhoz tartozé L Lipschitz-konstansra a kévetkezd becslés adhato:

L< LK)
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Mindezek alapjan a (2.1) feladat megoldéasa a kovetkez§ iteracios eljarassal tor-
ténik. Legyen ug € V tetsz6leges, az (u,) sorozatot pedig definidljuk a kovetkezs
iteracioval: ha az n. lépésben az w, kozelit fiiggvényt kaptuk, akkor az (n + 1).
lépésbeli kozelités:

Upt1 = Uy + Tupn (n € N).

Itt p, € V a kovetkezd linearis segédfeladat megoldasa:

/ A, Vp, - Vv =— / p(|Vu,|*)Vu, - Vo —I—/ Usovdo (Vv € V), (3.6)
Q Q Iy

ahol
Ay 1= p(|Vun )T + 20 IV ) (Yt - (V)T

Tovabba
Ty = min {1 L} € (0,1], (3.7)

" L|pn]l
ahol L tovabbra is az F’ operatorhoz tartoz6 Lipschitz-konstanst jeloli.
A kapott (3.6) segédfeladatot a végeselem-modszer segitségével oldjuk meg, ami

minden egyes iteracios lépésben egy egyenletrendszer megoldasat fogja jelenteni.

3.3. A végeselem-mobdszer

A végeselem-modszer a Ritz-Galjorkin-moédszer alkalmazasanak tekinthetd, a-
melyet elsGsorban a differencidlegyenletek peremértékfeladatainak megoldaséara alkal-
mazunk. Ebben a szakaszban a [3] szerinti gondolatmenet alapjan bemutatjuk a
végeselem-modszer altalanos felépitését lineéris feladat esetén.

Legyen p > pg > 0,p € Loo(Q), illetve k > 0, k € L () és tekintsiik a kovetkezs

parcialis differenicalegyenletet egy € C R? tartomanyon:

)
—V - (pVu) + ku = f az Q tartomanyon

u=0 a ['p peremen

pVu-n=1 a 'y peremen
\
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Irjuk 4t az egyenletet gyenge alakba, azaz szorozzuk meg egy kellGen sima v teszt-

fiiggvénnyel, amelyre vp, = 0, majd integraljuk az {1 tartomanyon:

/Q—V-(qu)U—l-/Qkuv:/va.

Ez a Green-formula alapjan a kdvetkezs alakba irhaté at:

/qu-Vv+/kuv:/fv+ Yv .
Jo Q Jo Iy

vV v~

a(u,v) ¢ (v)

Ertelmezziik a H}(Q) Szoboljev-teret a masodik fejezetbeli (2.4) képlet alapjan.
Ekkor a : H5(Q)x Hj(2) — R folytonos, bilinearis, koercitiv és szimmetrikus forma,
amely a téren vett skalarszorzatként tekinthets, mig ¢ : HLH(Q) — R folytonos

linearis funkcional. Azaz a fenti egyenletet atirtuk az alabbi alakba:
a(u,v) = p(v) (Vv € Hp(Q)),
amelynek u € HL(Q2) megoldéasat keressiik.

3.3.1. Tétel. (Lax-Milgram-lemma, [4]) Tegyiik fel, hogy ¢ : HL()) — R
folytonos linedris funkciondl, valamint a : H5(Q)x H5(Q) — R folytonos, bilinedris,

koercitiv és szimmetrikus forma. Ekkor az
a(u,v) = ¢(v) (Vv € Hy(Q))
feladatnak létezik egyértelmid u € HL, () gyenge megolddsa.

A végeselem-modszer lényege, hogy a feladatot egy Vi, C HL(Q) véges dimenzios

altér felett tekintjiik, tovabba azt az u, € V}, elemet keressiik, amelyre:

a(up,vn) = p(vn) Vo, € Vi), (3.8)

Itt V), az tgynevezett végeselem altér, egy Hilbert-tér, igy alkalmazhato6 a Riesz-tétel,
tehat Vj, altéren is igaz lesz az 3.3.1. tétel, automatikusan atéroklédik minden, ami
a H}L(Q) téren igaz volt. Minden v;, € Vj}, esetén fennall tovabba a Ritz-Galjorkin-

modszernél mar emlitett Galjorkin-ortogonalitas:

a(u —up,vp) =0
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és ebbdl igazolhatd, hogy a véges dimenzios altéren kapott wy, diszkrét megoldés
kvazioptimalis, azaz a hiba aranyos a lehetG legkisebbel. Ezt a tulajdonsagot ismét

a Céa-lemma fogalmazza meg, nevezetesen
lu — unl @) < Cvilel‘f/h lw = vnll a1 ()

ahol C' > 0 megfelels konstans érték.

Ilyen V;, C HL(Q) véges dimenzios alteret az Q tartomany diszkretizaciojival kap-
hatunk, két dimenzioban (2-at feloszthatjuk példaul haromszog vagy négyszog elem-
ekre, a kapott véges elemeken pedig elemenként legfeljebb k-adfoki polinomokat
vehetiink. Jelolje példaul N a Vj, altér dimenziojat, {¢;}Y, pedig egy bazisat, ekkor

minden v, € V}, elem felirhato
N
Up = Z w;i®;
i=1

alakban, ahol w;-k jelolik a megfelel§ egyiitthatok értékét. Ez alapjan a (3.8) véges

feladat a kovetkezSképpen fog kinézni:

——

N
jzle a(%‘j@) = 90(:%) (1<i<N).

J/

-

(Aw);
Ezzel tehéat egy linearis egyenletrendszert kaptunk, amelynek matrixa reguléris lesz
a feladat tulajdonsagai miatt, kdvetkezésképpen létezik egyértelmi megoldas, amely
a kozelités egyiitthatoit fogja megadni nekiink, és amely a kozismert matematikai

modszerek segitségével kiszamolhato.



4. fejezet

Megval6sitas

4.1. A segédfeladat végeselemes diszkretizacidja

A feladat megoldasat MATLAB programnyelven valésitottam meg, ehhez el6-
zetesen sziikség volt a tartoméany racshaléval valo boritasara, hiszen az alkalmazott
modszerekkel végzett szamitasokat a racspontokban hajtjuk végre.

A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy az () tartomany 2.2. 4bran ismertetett ge-
ometridjat az ugynevezett HyperMesh el6feldolgozo szoftver segitségével véges e-
lemekre bontottam, majd a MATLAB szdmaéra olvashato formatumba irtam at. A
HyperMesh szoftver hasznalatanak elénye, hogy tetszéleges tartomanyt tetszéleges
strtiségl és tulajdonsagi racshaloval borithatunk, mindezt gyorsan és kénnyedén.

Az alabbi abra egy, az emlitett szoftver segitségével készitett racshalot szemléltet:

AVAYAVavyy,
VAVAY4
V%VA%' 4

Vv, vy,
VYAV AVAY e AYavay, av. YAV AYAVAVAVAVAVAVAVAVAY]
% mmvm‘é‘%;%‘iﬁ.

I A VAvAvAVAYAY,
%%NNNNAV&X#X%V 5 X
VAV NAVATAY
AYaVav, EAYAS AVAVAVAaviviVAVAYAY
“"""'%{%'%lg» OO OOCOOCKA]
FAVAY

VaAVAVAVAY
VAVAVAYANAYAVATA s NNNNAVAVNAVA‘“%%V

AVAVAVAN
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
TAVAVAVAVAVAVAYS AV

4.1. abra. HyperMesh segitségével készitett hdromszoghélo

21
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Ebben a dolgozatban Courant-, azaz tugynevezett nem elfajult haromszog e-
lemekkel dolgozunk, amelyeket a [10] szerinti gondolatmenet alapjan definialunk.
Jelolje az i. elemet E; (i = 1,..., M), amely Lipschitz-folytonos résztartomanya az

Q) tartomanynak, tovabba igaz az, hogy
[ ] ﬁ = Uﬁl Fi,

e ENE; =0 (i #j),

E; és Ej kozos pontja, vagy

i s Ej kozos oldala, vagy

°
IS
D)
I

= o

\
Az Q tartomény ilyen, a fenti tulajdonsagokat teljesitd {F;}M, felosztasat kon-
form triangulacionak nevezziik. Egy E; haromszig elem csticspontjait jeldlje (a8, y1),
(xh,yh) és (24, vs), amelyeket nem csak lokalisan, de globalisan is megszamozunk,
amivel az egész racshalo {(a', yl)}l]\il racsponthalmazat kapjuk meg. Minden (z!,y')
racsponthoz hozzarendeliink egy ¢; fiiggvényt gy, hogy ¢; lesziikitése Ej-re egy p; -
lel jel6lt polinom, tovabba minden egyes F;-n a {p;;} polinomok a P(E;) halmazt
alkotjak. Ha ¢;(z™,y™) = 06,u, akkor az igy konstruélt V}, végeselem altér bazisa
éppen {¢;}Y . ahol a h paraméter a triangulacio finomséagat jeldli.

Legyen most P(E;) = PY(E;) az E; hdromszog felett definiélt, legfeljebb els6fokd,
azaz a; + b;x + cyy alaku fiiggvények tere, ennek egy bazisat pedig jelolje {¢;}Y ;.

Tekintsiik ezek utdn a 3. fejezetben ismertetett csillapitott Newton-iteracio e-
lemeit és a felirt (3.6) segédfeladatot. Az iteracio n. 1épésében az aktualis kozelités

igy irhato fel:
N
Up = Z C?(bi,
i=1

mig a (3.6) segédfeladat megoldasa:

N
pu =) di:.
=1

Ekkor a segédfeladat a
G = p(|Vu,[*)Vu,
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jelolés mellett a kovetkezs alaki lesz:

LAnZd?v¢i-v¢j=—/9Gnv¢j+/rzﬁoo¢j (1<j<N),

amellyel az alabbi lineéris egyenletrendszer adodik:

[ AV -V [, ANV -V ... dn — [0 GV o1 + [1, Tt
Jo AV -Voy [, A NG -V, ... g | =1 —[,GVor+ fr2 Voo P2

(4.1)
A fenti egyenletrendszer S, matrixat globalis matrixnak nevezziik, ezt és a jobb
oldal w, vektorat elemenként épitjiik fel, amely eljarast elemenkénti Gsszeftizésnek

hivjuk, angolul element-by-element assembling.

4.1.1. Affin linearis leképezés

Tekintsiik azt a haromszoget, amelynek harom csacspontja (0,0), (1,0) és (0, 1).
Ezt a haromszoget referenciaelemnek nevezziik, funkcidja pedig, hogy a globalis
méatrix, valamint a jobb oldal Osszeftizése soran az elemeket a szamitasok meg-
konnyitése végett affin linearis modon leképezziik ebbe a haromszogbe. Jeldlje a

referenciaclemet )y, egy tetszéleges elemet pedig most F; = FE, amelynek cstcs-

pontjai rendre (z1,v1), (2,y2) és (3,Y3)-

(a.97)

0.1)

N\

(a¥2) (%3,¥2)

(0,0) (1,0

4.2. abra. Affin linearis leképezés
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Legyen az p-r6l E-re hato affin linearis leképezés:

T

Ag + bg,
Y
mig az F-r6l (y-ra hato:
x
Ce +dg.
Y

Legyenek vy és vo kétdimenzios vektorok olyanok, hogy
vi = Agva + bg,
ekkor
v1 —bg = Agva,

ahol legyen
CE = .AEl és dE = Agle

Az Ap matrix a kovetkezd modon allithato el az altalunk vett E elem és a refe-

renciaelem kozott:

0 X T
AE + bE = , aZaZ bE = s
0 Y1 Y1
valamint
1 a1 s} T2
Ag +bp = + = )
0 21 n Y2
tehat
a1 . T2 —T1
Q21 Y2 — U1
Tovabba
0 Q12 I T3
Ag + bp = + = )
1 a2 (A Ys
azaz
a1 . xr3 — T1
21 Ys — U1

Az elemen vett integralok kiszamitasahoz sziikségiink lesz a haromszogek tertiletére

is, amely az alabbi egyenlet atrendezésével kaphat6é meg:

1 1
Q| = [ 1dvdv = | ———dedy = ———|F
£ /Q v /E\detAE\ dy = o El
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ugyvanakkor a MATLAB beépitett det parancsanak segitségével ennek az egyenlet-

nek a kiszamitasa is egyszertien kikiiszobolhetévé valik.

4.1.2. A globalis matrix felépitése

Térjiink vissza az (4.1) egyenletrendszerhez és vizsgaljuk meg, hogyan szamithato
ki az S,, globalis matrix j. soranak i. eleme. Egy ilyen elem a kovetkezGképpen néz
ki:

/QAnV@- Vo, = /E AN - Vo, + /E AN Vo +..., (4.2)
mo

my

ahol my, mg, ... azoknak az elemeknek az indexei, amelyek részei ¢; és ¢; kozos

tartojanak. Tekintsiik a (4.2)-beli Gsszeg egy tagjat:

0 065
AN Vo = [ 4, -
L%k ’ B\ Oy 0,0;

B A118$¢i + A128y¢i ) a$¢] (4 3)

A210,¢; + A0y 0; 0y,

Jelolje (b?o a referenicaelemhez tartozo i. bazisfliggvényt - tigynevezett referencia

bazisfiiggvényt -, ezek rendre:

Y=g =1-7 -y,

QO = (25(10

= S0

A referencia bazisfiiggvények segitségével az E elemhez tartozo i. bazisfiiggvény:

x
oi(,y) = 67°(C +dg) = ¢ (ci1z + cr2y + dpy, e + ooy + dpy),
y Vv Vv
@ B

az elsd, illetve masodik valtozo szerinti derivaltja pedig:

Dati(,y) = 0:6% (a0, B)ens + 0,6 (v, B)ew = Vo (o B) - | |,

C21

illetve

8,01(2.y) = 0,62 (a, B)ers + 6% (a, B)cas = Vé(a, 8) - |

C22
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Ez alapjan a (4.3) skalarszorzat elsg tagja:

/ A113x¢i8x¢j = / AHV(;S?O(Q, 5) ’ o V¢?O(a> 5) )
Em,, Em,, Co1 C22
= / All <ar¢?0 (Oé, 6>ax¢§20 (Oéa 6)6%1 +.. )

E’!?Lk

1
— m - All (axgbzﬂo (0[7 /B)axqb?o (Oé, /8)0%1 + ... >’

a tobbi tag pedig analég modon megkaphatd. Szamitsuk ki azokat a matrixokat,

amelyek (i, 7). eleme a kévetkezo:

(Mas)is = /Q 0,920, 6%,

(M), = / 0,620,62,

(May)ij = | 00070, 05",

Qo
(Myz)is ::/Q 3yq5?08x¢§-20.

Ekkor M., M,,, M,, és M,, az Ggynevezett referencia matrixok, amelyek pontos

alakja:
1 -3 0 0 0 0
Mmc: —% % 0 5 Myy_ 0 % —% )
0 0 0 0 —5 3
0o —1 1 0 0 0
Mxy: 0 % —% ) Mym: —% % 0
0 0 O -1 0

Ezeket felhasznédlva az S, globalis matrix felépitése soran az aldbbi tagokat kell
elemenként a métrixhoz fiizniink:
2 2
[ Ave-vo =33 [ (4,000
Emk‘ p:l q:l Ernk
ami a referencia matrixok segitségével felirva:

2 2
Z Z (An)pg (MagCrgCrp + MayC1qCap + MygCaqCry + Myycaqcap) -

1
]detCEMk |
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4.1.3. Az egyenletrendszer jobb oldala

Vizsgaljuk most meg a (4.1) egyenletrendszer w,, vektorat. Ennek a vektornak
minden eleme egy kéttagi dsszegbdl all, amelynek egyik tagja egy, az ) tartomanyon,
masik tagja pedig egy, a I's peremen vett integral. A jobb oldal vektoranak felépitése
a globalis matrix esetéhez hasonléan elemenkénti Osszefiizéssel torténik. Tekintsiik

el6szor a vektor 7. elemében szerepl$ Gsszeg elsG tagjat:

_/QG"V@ - _/QP(!VUnIZ)Vun.V@

= —/ p(|Vun|2)Vun~V¢i—/ p(|[Vun ) )Vu, - Ve — . ...
Em, Em,

Ennek a kifejezésnek egy tagja:

_/ P(‘Vunﬁ) Vu, - Vo, = _P<‘Vun’2)"9n/ ldzdy = _P(‘Vun’2)5n|Emk‘>
Em,, S——

Em
Kn k

ahol, ha a,,, és b, az E,, elem két oldalat meghataroz6 vektorok, akkor

5, | = e X Pl
A k, konstans Vu,, és V¢, skalarszorzatabol adodik, amelyeket sikillesztéses mod-
szerrel tudunk egyszertien kiszamolni. Tekintsiink ismét egy &ltalanos E elemet,
amelynek csticspontjai (x1,y1), (22, y2) és (v3,ys3). Tegyiik fel tovabba, hogy az n.

iteracios lépésbeli u,, kozelité fliggvény ezen csticsokhoz tartozd elemeinek globalis

indexe rendre 7, s és t. Oldjuk meg a kévetkez6 linedris egyenletrendszert:

L @ g1 U (", y")
Iz e | = | w@y) |- (4.4)
I z3 ys 93 un (', y')
Ekkor
Vu, — g2 7
93

a V¢, pedig analdég moédon kiszamithato, s6t, a jobb oldal leegyszertisodik, mivel
adott csticsponthoz tartozd béazisfiiggvény az adott csticspontban 1, a tobbi pontban
pedig 0 értéket vesz fel, tehat a jobb oldal vektora egy elem kivételével csupa 0

elembdl fog allni.
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A w, vektor i. elembeli 6sszegének méasodik tagja:

/F27~}oo¢i:7~}oo/r2¢ia

ahol ¢; legfeljebb els6foki polinom. Az integral kiszamitasa ismét elemenként fog
torténni egy alappontu Gauss-kvadratiraformula [11] alkalmazasaval. Az egyetlen

alappont az integracios tartomany, azaz az éppen aktualis E,,, elem ['s peremre

k

es6 oldalanak felez6pontja lesz, ahol az adott oldal végpontjaihoz tartoz6 bazisfiigg-

vények % — % értéket vesznek fel. A kvadraturaformuldban szerepld suly értéke 2,
az integracios tartomdany hossza pedig [,,,, amelynek értéke egyszerid algebrai sza-

molassal megkaphat6. Mindezek segitségével az integral egy E,,, elemen az aldbbi

k
alakban irhato fel:
0] ;= .
> o, 2 2 * 2
Az S, és w, altal meghatarozott lineéris egyenletrendszer megoldasa soran azzal
az egyszertisitéssel éliink, hogy a Dirichlet-peremre nézve homogenizalt segédfelada-
tot tekintiink. Ezzel nem veszitiink informaciét, ugyanakkor csokkentjiik a futasidét,

az egész eljaras végén pedig az adott peremfeltételnek megfelel konstans értéket

hozzéadjuk a kapott megoldasvektor megfelels indext elemeihez.

4.2. Az iteracié megvalositasa

Az el6z6 szakaszban lattuk, miként diszkretizalhato a (3.6) segédfeladat a vé-
geselem-modszer segitségével, valamint hogyan épiil fel az azzal ekvivalens véges
dimenzidés linearis algebrai egyenletrendszer. Ha mindezek az elemek megvannak
és az egyenletrendszert megoldottuk, alkalmazhatjuk a csillapitott Newton-iteracio
algoritmusat, amely a kovetkezSképpen nézett ki: ha az n. 1épésben az u,, kozelits

fiiggvényt kaptuk, akkor az (n + 1). 1épésbeli kozelités:

Upt1 = Uy + Tupn  (n € N).

Itt p, € Vj az el6z6 szakaszban felépitett linearis egyenletrendszer megoldasa, 7,

értéke pedig:

r=mindl,— L e (0,1,
L”pn“H}_—)
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ahol 111 és L a 3.2.1. feltétel (iii) és (v) pontja alapjan értelmezett konstans értékek.

Az iteracié megvalositédsa soran ismét egyszertsitéssel éliink, amely a szamitast
hivatott megkonnyiteni, és amellyel a 7,, pontos értékének kiszamitasat kiiszoboljiik
ki. Ahelyett ugyanis, hogy kiszamolnank a képletben szereplé konstans paraméterek
értékeit, majd pedig ezek segitségével magat 7,-et, adaptivva tessziik a modszert és
leallasi kritériumot épitiink be minden egyes iteracios 1épésben.

Tekintsiik a (2.1) feladat gyenge alakjat azon véges Vj, altér felett, amelyet az
el6z6 szakaszban konstrualtunk a végeselem-modszer segitségével, ez az alak mér

tobbszor szerepelt a korabbiakban:
<F(Uh)a'Uh>H}j = (b, Uh>H}3, (Vup, vp, € V).
Definidljuk az n. iterdcids 1épésbeli igynevezett rezidudlis fiiggvényt az
Tn = F(u,) —b

képlettel. Ekkor az adaptiv modszer legyen a kdvetkezd: minden iteracios lépés elején

definidljuk 7,, értékét 1-nek, és az (n + 1). 1épésben kiszamitott
Up41 1= Up + TnDn
kozelitd fliggvényt akkor fogadjuk el, ha a megfelel§ rezidualis fiiggvényekre fennéll:
I7nllezy, > lrnsallery, - (4.5)
Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor csokkentsiik 7, értékét, legyen példaul
T, = 0.71,

addig, amig az 1j 7, értékkel szamolt w, 1 és r,;; fliggvényekkel nem teljesiil a (4.5)
feltétel.

Ennek a modszernek az alkalmazasahoz minden egyes lépésben ki kell szamita-
nunk az |7, ||y, €8 ||rns1||gy értékeket, amihez tehdt ismerniink kell az r,, és 74
rezidualis fliggvényeket. Ehhez egy masik, egyszertibb segédfeladatot kell megolda-

nunk, ugyanis tetszéleges v € H},(Q2) esetén fennall:

<Tn7v>H}D = <F(un)>v>H}j - <bv U)H}Ja
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azZaz

/Vrn-VU:/p(|Vun|2)Vun-Vv—/ VooV,
Q Q I

vagyis a Green-formula alapjén az alabbi segédfeladat megoldasaként kaphatjuk meg
az r, rezidudlis fliggvényt:

/

—Ar, = =V - (p(|Vu,|*)Vu,) az Q tartomanyon

Vr, -n = p(|Vu,|*)Vu, a T'; 3 peremen
(4.6)

Vr,-n = p(|Vu,|*)Vu, — s a I'y peremen

(70 = 0 a [y peremen,

ahol

1
p(IVu?) 1= poc (1 = Z(IVuf = M2))™",

A rezidualis segédfeladatot ugyanazon az elven oldjuk meg, mint az eredeti segéd-
feladatot: végeselem-modszer segitségével diszkretizaljuk, majd a kapott linearis
egyenletrendszert a MATLAB beépitett \ parancsaval - amely LU-felbontast alkal-
maz - megoldjuk, a megoldds pedig a diszkrét r, reziduélis vektor lesz. Az |7, |51
értéket ezutdn mar egyszertien ki tudjuk szamitani a kapott vektorra, ugyanis defini-
ci6 szerint

Il = [Vrallz2 = / VP,
Q

amit a mar jol ismert elemenkénti Osszeftizés modszerével szdmolunk ki, az E,,,

elemen példaul:

/E V2 = /E (Bur)? + (0y7)% = | B | ((Bra)? + (By72)?) -

Mindez tehat azt jelenti, hogy a kezdeti ry vektor kiszamitasa utan minden egyes
iteracios lépésben meg kell oldanunk még egy, a rezidualis fliiggvényre felirt segédfe-
ladatot is.

Itt a globalis matrix ugyanugy épiil fel, mint a (4.6) segédfeladat esetében,
csupan az abban szerepld A, sulymatrix nem szerepel. Igaz tovabba az is, hogy
a globalis matrix minden itereaciés lépésben ugyanaz lesz, mivel nem fiigg az ak-
tudlisan kiszamolt u,, kozelités értékétsl. Jeloljik ezért a rezidudlis segédfeladathoz

tartozo sulyozatlan globélis méatrixot Z-vel.
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Hasonléan meggondolhat6, hogy az egyenletrendszer jobb oldala a (4.6) jobb
oldaldnak negéltja lesz, azaz —w,. Felmeriil a kérdés, milyen tobbletkoltséggel jar
szamunkra a rezidualis fiiggvényre felirt segédfeladat megoldésa? A kovetkezd mii-

veletek atlagos futasidejét vizsgaltam ezzel kapcsolatban:

az eredeti (3.6) linearis segédfeladat végeselemes diszkretizaciojaval adodo S,

globalis matrix felépitése,

a (4.6) rezidualis segédfeladat végeselemes diszkretizaciojaval adodo Z globalis

matrix felépitése,
e az S,p, = w, egyenletrendszer megoldasa,
e a /r, = —w, egyenletrendszer megoldasa.

Az eredményeket egy konkrét példan szemléltetem, amelynek soran a Dirichlet-
peremfeltételt homogénnek vettem, a Neumann-peremfeltételt pedig adott értékeken
futtatam, elGidézve ezzel az egyenlet elliptikussaganak bizonyos pontokbeli lokélis
elvesztését. Mindez azért szemléletes szamunkra, mert a v, érték novelésével a mod-

szer nehezedik, azaz az egyes miveletek futasideje névekedhet.

4.1. tablazat. A részfolyamatok atlagos futasideje (sec)

Lineéaris segédfeladat | Rezidualis segédfeladat

S, felépitése | S,\w, | Z felépitése Z\ — wy,
Voo 0.0228 0.0004 0.0227 0.0002
Uso2 0.0229 0.0005 0.0226 0.0002
Voo 3 0.0232 0.0005 0.0229 0.0002
Voo a 0.0232 0.0006 0.0228 0.0003
Voo 5 0.0233 0.0006 0.0231 0.0003
Voo 6 0.0238 0.0006 0.0233 0.0003
Uoo7 0.0243 0.0006 0.0237 0.0003

A fenti tablazatbol leolvashato, hogy a Z globélis matrix felépitésének miiveletigénye
kozel azonos az S, felépitéséhez sziikséges miiveleti igénnyel, valamivel kisebb an-

nal. A program szempontjabol ez azt jelenti, hogy a 0. iteracios lépésben ennek a
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részfolyamatnak a futasidejét megkétszerezziik, a tovabbi lépések soran azonban Z-t
méar nem kell kiszadmitanunk jbol, tehat ez a miiveleti koltség ott mar nem fog je-
lentkezni. Mivel az eredeti lineéris, valamint a rezidudlis segédfeladatra a jobb oldal
vektora azonos, ezért ezt elegendd iteracionként egyszer kiszamitani, itt tehat egyal-
talan nem jelentkezik tobbletkoltség. A végeselemes diszkretizacidval nyert egyenlet-
rendszer megoldasanak futasideje elhanyagolhaténak mondhato, a reziduélis segéd-
feladat esetében raadasul felezédik, tehéat ez sem fogja megnévelni az egész program
futasidejét.

Végeredményben azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a (4.6) rezidualis fiigg-
vényre felirt egyenlet megoldasaval felmeriil tobbletkoltség elhanyagolhato, azaz az
iteracio adaptivan térténd megvalositasaval nem nehezitettiik a programot.

Végiil a leallasi kritérium a kovetkezd lesz: a program egy bemend paramétereként
megadhatjuk az elvart maximalis iteracioszamot, a program pedig addig fut, amig el
nem éri ezt az iteracioszamot, vagy pedig az aktualis kozelitéshez tartozo rezidualis
fliggvény normaja egy el6re megadott érték ala nem esik. A program futtatasai soran

tapasztalt eremények alapjan az altalam valasztott korlat a kovetkez6:

Il < 10719

4.3. A paraméterértékek megvalasztasa

Az el6z6 szakaszok alapjan megirt program futtatdsahoz meg kell hataroznunk
a (2.1) egyenletben szerepld M., poo, valamint a v., és 0 paraméterek értékét.
Ezek koziil a p,, értékét méar kordbban, a 2. fejezetben megadtuk, ez a paraméter

jelolte a levegd stirtiségét zavartalan koriilmények kozott, amely tehat:

k
oo = 1,225°9
m
Az M., Mach-szam meghatarozasihoz az
Moo _ (Uobjecktum)oo (47)

egyenletre van sziikségiink, ahol els6ként a ¢, hangsebességet hatarozzuk meg. En-
nek értéke a (2.3) képlet alapjan, felhasznalva, hogy a gazturbinas repiil6gépek szoka-

sos magassaga tengerszint felett 10 000 m [11], ilyen magassiagban pedig a levegs
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hémeérséklete korilbelil -57 °C"

Coo = \/1,4-287 - (=57 + 273, 16) ~ 295?.

Az adott magassagban a repiil6k megkozelitéleg 800 ’“Tm sebességgel kozlekednek,

ami koriilbeliil 222,2222 ™-nak felel meg. Ezek alapjan a (2.2) képlettel megadott
p:RT — R* fiiggvényben az

_222,2222

o = ~ 00,7533
295

értékkel fogunk szamolni. A v, és 0., paraméterek értékét pedig a futtatasok soran

onkényesen fogjuk valtoztatni.



5. fejezet

Eredmények

E dolgozat célja volt egyrészt a (2.1) alapegyenlet numerikus megoldasa mate-
matikai modszerek segitségével, masrészt a munka alapjaul szolgalo [1, 7, 8, 9] cikkek
altal kozolt megfigyelésekhez hasonlé eredmények elérése. Mit is jelent ez pontosan?

Egyrészt, azt szerettiik volna elérni, hogy egy mérndki vagy fizikai modellprob-
lémét pusztdn matematikai modszerek segitségével kozelitéleg megoldjunk. Ennek
fényében az alapegyenletet szuszbszonikus dramlasi feltételek mellett tekintettiik,
biztositva ezzel, hogy az egyenlet végig elliptikus maradjon, azaz a felhasznéalt mod-
szerek és eljarasok alkalmazhatbak legyenek. Kijelenthetjiik, hogy ez a vizsgalat
sikeres volt, a modszerek jol miikodtek, tehat a megoldashoz sziikséges feltételeink
teljesiiltek.

Masrészt, megfigyelhetd, hogy amint a szubszonikus aramlési sebességek elkez-
denek atlépni transzszonikusba, a vizsgélt szélcsatornaban elkezdenek kialakulni
az M > 1 zonak, ezek is tipikusan a repiil6gépszarny felett. A [1, 7, 8, 9] cikkek
leirjék, hogy ekkor a repiil6gépszarnyak felett igynevezett transzszonikus lokéshul-
lamok jonnek létre, amelyek egy bizonyos sebesség felett mar szabad szemmel is
lathatoak. Ilyen transzszonikus 16késhullamok keletkezését lathatjuk példaul az 5.1.
abran, amely az ugynevezett Schlieren fotografiai eljarassal [13| késziilt. A Schlieren
eljaras elénye, hogy segitségével lefényképezhets valtozo siirtiségi folyadékok aram-
lasi képe, éppen ezért széleskortien hasznéljdk a repiilémérnoki vizsgalatokban a

repiilgépek koriili aramléasok, lokéshullamok vizsgalatéara is.

34



5.1. FUTTATAS SZUBSZONIKUS FELTETELEK MELLETT 35

5.1. abra. Transzszonikus lokéshullamok Schlieren képe a szélcsatornaban, |7]

Masik célunk volt tehat ezeknek a transzszonikus lokéshullamoknak valamilyen
foku szimulaladsa, amely torekvésiink szintén sikeresnek mondhato, a késébbiekben
abrakon szemléltetjiik az eredményeket.

A program bemend paramétereinek megvalasztasat az el6z6 fejezet utolséd sza-
kaszaban targyaltuk, a p., és M., értékeket pontosan megadtuk, illetve kiszami-
tottuk. A masik két paraméter, v, és U, értékét a futtatasok soran valtoztattam,
ezzel befolyasolva az egyenlet elliptikussagat. Minél nagyobbra vettem a bemend
értékeket, annal kozelebb keriilt a rendszer az M = l-es hatarhoz, amellyel egyid6ben

a numerikus megoldas is elkezdett elfajulni.

5.1. Futtatas szubszonikus feltételek mellett

Lassunk el6szor egy példat, amelyet szubszonikus aramlasi feltételek mellett
futtattam. Az egyszertiség kedvéért homogén Dirichlet-peremfeltételt valasztottam,
azaz a ['y peremen a v, - x skalarszorzat értéket 0-nak vettem, ami a megoldasok
abrazolasanak szempontjabol nem okoz redukciot, mivel azok az eredmények mond-
hatok szemléletesnek, amelyek esetén a Vu vektort vagy a |Vu|>-t6] fiiggs értékeket
abrazoljuk, és ezek esetében a konstans értéki v, -x skalarszorzat nem jut szerephez.
A T’y peremrészen az inhomogén Neumann-peremfeltételt 7., = 0.888-nak valasztot-
tam, mivel ez egy olyan értéke a paraméternek, amely mellett az elliptikussag még
nem romlik el. A maximalis iteraciészamot 50-nek vettem azzal az elvarassal, hogy

ennyi lépés alatt a csillapitott Newton-modszernek varhatoan el kell érnie a lehetd
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legjobb megoldast. A futtatast elvégeztem 40 és 20 mm finomsagu racshalon is, azaz
a halot felépité haromszog elemek oldala egyenként megkdozelitSleg 40, a masik halo
esetében 20 mm nagysaga volt. Végiil, a csillapitott Newton-iteracié ug kezdd vek-
toranak a csupa nulla vektort valasztottam, azaz a programot az uy = zeros(m, 1)

paranccsal inicializtaltam, ahol m a racspontok szdmat jeloli.

FaN
SN
SIS

AN
AR

1500 1800

20 o 20 o

5.2. abra. A potencial az egyes elemeken (40 és 20 mm finomsagt héalon)

Ujra ki kell hangstlyoznunk, hogy az altalunk lokalis Mach-szamnak nevezett

hényados most a (2.11) képlet alapjan értelmezett

érték, ahol r := |Vul.

Ez a hanyados egyrészt csak egy kozelité érték, mivel a nevez6t minden pont-
ban ugyanakkoranak tekintjiik, ami pedig a valésagban nem igaz. Val6jaban az
aramlo kozeg sebessége minden pontban kiilonb6zG, mivel més és més az egyes pon-
tokbeli tengerszint feletti magassag mértéke, és igy a hémérséklet is, ami pedig a
sebességet leginkdbb befolyasold tényezd. Ezzel szemben az altalunk definialt M
hanyados nevezsje az M., paramétertdl fligg, ami viszont egy univerzalis érték.
Ez a kozelités azonban elfogadhato, mivel a szélcsatorna vertikalis kiterjedése nem

mondhat6 tilsdgosan jelentésnek.
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5.3. abra. A lokalis Mach-szam szintvonalai (40 és 20 mm finomsaga halon)

Masrészt szot kell ejteniink a lokdlis Mach-szdm szintvonalainak &brazolasa-
nak kérdésérsl is. A MATLAB beépitett contour parancsa ugyanis csak téglalap
alaku racson alkalmazhato, ami gondot okozott egyrészt abbol az okbdl kifolydlag,
hogy az altalunk hasznalt geometria egy konkiv sokszOg, masrészt azért, mert az
r? = |Vu,|* értékeket elemenként szamoltuk a matrixdsszefiizések soran, nem pedig
pontonként. El6szor tehat létrehoztam egy szabdlyos téglalap racsot, majd pedig
ennek csomopontjain interpoldltam az elemenként ismert |Vu,|* értékeket a MAT-
LAB beépitett griddata parancsaval, amely linearis interpolaciot valosit meg. Az
igy kapott racshalon, a racspontokban kapott értékek felhasznalésaval dbarozoltam

az M lokalis Mach-szam szintvonalait, lasd 5.3. abra.

5.1. tablazat. A rezidudlis hiba csokkenésének mértéke

[[rnll/llroll

n=1|n=2|n=38|n>/4

40 mm | 0.1006 | 0.0090 | 0.0028 | ~ 0

20 mm | 0.1006 | 0.0089 | 0.0021 | ~ 0O

A Vu, sebességvektor értékét szintén elemenként szamoltuk a méatrixosszefiizések
soran, ezért azt elemenként, a haromszog elemek silypontjaba helyezett nyilak segit-
ségével abarzoltam, ahol a nyilak mérete és iranya aranyos a vektorok méretével és
irdnyéval, lasd 5.4. abra.

E kiragadott példa eredményei alapjan is kijelenthetd, hogy a program jol miiko-

dott, altalaban véve szubszonikus aramlasi feltételek esetén ehhez hasonlo6 szép ered-
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ményeket kaptam. Az 5.1. tablazatbol leolvashato, hogy a példabeli input paraméterek
mellett a csillapitott Newton-mddszer méar 4 iteracids lépés elvégzése utan jo koze-
litését adta a vizgsalt feladatnak, az egyes iteracios lépésekben rdadésul nem volt

sziikség a kozelités javitasara sem.
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5.4. abra. A sebességvektor az egyes elemeken (40 és 20 mm finomsagu héalon)

Elmondhat6 tovabba, hogy ezek mellett a bemend paraméterek mellett mar az
40 mm finomsagt racshalon is kellGen jo kozelité megoldast kaphatunk, ezt mind a
kapott abrak, mind a 5.1. tablazat jol mutatja.

Altalanossagban az mondhat6, hogy szubszonikus aramlési feltételek esetén, amig
az egyenlet minden pontban megérzi a lokalis elliptikussagot, a program az elvara-
soknak megfeleGen miikodott, a pontossag szempontjabol jo eredményeket adott méar
kis iteracidészam esetén is, a futasidé szempontjabol pedig a racshalé finomsaga volt

a legnagyobb befolyasolo tényezé.

5.2. Futtatas a v, paraméterérték novelésével

Nézziik most azokat az eredményeket, amelyek a v, paraméter mozgatasaval
adodtak. Célunk volt, hogy amint az dramléis szubszonikusbol elkezd transzszonik-
usba atvaltani, olyan eredményeket produkéaljunk, amelyek az [1, 7, 8, 9| cikkekben
leirtakhoz hasonlatosak. Ebben az esetben ugyanis az egyenlet ellipikussaga elromlik
és a csillapitott Newton-moddszer sokkal nehezebben birkézik meg a bemend ada-

tokkal. Mindez a kirajzolt abrakon jol lathato, mivel a folyamat a gyakorlatban a
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mar emlitett transzszonikus 16késhullamok l1étrejottét eredményezi a szélcsatornanak
a repiilégépszarny legmeredekebb része feletti, ivelt részében.

A program viselkedését ismét egy konkrét példan fogom szemléltetni. A fut-
tatast 50 mm felbontast racshalon végeztem a kovetkez6 bemend adatok mellett:
a Dirichlet-feltételt ismét homogénnek vettem, v, értékét pedig altalam valasz-
tott értékeken futtatam. A csillapitott Newton-modszer iteraciészamat most 40-nek
valasztottam, az uy kezd6 vektor pedig ismét a csupa nulla vektor volt. A kdvetkezs
abrak az ezen feltételek mellett kapott lokdlis Mach-szam szintvonalakat és az el-
emenkénti sebességvektorokat mutatjak, amelyeken jol nyomon kovethetd, hogyan

fajul el a megoldés, mialatt egyes pontokban elvész a lokalis elliptikussag.
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5.5. Abra. T, = 0.89
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5.6. Abra. sz = 0.895
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5.7. dbra. U3 = 0.8955
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5.8. abra. s 4 = 0.895500010025
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5.9. abra. 14 5 = 0.89550001005

Erdekes megvizsgalni, hogy az M = 1 z6nak kilalakulasaval mennyire nehezedik
a csillapitott Newton-modszer, azaz mennyivel novekedik a futasidé a v, érték
novelésébdl adodoan. Erre a konkrét példara, a v, paraméter el6z6 6t értéke esetén

az b.2. tablazat tartalmazza a csillapitott Newton-iteracié mtveleti idejét.
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5.10. dbra. Vs ¢ = 0.8955000100505

5.2. tablazat. A csillapitott Newton-iteracio futasideje

Voo,1 V0,2 V0,3 Vo4 VUo,5 V0,6

id6 (sec) | 4.6630 | 31.9780 | 34.1410 | 40.7430 | 46.8600 | 51.2010

A kapott értékek azzal magyarazhatoak, hogy amig a 0, paraméter elsé harom ilyen-
forma megvalasztasa esetén nincs sziikség az aktudlis iteracios lépésbeli kozelités
javitasara a (4.5) feltételnek megfelelGen, addig a negyedik, 6t6dik és hatodik érték
méar kritikusnak mondhato, a Newton-moédszer nehezedni kezd, a kozelitéseket javi-
tani kell. Azt tapasztaltam, hogy U6 értéktsl felfelé mar 4-8 javitas is elgfordul
egyes iteracios lépésekben. A reziduélis hibak segitségével - amelyeket a szamadatok
mennyisége miatt most nem szemléltetiink - is jol kovethetd a megoldas elfajulasa,
amit a U, paraméter értékének novelésével idéziink els. Mig az 0., ; paraméterérték
esetén mar 5 iteracids 1épés alatt elérjiik a leheté legjobb kozelitést, addig a tobbi
értékre még a 40. iterdcios lépésben sem megyiink 1079 nagysagrend( hibaérték al4.

Ez azonban csak egy kiragadott példa, amely a szubszonikus és transzszonikus
aramlas kozotti vékony hatarréteg atlépése esetében szemlélteti a vizsgalt egyenlet
viselkedését. Vizsgilodasaim soran végeztem tobbszords futtatasokat 70, 50, és 20
mm felbontast racshalokra is, amelyeket ciklus forméajaban valésitottam meg. A
U paraméter értékét egy eldre bedllitott 0.88 - 0.99 intervallumon néveltem 1073
lépéskozzel, a ciklus magjaba pedig maga az alkalmazott modszereket 6tvoz6 prog-
ram keriilt. Az 5.3. és 5.4. tablazatok tartalmazzdk az igy mért futasidéket a v

paraméter kiillonbo6z6 értékei mellett, eltérd felbontasi racshalékon.
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5.3. tdblazat. A program futasideje kiilonb6z6 finomségi racshalokon I.
Futasidd (sec)

Voo 0.88 +1072 | +2-1072 | +3-1072 | +4-1072 | +5-1072

70 mm | 4.3252 | 4.1065 11.9466 8.1517 12.5111 10.8157

50 mm | 7.0372 | 7.1392 | 23.1816 19.5119 23.4790 25.0127

20 mm | 42.0000 | 44.6000 | 227.000 | 218.3000 | 232.7000 | 328.3000

5.4. tablazat. A program futasideje kiilonb6z6 finomsaga racshalokon I1.
Futasidd (sec)

Voo +6-1072 | +7-107%2 | +8-1072 | +9-107% | +10-107% | +11-1072
70 mm | 12.4902 12.2949 11.0961 12.1213 13.1575 12.4423
50 mm | 25.0462 23.4703 | 229.2840 | 23.2219 30.6418 26.5400
20 mm | 237.7000 | 251.2000 | 238.700 | 866.9000 | 1890.9000 | 1880.1000

Az eredmények alapjan kijelenthetd, hogy a program, és igy maga a numerikus
megoldés is nagy foku érzékenységet mutat a Neumen-peremfeltételben megjelend
Vo paraméter értékére nézve, amellyel az dramléssi sebesség jellegét tudjuk befolya-
solni. Szubszonikus sebességek esetén az alkalmazott iteracios modszer hatékonynak
mondhat6, mig a transzonikus sebességtartomanyba atlépve fokozatosan lelassul,

amint az egyre erdsebben Orvényld megoldast probalja kozeliteni.



Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani két témavezetémnek: Karatson Janos-
nak, akinek hasznos tanacsai és meglatasai végig atmutatast jelentettek szamomra
az elvégzett munka sordn, valamint Horvath Tamésnak, aki a szdmitégépes meg-
valositast illet§ probléméakban nyujtott nagy segitséget, tovabba mindig szakitott
ram id6t és barmilyen kérdésben szamithattam ré.

Koszonettel tartozom a gy6ri Széchenyi Istvan FEgyetemnek is, kiilonosképpen
Morauszki Tamasnak és Mandli Péternek, mivel a felhasznalt HyperMesh szoftver a
veliik valo egyiittmiikddésiinknek koszonhetGen allt rendelkezésemre.

Kiilon koszonet illeti Gausz Tamast, a BME Repiil6gépek és Hajok Tanszékének
oktatojat, aki a fizikai hattér jobb megértésében volt segitségemre.

Végiil, de nem utols6 sorban héalaval tartozom csaldadomnak a sok tiirelemért és

tamogatasért.
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