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1. fejezet

Bevezeto

A VLSI (Very Large Scale Integrated) dramkorok tervezése olyan gyakor-
lati teriilete a modern matematika alkalmazasdnak, amelyben a kombinatorikus
optimalizalds mddszereit igen széles korben alkalmazhatjuk. Rengeteg érdekes
eredmény van ebbdl a témakorbdl az elmult évtizedekbdl, gondolhatunk akér
csak egy adott huzalozds megval6sitasara, akdr egy feladat bonyolultsdganak
vizsgalatira. Annak ellenére, hogy egyre tobb problémardl 14tjak be ezen a
teriileten, hogy NP-teljes, rengeteg heurisztikus megoldassal rendelkeziink, me-
lyek egész j6 eredménnyel kozelitik ezek megoldasait is.

Ez a diplomamunka egyfajta folytatdsaként is tekinthet6 a korabbi, az alapkép-
z8s elvégzésekor megirddott szakdolgozatomnak, melyet a 3-dimenziés VLSI
huzalozds kombinatorikai problémadirdl irtam. Ez a dolgozat a szintén a részle-
tes huzalozasra helyezi a hangsulyt, a tervezési folyamat egyik utolsé faziséra.
A kiilonbség a korabbi dolgozathoz képest az, hogy amig a kordbbi szakdolgo-
zatom egy attekintése volt az eddigi eredményeknek, illetve megmutatta, hogy
egy specidlis 3-dimenzids huzalozasi feladatnak 3DI'RP kell6en nagy teriileten
mindig 1étezik megoldasa, addig ez a dolgozat megmutatja, hogy a feladat meg-
oldhat6 sokkal kisebb teriileten is, és ezt algoritmikusan bizonyitom, tehét egy
eljarast is leirok, hogy hogyan is lehet megoldani az emlitett 3-dimenzids huza-
lozasi feladatot.

Figyelembe kell venniink, hogy egy elektromos eszkoz részeinek megtervezése
négy hatar k6z¢é van szoritva egy négyzetes dramkorlapon. A részletes huza-
lozasi probléméban a feladatunk 6sszekotni vezetékekkel ezeknek az eszkozok
csucsainak (vagy termindljainak) az egyértelmiien meghatarozott részhalmazait
(vagy netjeit). A kiilonbozd netekhez tartoz6 vezetékek sosem keriilhetnek egy
meghatérozott tdvolsdgnal kozelebb egymdshoz. Ebbdl kifolydlag a vezetékek
gyakran egy kockardcsra illeszkednek. Mivel ez a rdcs nem egyetlen sik (ez
ugyanis a legtobb problémat megoldhatatlanné tenné), ezért tobb sik rétegbdl
all, amelyek parhuzamosak az dramkorlappal. A vezetékekkel barmely récs-
pontban tudunk valtani a szomszédos rétegek kozott. Grafelméleti szempontbol
Osszefoglalva, a részletes huzalozdsi probléma pont-diszjunkt Steiner-fak (fak
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megadott termindlpontokat tartalmaz6 halmazokkal) megkeresésébdl all, egy 3-
dimenzids kockardcson. A Steiner-fa keresés problémdja precizebben le van
irva a 4. Fejezetben.

A hdrom dimenziés problémdk koziil, mint példdul a csatorna huzalozds 4ltala-
nositdsaként tekinthet 3DCRP (3-Dimensional Channel Routing Problem),
mi most szeretnénk egyet kiemelni, amit jel6ljiink 3DI'RP (3-Dimensional I’
Routing Problem) jeloléssel. Ezen diplomamunka célja a 3DI'RP probléma
bemutatdsa, annak dltaldnos esetben vett megoldhatatlansagardl, illetve egy spe-
cidlis esetének egy kis méretli megolddsardl. A méret minimalizdl4sa az elektro-
nikdban 4ltaldban fontos szempont, mert ez altaldban teljesitménynovekedéssel,
vagy valamilyen mas pozitiv hatédssal jar.

Hagyomanyosan a részletes huzalozést 2-dimenzids problémanak tartottdk, mi-
vel a rétegek szama sokkal kisebb volt a lap hosszahoz (length) és szélessé-
géhez (width) képest. (Eredetileg a nyomtatott &ramkoros technoldgia hdsko-
raban csak két réteg volt: a lap két oldala. Kés6bb a rétegek szama fokoza-
tosan kiterjedt 3-ra, 4-re...) Mivel a jelenlegi technoldgia egyre tobb réteget
enged meg (6,8 vagy akdr még tobb) egy ,,valodi” 3-dimenzids megkdzelités
valt indokoltta. Ezért rovid 2-dimenzids bevezetés utidn a 3-dimenzids huzalo-
zas problémakorének kifejtését célozzuk meg, valamint az ezen teriileten elért
sajat eredmények is targyaldsra keriilnek kozben.

Az 5.1 Fejezetben a 3DC RP problémakorét targyaljuk. Bemutatunk két ered-
ményt, amelyet Reiss Attila és Szeszlér David cikke [26] segitségével ismerte-
tiink.

Ezt kovetden az 5.2-es fejezetben a 3DI'RP témakorére helyezziik a hangsulyt.
Ismertetiink benne egy negativ eredményt, amely megmutatja, hogy ha nem te-
sziink semmilyen korlatot a feladat méreteire, akkor kell6en nagy méreti felada-
tokhoz talalhatunk olyan 3DI' R P problémat amelyhez nem létezik huzalozas.
Majd az 5.2.1 Fejezetben ismertetiink egy algoritmust ami megoldja a 3DI'RP
problémdanak egy tigy nevezett "‘bipartite"’ esetét, abban az esetben, amennyi-
ben a feladat méretei minden dimenzidban megegyeznek (tehat egy kocka két
szomszédos lapjan helyezkednek el a termindlok). Az algoritmus nehézségének
vizsgalatdhoz megemliteném, hogy a helyességének bizonyitasanal latni fogjuk,
hogy részfeladatként egy k-reguldris paros grafban kell k£ db éldiszjunkt teljes
parositast megtaldlnunk.

Ezt kovetben az 5.2.2 Fejezetben az dltalanos esetre is mutatunk egy megoldo
algoritmust a kockdn, melynek a magjat az 5.2.1 Fejezetben ismertetett algorit-
mus képezi.

Végiil a 6. Fejezetben megemlitiink par problémat, amit esetleg érdemes meg-
vizsgélni a jovében, melyekre 1étezhet hasonléan miikodé megoldé algoritmus.
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2. fejezet

A huzalozasi probléma

2.1. A probléma meghatarozasa

Amikor integralt dramkoroket terveziink rengeteg kiilonboz6 részproblémat fi-
gyelembe kell venni, amelyek 1ényegesen kiilonbozé megkozelitési mddot és
megoldési technikdkat igényelnek. Eppen ezért ha teljes ltalanossagban pré-
balnank meg definiélni a huzalozési problémat akkor elég nehéz feladatba fog-
nank, mivel még egy definiciénak is olyan technikainak kellene lennie, hogy
haszndlhatatlan lenne minden gyakorlati szempontbdl.

Mégis egy elég nyers megfogalmazdsa a problémanak lehetne a kovetkezo:
Adott aramkori elemek egy halmaza. Minden dramkori elemnek van par ter-
mindlja (vagy csticsa). Tovabbd, a megtervezendd aramkor egy leirdsa is adott,
ami nem mas, mint egy a termindlok paronként pontdiszjunkt részhalmazait
tartalmazo lista. Ezeket a részhalmazokat nevezziik neteknek. Az egyes ne-
tekhez tartozé termindlokat szeretnénk Osszekotni sikba dgyazott, vagy sokkal
inkdbb néhany parhuzamos sikba dgyazott vezetékekkel. Ugyanakkor, a meg-
valdsitaskor a felhasznalt technoldgia természetes kovetelményeit is figyelembe
kell venni. A leglényegesebb kovetelmény ezek koziil az, hogy valamekkora
tavolsagot kell tartani két kiilonboz6 vezeték kozott, hiszen ha til kozel futna-
nak egymdshoz a vezetékek, akkor a rajtuk keresztiilfolyé dram hibds miikodést
idézhetne el6. A legkonnyebb és legaltalanosabban hasznalt médszer erre, hogy
a vezetékeknek illeszkedniiik kell egy adott kockaracsra.

Rengeteg koltségfiiggvény van amit minimalizdlni kell (egylittesen, vagy egy
prioritasi sort kovetve) a kiillonboz6 részfeladatokban. A legfontosabb ezek ko-
ziil a teriilet (area), ami a racspontok szdma egy rétegen. (Ismert tény, hogy a
miniatiirizalas fontos a szamitégépes chipek tervezésében mert alaposan meg-
valtoztatja a gép teljesitményét.) Egyéb koltségfiiggvények, mint a teljes huzal-
hossz, a leghosszabb huzalrész, vagy a rétegek kozotti dsszekottetésekre szol-
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gdl6 huzalrészek (via) szdma, szintén fontosak lehetnek.

Természetesen, a fenti meghatdrozds csak egyfajta keretnek tekinthetd. Sokfé-
leképpen javithatd, médosithatd, ahogy a huzalozési problémadnak a kiilonb6z6
részfeladatait vizsgéljuk.
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2.1. abra. egy éltalanos switchbox huzalozési feladat

(forras: http://www3.math.tu-berlin.de/coga/research/vlsi/)

2.2. A megoldas fazisai

A gyakorlatban ha a huzalozasi problémat a fent vazoltak szerinti dltaldnossag-
ban prébaljuk megfogalmazni akkor egy NP-nehéz feladatot kapunk. Ennek
ellenér, vagy taldn éppen ezért az integralt aramkorok tervezésének sokdig tartd
kutatasdnak eredményeként kifejlesztettek egy széleskoriien elfogadott megol-
dasi sémdat amellyel a feladat mégis jol kezelhetové valt. Ezt a sémat hasznédlva
a probléma tobb kisebb fazisra lett bonthato.

Az els6 az elhelyezési (placement) fazis, amikor a megtervezend$ dramkor
elemeit elhelyezziik a lapon. A globdlis huzalozasi (global routing) fazisban
a meghatdrozott eszk6zok Osszekottetésére szolgdld vezetékek utvonalat tervez-
ziik meg, de csak nagyjabol prébaljuk meg ezeket meghatdrozni, a végleges
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elhelyezkedésiik a kovetkez6 fazisban alakul ki. A vezetékek végleges helyze-
tét a részletes huzalozds (detailed routing) fazisdban hatarozzuk meg. Mind a
globdlis mind a részletes huzalozds fazisat kovetheti egy tomorits (compaction)
fazis, hogy csokkentsiik a huzalozashoz sziikséges teriiletet ami egy minimaliza-
land6 koltségfiiggvény lehet a huzalozasi feladatnél, ahogyan azt mér kordbban
megemlitettiik.

Egy masik, széles korien alkalmazott eljards, hogy felbontjuk az dramkort tobb
apré részre (miel6tt megkezdenénk a huzalozést, vagy egy fazison beliil), és
a részeket kiilon-kiilon vizsgéljuk. Erre tobb kiilonboz6 ugy nevezett dramkor
particiondl$ (circuit partioning) algoritmusok 1éteznek. (EzekrGl egy rovid
osszefoglal6t olvashatunk Frank M. Johannes cikkében [15])

A kovetkezd részekben egy rovid betekintést szeretnénk nyujtani kiilonb6z6 op-
timalizalasi feladatokra, amelyek az eltérd huzalozasi fazisok kozben meriilnek
fel.

2.3. Aramkér particionaldsa

Nézziink egy tipikus particiondlasi feladatot. Adott egy hipergraf H=(V, E),
aminek a pontjain értelmezve van egy w : V +— N sulyfiiggvény, az €lein pe-
dig egy ¢ : E — N koltségfiiggvény, a particié osztalyok (partition class)
kivént szdma r € N, valamint a particié osztalyok minimdlis és maximalis su-
lyab(i) e Nés B(i) € N, i = 1,...,7. AV halmaz egy |J;_, V; particigjat
keressiik, amelyre b (i) < w(V;) < B (i) teljesiil minden ¢ = 1,...,r-re és
minimalizdland6 az olyan hiperélek 0sszkoltsége, melyek tobb particiot kotnek
0ssze. (A probléma NP-nehéz, még akkor is ha r-et fixen » = 2-nek vélasztjuk,
és csak grafokra szoritkozunk hipergrafok helyett [5])

Ennek a problémadnak egy lehetséges alkalmazasa (vagyis egy heurisztikus al-
goritmus, ami megoldja a feladatot) az, hogy felbontjuk az dramkort nagyon
kis részekre, el6szor ezeket kiosztjuk, majd ezeket 6sszekombinaljuk, hogy na-
gyobbakat nyerjiink hasonl6 eljarasokkal, stb. Rengeteg alkalmazas van arra az
esetre ahol r kicsi (példaul r» = 2) tobbek kozt azért, hogy legyen eszkoziink az
elhelyezési fazishoz. Részletesebben egy particiondlé algoritmusrél Cheng és
Wei cikkében [6] olvashatunk



2.4. Elhelyezés

Az elhelyezési feladat definidlasdnak nehézségei abban rejlenek, hogy amikor
elhelyezziik az dramkor elemeit a lapon, 1ényegében még semmit nem tudunk
az Gket 6sszekotS huzalok utjarél. Eppen ezért elég nehéz megfelelS optima-
lizacids kritériumot taldlni. Az egyetlen haszndlhaté megkozelités, hogy hoz-
zéarendeliink egy koltséget minden egyes elhelyezéshez, ami valdszintileg tobbé
kevésbé jellemzi annak a helyigényét, és aztdn minimalizdlunk arra a koltség-
figgvényre.

Osszhangban az el6z6kkel, egy tipikus elhelyezési feladat a kovetkezs. Is-
mét adott egy hipergraf H=(V, E), valamint r, s € N egészek, amik az dram-
kor lapjanak dimenziéit adjdk meg. Egy elhelyezésen (placement) egy p :
Ve {1,2,...,r} x {1,2,...,s } injektiv fiiggvényt értiink. TetszSleges adott
p elhelyezésnél, megfeleltetiink minden H-beli e élhez a legkisebb olyan tég-
lalapnak a c (e, p) félkeriiletét, amely tartalmazza az Gsszes p (v)-t minden e-
hez tartozé v-re. Definidljuk a p elhelyezés ¢ (p) koltségét a kovetkezGképpen:
c(p) = > .cp ¢ (e, p). Most mar tudunk minimalis koltségii elhelyezést keresni.
(Természetesen ez a probléma is NP-nehéz.[12]) Természetesen, a kiilonboz4 al-
kalmazasoktol fiiggden teljesen kiillonbozd koltségfiiggvények is eldtérbe kertil-
hetnek. Egy elhelyezési feladatot megold6 algoritmus olvashaté a [16] cikkben.

2.2. abra. példa elhelyezési feladatra



2.3. dbra. az elhelyezési feladat megoldasa

(forras: Johar, Farhana és Shaharuddin, Salleh cikke [16] 101. oldal)

Egy masik teljesen kiilonbozo tipusa az elhelyezési problémanak a parkettd-
zas (floorplanning). Ez olyankor meriil fel, amikor az dramkor blokkokra
van osztva, amelyeket kiilon-kiilon kell huzalozni. El6szor ezeket a blokkokat
szeretnénk elhelyezni az aramkorbe. Tegyiik fel, hogy mindegyik blokk egy
téglalap alaku teriiletet foglal el. Ezutan mindegyik blokkhoz rendeljiink hozza
egy fliggvényt, ami egy fels6 korlat a téglalap hosszdra, €és a blokkot a téglalap
szélességének egy fiiggvényének értelmezziik. Ugy szeretnénk megvilasztani a
blokkok dimenzidit, €s aztan elhelyezni &ket a lapon, hogy a felhasznalt teriilet
minimalis legyen.

2.5. Globalis huzalozas

Ez a huzalozasi fazis azokndl a technoldgidknal hasznos, amelyeknél az aram-
korlap konnyen felbonthat6 kisebb részekre (példaul az elhelyezési fazisban).
Ezekben az esetekben a globdlis huzalozas csak annyit hatiroz meg, hogy mi-
lyen irdnyba kell a huzaloknak mandverezni ezek kozott a részek kozott (pél-
daul egy f6leg vizszintes hosszabb huzalrész felfelé vagy lefelé keriiljon ki egy
akaddlyt.) A végsd utirdnyt a huzalokndl majd a részletes huzalozési fazisban
hatdrozzuk meg.

Egy tipikus globalis huzalozdsi probléma formalizdlasandl adottegy G = (V, E)
graf, amelynek a pontjai az dramkor kisebb részeit reprezentaljak, az élei pedig
az ezen részek kozotti Osszekottetést. (Azaz G a sikbeli dudlisa az dramkor
kisebb részeit reprezentdlé grafnak; 14sd[23]) Adott egy ¢ : E — R, kapacitds-
fiiggvény, valamint egy N C 2V halmazrendszer a netekhez tartozé elemekbdl.
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Ugy keresiink Steiner-fikat a netekhez, hogy minden e élre G-bél az e-t tartal-
maz6 Steiner-fak szdma nem éri el az e él ¢ (e) kapacitdsat. S&t, dltaldban az
adott koltségfiiggvények minimalizdldsa is kovetelmény, de a részletekre most
nem térnénk ki. (Az eldonthet6sége a feladatnak azaz a minimalizalési elSirdsok
nélkiili verziéja szintén NP-teljes[19]) Az alkalmazédsoknal az élkapacitdsokat az
alapjan szamitjak, hogy hany huzal keresztezheti a kovetkezd teriiletet.
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3. fejezet

Részletes huzalozas

A részletes huzalozasi fazisban az dramkori elemek mar megkaptak végleges
helyiiket a lapon, és az 6ket 6sszekotd huzalok utjat kell meghatarozni. Mivel a
szakdolgozatom ezzel a fazissal szeretne foglalkozni bévebben, ezért ezt a fazist
részletesebben targyalnam.

Definicio 1: Tegyiik fel, hogy adott egy G graf (dltaldban huzalozasi grafnak
(routing graph) szokés nevezni). Egy net legyen a G graf pontjainak egy hal-
maza (legalabb kételemt). A részletes huzalozasi feladat paronként diszjunkt
netek egy N = {Ny, Ny, ..., Ny} csalddja. Az N; netek pontjait termindloknak
nevezziik.

A huzalozasi graf egy 3-dimenzids kockaracsbol nyerhet6 kisebb modositasok-
kal (példdul hagynak helyet az &ramkori elemeknek vagy barmely rétegbdl elér-
hetdnek hagyjak a termindlokat; részletesebben lasd a 3. definicioban)

Definicié 2: Egy N = {Ny,..., N;} huzalozasi feladat megolddsa (vagy huza-
lozésa (routing), vagy kiosztasa (layout)) a G huzalozési graf paronként pont-
diszjunkt 6sszefiiggd részgréfjainak H = { Hy, ..., H;} halmaza, ahol

N; C V (H;) ha H; 6sszekoti N; pontjait. A H; részgrafokat huzaloknak hivjuk.

Ahogy mdr emlitettiik, a huzalokat dltaldban minimalisnak valasztjak, ezért is a
Steiner-fakkal jol lehet modellezni a feladatot. A fenti definicidval ellentétben,
néhany esetben a huzaloktdl csak az éldiszjunktsdgot koveteljiik meg.

A mdésodik definici6 szerint, a részletes huzalozasi feladat egy dontési feladat.
Ennek ellenére, ahogy latni fogjuk a kovetkezd részekben, a kiilonbozd rész-
feladatai gyakran minimalizalasi feladatként vannak megadva. Ezt ugy érik el,
hogy a késziil6 GG huzalozasi grafot egy paraméter fiiggvényében keresik (pél-
ddul a rétegek szamatdl, vagy a racsban 1€v6 sorok szamatdl esetleg a huzalok
0sszhosszatdl teszik fiiggdvé), €s erre a paraméterre keresiink egy optimalis ér-
téket ugy, hogy a széban forgé részletes huzalozasi feladat megoldhaté legyen.
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3.1. A Switchbox huzalozasi feladat

Emlitettiik, hogy a huzalozési graf struktirdja sokkal bonyolultabb lehet egy
3-dimenzids racsndl. Tovabbd gyakorlati alkalmazasokban a huzalozasi terii-
let gyakran felbomlik kisebb részekre amelyeket egymds utdn kell huzalozni
meghatarozott sorrendben. Ezek a kisebb részek sokkal egyszeriibb struktirdk
(gyakran ugy nevezett switchboxok). Ezzel az eljarassal egy nagyon specidlis
esetre egyszeriisithetd a feladat, amikor a termindlok egy téglalap alaku teriilet
hataran helyezkednek el.

A kovetkezb definiciokat a mar korabban emlitett, és az alabbi technikai ko-
vetelmények figyelembe vételével alkottdk. Egy ilyen kdvetelmény, hogy nin-
csenek termindlok a lap ,,sarkain”, és a huzalok sem hasznalhatjak azokat. A
masik, hogy a huzalok hozzéiférhetnek a termindlokhoz akdrmelyik rétegrol.
A k-rétegii kockardcs graf (k-layer rectangular grid graph) definicidja igy
sziikségessé valt.

Definicié 3: Legyen a {0,...,n+ 1} x {0,...,w+ 1} x {1,...,k} ponthalmaz
pontjainak a halmaza egy graf. Legyen két pont szomszédos akkor €s csak ak-
kor, ha pontosan egy koordinatdban kiilonboznek és pontosan eggyel. Toroljiik
a graf ,,sarok” pontjait, azaz a (0,0,1) ,(n+ 1,0,1),(0,w + 1,1), és az

(n+ 1,w + 1,1) pontokat, ahol [ = 1, ..., k. Aztdn a maradék grafban hdizzuk
ossze az {(i,7,1) : | = 1, ..., k} részhalmaz pontjait egyetlen pontba, ahol

e is=0vagyi=n+1¢ésj5=1,.., w;vagy
e j=0vagyj=w+1ési1=1,....n.

Az igy meghatarozott G, grafot nevezziik k-rétegli kockaracs grafnak. w és n
rendre a rdcs szélessége €s hosszusaga. Jeldljiik az 6sszehuzott

{(i,4,1) : 1 =1, ..., k} halmaz pontjait ¢; ;-vel. A ¢, ; pontokat nevezziik termi-
naloknak. A t; ; termindl lehet:

e északi,haj =w + 1;
* déli, ha j = 0;

* nyugati, hai = 0;

e keleti,hat =n + 1.

Az 0sszes ko6z0s z-koordindtdji nem-termindl pontok halmazat nevezziik réteg-
nek. Az Osszes kozos z-koordindtdval vagy y-koordindtdval rendelkez6 pontot
rendre oszlopnak illetve sornak nevezziik.
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3.1. abra. 2-rétegli négyzetracs w = n = 3 paraméterekkel

(forras: Jordan Tibor, Recski Andrds, Szeszlér David: Rendszeroptimalizalas,
Typotex Kiad6, Budapest, 2004, 141. oldal, 6.3 dbra)

Definici6 4: Egy switchbox huzalozasi feladat specialis esete a részletes huza-
lozasi feladatnak (lasd az 1. definiciondl) ahol a huzalozasi graf egy k-rétegi
kockardcs graf (valamilyen k értékre) és minden egyes net részhalmaza a t, ;
terminalok halmazanak. (1asd a 3. definicional).

Sok megszoritasa ismert a fent definialt problémanak a szakirodalomban, ami-
ket huzalozasi modelleknek (routing model) neveziink. Ha nincs semmi meg-
szoritds megkovetelve a switchbox huzalozési feladat megoldasatdl, akkor azt
megszoritas nélkiili (unconstrained) modellnek nevezziik.

Definicio 5: Azt mondjuk, hogy egy switchbox huzalozasi probléma egy megol-
ddsa a Manhattan model szerinti, ha a szomszédos rétegek kiillonb6z6 irdnyitisd
huzalrészeket tartalmaznak. Azaz a vizszintes (kelet-nyugati) és a fiiggbleges
(észak-déli) huzalrészt tartalmazé rétegek véltakoznak. (Az elnevezés onnan
ered, hogy Manhattan utcdi a Broadwaytdl eltekintve 1ényegében derékszogl
racsot hatdroznak meg. Rdaddsul az észak-déli irdnyd utakat avenue-nak, a
kelet-nyugati irdnydakat street-nek nevezik; ez pedig azzal analég, hogy a
Manhattan modellben a fiiggdleges és vizszintes irdnyd huzalok més-mas ré-
tegre keriilnek.[18))
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3.2. Soros huzalozas

Soros huzalozdsi problémadn (single row routing problem) a switchbox huza-
lozas egy olyan specidlis esetét értjiilk, amikor minden egyes net 0sszes termi-
ndlja mondjuk északi. Ebben az esetben a huzalozasi feladat specifikdcidja csak
a hosszisdagot (n) rogziti. Emellett dltaldban a probléma felirdsa a rétegek szé-
mat is rogziti, és a huzalozds minimalis szélességét keressiik.

A VLSI huzalozas elso klasszikus eredménye felteheten Gallai Tibor lineéris
idejd algoritmusa volt, ami a soros huzalozdsi problémat optimadlis szélességgel
oldja meg a 2-rétegli Manhattan modellben. Minden fiiggbleges e egyenesre,
amely kettévagja a racsot, definidljuk a c (e) terhelést (congestion): azaz az e
altal kettévagott netek szamét (azaz az olyan netek szama, amelyeknek vannak
terminaljai e bal illetve jobb oldalan is). Péld4ul az e egyenes terhelése a 3.2
abrdn c(e) = 3. Az Osszes a rdcsot ketté vago fiiggdleges egyenes maximalis
terhelését a feladat stiriségének (density) nevezziik. A siirliség egyébként egy
alsé korlat barmely huzalozasi feladat szélességére (részletesebben a 2-rétegli
Manhattan modellben).

Tétel 1: [10] Egy soros huzalozasi feladat megolddsanak minimalis szélessége a
2-rétegli Manhattan modellben megegyezik a feladat stirliségével. S6t egy ilyen
minimalis szélességli huzalozas linedris idében megtaldlhatd.

Bizonyitds: A bizonyités kihaszndlja azt, hogy az intervallumgrafok perfekt gra-
fok. Egy vizszintes intervallumot feleltetiink meg minden egyes netnek, a leg-
inkdbb balra 1év6 termindljatdl a leginkdbb jobbra 1évéig. A hozzijuk tartozo
intervallumgrafot a kovetkez6képpen definidljuk: a ponthalmaz intervalluma-
thoz tartozé két pont akkor és csak akkor szomszédos ha a hozzijuk tartozo
intervallumok metszik egymdst. Ennek a grafnak a klikkszdma megegyezik a
huzalozasi feladat stirliségével. Az ugyanennyi szinnel valé szinezhet6ség az
intervallumgrafok perfektségén milik. Egy szinezés konnyedén transzformal-
hat6 at egy optimaélis szélességli huzalozdssa: egy azonos szinosztalyhoz tartozo
neteket meg lehet huzalozni ugyanazon sorban.

Egy példa lathat6 a 3.2 és 3.3-as dbrdkon. A 3.3-as dbra intervallumgrafja, ami
a 3.2 abra huzalozasi feladatahoz tartozik, harom szinnel ki lett szinezve; a hu-
zalozasi feladat megolddsa, amit ebbdl a szinezésbdl olvastunk ki a 3.2 dbrén
lathatd. (A 3.2 dbra sotét pontjai felelnek meg a termindloknak €s a kozos szam-
mal jelzett termindlok halmazai a netek. A két réteg huzalrészeit rendre foly-
tonos illetve szaggatott vonalakkal jeloljiik. Az iires pontok a két réteg kozotti
atvezetéseknek (via) felelnek meg. Hasonld jeloléseket haszndlunk a késGbbi
fejezetek abraindl is.)
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Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a fent leirt huzalozas megvaldsithat6 linearis
idGben, csak le kell ellendrizniink, hogy a hozz4 tartoz6 intervallumgraf optima-
lis szinezése linedris id6ben megtaldlhatd, azaz O (n) 1épésben, ahol n az adott
feladat hosszisagéat jeloli. (A munka tobbi része konstans id6t igényel minden
egyes termindlhoz, ha a huzalrészek a végpontok koordinatdibol adddnak.) Te-
gyiik fel, hogy az intervallumgraf, amit ki kell szinezni, adott ugy, hogy egy
rendezett L lista tartalmazza az intervallumok 0sszes végpontjdnak a helyzetét.
(Azaz mind a bal mind a jobb oldali végpontok egy kozos L listdban.) L-t tri-
vidlisan nyerhetjiik a soros huzalozasi feladat specifikici6jabdl végigolvasva a
termindlok sordt. Az intervallumgraf egy szinezését ugy kapjuk, hogy végigol-
vassuk L elemeit. Pozitiv egész szdmokkal jeloljiik a szineket. Elkészitiink egy
(C) listat a szabad szinekbdl, valamint hozzdadjuk azt a legnagyobb M szint,
ami mar hasznélva volt. Kezdetben C = () és M = 0. Ha L végigolvasisa
kozben elérjiik egy I intervallum bal végpontjat, és C = (), akkor vessziik az
Uj M + 1 szint, hozzarendeljiik I-hez, és megnoveljiikk M értékét M + 1-re.
Ha elériink egy balvégpontot, és C # () akkor kivélasztunk egy k szint C-bél,
hozzéaredneljiik k-t I-hez, és toroljiik k-t C-bSl. Mdsrészrdl, ha elérjiik az I inter-
vallum egy jobb végpontjat, akkor egyszertien belerakjuk I szinét C-be. Konnyii
belétni, hogy az igy kapott szinezés optimalis: azt a fiiggbleges egyenest, amely
atmegy annak az intervallumnak bal végpontjan, amelyhez a legnagyobb M
szint legel6szor haszndltuk, M darab intervallum metszi, valamint az interval-
lumgraf klikkszdma szintén M .[J

Megjegyezziik, hogy a megszoritas nélkiili 2-rétegli modellben nem ismert po-
linomidlis idejd algoritmus, ami megoldja a soros huzalozasi feladatot optimélis
szélességgel.

3.3. Switchbox huzalozas

Ebben a részben az altalanos switchbox huzalozasi feladatra helyezziik a hang-
sulyt, azaz amelyben a termindlok a rdcsnak mind a négy oldaldn helyezked-
nek el. (A szakirodalomban altaldban csak erre az dltaldnos esetre hasznaljak a
switchbox huzalozas kifejezést.)

Ellentétben a soros illetve a csatornahuzalozdssal, itt mind az n hosszisag,
mind a w szélesség fix, a probléma specifikdcidja miatt. Ezért a cél a sziik-
séges rétegek szamdnak minimalizdldsa. (Vagy eldonteni egy feladatrdl, hogy
megoldhaté-e adott szamu rétegen.)

Mivel a switchbox huzalozds a csatornahuzalozds egy dltaldnositdsa, ezért a
megoldhatdsdga a 2-rétegli Manhattan modellben NP-teljes, hiszen a csator-
nahuzalozdsrdl ezt Szymanski megmutatta egy cikkében [31]. Itt is rengeteg
heurisztika késziilt el j6 teljesitménnyel, példakért lasd [7, 13,17, 24].

Lattuk, hogy soros €s csatornahuzalozas esetében két réteg barmilyen probléma
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megoldasdhoz elégséges volt (Ha megszoritottuk magunkat a Manhattan mo-
delre, akkor a csatornahuzalozds esetében harom rétegre volt sziikségiink.) Ez
sajnos nem igaz az éltalanos switchbox huzalozési feladatra. S&t, nincs fixen
elégséges szama a rétegeknek, amit a kovetkezd tétel is mutat:

Tétel 2: [14] Minden pozitiv egész k-ra létezik olyan switchbox huzalozisi fel-
adat, ami nem oldhaté meg k rétegen a megszoritds nélkiili modellben.

Bizonyitds: Tekintsiik a 3.8 dbra switchbox huzalozasi feladatit. Az e egye-
nes terhelése n + w, azaz mind az n 4+ w netnek van terminélja az e két oldalan.
Ebbdl kovetkezne, hogy ha létezne huzalozas k rétegen, akkor n + w < kw
mivel w sor van minden rétegen. Ebbdl kapjuk, hogy  +1 < k Az n és w
paraméterek ért€ke valaszthatd ugy, hogy ez az egyenldtlenség ne legyen igaz,
ami igazolja a fenti tételt.[]

I 2 e g 2%l3 n
®* ® . - & _ @
n+l ® ® n+w
AN N .
2 ¢ '
W |1}
n+; @ @ n++1
f— "
n+i+l @ ® n+!
% i
n+w @ ® 5+
—o o e e e
n =1 s 541 5 5] s ]

3.4. abra. példa Hambrusch tételéhez

(forrds: [29], 31. oldal, 8. abra)
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Természetesen kell6en nagy k-ra a gyakorlatban szinte mindig megoldhatd lesz
a feladat, mivel alkalmazdsokban altaliban nem szokott til nagy kiilonbség
lenni w és n kozott. Mdsfeldl az m = max [, 2] hanyados segitségével elég j6
becsléseket lehet adni, hogy mekkora rétegszamon lehet megoldani a feladatot.
Errdl részletesebben Szeszlér David munkdjdban olvashatunk [29]

3.4. Gamma huzalozas

A switchbox huzalozési feladatnak azon specidlis esetét, ahol minden egyes net
termindljai a rdcs két szomszédos szélén helyezkednek el (mondjuk mind északi
vagy nyugati) gamma huzalozdsnak (gamma routing) nevezziik. A gamma
huzalozasi feladatban a cél ismét a sziikséges rétegek szamanak minimalizdldsa
(mivel mind az n hosszisdg, mind a w szélesség fix)

Annak ellenére, hogy a gamma huzalozési feladat bonyolultsdga nem ismert,
lényegesen egyszerlibbnek tlinik az 4ltaldnos switchbox huzalozasndl és 1étez-
nek specidlis esetei, amelyek koztudottan polinomidlisan megoldhaték. Példaul
a kovetkez6 megfigyelés trividlis: ha minden egyes netnek legaldbb egy termi-
ndlja van mind az északi mind a nyugati oldalon, akkor az adott feladat megold-
hat6 a 2-rétegli Manhattan modelben.

A gamma huzalozasi feladat teljesen megoldottnak tinik, a 2-rétegi Manhattan
modelben, ha minden egyes net csak két termindlt tartalmaz: S. A. Wu és J. Jja
[32] adott egy algoritmust, hogy egy adott probléma megoldhat6-e, és konstrual
egy megoldast, ha ez lehetséges. Az algoritmusuk futdsideje linedris a netek
szdmdban, valamint minim4lis szdmu utat hasznél. Az algoritmus magja Gallai
eljarasanak (1. tétel) egy kiterjesztése.

Boros Endre, Recski Andrés, Szkaliczki Tibor és Wettl Ferenc [4] megoldast ad-
tak részben éltalanosabb feltételekre: megengedték, hogy minden egyes netnek
egynél tobb terminédlja legyen az északi vagy a nyugati oldalan (de nem mind-
kettdén). Mésrészt a huzalozasi modellt megszoritottdk a 2-rétegti ,,dogleg free”
Manhattan modellre, ahol a huzalozas egy dogleg free megoldasa azt jelenti,
hogy egy k termindld net £ — 1 utat haszndl. Adtak egy algoritmust, ami el-
donti egy feladat megoldhatdsigit, €s ha lehet, konstrudl rd egy megoldast. Az
algoritmusuk futdsideje O (nwt), ahol n és w a lap hossza illetve szélessége, és
t a netek szama. Az eljarasuk leegyszer(sitve, és kevésbé részletesen kifejtve a
[30]-ben talalhato.
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3.5. dbra. példa I' huzalozési feladatra 2 dimenziéban

A T" huzalozas egyfajta 3 dimenzids altalanositdsardl fog szolni a szakdolgoza-
tom Uj eredménye. Eppen ezért térjiink at az ugy nevezett 3 dimenzids huzalo-
zasra.
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4. fejezet

Atmenet a 2-dimenziébél a

3-dimenzioba

A huzalozési technol6gidk gyors fejlddésének koszonhetden, a kutatasok atfor-
dultak a valédi 3-dimenzids problémak felé. Rengeteg mély eredmény van errdl
a teriiletrdl, példdul [1,2,8,9,11,20,21,22,27,28]. Legtobbjiik ,,univerzalis-
célu” (,,universal-purpose”) grafokat hasznalnak (n-permuters, n-rearrangeable
permutation networks, shuffle-exchange graphs) 3-dimenzids racsként, biztosit-
va azt, hogy a termindlpéarok Osszekothetdk legyenek, s6t, néhany cikkben él-
diszjunkt utakat is megengednek. Valamint ismert olyan eredmény is, ahol egy-
fajta automatizalt huzalozasi rendszer elGdllitdsa volt a motivacié [10]. Ebben
a fejezetben tobbtermindlos netek (multiterminal nets) is lesznek, és pont-
diszjunkt utak (vagy Steiner-fak) biztositjak az Osszekottetést az egyes netek
termindljai kozott.

Az egyetlen aktiv réteg (single active layer) huzalozdsi feladatban az 6sszeko-
tésre vard termindlok egy n x w méretl téglalap alaku sikracson helyezkednek
el, és a huzalozast egy h magassagu kocka racson kell megvaldsitani, a termi-
nélokat tartalmaz6 eredeti racs folott. Evidens, hogy a h magassagot szeretnénk
optimalizdlni. A ’fliggdleges irdny’ kifejezést a h irdnydra fogjuk haszndlni
(azaz az n x w négyszogre merdleges irdnyra) és nem pedig w irdnydra. Az ak-
tiv réteg problémardl bdvebben olvashatunk Szeszlér David munkdjéban [29].
Mir egészen kis feladatokndl is mint a 4 x 1, 2 x 2 is konnyen lathat6 (lasd
4.2 abra), hogy egy atlagos huzalozési feladat dltaliban megoldhatatlan, anél-
kiil hogy az n hosszisagot és a w szélességet ki ne terjesztenénk extra sorok és
oszlopok bevezetésével. Ezek az extra sorok és oszlopok az eredeti rics sorai és
oszlopai kozott kell hogy elhelyezkedjenek. Ugy latszik a huzalozési feladatok
viselkedése nagyban fiigg attol, hogy az n és w dimenziok koziil csak az egyi-
ket, vagy mindkett6t kiterjesztjiik egy konstans szorzo6 segitségével.
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4.1. abra. példa minimélis, extra sorok nélkiil megoldhatatlan feladatokra

De még mieldtt attérnénk a valédi 3-dimenzids feladatokra, lefrnédnk pontosab-
ban, hogy mit jelent a Steiner-fa keresési feladat:

Definicio 6: A Steiner-fa feladat a minimalis koltségli feszitGfa keresésének al-
taldnositésa.

Adott egy G = (V, E) irdnyitatlan, osszefiiggd graf, és a termindl pontjainak
egy 1 halmaza (V része), tovabba minden élhez hozzarendeliink egy koltséget
(példaul az azonosan 1-et). Keressiink egy minimdlis koltségli fat, amely az
0sszes T-beli pontot tartalmazza. T' = V' esetén nyilvan a minimalis koltségl
feszit6fa feladatot kapjuk, egyébként pedig egy joval nehezebb probléméhoz
jutunk, amelyben a 7'-beli pontokhoz tovabbi , koztes” pontokat (in. Steiner-
pontokat) hozzavéve csokkenthetjiik a feszitofa koltségét.

A feladat dltaldnos esetben NP-teljes. Megolddsara szamos approximacios és
heurisztikus algoritmust dolgoztak ki, tovabbd néhany specidlis valtozatara eg-
zakt polinomidlis mddszerek is ismertek.

A probléma éltaldnositasa a Steiner-halozat feladat.

4.2. abra. példa Steiner-fara
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3. fejezet

A 3-dimenzios huzalozasrol

5.1. A 3-dimenzios csatornahuzalozas

Képzeljiink el két parhuzamos w x n méreti sikracsot. Meg szeretnénk huza-
lozni az 0sszes netet a két réteg kozott egy kockardcson, a termindlok megtarta-
saval. Ezt a feladatot fogjuk 3-dimenzids csatornahuzalozasi feladatnak (vagy
3DCRP-nek az angol nyelvii roviditésbol) nevezni. Az elnevezés valoszintileg
a 2-dimenzids csatorna huzalozasi esetbdl szarmazik, amikor a switchbox huza-
loz4si feladat minden termindlja két szemkozti, mondjuk az északi és a déli ol-
dalon vannak. A megoldhat6sag biztositdsara meg szoktdk engedni, hogy beve-
zessiink egy extra sort/oszlopot minden két termindlokat tartalmazé sor/oszlop
kozé (mindkét racson). Jegyezziik meg, hogy a huzalozist egy 2n x 2w X h
méretli kockardcson kell megvaldsitanunk. A célunk, hogy minimalizaljuk a h
magassdgot. Recski Andrds és Szeszlér David korabbi eredményét [25] altaldno-
sitva, Reiss Attila és Szeszlér David megmutatta, hogy minden ilyen probléma
megoldhat6 polinomidlis id6ben, h = O (max (n, w)) magassaggal. Ez a lined-
ris korl4t a lehet legjobb (egy konstans szorzo6tdl eltekintve.)

Az egyetlen aktiv réteg huzalozasi feladatrél (SALRP) azt tartjak, hogy a soros
huzalozasi feladat egyfajta 3-dimenzids analdgidja. Itt a termindlok egy w X n
méretii sikgrafon helyezkednek el, és a harmadik dimenzi6 (a racs folott, 2 ma-
gassdgban) csak 0sszekotésekre szolgdl. Tobb termindlos netek is megengedet-
tek €s minden egyes netben a termindlok 0sszekottetését pont-diszjunkt utakon
kell megvaldsitani (vagy Steiner-fakon). Konnyen l4dthaté még egy kis 2 x 2-es
vagy egy 4 x 1-es példan is, hogy egy huzalozis éltaldban lehetetlen (tetszéle-
ges magassaggal, 14sd 4.1 4dbra). Ezért megengedett, hogy a rdcs hosszusagat
és sz€lességét megnoveljilk w’ = sw-re és n’ = sn-re, ahol az s felosztds egy
fix egész szam. Ezt gy csindljuk, hogy bevezetiink s — 1 darab iires sort és
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oszlopot minden két szomszédos termindlokat tartalmazo sor és oszlop kozé és
az utolso termindlt tartalmazo sor valamint oszlop utdn. A mér emlitett SALRP
feladat eredményeibdl, a kovetkez6t szeretnénk megemliteni:

Tétel 3: [25]| Ha s > 2 akkor tetszSleges SALRP megoldhat6 h = 6 max (n, w)
magassagban O (¢ (w 4 n)) idSben, ahol ¢ a netek szamat jeloli.

Lemma 4: [26] Ha s,, > 2 és s,, > 4 akkor minden 3DCRP megoldhaté h =
6 max (n, w) magassdgban, polinomiélis id&ben.

Bizonyitds: A bizonyitdshoz szeretnénk bevezetni a h-egyenes valamint a h-
huzalrész fogalmét a kovetkez6képpen:

Definicid 7: nevezziik h-egyenesnek a racs egy a h magassdggal parhuzamos
egyenesét (Hasonloképpen definidlhatunk w- és n-egyeneseket is).

Definici6 8:A h-huzalrész kifejezést fogjuk hasznalni egy huzalrészre, ami a
rics egy h-egyeneséhez tartozik (analég médon definidlhatunk w- és n-huzalré-
szeket is).

Mozgassuk a folsé rdcs termindljait y irdnydba 2 egységgel, és aztdn vetit-
siik le ezeket a termindlokat az alsé racsra. Igy egy SALRP feladatot kapunk
Sw, Sn > 2 paraméterekkel, ami megoldhaté h = 6 max (n, w) magassagban, a
3. tétel szerint. Mivel minden egyes termindl folotti h-egyenest lefoglal egy-egy
h-huzalrész (1asd bévebben [26]), ez a megoldds mddosithat6 az el6z6képpen,
hogy az eredeti 3DCRP feladat egy megoldasat adja. []

Tétel 5: [26] Minden 3-dimenzids csatornahuzalozasi feladat megoldhaté h =
15 max (n, w) magassigban ha s,, = s, = 2.

Tétel 6: [26] Minden kétoldali 3-dimenzids csatornahuzalozdsi feladat megold-
haté h = 3max (n, w) magassdgban ha s,, = s,, = 2.

Az 5. tétel konnyen bizonyithat6 a 6. tételbdl a kovetkezdképpen: Ehhez azon-
ban be kell vezetniink a h-sik fogalmét is.

Definicié 9: Tegyiik fel, hogy az (z,y, z) koordinitarendszerben dolgozunk.
Haszndljuk a z = hg h-sik kifejezést az Osszes z = h( koordinétdju pontra
(Ez a réteg egy keresztmetszete a kockardcsnak, mégpedig egy a magassagra
merdleges metszet, aminek a méretei: (s, - w) X (s, - n).) Az n-sik és a w-sik
kifejezéseket analég médon definidljuk.

()sszefoglalva a z = 0 h-sik az alsoé racs, és a z = h h-sik a felsd racs.

Tegyiik fel, hogy adott egy (altaldnos) 3DCRP (s, = s, = 2 paraméterek-
kel). Ahhoz, hogy nyerjiink ehhez egy huzalozést, el6szor megoldjuk a felsd
és az alsé racsot, mint két kiilonall6 SALRP feladatot. Ezt megcsindlhatjuk
hy = 6 max (n,w) magassdggal mind a fols6, mind az alsé rdcsra a 3. tétel sze-
rint. Most vegyiik példdul az alsé réacsot, €s valasszunk egy termindlt minden
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egyes netbdl (amelynek van termindlja a felsd racson is) tetszélegesen. Mivel
az SALRP megolddsdban minden egyes egy termindlt metszd h-egyenest hasz-
ndl egy h-vezetékrész, ezért minden egyes kivalasztott termindl 0sszekdthetd a
hozza tartoz6 ponttal a h = hy h-sikban anélkiil, hogy elrontandnk az SALRP
feladatunk megoldésat. Ugyanezt az eljarast ismételve a felso racsra, egy kétol-
dali 3DCRP feladatot nyeriink (amit meg kell huzalozni a két SALRP kozott),
ami megoldhat6é h = 3 max (n, w) magassagban a 6. tétel szerint.

Vegyiik észre, hogy az adott 3DCRP feladatot ezéltal megoldottuk, és a felhasz-
ndlt magassdg h = 2 - 6max (n,w) + 3max (n,w) = 15max (n,w), és ezt
akartuk bizonyitani.

A kovetkezd lemma pedig azt mutatja meg, hogy az 5. 6. tételek korlatja a
lehetd legjobb egy konstans szorzo6tdl eltekintve.

Lemma 7: [25] TetszGleges adott n-re 1étezik aktiv réteg huzalozasi feladat ami
nem oldhat6 meg 57—-nél kisebb /1 magassagon.

A kétoldali 3DCRP feladat bizonyitdsa részletesebben megtaldlhat6 a [26] cikk-
ben.

5.2. A 3-dimenziés gamma huzalozas

Ebben a részben a 3-dimenzids I' huzalozési feladattal (vagy réviden 3DI'RP a
probléma angol roviditésébdl) fogunk foglalkozni, €s adunk néhany algoritmust,
amellyel a probléma egy bizonyos megszoritdsnak eleget tevé modelljének egy
igen kis méretli megoldasat tudjuk elballitani.

A 2-dimenzi6s I' huzalozési feladatot mar megemlitettiik a 3.4. fejezetben, és a
3DI'RP feladatot, mint egyfajta 3-dimenzids analogonjét szeretnénk ismertetni.

Tekintsiink két egymasra merdleges sikracsot (legyenek ezek mondjuk déli és
nyugati), és ezeknek a racsoknak a pontjait nevezziik termindloknak. Ezeket
a termindlokat szeretnénk 0sszekotni pontdiszjunkt Steiner-fak segitségével. A
kétosztatd (bipartite) 3DI'RP feladatban minden netnek pontosan két termi-
ndlja van (egy a déli, egy a nyugati rdcson). Az el6zd fejezet definicidit hasznal-
juk itt is a h-egyenes, h-huzalrész, h-sik kifejezésekre. Valamint vezessiik be a
kovetkezd definicidkat is:

Definicié 10: Tegyiik fel, hogy az (z,y, z) koordinatarendszerben dolgozunk.
Nevezziik a kockardcs z = 0 w-sikjanak és y = ¢ h-sikjdnak metszetében
1évs terminalokat n,; terminalsornak. Az n; terminalsor elemeire hivatkozzunk
n;; (j = 1..n) jeloléssel.

Nevezziik a kockardcs © = 0 n-sikjdnak és y = 7 h-sikjanak metszetében 1év6
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termindlokat h; termindloszlopnak. Az h; termindloszlop elemeire hivatkozzunk
hij (j = 1..h) jeloléssel.

A 3DT'RP feladatot harom 1épésben szeretnénk bemutatni. El6szor megmu-
tatjuk, hogy teljes dltaldanossdgban nem oldhaté meg a 3DI' R P feladat konstans
felosztasokon, azaz ha tetsz6leges konstans felosztast fixen kivalasztunk, akkor
1étezik olyan 3DI'RP feladat, ami nem oldhat6 meg ezekkel a felosztasokkal.
Ez egy negativ eredmény, de ezutin megmutatjuk, hogy ha viszont egy kocka
két lapjan helyezkednek el a termindlok, akkor a kétoldali 3DI'RP feladat is
valamint a megszoritds nélkiili 3DI' R P feladat is megoldhat6 konstans felosz-
tasokon, és ezekre algoritmust is mutatunk ami megoldja a feladatot.

Definicié 11: Jeloljiik s,,-nel a déli sik n irdnyt felosztasat. Azaz, azt a mennyi-
séget, amennyi lires oszlopot szurunk be a déli sikra minden két, w-vel parhu-
zamos, termindlt tartalmaz6 oszlop kozé (valamint az 1. oszlop elé, illetve az n.
oszlop utédn).

Hasonl6an definidljuk s,-t és s,,-t.

Tovéabba a termindlt tartalmazé oszlopokat és sorokat 1-t6l indexeljiik. Tehat a
déli sik origéhoz legkozelebbi csiicsa (1,0, 1) és a nyugati sik origéhoz legko-
zelebbi csicsa (0,1, 1).

Definicié 12: Mostantdl dolgozzunk az (z,y, z) koordinatarendszerben, ahol x
parhuzamos n-nel, y parhuzamos h-val, és z parhuzamos w-vel.

-

> X

5.1. abra.
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Definicié 13: Tekintsiik a felosztas nélkiili déli sikot. Ebben az (i, 0, j) koordi-
nataju termindljara hivatkozzunk az s; ; jeloléssel.
Hasonl6an a nyugati sik (0, 7, j) termindljaira vezessiik be a w; ; jelolést.

El6szor is kitérnénk arra, hogy a 3DI'RP feladatnak azért ezt a specidlis ese-
tét vizsgéltuk, amikor n = h = w, vagyis amikor a huzalozds két sikja egy
kocka két szomszédos lapja, mert ahogyan azt mindjart beldtjuk, ha n w és h
megvdlasztdsaira semmilyen megkotést nem koveteliink meg, akkor nem 1éte-
zik mindhdrom dimenzidban egy-egy univerzdlis konstans felosztds a termina-
lokat tartalmazo sorokra gy, hogy tetszéleges feladat megoldhaté legyen. Nem
konstans felosztasokra is 1étezik algoritmusunk, amely megoldja a feladatot ugy,
hogy a hirom felosztasbdl kettdt konstansak, a harmadikat pedig w-tdl fiiggd-
nek vdlasztjuk, de ez w kell6en nagynak vélasztdsa esetén tdl nagyra noveli a
megoldasunkat.

Allitas 8: Tetszbleges s, = ¢1, S, = Co, S = C3, C1,C2,C3 € 7 felosztasra
1éteznek ng, wy, ho konstansok, melyekre 1étezik 3DI'RP feladat, amely nem
megoldhato a fenti felosztasokkal.

Bizonyitds: A bizonyitdshoz vizsgaljuk meg a z = [%] w-sikot (Jeldljiik ezt
(-val). Ez a sik két részre osztja a déli sikot (D, és D-), valamint a nyugati sikot
(W1 és ). A teljesség megszoritasa nélkiil feltehetjiikk, hogy D;-nek nincs
kozos éle Ws-vel (ellenkezd esetben vegylink hozzd még egy iires sort a déli és
a nyugati sikokhoz).

L

5.2. 4bra.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy n < h. (Ezt is mindig megtehetjiik, hiszen a fel-
adatot elforgatva ez mindig elddllithato.)
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Tekintsiik azt a feladatot, melyben D és D, minden termindlja paronként kii-
16nb6z6 netekhez tartoznak. Tegyiik fel tovdbbd, hogy D; minden termindlja-
nak a netjéhez tartozik termindl W5-b6l. Ugyanigy tegyiik fel, hogy D> minden
termindljdnak a netjéhez tartozik termindl W;-bdl. Ekkor sziikségképpen (-n
biztosan at kell hogy menjen n - w pontdiszjunkt Gt. De mekkora is a (-n atve-
zethetd pontdiszjunkt huzalok maximalis szdma?

ngcl-n-CQ-h
Ebbdl a képletbdl latszik, hogy T, nem fiigg w-t6l. Ebbdl kovetkezik, hogy

wo-t kellden nagynak valasztva hyg - wy > T, amibdl pedig egybdl kovetkezik,
hogy az igy megadott feladat nem oldhaté meg az adott felosztason. [
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5.2.1. A kétosztata 3DI'RP feladat

A kétosztata feladat megoldasa: A feladat megolddsdban adunk egy algorit-
must, ami tetszdleges kétosztatu feladatot megold a 3DI'RP huzalozasi problé-
mdndl. Ezt gy tessziik meg, hogy a déli sikot, mint egy n * n-es S métrixot
tekintiink, ahol a termindlokat tartalmazé sorok €s oszlopok a métrix sorai €s
oszlopai. A miétrix elsd sora, a déli stk z = 1 koordinédt4jd pontokat tartal-
maz6 sora. Ekkor megmutatjuk, hogy létezik huzalozas mellyel a nyugati sik
termindljait a diagondlelemek folé egy a déli sikra merdleges oszlopba tudjuk
rendezni Ggy, hogy minden oszlopban olyan termindloknak megfelelé huzalré-
szek vannak, amelyeknek a déli sikbeli termindlpdrja az :. oszlopban van, ha a
huzalrész az S; ; f6lotti oszlopban (,,diagondloszlop”) van.

El6szor tehat a kockdn egy specidlis esetet, az gy nevezett kétosztatu esetet old-
juk meg. A kétosztatu megszoritds egyfajta analdgia a parositasokkal, ugyanis
azt jelenti, hogy minden netnek pontosan egy termindlja van mind a déli, mind
a nyugati sikokon. Ekkor a kovetkez6 eredményt tudjuk kimondani:

Allitas 9: Legyen n = h = w. Ekkor minden kétoldali (bipartite) 3DI'RP
megoldhaté s, =1, s, = 2, s, = 3 felosztdson.

Bizonyitas:

A bizonyitashoz el6szor készitsiink el egy S matrixot a kovetkez6képpen. Vi, j €
{1,2,...,n} indexpdrra jeloljik a w; ; terminalhoz tartozé netet V; ;-vel. Jelol-
jiik a déli sik V; ; nethez tartozo termindljat sgj—vel. EzutinVi,j € {1,2,...,n}
indexpdrra s; ; 1= sf\; (z), vagyis az S matrix 7. soranak j. oszlopdban legyen a
w; ; termindl netjéhez tartoz6 déli sikon 1évo termindl z koordinatdja. Ekkor a
kovetkezd S matrixot kapjuk:

S1,1 (2) 3]1\,[2 (2) S1n (2)
g | B 5 (2)
spi(2) spa(2) Shn (2)

Ebbdl az S matrixbdl szeretnénk elkésziteni a C'T" ,,koordinata-tablat” (ami szin-
tén egy n * n-es matrix) a kovetkez6képpen. C'T" minden eleme egy harom di-
menziés vektor ahol Vi, j € {1,2,...,n}indexparract; ; == (s;,7; (1), ¢; (7).
Tehét az elemekben 1€vS vektorok médsodik és harmadik koordinétdja minden j
oszlopban (j = 1,2,...,n) legyen az {1,2,...,n} halmaz egy ,,megfelelGen

viélasztott” 7; illetve ; permutdcidja:

(37 () om (0 @1 (1) oo (5 (2)ma (1) 0 (1)
| @ m@.e@) (626 m @) )
(%, (2).m () o1 (1) - (s (2) . () 0 ()
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De mit jelent az, hogy megfeleléen valasztott 7; illetve ¢; permutécio?

Ugy szeretnénk valasztani ezeket a permutdcidkat, hogy ha vessziik azokat az
elemeket C'T-ben amelyeknek megegyezik az els6 koordindtdja, akkor ezeknek
a masodik koordindtdja paronként kiilonbozik.

Ahhoz, hogy megmutassuk azt, hogy ilyen permutdcidok mindig 1éteznek lassuk
be a kovetkezd lemmit:

Lemma 10: (Besorolasi lemma) Adott n darab kiilonb6z6 elem. Mindegyik
elembdl van n darab (tehat 6sszesen van n * n db elemiink). Ekkor 1étezik D
n * n-es matrix, amely minden oszlopdra elére meg van adva, hogy melyik osz-
lopban melyik elembdl hdny darab van (az 0sszes oszlopban egyiitt pontosan n
darab van mindegyik elembdl), és D minden sordban minden elembdl pontosan
I van.

Bizonyitas: Készitsiink el egy G = (A, B; E) péros grafot, melyre |A| = |B| =
nés |E| = nxn. Az A szinosztély csdcsai Vi € {1,2,...,n} a; feleljenek meg
a D matrix 7. oszlopdnak. A B szinosztdly cstcsaira Vi € {1,2,...,n} b; felel-
jenek meg az i elemnek. Ekkor minden i-re és j-re 1-t6l n-ig hlizzunk be annyi
élt a; és b; kozé ahdnyszor b; szerepel a; oszlopdban a D matrixban.

5.3. dbra.
A feltételek atgondoldsa utdn vildgos, hogy egy n-reguldris paros grafot kap-
tunk, melynek a pontosztalyai azonos méretiiek, igy amiben létezik n db paron-
ként éldiszjunkt teljes parositds. Egy ilyen teljes parositast valasztva D sorainak
egyszerli meggondolni, hogy a lemmaban meghatarozott matrixot kapunk.[]

Alkalmazzuk ezt a lemmat a C'I" matrixra. Az elemek els6 koordindtdi pont a
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fenti megkotések az oszlopokra, a mdsodik koordinatdk pedig azt jelolik, hogy
az oszlopok elemeit melyik parositdsban valasztottuk ki. Tehdt a CT" matrix
mindegyik oszlopdban az 1, ..., n elemek egy permuticiéjat kapjuk, rdadasul
ugy kapjuk meg ezt a permutdciot, hogy minden olyan elemére C'T-nek, me-
lyeknek az els6 koordinataja megegyezik, a masodik koordinatdja biztosan kii-
16nboz6 lesz. Ezt az el6z6 lemma bizonyitdsabdl lathatjuk, hiszen a mésodik
koordindatdk azt jelolik, hogy kit melyik pédrositasban véalasztottunk ki, €s min-
den pérositdsban mindegyik els6 koordindta pontosan egyszer szerepel (hiszen
beldliik all a paros graf egyik szinosztdlya). Ez ahhoz kell majd, hogy amikor
a nyugati sik terminéljait fogjuk elvezetni, akkor a mdsodik x-szel parhuzamos
huzalrész készitésénél minden olyan sor amelyik egy ,.diagondloszlophoz” tar-
tozik kiilonb6z6 h-sikban legyen, valamint minden w-sikban is minden sorban
pontosan egy termindlhoz tartozé huzalrész legyen.

A harmadik koordindtdkat pedig igy adjuk meg, hogy oszloponként vizsgal-
juk a C'T" métrixot. El8szor a j. oszlopnak vessziik azon elemeit, melyeknek az
elsd koordinatija egyediilallo az oszlopban (tehat nincs még egy elem az oszlop-
ban, melynek ugyanaz az els6 koordinatdja). Ezeknek az elemeknek a harmadik
koordinétdja legyen ugyanaz mint az elsd. Ezutdn nézziik azokat az elemeket
az oszlopban melyek nem egyediil dllok. Vegyiik ezek koziil a legkisebb sor-
index( elemet (ct; ;). Ennek szintén legyen a harmadik koordinitdja ugyanaz
mint az els6. Vegyiik az oszlopnak azt az elemét, melynek az elsd koordindtaja
megegyezik ct; j-vel (cty ;). (Ha tobb ilyen is van, akkor ezek koziil megint
vegyiik a legkisebb sorindexiit.) Mivel vannak nem egyediildll6 elemek, ezért
tudjuk, hogy van olyan eleme az {1,2,...,n} halmaznak, amely nem szerepel
a j. oszlopban. Irjuk be ezt cty ; harmadik koordinétajanak. (Ha tobb ilyen elem
is van, akkor tetszOlegesen vdlasszunk ki egyet.) Toltsiik ki igy a nem egye-
diilall6 elemek harmadik koordin4tdit is, azt szem eldtt tartva, hogy a harmadik
koordinétdk k6zott nem lehet két azonos egy oszlopban.

Vegyiik észre, hogy mindig pontosan annyi elem nem szerepel egy oszlopban,
hogy ki tudjuk vélasztani a harmadik koordindtdkat mind kiilonbozének.

Megjegyzés: A harmadik koordinatdk fenti valasztdsa nem sziikségszer(i a meg-
oldas 1étezéséhez. Ahhoz hogy megkapjunk egy megoldést elegendd csak egy
tetszGleges permutécidjat venni az 1,...,n elemeknek a C'T" matrix minden
egyes oszlopédban.

Ennek a CT koordindta tdbldnak a segitségével mar meg tudjuk valdsitani a
huzalozasunkat a fenti s, = 1, s,, = 2, s, = 3 felosztason.

Ehhez tekintsiik a nyugati sik egy termindlokat tartalmazé £ oszlopat. Itt a leg-
kisebb y koordinatdji termindl a 2. sorban van (s; = 1 miatt). A bizonyitds
folyamén a termindlokat azonositsuk a felosztds nélkiili koordinataikkal. (Te-
hat a felosztott nyugati sik (0,2i,45) koordindtdji terminaljara hivatkozzunk
w; ;-vel). A huzalozdsunkat valositsuk meg a kovetkezOképpen. A nyugati sik
minden w; ; termindljdbol huzzunk egy huzalrészt w irdnydba minusz egy egy-
séget. Utdna hizzuk tovdbb ezeket a huzalrészeket n irdnydba minden huzalbdl
pontosan 3 - ct; ;(3) — 2 egységet. Vegyiik észre, hogy ekkor minden a déli
sikkal parhuzamos huzalrészeket tartalmazé w-sikban (¢) nincs két olyan hu-
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zalrész, melyek (-nak ugyanabban az oszlopdban van a harmadik koordinétdk
kivélasztdsi szabdlya miatt. Példdul ekkor igy nézhet ki egy tetszdleges ( sik:

oo c=< 3o

déli sik

5.4. abra.

Ezutdn minden huzalrészbdl hizzunk tovabb -1 egységet w irdnyba. Ezutdn
minden huzalrészbdl az y tengellyel parhuzamosan hizzunk tovdbb huzalt a

P

2 - ct; ;(2) magassagba. Vegyiik észre, hogy ekkor minden az el6z6 ¢ z = ¢
w-sikok mellett 1év6 z = ¢ + 1 w-sikokban (¢") minden oszlopban pontosan 1
huzalrész van, és mindegyik huzalrész mds y koordindtdban végzddik, az el6z6
megfigyelés valamint a médsodik koordinatak kivalasztdsi szabalya miatt. Pél-

daul ekkor igy nézhet ki egy tetszSleges (’ sik:

— o o=

déli sik

5.5. abra.
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Ezutan minden huzalrészbdl huzzunk tovabb 1 egységet a z tengellyel parhu-
zamosan negativ irdnyban. Ezutdn minden huzalrészbd6l hizzunk tovabb huzalt
az x tengellyel parhuzamosan a 3 - ¢t; (1) — 1 sikig. Vegyiik észre, hogy ekkor
minden olyan ~y n-sikban amelyben végzddik huzalrész, minden sordban ponto-
san 1 huzal végzbédik a masodik koordinatdk valasztasi szabalya miatt.

Ezutdn minden huzalrészbdl hizzunk 1 egységet az y tengellyel parhuzamo-
san pozitiv irdnyban. Onnan pedig a z tengellyel parhuzamosan hizzunk to-
vabb minden huzalrészb6l huzalt a z = 4 - ct; j(1) w-sikig. Ezutdn minden
huzalrészbdl hiizzunk tovabb az y tengellyel parhuzamosan a déli sik irdnyédba
1 egységnyi huzalt.

Ekkor ,,Iétrehoztunk™ olyan oszlopokat az y tengellyel parhuzamosan, hogy a
déli sik minden, termindlt tartalmazo6, x-szel parhuzamos k oszlopaban ponto-
san 1 olyan pont van a kockardcsunkon, amely nem tartalmaz termindlt, és a
folotte 1év6 y-nal parhuzamos oszlopban (1) huzalrész végzadik. S6t az is igaz,
hogy pontosan annyi huzalrész végz6dik az [ oszlopban ahdny kiilonb6z6 nethez
tartozo termindl van a k£ oszlopban. Valamint az is igaz, hogy ezek az [-ben 1évd
huzalrészek nemcsak hogy annyian vannak, de pontosan azokhoz a netekhez is
tartoznak, amelyek a k-ban 1év6 kiilonb6z6 terminalokhoz tartoznak.

Ezutan folytassuk a huzalozdsunkat a déli sik termindljaival. Minden déli sikbeli
terminalbdl hiizzunk huzalrészt a z-tengellyel parhuzamosan 2 egységet negativ
irdnyba. Utdna hdizzunk az y tengellyel parhuzamosan huzalt minden huzal-
részbdl a kovetkezOk szerint. Az sN termindlhoz tartoz6 huzalrészbdl hiizzunk
tovabb huzalt 2 - ct; ; (2) + 1 magassagig. Onnan z-vel 2 egységet, majd vé-
giil huzzunk még egy huzalrészt innen y-nal parhuzamosan -1 egységet. Ekkor
az azonos nethez tartoz6 déli sikokhoz és nyugati sikokhoz tartozé huzalrészek
végpontjai ugyanabban a w-sikban, valamint ugyanabban a h-sikban, tehat egy
egyenesen vannak, és nincs az egyenest keresztez6 masik huzalrész, a nyugati
valamint a déli sik termindljainak atvezetési szabdlydbol adodéan. Tehat ezeket
a végpontokat 0sszekothetjiik, és ezzel megvaldsitottunk egy j6 huzalozést az
adott bipartite feladatra.[]
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5.2.2. A megszoritas nélkiili 3DI'RP feladat

Ezek utdn természetes igényként meriilhet fel, hogy vajon altaldnos esetben is
megoldhaté e konstans felosztdsokon a feladat egy kockdn. Erre a kérdésre a
védlaszunk igenld. Ennek megmutatdsdhoz el6szor azonban ismét egy specidlis
esetet kell még megoldanunk.

Definicio 14: Jelolje az i. net déli sikhoz tartoz6 terminéljainak a szamat c, (IV;)-
vel. Ezzel anal6g médon definidljunk a nyugati sikhoz tartozé terminélok sza-
mat is, amit jeloljiink c,, (N;)-vel.

Definicié 15: Nevezziink egy 3DI'RP feladatot féloldalinak (one-sided), ha

Vi € I,cs (N;) < ¢y (IV;). Szimmetria okokbdl kovetkezik, hogy ez egy jo de-
finici6, hiszen ha a forditott egyenl6tlenség lenne igaz minden 7 indexre, akkor
a déli és nyugati sikok felcserélésével az elsé egyenlStlenséget kapjuk.

Oldjuk meg tehdt most a feladatot a kockan a féloldali feladatokra:

Allitas 11: Legyen n = h = w. Ekkor minden féloldali (one-sided) 3DI'RP
megoldhaté s, = 1, s, =4, s, = 4 felosztason.

Bizonyitas: Mivel féloldali feladatrdl van sz, ezért konnyd atgondolni, egy-
szer( leszamlalasi feladatként az aldbbi lemma helyességét:

Lemma 12: A déli sikon a szabad racspontok (vagyis amelyekhez nem tarto-
zik termindl) szdma legaldbb > """ | ¢, (N;) — ¢, (IN;). Valamint egyenlGség 4ll
fenn, amennyiben a nyugati sik minden racspontja tartalmaz terminalt.

Bizonyitas :

A féloldali 3DI'RP feladat definicidja szerint minden i netre igaz a c¢,, (N;) >
¢s (IV;) egyenlGtlenség. Jelolje a déli sik szabad termindljainak szdmat ft,,
a nyugati sik szabad termindljainak a szaméat ft¢,. Vegyiik észre, hogy n =
ftw + >0 cw (Ny) = fts + >0, ¢s (N;). Ezt dtrendezve kapjuk a bizonyi-
tando allitastl]

Mivel a fenti lemma igaz, ezért gyartsunk a féloldali feladatunkbdl el&szor
egy kétoldalit a kovetkezdk szerint. Minden netre a nyugati sikbeli terminél-
jai és a déli sikbeli parjai kozott vegyiink egy maximaélis parositast. Amennyi-
ben ¢ (N;) < ¢, (NV;), akkor a par nélkiil maradt nyugati termindlokhoz ren-
deljiink hozza a déli sikbdl szabad racspontokat, amiket ezentdl hivjunk &l-
termindloknak. Ezt minden netre elvégezve mar egy kétoldali feladatot ka-
punk, amire a kordbban ismertetett algoritmussal taldlhatunk egy megoldést
s, =1, s, = 2, s, = 3 felosztdson is, nekiink pedig most ennél nagyobb
felosztdsunk van, amin analég médon készithetiink el egy megfelelé huzalo-
zast. Az él-kétoldali feladatban tehat ugyanazon koordinatdk jok lesznek mint
az el6z6 algoritmusban.

Tehat mar megvan oldva egy "‘adl-kétoldali"’ feladat az altermindlok segitségé-
vel a kordbban ismertetett algoritmussal. De még Ossze kéne kotniink a dia-
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gondloszlopok azonos netekhez tartoz6 elemeit. Ezért is volt sziikségiink még
néhdny plusz felosztasra, amiket most fogunk kihasznélni. A megoldé algorit-
musunk tehét jelen esetben két fazisu:

1. L fazis: Egy al-kétoldali feladat megkonstrualasa, és megoldasa
(ez mar kész)

2. 1L fazis: A féloldali 3DI'RP feladat megoldasa a diagonaloszlopok
osszekotésével

Kovetkezzen tehat a II. fazis megolddsa:

A terminalokra hivatkozzunk most is a felosztas nélkiili koordinatakkal, mint az
el6z0 algoritmusban (tehat a nyugati sik (0,41,4j) terminédljara hivatkozzunk wj ;-
vel). Valamint készitsiik el a kétoldali algoritmus felhasznaldsakor legyartédott
C'T koordinéta tdbla C'T™ "‘kibgvitett koordindta tablajat"’. Amikor is a C'T
elemeiként szolgdlé 3 dimenzids vektorokhoz hozzaf(iziink még két koordina-
tat, megemelve ezzel a dimenzidjukat 5-re. C'T™* elemeinek negyedik és 6todik
koordinétdja is egy permuticio lesz, amik 1étez€sérdl és josdgarol a besoroldsi
lemma gondoskodik. A negyedik koordindta egy w irdnyu eltolasi célt hata-
roz meg, hogy azok a termindlok, melyeknek a céltermindljai azonos h-sikban
vannak azok kiilonb6z6 w-sikokba keriiljenek az elmozgatasndl, az 6todik ko-
ordindta pedig egy n irdnyu eltoldsi célt hatdroz meg, hogy azok a termindlok,
melyeknek a céltermindljai azonos h-sikban vannak azok kiilonbdz6 n-sikokba
keriiljenek az elmozgatdasndl. A mddositott C'T™ tabla tehat:

CT* = ((Sf?; (Z) iy (Z> P (Z) 03 (Z) Vg <2)))

A C'T* tabla plusz koordindtdinak a meghatdrozdsa ugyanigy torténik mint ko-
rébban tettiik azt a besoroldsi lemma segitségével.

Nézziik tehat a II. fazis megoldasat:

Vegyiik el6szor az Sy ; folotti diagondloszlopot. Nézziik meg, hogy van e benne
olyan nethez tartozé termindlnak a huzalrésze, amelyik netnek masik diago-
naloszlopban is van huzalrésze. Amennyiben van, akkor vegyiik ezek koziil a
legkisebb y koordinatéjut és jeloljiik ot ¢,-val, valamint a vele egy nethez tar-
toz6 legkisebb x koordinatdji termindlt valamelyik diagonéloszlopban jeldljiik
tg-val (természetesen t, # tz. Hizzunk belSle 3 egységnyi huzalt n irdnydba.
Ezutdn -2 egységet w irdnyba, majd h irdnyba 1 egységet, aztdn ct; (4) koordi-
nétdra w irdnyban. Majd 1 egységet n irdnyban, és ezutan ct; (5) magassdgra
emeljiik tovabb a huzalt. Majd pedig hizzuk tovabb n irdnyadban a ¢-t tartal-
mazo n-sikig. Ott engedjiik lejjeb 1 egységgel h irdnyban, majd kossiik hozza
a tg-hoz tartoz6 huzalrészhez, mivel egy egyenesbe keriilnek, ahol rajtuk kiviil
nincs mds nethez tartozé huzalrész. Ezt az atkotési eljardst végigesindlva az
Osszes diagondlelemre az algoritmus végén egy megoldasat kapjuk a féloldali
feladatnak. [
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Visszatérve a megszoritds nélkiili feladathoz, ott mar szinte készen is vagyunk.
Hiszen az nyilvanvald, hogy egy megszoritas nélkiili feladat felbonthat6 két fél-
oldali részfeladatra (s6t, ha mondjuk a nyugati sik szempontjabdl féloldali rész-
feladatot kivessziik, akkor ami esetleg marad az egy szigordan féloldali rész-
feladat a déli sik szempontjabdl, vagyis ahol szigori egyenlStlenség teljesiil a
féloldalisdg definicigjdban a déli sik netjeire nézve). Tehat mar csak azt kell be-
latnunk, hogy két ilyen féloldali részfeladat "‘Osszefésiilhets"’, és akkor készen
is vagyunk. Tehat az 0sszefésiilés utdn igaz lesz a kovetkezd allités:

Allitas 12: Legyen n = h = w. Ekkor minden 3DI'RP megoldhaté s, =
4, s, =4, s, =9 felosztason.

Bizonyitas: El6szor kettévessziik a feladatot, egy féloldali feladatot kivesziink
a nyugati sikra, és egy szigordan féloldalit a délire.

Ezutin s;, = 1, s, = 4, s, = 4 felosztdson megoldjuk a nyugati sikra a félol-
dali feladatot.

Aztan megoldjuk s;, = 4, s, = 4, s, = 9 felosztdson a déli sikra a szigoruan
féloldali feladatot a fenti algoritmussal, annyi kiilonbséggel, hogy a w irdnyu
eltolasokndl 4-gyel nagyobb értékekkel toljuk el a huzalrészeket. Ezzel min-
den h-sikban, n-sikban, és w-sikban a konstrukcidnak €s a besoroldsi lemma-
nak koszonhet6en csak olyan huzalrészek vannak, amelyek ugyanazon irdnyba
mennek. S6t, a i sikokban nincs két huzalrész amelyek ugyanazon n-egyenesbe
vagy w-egyenesbe esnek, mint ahogy hasonl6 4llitds mondhat6 ki a az n-sikok
és w-sikok huzalrészeire is.
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6. fejezet

Tovabbi lehetoségek

Természetes oOtlet lehet a kockan val6 huzalozds tovabbgondolasa. A fent ismer-
tetett algoritmusokbdl kiindulva tovébbi feladatok megolddsahoz taldlhatunk al-
goritmusokat. Ilyenek feladatok lehetnek a kockan:

1. Amikor egy kocka hidrom lapjdn vannak terminédlok, mégpedig ugy, hogy
barmely két termindlt tartalmaz6 lapnak pontosan ketté kozos éliik van.
Ilyenkor ha 1étezik olyan lap, amelyen a feladat 6sszes netjébdl van leg-
alabb egy terminadl, akkor a feladat gyorsan megoldhatd, és a megoldas
alapja a fent ismertetett algoritmus.

6.1. abra.
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2. Masik feladat amikor egy kocka harom lapjdn vannak termindlok, €s 1éte-
zik két terminalt tartalmazoé lap, melyeknek nincs kozos éle. Ilyenkor ha a
harmadik lapon (tehat amelyiknek mindkét lappal van egy-egy kozos éle)
minden nethez tartozik legaldbb egy termindl, akkor is konnyen taldlunk
megoldé algoritmust.

A /]

6.2. abra.

3. Vagy példaul, ha egy kocka négy lapjan tartalmaz termindlokat és két
olyan lap létezik, amelyeknek nincs kozos éliik. Ekkor, ha a két "‘ko-
zEpsd lapon™ (vagyis azokon a lapokon, amelyeknek minden mds termi-
nalt tartalmaz6 lappal van kozos éliik) az 0sszes nethez tartozik legalabb
egy termindl, akkor is tudunk megold6 algoritmust taldlni.

A/

1 3

6.3. abra.
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4. Vagy példaul, ha egy kocka négy lapjan tartalmaz termindlokat és két par
olyan lap 1étezik, hogy a lapparoknak nincs kozos éliik. Akkor, ha 1étezik
két lap, hogy az Gsszes nethez tartozik legaldbb egy termindl a két lapon
kozosen, akkor is tudunk megoldé algoritmust talélni.

6.4. abra.

5. Vagy példaul, ha egy kocka 6t lapjan tartalmaz termindlokat. Akkor, ha
a termindlt nem tartalmazdé lappal nem szomszédos lapon az 0sszes net-
hez tartozik legalabb egy terminél, akkor is tudunk megoldé algoritmust
taldlni.

6.5. abra.
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