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1. Bevezeto

A metszd halmazrendszerek tulajdonsagait a ’60-as években kezdt€k vizsgalni, és
mai napig nem veszitették el aktualitdsukat. Mivel ezek a halmazrendszerek tobb
modositassal birnak az eredeti halmazrendszerekhez képest, sz€les teriileten nyilt
lehet&ség az alkalmazésukra.

Kiilonb6z6 megkotések esetén kiilonbozé korlatok teljesiilnek az elérhet6 leg-
nagyobb halmazrendszer méretére, ezek a korldtok tematika szerint j6l csopor-
tosithatok.

Szakdolgozatom elsd részében harom széles korben alkalmazhaté6 médszert mu-
tatok be: a shiftelést, a kor-modszert €s a csillag-mddszert. Az ebben a részben
bemutatott egyes tételek kozismertek, azonban a szakdolgozat késdbbi részében
targyalt problémakban val6 érintettségiik miatt sziikséges az attekintésiik.

A masodik részben egy 1j altalanositasi irdnyt vizsgdlok meg, ahol az eddigiektdl
eltéréen nem extra szabdlyokat vezetek be, hanem maga a metsz6 tulajdonsag
keriil 4ltaldnositasra. Itt ismertetem az uj tipusu halmazrendszerrel végzett vizsga-
latom eredményeit: kezdve az el6allitasanak kiilonb6zd modjaitdl az alsé és felsé

méretkorlatok ismeretetéséig.



2. Elméleti hattér

A metsz0 halmazrendszerek vizsgélatat kezdjiik a legelemibb problémdaval. Adott
az n elem alaphalmaz 0sszes részhalmaza. A kérdés, hogy hany olyan részhalmazt
tudunk kivélasztani, hogy barmely kettonek legyen k6zos eleme. A vélasz kozis-

mert: a halmazok felét.

Jelolés [n]-nel jeloljik az n elemii alaphalmazt. Ennek elemei legyenek a

természetes szamok 0-tdl (n-1)-ig.

Jelolés 21"-nel jelsljiik az [n] alaphalmaz sszes lehetséges részhalmazanak

halmazat.

1. Definicié. S c 2" halmazrendszer metsz6, ha bdrmely S1,S, € S halmazra
SiNS, #0.

Ezen jeloléseket haszndlva, a fenti példa atirhat6 az aldbbi alakba:

max{[S| : S c 2" metszs} = 2"! (1)

Bar a fenti 4llitas nyilvanvald, a kés6bb bemutatott konstrukcidok miatt mégis

tekintsiik meg a bizonyitasat.

Bizonyitas: Egyrészt a maximum nem lehet nagyobb mint 2"~! hiszen egy
részhalmaz €s komplementere koziil csak egyiket valaszthatjuk be.
Masrészt ez az érték el is érhetd. Jeloljiik ki az alaphalmaz egy elemét, és vegyiink
be S-be minden olyan részhalmazt, ami tartalmazza a kijelolt elemet. Ilyen hal-
mazbdl 2"! db van, tovdbba az igy valasztott S nyilvdn metsz8 halmazrendszer

lesz.



2. Definicié. Az alaphalmaz egy a elemét a halmazrendszer generdlo elemének
nevezziik, ha a halmazrendszer tartalmaz minden olyan halmazt, amely tartal-

mazza a-1.

3. Definicio. Az alaphalmaz egy A részhalmazdt a halmazrendszer generdlo hal-
mazdnak nevezziik, ha a halmazrendszer tartalmaz minden olyan halmazt, amely

tartalmazza A-t.

A maximdlis halmazrendszer generdl6 elem haszndlata nélkiil is elérhetd. Ha n
paratlan, valaszuk ki az Osszes legaldbb [5] méretdi halmazt. Ezek méretiikbdl

ad6déan metsz6 halmazrendszert alkotnak és szamuk 2"~!. Ha n paros, véalaszuk

n

2
ezek metsz8k legyenek, példdul minden 0-as elemet tartalmaz6 halmazt valasszunk.

ki az Osszes legaldbb 7 + 1 méretil halmazt €s az § méretliek felét figyelve, hogy

Ekkor szintén maximalis metszé halmazrendszert kapunk.

2.1. Shifting médszer

Vizsgdlatainkat folytassuk az alapvetd eredmények szamité Erd&s-Ko-Rado[1]
1961-es tételével. Ezittal is maximalis metszé halmazrendszert keresiink [7]
alaphalmazon, azonban ezuttal el6re fixéljuk a felhasznalhat6 halmaz méretét. Ez
legyen k. A probléma trividlis, ha k > 7, ekkor minden ilyen méretdi halmazt

bevilaszthatunk. fgy elegendd csupdn a k < 5 eseteket vizsgdlni.

4. Definicio. ([Z]) -val jeloljiik az [n] alaphalmaz azon részhalmazait, amelyek

mérete pontosan k. Ezt a halmazrendszer k -adik szintjének hivjuk.

2.1. Tétel (Erdos-Ko-Rado). Ha k <
akkor

5és S C ([’Z]) metsz6 halmazrendszer,

n—1
1S/ < (k } 1). 2)
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A bizonyités el6tt, vegyiik észre, hogy a becslés éles. Jeloljiik ki az alaphalmaz
egy elemét generald elemnek. Ezen generdlo elemet tartalmazo k elemi halmazok

szdma pont (Zj) €s nyilvanval6an metszé halmazrendszert kaptunk.

Bizonyitas: Az S méretét jeloljik m-mel, elemeit pedig S = {S, ...S ,,}-mel.
A bizonyitds n szerinti indukcidval torténik. Ha n = 2, akkor £k = 1 lehet csak.

Ekkorm = 1 < (17)).

Legyen n > 3. ElGszor vizsgéljuk meg a tétel egy specidlis esetét, ha k = 7.
Ekkor §; és komplementere [n]—S; is k elemi, viszont a kett6 koziil csak az egyik

SN

FoltehetS, hogy k < 5. Rogzitett n, m, k paraméterekre a feltételeket tel-

jesitd S halmazrendszerek koziil vegyiik azt, melyre az elemek egyiittes mérete
f(S) = 2 |S ;| minimalis.

szerepelhet S-ben. Tehit,

Tegyiik fel, hogy ha (n—1) € S € Sés 1 € ([n]-S5), akkor S —{n—1}+{1} € S.

Valamint azt is feltehetjiik, hogy S elemei az n — 1-es elem tartalmazasara
nézve rendezettek, azaz 1 my < mhogyn—1¢€ S;hai <myésn—1¢ S, ha
m>i>my. EkkorZ; :=S;,—{n—-1} i=1,...my.

Tovabbd legyen u < v < my. Ekkor S, + §,| < 2k < n,ezért A1 € [n] - §, - §S,.
Tehét érvényes ra a kezdeti feltevésiink, azaz Z, + {4} € S. Ez azt jelenti, hogy
Z,+{AyNnS, # 0. Viszontn — 1 ¢ Z,, igy a kozos elem nem lehet az n — 1-es.
Tehat

Z,+{YNn@$,—-n-1)=Z,+{AhNnZ, #0.

Tovabba A ¢ Z, C §, igy A sem lehet a k6z0s elem, azaz

(Z,+{)NZ,=Z,nZ, #0.



Mivel ez tetszbleges u < v < my parra igaz és kK — 1 > 1, belattuk, hogy
Z,,...,2Z,,} uniform metszd halmazrendszert alkot, az [n—1] alaphalmazon k—1-
es halmazmérettel. Alkalmazva az indukcids feltevést kapjuk, hogy ny < (Z:f)
Kihasznalva, hogy S — {S,...,S,,} tovdbbra is metsz6 halmazrendszer, amely
nem tartalmazza az n — l-es elemet adédik, hogy n — ny < (Z:f) A két részt
Osszeadva igazoltuk az allitast.

Most mdr csak azt kell beldtni, hogy a kezdeti feltevés S —{n— 1} + {1} € S jogos.
Indirekt tegyiik fel, hogy néhany elemre nem teljesiil. FeltehetS, hogy az elemek

az alabbi, rendezett sorrendben vannak. 1 < mg < m; < m, < m esetén,

m-1)eS,1¢8,B=S;—-{n-1}+{A} ¢S, hai<myg;
(n—1)ESi,/l¢Si,Si—{n—l}+{/l}€S, hamo§i<m1; (3)
mn-1)eS;,1e€s,;, ha my <i<my;

n-1)¢S5,, ha my <i<m;

Definiédljunk tovabbi B; halmazokat: B; = §;, ha my < i < m. Vegyiik észre, hogy
B ={By,...,B,} szintén maximalis méretd k uniform metszd halmazrendszer [n]
alaphalmazon, mivel a fenti esetszétvalasztast hasznalva konnyen lathato, hogy
tetszOleges i # jparraB; # Biés BN B; #00<1i,j<m.

Ekkor azonban, ha 6sszehasonlitjuk a két halmazrendszert, akkor

fB) = f(§) =my(d-(n-1)) <0,

ami ellentmond S f szerinti minimalitdsdnak. Tehat jogos volt a feltevés és igy
belattuk a tételt.o

Az el6bbi bizonyitasban latott specidlis tulajdonsagu metszd halmazrendszert

nevezziik shifted rendszernek.
5. Definicio. S € S C ([Z]) halmazrendszer esetén, ha x,y € [n] és x >y

S—x+y, ha xeS,y¢S8,S —x+y¢S;
Tx,y(S) = o “4)
S, kiilonben.

Toy(S) = {1,,(5) : S € S}



Az elGbbi definiciét hasznalva:

6. Definicid. [n] alaphalmazon vett S halmazrendszer shifted, hat,,(S) =S Vx,y €
[n].

2.1. Kovetkezmény. Ha S metszd6 halmazrendszer volt, akkor T, azonos méterii

metszd halmazrendszer lesz.

Ennek haszndlata az alapja a shifting médszernek. A shiftelés szamos esetben j6l

haszndlhat6 médszer. Erejét jol mutatja Hilton-Milner tétele is.
2.1. Lemma (Frankl). Legyen [n] alaphalmazon S shifted halmazrendszer. Ekkor
S ﬂS20[2k] 0 ¥S1,5, eS

Bizonyitas: A lemmaban szerepls allitasnal kicsivel erésebb tulajdonsagot fo-
gunk bizonyitani. Legyen 7" = {0, 1,...,2k — 2}, ekkor [2k] helyett mér T-re is
teljesiil az allitds. Indirekt tegyiik fel, hogy S 1, S, halmazpar, melyre S1 NS, = R
minimalis méret(, sértd, azaz |[R N T| = 0. Mivel S metszd |[R| = r > 1. Ebbdl
adédéan R —T # (. Legyenx e R-T.

Tovabba [S| NT| < k- 1,illetve S, NT| < k-1, igy

IS, NTYUGSNT)<2k-D<|T] = 3 yeT-5,-S,.

S shifted tulajdonsdgat folhaszndlva adédik, hogy 7, ,(S1) = S —x+y € S. Ekkor
Y & Txy(S1) NS, y valasztasa miatt. igy T,.y(81), 82 szintén sértd halmazpar. Vi-
szont mivel x ¢ 7,,(S1)NS,, 18y |7,,(S1)NS 2| < r, ami ellentmond a minimalitdsi

feltételnek.O

2.2. Tétel (Hilton-Milner). S C ([Z]) metsz0 halmazrendszer, 2 < k < 5 és ne
legyen S-ben kozos elem, azaz (\sesS = 0, akkor
n—1 n—k-1
S| = - +1 5
maxisi= (7 1) (05T )



Bizonyitas: Els6ként nézziink egy konstrukcidt, hogy ilyen méretd halmazrend-
szer eldallithatd. Vegyiink egy fix i € [n] elemet és egy K C [n] részhalmazt,
hogy |K| = k és i ¢ K. Ekkor S-ben legyen K, tovdbbd minden olyan S halmaz,
amely tartalmazza x-et és amire K NS # (. Ekkor & metszé halmazrendszer
lesz, és K bevdlasztdsa miatt (5. S = 0 feltétel is teljesiil. Tovabba egyszeri
leszamldlassal adodik, hogy mérete pont a tételben leirt érték.

Igy a tétel beldtdsahoz elegendd

n—1 n—k-1
maxISls(k_l)—( f—1 )+1 (6)

egyenldtlenséget igazolni.

k = 2 esetén konnyen meggondolhatd, hogy harom halmaznél tobbet nem lehet
bevenni. Ezzel k = 2 esetre igazoltuk is az allit4st.

Legyen k > 2. Indukcidval tegyiik fel, hogy kisebb k-ra teljesiil az allitas. Tegyiik
fel, hogy S egy maximalis ilyen halmazrendszer, [n] alaphalmazon. Alkalmazzuk
7., transzformdciot S-en, amig lehetséges, tehat amig nem keletkezik k6zos elem.
Ekkor két lehet6ség van:

1. eset:

7., ismételt alkalmazasa ellenére nem keletkezik k6zos elem. Ekkor néhdny I€pés
utan eljutunk egy shifted H C ([Z]) rendszerig, melyre |H| = |S| és nincs benne
kozos elem.

2. eset:

7., ismételt alkalmazdsa soran, 1étrejon egy G kozos elem nélkiili rendszer, melyre
Ty, (G) (x1 > y1) rendszerben mar lenne kozos elem. Az elemek atindexelésével
feltehetd, hogy x; = 2 és y; = 1, tovabba az atindexelést utdni rendszert jeloljik
G'-vel. EkkorY G e G GN{l1,2} # 0. Tovabbd barmilyen k elem( részhalmaza
az [n]-nek, amely tartalmazza az {1, 2} elemeket bevehetd G’'-be. A maximalitas

miatt ez a kovektezdvel ekvivalens:
[n] ,
Y{1,2} c G e I Gegdg. (7)

Alkalmazzuk 7., (3 < y < x) fliggvényt G'-re, ameddig csak véltozik a hal-

mazrendszer. Vegyiik észre, hogy ez alatt nem keletkezhet kozos elem, mivel

8



(7)-bdl adéd6éan minden y > 3 elem legalabb egy G'-beli halmazbdl hidnyzik. Az
igy kapott halmazrendszer legyen H. Ekkor H C ([ZJ), |H| = |S] és H metszb

halmazrendszer k6zos pont nélkiil. Tovdbba
{L2YNnH+#0 VHeH & (8)

T (H)=H Y3 <y<x). )

Ekkor az 1. esetben alkalmazhaté a 2.1-es lemma. Viszont 2. esetben H nem
shifted rendszer, ezrét meg kell gondolni, hogy igaz-e az allitds ebben az eset-
ben is. Indirekt tegyiik fel, hogy nem. Legyen H;, H, a sértd péarok koziil olyan,
amelyre |H; U H,| minimalis. A (8) Osszefiiggés értelmében H; és H, is tartal-
maz elemet {1, 2} halmazbdl. Ez vélasztasuk miatt csak dgy lehet, hogy egy-egy
kiilonboz6 elemet tartalmaznak. Tehat Hy — {1, 2} és H, —{1,2} egyformén (k— 1)
eleml halmazok. Tovabba nem diszjunktak, ezért van olyan x €s y elem, hogy
xe HHnH,N{2k+1,....,n} ésy € {3,...,2k} — H, — H,. Ekkor (9) miatt
H; = Hi+{x}—{y} € H, valamint H,NH3N{1,...,2k} # 0 és |H;UH,| > |H,UHj5],

ami ellentmond |H, U H,| minimalitdsdnak. Tehat a lemma érvényes a 2. esetre is.

2.2. Lemma. Legyen A = {HN{1,...,2k} : H € H} és A azon része, amely

halmazok mérete pontosan i, i € {1,...,2k}. Ekkor A" méretére teljesiik, hogy
. 2k — 1 k-1
A< . -1. (10)
i—1 i—1

Bizonyitas: Legyen 2 < i < k — 1 és indirekt tegyiik fel, hogy (10) téves, azaz
| A > (zlk__]l) - (1:11) > (zlk__]l) - (21;—_1']—1) + 1. A 2.1-es lemma alapjén A’ metszd. Igy
az indukcios feltevés miatt A'-nek van kozos eleme, ez legyen x € NyezA, Ugy,

hogy x nem kozos elem H-ban. Tehat 1étezik egy H € H, melyre x ¢ H.

Azon i elemi halmazok szdma az {1, ..., 2k} alaphalmazon, melyek tartalmazzak
x-et (21."__11). Viszont A’ nem tartalmazhatja azokat a halmazokat, amelyek dis-

zjunktak H-tdl, A védlasztdsa miatt. Ilyen halmazok szdma:

(|{1,...,gk}—H|—1)2(6—1)_ (11)
i—1 i—1



Ezzel belattuk a lemmat 2 < i < k — 1 esetben. Legyen k=1. Ekkor |[A'|=0, mivel
ha pozitiv lenne, az azt jelentené, hogy A-ban van egy egyelemi {x} halmaz.
Viszont ekkor a metsz8 tulajdonsag miatt, minden halmaznak tartalmaznia kéne
x-et, tehdt x kdzos elem lenne.

Legyen i = k. Ekkor

2k -1 1(2k
k| < _ 21 '
lﬂl_(k—l) Z(k) (12)
Ami abbdl az egyszeril kovetkezménybdl adédik, hogy A és {1, ..., 2k} — A halma-

zok nem lehetnek benne egyszerre A* C HH-ban, mivel H metsz8 halmazrendszer.O

A 2.2-es lemma segitségével mar befejezhetjiik a tétel bizonyitdsat. (10) és
(12) hasznalatdval becsiiljiik meg H elemeinek a szdmat. Egy fix A € A’ halmazt
legfeljebb (”k__zik)—féleképpen egészithetiink ki. Ezek alapjan H mérete az alabbi

modon becsiilhetd:

H) < i mkl(”k__zik) < k: ((2,-]{__11) - (lf: | )) (nk_—zik) " (2kk—_ 11)
S

g v R e S

1=
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2.2. Kor-modszer

Erd6s-Ko-Rado tételét egyszerlibben is beldthatjuk, ha a kor-mdédszert [2] alkal-

mazzuk.

2.3. Lemma (Katona). Egy ciklikus permutdcioval vigyiik az alaphalmaz elemeit
egy korre. Legyen G; intervallum a kor egymdst kovetd k darab eleme, ahol k < 5
ési=1,....,m, ugy, hogy {G; : i = 1,...,m} metszd halmazrendszert alkosson.

Ekkor ha i # j pdrra G; # Gj, akkor m < k.

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy G;-k valasztasabol adéddan az, hogy két hal-
maz metszi egymast, ekvivalenst azzal, hogy az intervallum valamelyik végpontja

benne van a mésik intervallumban. A permuticié soran keletkezett sorrend legyen

io, - - ., Ip—1. Tekintsiik a Gy intervallumot. Feltehetjiik, hogy ennek elemei rendre
i1,...,ix. Ekkor a tobbi G; intervallum csak olyan lehet, amelynek valamely
végpontja iy,...,i. Nyilvan tetszdleges i; végpontd intervallumbdl ketts lehet,
Uky.-. 01 €Sy, ..., Ik ahol az indexek mod n értenddk.
G (r
; [ I+1+k
L

1. abra. intervallum-fedés

11



Vegyiik észre, hogy i;4,...,0; €s i1, ..., 4144 intervallum péarok k valasztasa
miatt nem metszik egymast. Ezen észrevételt alkalmazva [ = 1, ..., k-ra kapjuk,
hogy a G, intervallumot metszd k — 1 ilyen pér koziil, paronként legfeljebb egyet
tartalmazhat a halmazrendszer. Tehat a halmazrendszer mérete legfeljebb k — 1 +
1 =kO

Bizonyitas(Tétel): Tekintsiik a kovetkezé elempart (C; '), ahol C egy ciklikus
permuticid, S € S metsz§ intervallum C szerint. A 2.3-as lemmat haszndlva,
szamoljuk meg kétféleképpen az elbbi elempdrokat. Egyrészt, C-t (n — 1)!-
téleképpen rogzithetjiikk. Rogzitett C-re, a lemma alapjan & db ilyen intervallum
lehet.

Masrészt, S -t is rogzithetjiik elére, melyet |S|-féleképpen tehetiink meg. Ekkor a
rogzitett S elemeit k!-féleképpen rakhatjuk sorba, a fent maradé elemeket pedig

ettdl fiiggetleniil (n — k)!-féleképpen. Ezek alapjidn addédik, hogy

(n— Dk <|Slk!(n —k)!.

Az egyenl6tlenséget dtrendezve megkapjuk a kivant allitast.00

A kor-moédszer hasznalatdval tobb tételre is egyszeriibb bizonyitast lehet adni.
Erre j6 példa Milner [4] tétele, melyet a mddszer silyozott véltozatdval konnyen

bizonyithatunk.

7. Definicié. Az olyan S metszd halmazrendszert, melyre tetszéleges A,B € S

esetén A ¢ B metszd Sperner-rendszernek nevezziik.

2.3. Tétel (Milner). [n] alaphalmazon vett metszd Sperner-rendszer méretére tel-

Jjesiik, hogy
n
S S( - ) (13)
[T

12



A tétel bizonyitdsdhoz el6szor nézziik meg a kor-mddszer stlyozott valtozatat.

Legyen € egy az alaphalmazon értelmezett ciklikus permutacio.

2.4. Lemma (Katona). Legyen B = {By, ... B,} halmazok melyek metsz6 Sperner-
rendszert alkotnak és € szerint intervallumok. Ekkor
n n

2. (|B,~|) = ”(r%)' 4
Bizonyitas: Az intervallumokat jellemezziik a kezd$ elemiik szerint. Ekkor ki-
hasznélva, hogy 8 Sperner-rendszer, adott kezdetSpontbdl csak egy B; interval-
lum indulhat ki, kiilonben a két halmaz koziil valamelyik tartalmaznd a masikat.
Ebbdl azonnal addédik, hogy r < n. Ezt és a binomidlis egyiitthatok mérete kdzotti
Osszefiiggést kihasznalva a lemma adodik, ha n paratlan. Tehat tegyiik fel, hogy n
paros.
Elosz6r specidlis esetként vegylik az r = n esetet. Ekkor atindexeléssel feltehetd,
hogy a B; halmaz az i-edik elemmel kezdddik. Tovabba a Sperner-tulajdonsagbol

adodik, hogy tetszbleges B-re, |B;| < |B;;1|. Ezt alkalmazva kapjuk, hogy
|Bi| < |Bs| < -+ < |By| < |Bul.

Teh4t minden B elem mérete azonos, jeldljiik ezt k-val. Ekkor mivel 8 metsz6 hal-
mazrendszer, k > 3. Igy ismét a binomidlis egyiitthaték mérete kozotti osszefiiggést

hasznalva, adédik, hogy tetszéleges B halmazra

o) < 0
< ;
1Bil) ~\H

ezzel igazoltuk a lemmaét a n = r esetben.

Ha r < n, kihasznélva, hogy a halmazrendszer metszd, egy intervallum és
a komplementere koziil csak az egyik lehet B-ben. Ebbdl adoddan legfeljebb 5
darab 5 méretli halmaz lehet. Azaz a tobbi halmazra teljesiil, hogy (I ;’il) < (521)
Ezen észrevételeket folhasznalva adddik, hogy

> (lgil) = 5() “(5- 1)(5 \ 1) - (r—1)“

i=1
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Bizonyitas(Tétel): Legyen {S,...,S,,} metsz6 Sperner-rendszer [n] alaphal-

mazon. Tekintsiik az aldbbi Osszeget:

n
(1)
; (|Si|)

olyan parokra, ahol §; intervallum € szerint.

El6szor rogzitsiik S ;-t. Ekkor S; intervallum lesz
IS:]! (n —1S;])! ciklikus permutaciéban.

Ekkor az (15) 0sszeg tovabb irhato,

= Ssaa-isny | = mn. (16)
1S = Y

i=1 {C€:A; intervallum}

Masik irdnybdl tekintve, most rogzitsiik a € permutaciot. Ekkor felhasznélva a

2.4-es lemma 4ltal adott becslést kapjuk, hogy

" S(n—l)!n( :l )
é(w) et

Az eredményiinket 0sszevetve a (16) egyenl&séggel,
n
mn! < (n— 1)!n( 0 )
Exd

Ezzel belattuk az allitast.0
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2.3. Csillag-médszer

Harmadikként vizsgaljuk meg a kevésbé ismert csillag-modszert. Ennek alapja,
hogy ha egy fix méretli halmazokbdl all6 halmazrendszer kelléen nagy, akkor

sziikségképpen van benne egy rendkiviil specialis tn. csillag struktira [6].

8. Definicio. S = {S4,...,S:} k-csillag, ha valamilyen A halmazra
SiNS; = Aminden 1 < i < j < k esetén. Ekkor az A halmazt a csillag

centrumdnak nevezziik, illetve a pdronkén diszjunkt S| — A,...,Sx — A halma-

zokat a csillag dgainak nevezziik.

2. 4bra. k-csillag

2.4. Tétel. [Erdds-Rado] Legyen S = {S1,...,S,} r méretii halmazokbdl dllé
halmazrendszer és legyen k > 3 rogzitett egész szam. Ekkor ha S nem tartalmaz

k-csillagot, akkor méretére teljesiil, hogy
m<rlik—1)". a7
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Bizonyitas: r szerinti indukcidval.
Ha r = 1, akkor a halmazrendszer egy elemt halmazokbol all, ekkor ha (k—1)-nél
tobb halmazunk van, akkor tetsz6leges k halmaz egy k-csillagot alkot A = () cen-

trummal.

Tegyiik fel, hogy 1,2, ...,r—1 -reigaz az allitas. Legyen T}, ..., T; maximalis
paronként diszjunkt halmazrendszer S -b6l. Ha [ > k, akkor készen is vagyunk,
mivel tetszéleges k halmazt kivélasztva koziiliik, egy k-csillagot kapunk, A = 0

centrummal.
Tegyiik fel, hogy [ < k— 1. Ekkor T = T, U - - - U T; méretére teljesiil, hogy
|T| < r(k—1). Hax € T, akkor
Sx)={S -{x}:xeS €S8}

Ekkor S(x) egy (r — 1) méretli halmazokbdl all6 halmazrendszer, ami nem tartal-

maz k-csillagot. Igy hasznalva az indukcids feltételt,
ISl < (r= DIk — 1) (18)

Masrészt Ty, . .., T; maximalitdsa miatt minden S € S halmaznak van koz0os eleme
legeldabb egy T; halmazzal. AzazV S € S-re S NT # (. Ezek segitségével

becsiiljiik meg S méretét:

IS < Z [SCOI < [TTmax[S(ol < (k = 1) max [S(x)l. (19)

xeT

Az el6bbi (18) és (19) becslések dsszevondsaval adodik, hogy
IS| < (k— Dr(r— DW(k- D" =rl(k—1).0

Az el6bbi tétel mellett, Deza-t6l szarmazik egy, a metsz6 halmazrendszerek

esetén jOl hasznélhat6 tétel.
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2.5. Tétel (Deza).

I. Legyen S = {Sy,...,Si} egy (k + 1)-csillag A centrummal. Tovdbbd legyen F

egy k méretii halmaz. Ekkor létezik olyan i index, melyre

FNS,=FNA. (20)

IL. Legyen 8" = {S{,...,S]} egy (k + 1)-csillag k méretii halmazokbdl, A" cen-

trummal, v = 1,2. Ekkor létezik olyan 0 < i, j < k indexpdr, melyre

SinSi=A"nA% 1)

Bizonyitas: Mivel S sugarai (k + 1) paronként diszjunk halmazokbdl all6 hal-
mazrendszert alkotnak, F -nek sziikségképpen legalabb egy ilyen halmaztdl dis-

zjunktnak kell lennie. Legyen ez az S ;-hez tartozo ag, igy
(Si - A) NF=20.

Ezt felhasznalva azonban F N S; atirhat6 a kovetkezé ekvivalens alakba:

FNSi=(FNAUWFNS;—A)=FnNA. (22)

Ezzel belattuk a tétel 1. pontjat.

A 1I. rész beldtasdhoz, elészor alkalmazzuk az 1. pontot S? halmazrendszeren,
F = S| vélasztas mellett. Tehét ekkor létezik egy j index, 0 < j < k, melyre
SyNS% =8yNA% Folhaszndlva, hogy A' C S, a (22) egyenl6ségbdl kovetkezik,
hogy

A'nsi=A"nA%

Alkalmazzuk ismét a tétel 1. pontjat, eziittal az S' halmazrendszerre, F = S?
halmaz valasztdsa mellett. Ekkor a tétel értelmében létezik egy olyan i index,
0<i<kmelyre S/ NS =A"NS2. A (2.3)egyenletet tovabbirva kapjuk, hogy

SinSi=A"ns?=A"nA’D

Az el6bbi tételek alkalmazasaval konnyen belathat6 a mar bizonyitott, Erd6s-

Ko-Rado tétele, pontosabban annak egy 4ltalanositott véltozata is.
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9. Definicio. Egy S halmazrendszer t-metszd, ha bdarmely S ,S, € S esetén |S 1N
Sol >t

2.6. Tétel (Erdos-Ko-Rado). Adott [n] alaphalmazon vett S t-metszd halmazrend-

szer esetén, ha n elég nagy, akkor

n—t
Sl < .
si<(,2))
Az allitas az 2.4 és 2.5 tételek alapjan beldthatd, azonban terjedelmére vald

tekintettel az Gjabb alternativ bizonyitas részletes ismertetésétdl ezuttal tekintsiink

el.
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3. Problémafelvetés

Az eddigiekben rendre adott tulajdonsagi maximaélis méretl metszd halmazrend-
szert kerestiink adott [n] alaphalmazon. Ezen probléménak nézhetjiik egy gyengitett
verzidjat. Mig az eddigiekben az alaphalmaz 0-tdl (n — 1)-ig vett természetes
szamokkal val6 reprezentdldsa csak a targyalast konnyitette meg, mostant6l fontos
szerepet kap, mivel kihasznaljuk az alaphalmaz elemeinek rendezettségét. Ehhez

vezessiik be a kozeliség fogalmat.

10. Definicié. Adott A, B € 21" halmazok kozeliek, ha van kézos elemiik, éspvagy

van szomszédos elemiik.

Ezzel nyilvan a metsz0 tulajdonsag egy gyengitését kaptuk. A metsz6 halmazok
kozeliek is és van nem kevés kozeli halmaz ami nem metszd, példaul, A = {1,2}
és B ={3,5}.

Ennek megfeleléen a metsz6 halmazrendszer fogalmat is bovithetjiik.

11. Definicié. Adott S C 2" halmazrendszer kizeli, ha barmely A, B € S-re A és
B kozeli.

A fenti definicidkat haszndlva, az alapprobléma az adott alaphalmazon minél nagy-
obb kozeli halmazrendszer konstrudldsa illetve méretének meghatirozasa.

A probléma tirgyaldsdhoz sziikségiink lesz tovéabbi két definicidra is.

12. Definicié. Adott A C [n] halmaz szomszédjai azon A* elemek, melyek nin-

csenek benne az A halmazban, de szomszédosak vele.
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13. Definicié. Adott A C [n] halmaz fedése a k(A) = {a € [n] :a € AV a € A¥}

halmaz.

Erdemes mér most kiemelni, a fedés fontossagat, hogy ¥ i,j «(S) NS i # 0.
Ebbdl adédik, hogy az egész alaphalmazt fed6 halmaz, nem allit extra kovetelményeket
a halmazrendszer t6bbi elemének. Igy az ilyen halmazokkal tetszGleges kozeli

halmazrendszer bovithetd.

3.1. Kovetkezmény. Ha k(A) = [n] és S maximdlis kozeli halmazrendszer [n]-en,
akkor A € S.

3.1. Példa

Mit is jelent a feladat egy konkrét esetben? Nézziik meg n = 5-re. Ekkor
haszndlva az el6bbi kovetkezményt, a teljes alaphalmazt nyilvan bevalaszthatjuk.
Bevehetiink minden 4 eleml halmazt is. Hiszen ezek is fedik a teljes alaphal-
mazt. Ugyan ez érvényes majdnem minden 3 elemi halmazra, kivéve a {0, 1, 2}
és {2, 3,4} halmazokat, amik kizdrndk a {4} illetve {0} halmazokat. Végiil pedig
azok a kételemi halmazok, amelyek fedik az alaphalmazt, a {0, 3}, {1, 3}, {1,4}.
Tehat a fent marad6 halmazok esetében, ha bevélasztjuk valamelyiket, masokat
ezzel egy id6ben kizdrunk. Ha a megmaradt halmazokat egy grafban dbrizoljuk,
ahol két halmazt osszekotiink, ha azok kizarjdk egymadst, az aldbbi grafot kapjuk
(14sd 3. abra).

Itt a maximalis halmazrendszer megtalaldsdhoz egy maximadlis fiiggetlen csucs-
halmazt kell taldlni. Jelen esetben jol latszik, hogy példaul a {0}, {1}, {4}, {0, 1},
{0, 4} halmazokat - valamit az iires halmazt - kihagyva maximélis halmazrendszert

kapunk. Teh4t a kivédlaszthaté halmazok szdma: 2° — 6 = 26.
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3. abra. kapcsolati graf

4. Konstrukciok

Miel6tt a tényleges konstrukcidra ratérnénk érdemes megjegyezni, hogy a definiciékbdl
trividlisan adodik, hogy minden a metsz6 halmazrendszerekhez hasznalt konstrukcio
hasznalhat6 kozeli halmazrendszer konstrudldsara is, igy érdemes ezek éltalanositdsaval
kezdeni a vizsgalatokat. A kovetkez8kben tekintsiink két lehetséges eldallitdsi

modot.

4.1. 1. konstrukcio

Els6 - szemléletesebb - el6allitasi modot kezdjiik egy észrevétellel. Vagyis, hogy
a metsz6 halmazrendszernél megismert generdlé halmaz modszere atiiltethet6 a
kozeli halmazrendszerbe is. Ez abbdl az elemi tulajdonsagbdl adodik, hogy ha
adott két kozeli halmaz, akkor ezek tetsz6leges bovitettjei is kozeliek lesznek.
Ennek megfelel6en hasznaljunk generdlé halmazokat. Tehat egy generdl6 hal-
maz bevételével nem csak az adott halmazt, hanem minden lehetséges bdvitettjét
is bevessziik a halmazrendszerbe. Induljunk ki a metsz6 halmazrendszereknél

mar megismert, egy elemi generdlé halmazbol A = {a;}, azzal a megkotéssel,
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hogy ezittal nem lehet tetsz6leges helyen, csak az alaphalmaz kozépsé részén.
Pontosabban nem lehet a sz€1s6 két-két elem. Ezt a rendszert tovabb bdvithetjiik,
ha vesziink a generdl6 elem melletti elemet, mint masodik - egy elem - general6d
halmazt B = {a;,}. Tovabbi bdvitéshez tijabb, az A halmazhoz kozeli halmazokat
kell taldlni. Ez csak a masik szomszéd haszndlataval lehetséges. Viszont itt mar
nem hasznélhatunk egy elemi generdlé halmazt, mivel {a;_} és {a;;1} nem lenne
kozeli. Ezt a problémat megoldando, a harmadik generdlé halmazunk legyen két

elemd, C = {a;_1, ais2}.

4.1. Tétel. Tetszblegesn € N, -ra, S={He€ 2"W:ACHVBCHVCCH)

tovdbb nem bovithetd kozeli halmazrendszer és
|S| = 2"t 4 2m2 o4 = 3. 04, (23)

Bizonyitas: Az S halmazrendszer kozelisége trividlisan ad6dik a generalé halma-
zokra vonatkoz6 eldbbi észrevételbdl. Annak igazolasdhoz, hogy nem bdvithetd
halmazrendszert kaptunk, elegendd megmutatni, hogy minden lehetséges {a;} -
hez kozeli halmazt tartalmaz S. Mivel, ha lenne egy tovéabbi {a;}-hez kozeli 1j
halmaz, akkor annak sziikségképpen tartalmaznia kéne {a;_;} -et. Viszont nem
tartalmazhatja a;, a;1, a;» elemeket. Tehét egy ilyen halmaz nem lenne kozeli a
{a;,1}-hez, ami sértené a feltételt.

Az S mérete (23) megadhat6 egyszerti leszamlalds alapjan. A generdlé halmaz
2"~ halmazt ad a halmazrendszerbe, B 2”72 4j halmazt general, C tovabbi 2" (j

halmazt allit el6.0

Azonban az igy kapott halmazrendszer a nagyon kicsi, n < 8 alaphalma-
zokat leszdmitva nem abszolit maximum. Ezért érdemes megvizsgdlni egy mas

szemléletd konstrukciot is.

4.2. 2. konstrukcio

A madsodik konstrukci6 el6tt figyeljiik meg a fedés néhdny alaptulajdonsagét egy

rogzitett [n] alaphalmaz esetén.
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1. Ha |A| = &, akkor |k(A)| < 3k.

2. Ha|A| = k és A # [n], 0, akkor |k(A)| > k + 1 valamint ha O, (n — 1) ¢ A, akkor
|k(A)| > k + 2.

3. Ha [x(A)] = | > 1 akkor A sziikségképpen miden legaldbb n — [ + 1 méretl

halmazzal kozeli.

A maésodik konstrukcidéban pont forditva, a folsd szintektdl indulva haladunk
lefele, az aktudlis szinten bevéve minden garantéltan kozeli halmazt.
A legfelsd szint, vagyis a teljes halmaz nyilvan bevehetd. Ezt kbvetden egy k-adik

szinten bevesziink minden olyan A halmazt, amelyre k(A) > n — k + 1.

Vegylik észre, hogy az konstrukcio az | 4] + 1-edik szintig megy. Az |7 ]-edik
szintt6l pedig nem valaszt be egyetlen halmazt sem. Ez trividlisan adédik a fedés
1. alaptulajdonsdgabol.

Errdl az eljarasrdl a kés6bbiekben bebizonyitjuk, hogy nagy alaphalmazokra
jobb mint az 1. konstrukcié. Mindazok ellenére, hogy szigord értelembe véve
még csak bdvithetdség szerint nézve sem maximélis. Azonban a tovabbi bdvitése

nem jirna nagysagrendi javitdssal, igy ett6l egyelSre tekintsiink el.

4.2.1. Kozeliség és alapveto struktira

Vizsgéljuk meg, hogy az eljards milyen halmazokat véilasztott ki. A megszabott
valasztasi kritérium a fedés 2. €s 3. tuladjonséga alapjan k = | 5] szintig semmit-
mondd, minden legalabb ilyen méretli halmaz eleget tesz neki, ennek megfelelGen
minden legaldbb | 5 | méretii halmazt bevalasztunk. Az egyszerliség kedvéért tegyiik
fel, hogy 4|n. Ekkor az 5 — 1-edik szinten minden halmazt bevesziink, melynek
legalabb n — 5 + 2 = 7 + 2 a fedése. Ennek pedig csak két halmaz {1,...,5 — 1}
€s {5 +1,...,n} nem felel meg. EbboI pedig mar latszik a konstrukceid ereje, hogy
az igazén sok 5 koriili méretd halmazokbdl csaknem az Gsszeset bevalasztjuk.

A konstrukci6 elfogaddsdhoz még sziikséges a kozeliség meggondolasa. Ez

az eljaras 1épéseinek vizsgalatdval konnyen beléthato.
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4.2. Tétel. S ={S : |k(S)| = n —|S|+ 1} kozeli halmazrendszer.

Bizonyitas: Az elsd, [n] halmaz 6nmagaval nyilvan kozeli. Tegyiik fel, hogy a
k+1>[7]+ 1. szintig kozeliek. Ekkor a k > | 7] + 1-edik szinten bevalasztunk
minden legaldbb n — k + 1 fedésti halmazt. A fedéseknél ismertetett 3. alaptulaj-
donsdg szerint, az igy bevalasztott k méretli halmazok kozeliek minden legalabb
n—(m—-k+ 1)+ 1 = k méretl halmazzal. Tehat minden most bevalasztott hal-
maz kozeli a méar S-beli (legaldbb k + 1 méretli) halmazokkal és a tobbi, Gjonnan

kivalasztott (k méretli) halmazzal is.O

4.2.2. Becslés a konstrukciora

A kovetkez6 részben vizsgaljuk meg, hogy az elébb ismertetett eljardssal milyen
méretll halmazrendszert kapunk. Itt a szokdsostdl eltérden nem a bevélasztott
halmazok szamat, hanem a kihagyott halmazok szdmét fogjuk vizsgdlni. Ennek
megkonnyitését szolgdlandd, vezessiik be az S={A:Ae2M_8 jelolést.
Tovabba mostantdl kezdve csak a halmazok nagysdgrendjét vizsgaljuk és minden
esetben feltessziik, hogy n nagy.

Ez alapjan két részre bontjuk a halmazokat. Az §2§ ={A e S: [5] = 1A] =
L;1} halmazok, melyeknél valasztunk be halmazokat, csak nem az 0sszeset, illetve
az 33% ={Ae S: |A] < [ ]} halmazok, melyekbdl egyet sem viélasztunk.

Az els6 becslésnél, nagyvonalian a konstrukciot csak k = [%]-edik szintig
engedjiik.

Igy becsiiljiik a kihagyott elemek szamat. Ezek csalddja tehat két részbdl all Gssze:

S.:

<o Az [%1 alatti szintekkel, valamint

§> st oazon halmazokkal, amelyeket nem vettiink be az [5] €s [%] szintek kozott.

Az 33% részre haszndljuk az ismert tételt [3], vagyis hogy
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4.3. Tétel. Legyen O < a < 1/2 konstans. Ekkor

an
Z (”) — nH(@)+log(n/2+0(), (24)

1
i=0

ahol H(@) = —alog(@) — (1 — @) log(1 — @), az a-hoz tartozo entropia.
Ezt hasznalva ad6dik, hogy

4.1. Lemma.

5

2n
— n s
|SS%| = ( ) — nH(Fy)+logn)/2+0(1) (25)

l
i=0

Térjlink rd a 32 5 részre. Itt el6szor nézziik meg, legfeljebb hany olyan halmaz

lehet, amelynek / db szomszéd eleme van.

4.2. Lemma. [n] alaphalmazon A; = {A € 21" : |A*| = I} halmaz méretére

A < (7)2’“. (26)

14. Definicié. Adott A € 2" halmaz egy blokkjdn az [n] azon egymds utdni ele-
meit értjiik, melyek mindegyike vagy A-beli vagy mindegyike [n] — A — A*-beli.

Bizonyitas: Itt csak azt hasznaljuk, hogy adott A halmaz esetén 3 szomszéd elem
nem lehet kozvetleniil egymdas mellett, valamint minden blokkot szomszéd ele-
mek hatdrolnak. Tehat két egymds utani a,,a, € A* elempar esetén tudjuk, hogy
a koztiik 1év6 elemek vagy mindegyike A-beli, vagy mindegyike [n] — A — A™-
beli. Kihasznélva, hogy / szomszéd elem legfeljebb / + 1 blokkot hatdrozhat meg,
egyszerl felsé becslést adhatunk az [ db szomszéddal rendelkez6 halmazokrol
ugy, hogy eldszor kivalasztunk [/ darab elemet, amiket szomszédnak tekintiink.
Ezt ('l‘) féle képen tehetjiik. Majd minden lehetséges mdédon kiosztjuk - halmaz-
beli illetve nem halmazbeli - a koztiik 1év6 blokkokat. Ezt 2/+!-féleképen tehetjiik
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meg. Tehat az [ db szomszéddal rendelkezd halmazok szama feliilrl becsiilhetd
(’1’)2’“—nel.|:|

A becslés rendkiviil nagyvonald, hiszen rengetegszer beszamolunk fals halma-
zokat is, azaz olyan halmazokat, melyeknél egy szomszéd elem mindkét oldaldn

1évd blokkot “nem halmazbeli”-nek vessziik, ami persze nem lehetséges.

* n\ (1+5 ! 2 Lyor . e
4.3. Lemma. [n] alaphalmazon |A;| < ( 1)( 5 ) felsd korlat is teljesiil.

Bizonyitas: A minden lehetséges kiosztas helyett vegyiink egy erGsebb kivalasztasi
szabdlyt, torténetesen, hogy minden szomszéd elemre legaldbb az egyik oldaldn
1évd blokkot “halmazbeli”-nek kell jelolni. Ezt a legegyszeritibben rekurzidval
lehet megtenni. Legyen F(/) az | szomszéd esetén az eldbbi szabdly szerinti
lehetséges kiosztasok szdma, rogzitett szomszéd elemek esetén.

Tehét az [ db szomszéd kivalasztdsa utdn donteniink kell, hogy az 1. blokkot

bevessziik-e, vagy sem.

e Ha bevettiik, a maradék [ blokkal kezdhetjiik el6lrdl, nincs rajuk extra megkotés.
Mivel az 1. szomszéd elemre mar teljesiil a - legaldbb egyik oldalan halmaz-
beli - kivélasztasi szabdly. Tehat ekkor a tobbi / blokkot legfeljebb F (I — 1)-
féleképpen oszthatjuk ki

e Ha nem vettiik be, akkor a 2. blokkot mindenképp be kell venni, hogy ne
sériiljon a kivalasztasi szabaly. A maradék (/—1) blokkal kezdhetjiik elolrdl,
nincs rdjuk extra megkotés, vagyis a tobbi blokkot legfeljebb F(I — 2)-
féleképpen oszthatjuk ki.

Igy pont a Fibonacci-sorozatok kapjuk. Tehat az eredeti 2'*'-es becslés helyett,

I
egy kedvezdbb (“T\B) is teljesiil. O

Vegyiik észre, hogy a becslésben nem szerepel, hogy melyik szinten vagyunk,

azaz mekkora a halmaz mérete. Tehat a becslés tartalmazza az é méretli halma-
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zoktdl kezdve az n — [ méretli halmazokig az 6sszes szintet.

Ezzel tehét van egy becslésiink arra, hogy adott szamu szomszéddal rendelkezd
halmazokbdl legfeljebb mennyi lehet. Igy mér csak annyi a dolgunk, hogy megnézziik,
hogy a konstrukcié milyen szomszédszammal rendelkezd halmazokat zar ki. Péld4ul
az [5] — 1-edik szinten, azokat a halmazokat zdrjuk ki, amelyeknek csak 1 vagy
2 szomszédjuk van. Az [5] — 2-odik szinten, azokat melyeknek csak 1,2, 3 vagy
4 szomszédjuk van. Igy tovdbb haladva, (az utolsé vizsgalt) [?—g]-edik szinten

azokat, amelyeknek 1,2, ... g =(n- 2%) szomszédjuk van.

4.4. Lemma. [n] alaphalmazon, ha S ¢ 32% és|S| =k ahol 5 > k > %, akkor
IS*| <n—-2k—1.

Bizonyitas: Addédik a 2. konstrukcid kivalasztasi szabalyabdl és a fedés definicigjabol.

4.4. Tétel. [n] alaphalmazon,

(=

1S, 5l < (”)2”1. 27)
=12 )

I=1
Bizonyitas: Egy fels6 becslést kapunk a kihagyott halmazok szdmara, ha azt
mondjuk, hogy szinttdl fiiggetleniil, megszamoljuk az dsszes olyan halmazt, ame-
lynek 1,2,...% szomszédja van. A (4.2) lemma egyenl6tlenséget folhasznélva
adddik a tételbeli becslés.O

Ekkor a (24)-es és a (27)-es becslések alapjan, mi mondhat6 a bevett halmazok

ardnyarol, tehat hatdrozzuk meg

2= (Scgl +1S:5D . Szl + 1S5 1)

o o nagysagrendjét.
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Az egyszerlibb szamolés érdekében tegyiik fel, hogy n oszthat6 6-tal. Ekkor
|§Z %l tagot tovabb becsiilve kapjuk, hogy

B}

6

B o

Ezutén a Stirling-formula felhasznaldsaval adhatunk felsd becslést (l) -ra. Azaz
6
(n) n! V2rn (f)n
n = n 5n ~ n/6 5n/6 =
o G % vEImoare(te)" . vax - snre (L)

_ 2nn (f)n ( & ( é)snm)
- V27 -n/6 \/27r-5n/6(a)5”/6(%)5"/6( )n/6(6)n/6 =on 5 .

A fenti becslést felhaszndlva és élve azon egyszer(sitéssel, hogy csak az expo-

nencidlis tagot tartjuk meg,

— 6 5n/6
|SZ%| < (n)26+2 < (6)"°- (—) 26% & (1.77)" ~ 2082,

¢ 5

4.5. Tétel. [n] alaphalmazon a 2. konstrukcio dltal készitett S kozeli halmazrend-

szer méretére teljesiil, hogy

on _ 2nH(%) > |S| > " _ 20.9711 n — oo (28)
azaz S
|2—n| — 1,ha n — oo.

Bizonyitas: Kihaszndlva hogy H(3) ~ 097 < 1 = |S<sn| ~ 2097 {gy kapjuk,
hogy

S = 2" = (1Ses ] + ISo5]) = 2" = 27" 5 > oo,
A felsd korldthoz elegend6 azon €szrevételt hasznélni, hogy a konstrukci6 [7]-

edik szintt6l nem valaszt be egyetlen halmazt sem. Igy a (4.3) tétel alapjan tudjuk,

hogy |§| > onH(1) oo, tartva n-nel a végtelenbe a felsd korlétot is igazoltuk.
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Az el6bbi tétel egyben igazolja, hogy nagy n-re a masodik konstrukcié jobb

az elsonél.

A ’nagy n-re” megfogalmazas félrevezetd lehet. Mar n = 8 -ra is jobb a

maéasodik konstrukcio.

4.3. Példa

Legyen n = 8. Ekkor az 1. konstrukciéndl bizonyitott 4.1 tétel alapjan, a generald
halmazok haszndlatdval 13 - 28~* = 208 méretii kozeli halmazrendszer 4llithat6
eld.

Ezzel szemben a 2. konstrukciondl egyrészt bevesziink minden legalébb 4 elemi
halmazt, ebbdl 163 van Tovabbd 3 elemi halmazokbdl minden olyat, amelynek
fedése legalabb 6. Azaz minden olyan halmazt, amelynek nem 1 vagy 2 szomszéd
eleme van. Ilyenbdl 56 — 2 — 7 = 47 halmaz van.

Tehat a 2. konstrukcidval 163 + 50 = 210 méretli kozeli halmazrendszert kapunk.
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5. Elméleti korlatok

Eddig lathattuk, hogy a gyengitett halmazrendszer tulajdonsag jelentGsen tobb
halmaz bevételét teszi lehetévé. Azonban ahhoz, hogy az igy kapott halmazrend-
szer méretét jobban meg tudjuk itélni, meg kell vizsgélni a problémat a masik
irdnybdl is: szilikség lenne elméleti felsd korlatra. Az nyilvanvald, hogy nem ve-
hetjiik be mind a 2" részhalmazt, igy jogosan vetddik fel, hogy mekkora az a
halmazméret, amit garantaltan nem érhetiink el. Masképp fogalmazva, legalabb
mekkora azon halmazok szdma, amelyeket tetszéleges megengedett megoldés

esetén ki kell hagyni.

5.1. Kezdeti becslés a korlatra

Els6ként nézziik meg, milyen becslést tudunk mondani, ha szintenként vizsgaljuk
a halmazrendszert. Ehhez gyengitsiik a megengedettségi megkotéseket €s csak

szintenként koveteljiik meg, hogy barmely kett6 halmaz kozeli legyen.

5.1. Tétel. [n] alaphalmazon vett maximdlis méretii S kozeli halmazrendszerre
S| > 204" p — oo, (29)

Bizonyitas: Vegyiink egy maximalis kozeli halmazrendszert. Az aktualisan vizsgalt

szintet jeloljiik k-val. Ha a k-adik szinten ki van vdlasztva egy S € S halmaz,

n—k(S)
k

akkor a k(S) elemeit elkeriil6 ( ) halmaz nem lehet a rendszerben. F6lhasznalva

n—-3k
k

adik szinten. Természetesen ez akkor is igaz, ha a szinten nincs S-beli halmaz.

a fedés 1. alaptulajdonsagat, k(S) < 3k, gy legaldbb (") halmaz hidnyzik a k-

Tovéabba észrevéve, hogy a fenti becslés semmitmondé az n/4-edik szintek

folott, adédik, hogy

n/4 .
-3
legaldbb (" , ’) halmaz hidnyzik S-bl. (30)

i=1 !
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Az el6bbi szummara trividlis als6 becslést adhatunk, ha csak az egyik tagjat hasznéljuk,
a tobbitdl eltekintiink. Persze nem mindegy, hogy melyik tagot hasznaljuk. Is-
mert, hogy kicsi rogzitett i-re a tagok n-ben polinomidlis nagysagrendiiek. Vis-
zont a nagyobb, pl. i = n/10-re mar exponencidlis nagysagrendliek. Ennek
megfeleléen a cél a domindns tag megkeresése. Ehhez vizsgéljuk a tagok aranyat,

ha i-t eggyel noveljiik, azaz

(@fﬁ) _ (n_4l:) - (n_4,:—1) . (n—4l:—2) . (n—.4i—3) 271 31)
(”:31) n-30)) n-3i-1) n-3i-2) (i+1)

Tényezdnként vizsgilva a hdnyados, kapjuk, hogy

(n—4z:)< ;(n—4z:—1)< ;(n_4l:_2)<1 ie{l,...,z}
(n—3i) (n=-3i-1) (n-3i-2) 4

mindig teljesiil. Tovabba, ha i > "5;4, akkor

(n—4i-23)

irn !

is teljesiil. Tehat a hanyados kisebb 1 azaz nem éri meg novelni az i-t, ha mar

: n—4
1> 5 -

A tovédbbiakhoz érdemes az i véltozonkat i = an alakba keresni, ahol 0 <
a < 1/4. Ekkor vissza helyettesitve a (31) egyenletbe, kapunk egy n-ben ne-
gyedfoku egyenl6tlenséget a paraméterrel. Itt azzal az egyszerdsitéssel élhetiink,
hogy ha n elég nagy, akkor a negyedfoki tag lesz a meghatdroz6. Tehat elég
csak a féegyiitthat6 eldjelét vizsgalni. Az egyenl6tlenséget standard alakra hozva,
kapjuk, hogy a f8egyiitthat6, 283a*—238a>+105a*>—17a+1. Vagyis a vizsgalandé
egyenldtlenség:

283a* — 2384’ + 105" - 17a+ 1> 0

Itt a gyokoket numerikusan kiszdmolva kapjuk, hogy két valés gyoke van, az
a; = 0.1508 és a, = 0.2898 pontokban, tovabbi a féegyiitthaté a szamunkra

érdekes tartomanyban az alabbi médon néz ki (lasd 4. dbra).
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4. dbra. 283a* — 2384 + 105a> — 17a + 1

Tehdt az i = 0.15n = ;—8 a legnagyobb a lehetséges tagok koziil. Tovabba

érdemes megjegyezni, hogy 0.15 < 0.1508 vdlasztas miatt tovabbra is érvényes,
hogy az n*-es tag a domindns.

Tovabb irva a (30) becslést, kapjuk, hogy

4 .
(=3 () (B
20T
i 3n 3n
i=1 20 20

Ismét a Stirling-formuldt hasznédlva és az exponencidlis tagokon kiviilieket el-
hagyva,

D= 5
B 2n§—0(237)%° 2n-8—"(%)%_ \/2n-§—g\/2n-§—g (ﬁ)%zww(ﬁ)%(swm

~

11 11 \n/20
~ (27 : 88)
Ezzel kész az 2046

~ 1.38" ~ 204" becslést kapjuk
-es elméleti als6 korlat.o
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5.2. Elméleti korlat becslésének javitasa

Ez azonban még mindig messze van a konstrukci6 felsé becslésénél kapott 2081"
hidnytol, ezért érdemes megnézni egy masik tipusu also becslést is. Az elsd
becslés nagy hidnyossaga volt, hogy csak a szintenkénti kozeliségre figyeltiink,

igy sok extra halmazt is bevettiink.

5.2. Tétel. [n] alaphalmazon vett maximdlis méretii S kézeli halmazrendszerre
IS| > 299" 5 oo (32)

Bizonyitas: Tovéabbra is induljunk ki egy optimalis halmazrendszerbdl. Valasszunk
ki egy A halmazt a lehet6 legkisebb szintrdl. Ez legyen a k-adik szint. Ekkor (az
elsd verzidhoz hasonldan) elmondhatd, hogy ez a halmaz kijeldl legfeljebb 3k
elemet, amelyekbdl az 6sszes tobbi halmaznak, (ezittal szinttdl fiiggetleniil) tar-
talmaznia kell elemet. Masképpen kifejezve minden olyan halmazt kizdrunk, ami
nem tartalmaz ilyen elemet. Tovabba ki kell zarni minden olyan halmazt, ami
ugyan tartalmaz beldle elemet, de a mérete kisebb, mint k. Ezek alapjan a kizart

halmazok szama:

k=1
oy ()
iz0 \!
Viszont a k értéke szamunkra ismeretlen, csak annyit tudunk, hogy k < [5] — 1.

Igy a fenti gondolatmenet csak akkor ad haszndlhaté alsé korlatot, hogyha a k

paraméter olyannak valasztjuk, ahol az el6bbi hidny a lehet6 legkisebb. Tehat az

el
min {2" %+ Z r.
k=1..727-1 i\

Keressiik k-t ismételten k = an alakban, ahol 0 < a < 1/3 és tovébbra is tegyiik

also korlat:

fel, hogy n nagy. Alkalmazzuk a mar tobbszor hasznalt (4.3)-as tételt, >, ('Z) 2
2@ a7 Hsszeg masodik tagjan.
Vegyiik észre, hogy k pontosabban a novelésével az elsd tag kitevsje csokken, a

masodig tag kitevdje viszont n6éni fog. A minimumot tehét ott veszi fel, ahol a
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két kitevd megegyezik. Vagyis az n — 3an = nH(a) egyenlet a kérdés. Itt n-nel
egyszerusitve kapjuk a
0=H(a)+3a-1 (33)

egyenletet.
Baér itt a pontos megolddsra lenne sziikségiink, numerikus kozelitése is jol

mutatja az alsé korlat nagysdgat. Tehat a (33) egyenletet megoldva, a = 0.13924
értéket kapunk.

Erre
2n—3an ~ 2nH(a) ~ 20.58}1.[‘

Igy a méasodik becslési médszerrel az eddigi 2°4"-es alsé korldtot 2°%"-re tudtuk

javitani.
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6. Konklizi6

Az eddigi eredményeket 0sszevonva a kovetkezo tételt kapjuk:

6.1. Tétel. Adott [n] alaphalmaz esetén, a kivdlaszthaté maximdlis S kozeli hal-

mazrendszer mérete:

omn _ 20.58n > |S| > omn _ 20.9711 n — co.

Bizonyitas: A tétel adédik a (4.5) €s (5.2) tételbsl.O

A probléma targyaldsa sordn alkalmazott becslésekben nagyvonaltak voltak,
tobbszor alkalmaztunk nem éles becsléseket. Ezek alapjan elmondhatd, hogy
a tételben szerepld korlatok sem élesek. A sejtésiink az, hogy mindkét irdnyud

korlatot, H (i) ~ (0.81n-ig lehet javitani, pontosabban:

Sejtés: Adott [n] alaphalmaz esetén, a kivéalaszthaté maximalis S kozeli hal-

mazrendszer mérete nagysagrendileg

S —Jn _ 2nH(£).
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7. Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom témavezetémnek, Katona Gyuldnak. O hivta fel a figyelmemet
a szakdolgozatom alapjdul szolgal6 1j probléméra. Ez elmult évben 1d6t €s faradtsdgot
nem kimélve segitette munkdmat. Barmikor felkereshettem otleteimmel, tandcsai
nélkiil nem johettetek volna létre a dolgozatom masodik felében 1év6 eredmények.
Ko6szonom csaladomnak, akik timogattak az egyetem 5 éve alatt, igy 1étrejohetett

ez a szakdolgozat. Tovabba halaval tartozom Keszthelyi Gabriellanak. Dolgo-

zatom végsd formdjat értékes tandcsainak, latex jartassdganak koszonhetem.
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