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1. fejezet

Bevezetés

A diffazié egy anyagiramlasi jelenség, ahol az dramlé anyag sebessége a slirliség gradiensével

ardnyos. A diffundal6 anyag viselkedését leir6 egyenlet

ou

ahol A a Laplace-operator és D a diffundalé anyagra és a kozegre jellemz6 konstans. 1905-ben
Einstein megmutatta, hogyha egy Brown-mozgast végz6 részecske p(z,t) valdsziniiséggel taldlhatd
az x helyen a t idépontban, akkor p(z,t)-nek ki kell elégitenie a (1.1)-es egyenletet.

A Lévy-repiilés a Brown-mozgds altaldnositdsa. Vazlatosan arrél van szé, hogy a Brown-mozgas
felfoghaté egy véletlen bolyongasként. Egy részecske mozgédsat vizsgaljuk két dimenziéban, amely
id6lépésenként egy egységnyit ugrik a négy irdny valamelyikébe egyenld valoszintiségekkel. A Lévy-
bolyongés ennek altalanositdsa abban az értelemben, hogy megengedjiik, hogy a részecske t6bb
egységnyit is ugorhasson, persze kisebb valészintiséggel. Megfigyelték, hogy bizonyos allatfajok a téa-
plalkozasi stratégidjukban a Lévy-repiilést kovetik, s6t az is kideriilt, hogy ez bizonyos koriillmények
kozott optimdlis [13].

Megmutattdk, hogyha egy ilyen Lévy-repiilést végzd részecske p(x,t) valdszinliséggel taldlhatd az

x helyen a t idépontban, akkor p(x,t)-nek ki kell elégitenie a kovetkezb egyenletet:
dp
ot

ahol (—A)®/? a tortrendii Laplace-operator jelolése. Fontos kérdés az (1.2)-es egyenlet kozelitd

—(=A)*?p, a<0<2, (1.2)

megoldasa, ez a jelen szakdolgozat célja is. A tortrend Laplace-operator értelmezésére tobb
lehet6séglink is van, ezeket az 1. fejezetben tekintjiik at. Az eddigi munkdk a homogén Dirichlet-
peremfeltétel esetével foglalkoztak, mi Neumann-peremfeltétel mellett szeretnénk megtenni ugyanezt.
A [5] cikk otletét hasznaljuk ehhez mddositdsokkal, illetve mutatunk egy ehhez hasonlé masik
megkozelitést is a 1.2. fejezetben. A 2. fejezetben a tovabbiakhoz sziikséges ismereteket tekintjik
at. A 3. fejezetben megmutatjuk néhdny klasszikus differencia séma (1.2)-es egyenletre vonatkozd
altalanositasarél, hogy konvergens, az utolsé részben pedig numerikus kisérletekkel tamasztjuk ala

a kapott eredményeket.



1.1. A VIZSGALT FELADAT, A TORTRENDU LAPLACE-OPERATOR
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1.1. abra. A bal oldali abran egy Lévy-repiilést végzé részecske, a jobb oldalin egy Brown-mozgast

végz6 mozgasanak szimulacidja lathaté.

1.1. A vizsgalt feladat, a tortrendii Laplace-operator

A vizsgdlandé egyenletiink
ou

at

és a tortrendli Laplace-operatort ((—A)O‘/ 2)-val jeloljiik. Ennek értelmezésére tbb lehetéségiink is

= —(=A)*?y, ahol 0 < a < 2

van, ezeket tekintjiilk most at.

1.1.1. Definici6é Fourier-transzformacioval

Ezt a megkozelitést az [1] munka alapjan {rjuk le.

Az egyszerliség kedvéért tekintsiik a legegyszeriibb Wiener-folyamatot. Egy darab részecske Brown-
mozgasat vizsgdljuk 1 dimenziéban, amikoris a részecske az orig6bdl indul. Jelolje p(x,t) :=
p(z,t|zg = 0,9 = 0)-t, ez annak a valdsziniisége, hogy a részecske az x helyen van a ¢ idépontban.
A bevezetSben emlitettiik, hogy p(z,t)-nek ki kell elégitenie a diffizids egyenlet. Tekintsiik ennek
az x-koordinata szerinti Fourier-transzformaltjat, azaz op (k L p(k,t)-t. Ennek a megolddsa
pedig p(k, t) = et A szuperdiffizié egyenletét ebbdl gy szarmaztatjuk, hogy k kitevéjét megval-
toztatjuk, legyen p € (0,2] és p(k,t) = e~ *I"t, a differencidlegyenletiink a Fourier-térben pedig

gy moédosul, hogy
op(k,t)
ot

Inverz Fourier-transzforméaciot alkalmazva arra jutunk, hogy

— —k"p(k, t).

Bt) _ i)

Ez p € (0,1) esetén azt jelenti, hogy:

(= A" 2p(z, 1) o/ p.t) = et (1.3)

Ix—yl”"
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ahol

Q= Hg3/2 -
CH = 1+p s ’
I'(14 p/2)T(5F) sin &

N

_9l—p3/2 -1
Cll = 1+p 78 :
T(1+ p1/2)0(55E ) sin &

1.1.1. Definicié. Legyen p € (1,2]; ekkor a (—A)*/? operdtort az iménti (1.3) és (1.4) for-

mulakkal értelmezzik.

és 11 € [1,2] esetén:

ahol

1.1.2. Definicié tortrendi derivaltakkal

e s

azaz a ﬂuxust. A Kklasszikus diffazios egyenlet fizikai elveken alapulé levezetése abbol all, hogy a
tomegmegmaradasi egyenletbe (% + V- j = 0) Fick I. torvényét helyettesitjiik (j = Dgradu), itt
D az anyagra jellemz6 konstans [2]. A szuperdiffiziot leir6 egyenletekhez most Fick I. torvényének
altalanositdsdn keresztiil jutunk el, mégpedig a tortrendli derivaltak segitségével [3], azaz amit
kapni fogunk, az a

j= Dgradyu
egyenlGség. Egy dimenziéban fogunk vizsgalddni, igy a diffizids egyenlet

ou ottoy
ot ~ Do

alakot olti, ahol 0 < a < 1.

A tortrendi derivaltat itt a kovetkezéképpen értelmezziik:

1.1.2. Definicié. Egy f fiiggvény a-rendii Riesz-derivaltjat a kovetkezdképpen értelmezzik, ha o #

1, ésm = [a]:

0°f(x) _ 1 a o
Ozl _2605% (féoD“f( )+RL DS f( ))
" RL pap(py = — - 4" / 1O e
—ooTw  T(m—a)de™ J_ (xz—&)o—mtl
és

BP0 = g (D | e

I'(m — ) dxm™ —g)a—ml
Yang megmutatta [12], hogy az el6z8 részbeli 1.1.1 definicid megegyezik ezzel a definicidval, vagyis

—(=A)*2y(z) = %u(m), amennyiben u a teljes R-en értelmezett.

A kévetkezé gondolatmenet megtalalhaté a [3] és [4] munkakban, amely a Fick-torvény fizikai

elveken alapuld levezetése.
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1.2. dbra. Ilusztracié a Fick-torvény elméleti levezetéséhez, [3].

A Fick-torvény modositasa. Részecskék aramlasat vizsgaljuk egy dimenzidban. Tekintsiink
egy végtelen hosszi csovet. Osszuk fel Ax hosszi részekre. A csé keresztmetszete legyen A teriiletii.
Az i. dobozban 16v6 részecskék szdma M;, azaz a koncentracié az i. dobozban C; = M;/Av,
ahol Av = Az A, egy doboz térfogata. Tegyiik fel, hogy minden részecske egy doboznyit ugorhat
elére vagy hatra, mindezt egyenld valdszinliséggel és idGegység alatt egységnyi keresztmetszetre
vonatkoztatva R varhaté értékkel, 1d. 1.2 abra. Ekkor az i. és ¢ + 1. doboz hataran ataramlé
részecskék szama, azaz a fluxus:
g GM— M) R §(Ci=Cun) AR 1
A A 2

(Ci - CiJr]) RAz. (15)

Az F;, C; értékeket egy folytonos fliggvény diszkretizaci6janak tekintve és C Taylor-sorfejtése utan
(1.5)-bél kapjuk, hogy

2\ Oz
Vagyis Fick L. torvénye igaz, ha 1/2Ax? — D és 1/20(Az?)R — 0.

Tekintsiik az dltaldnositott Fick-torvényt. Ez alapjdn a bal oldali fluxust (vagyis a balrdl dthaladé

F= ! ((%’Ax + 0(Am)> RAz.

részecskék szamat) értelmezziik gy, hogy

. —aN~L(k—q)
q _ q - =
D f(x) Alglcrgo =g Az ,;:0 Th T l)f(x kAzx) (1.6)
= lim k=0 Wi/ (7 = kAm)’ ahol ¢ < 1.
Az—0 Axd

Hasonléan értelmezhetjiik a jobb oldali fluxust is, azaz

oo
Dif(x) = Alirgo Lo kafif i kAI), ahol ¢ < 1.
Ez a képlet gy interpretalhatd, hogy a részecskéink nemcsak 1 dobozt ugorhatnak elore-hatra,
hanem tobbet is, a hosszabb ugrasoknak viszont jéval kisebb a valészintisége, 1d. 1.3 abra.

Hogy mennyivel, azt az 1.4 dbra is mutatja: egy szaz cellanyi tavolsagra 1év6 részecske mar csak
1073 stillyal befolyasolja az x-beli fluxust egy 0, I-rendfi derivaltnal. Belathaté, hogy (1.6) az tn.

Riemann-Liouville-derivalthoz konvergal, amivel a 2. fejezetben foglalkozunk majd részletesebben.
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1.3. dbra. A szuperdiffiziénal az is megengedett, hogy egy részecske pici At id6 alatt ne csak 1

doboznyit repiilhessen, hanem akdr tobbet is, igaz joval kisebb valdszinfiséggel, [3].
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1.4. abra. Egy logaritmikusan skaldzott grafikon mutatja az R egyiitthatok nagysdgrendjét [3]. ¢

a derivalas rendjét jeloli.

1.1.3. Definici6 spektralfelbontassal

Vézlatosan arrdl van sz, hogyha ismerjik a (—A) sajatfiggvényeit ((¢;);en) egy korlatos 2 tar-
tomanyon, melyek teljes ortonormdlt rendszert alkotnak az Lo()) skaldrszorzatra nézve, akkor

legyen
(—A)a/2f = Z )\?/26]@0]‘.
J

Itt A2 a ¢, sajatfliiggvényhez tartozé sajatérték és f = > °° . ¢, alakban felirhaté. Ezt késébb
j & ¥y n=1Cn¥

precizen is megfogalmazzuk.



1.2. A VISSZAVERO FAL ESETE

1.2. A visszavero fal esete

A mi feladatunk az, hogy a szuperdiffiziét olyan esetben modellezziik, amikor tokéletesen vis-
szaver$ falunk van, azaz homogén Neumann-peremfeltétel parosul a differencidlegyenletiinkhoz.
A spektralfelbontas modszeréhez ezt itt kilon nem vizsgaljuk meg, latni fogjuk, hogy ott jéval
egyszeribb a helyzet, mint mikor tortrendi derivaltakkal dolgozunk. A vizsgalandé differencidle-
gyenletiink tehét

%{—gmf,ha0<x<1esl<a<2 (L.7)

Af(t,0) _ df(t,l) -0
on on ’

ok
ahol 61&

1. modell. Az [5] munkdban megmutattak, hogy ekkor mddositdsokat kell végrehajtanunk a
tortrendii derivaltnal. Modelliikben elOszor is feltették, hogy lehetnek ugyan nagyon hosszu repiilések,
de maximalisan csak egy tartomanynyi hosszisaguak, ezt a fizikai levezetésnél latottak indokoljak.

Ha adott egy f :]0,1] — R fliggvény és x € (0,1), akkor terjessziik ki az egész R-re ugy, hogy

f(&), hagel0,q]
Fl©) =1 f(=¢), hagelr—1,0)
0, haé<ax—1

és

f(&), hafelz1]
fr@) =9 f(2-¢), hage(1,1+a]
0, ha &€ > 2+ 1.
A perempontokban hasonléan, azzal a kiilénbséggel, hogy amennyiben 2 = 0, akkor f!(¢) = 0,
illetve x = 1 esetén f(£) = 0 V&-re.
Legyen tovabba
o*f 1

x| T T 9cos e (3L Dg f! (@) +57F DY () (1.8)

ahol a 'y DY és a 'l D2 | operdtorokat a 2. fejezetben definidljuk pontosan.

Az eredeti definiciéval is felirhatjuk ezt, mégpedig legyen
fmoa(§) = f(2 = OINE — 3/2) + F(OI(E - 1/2) + f(=IL(E + 1/2),
ahol TI(z) = 1, amennyiben |z| < 1, egyébként pedig 0. Ekkor (1.9) megegyezik a kovetkez&vel

1 RL RL
D% mo Dg, mo
2COS% (700 zf d( ) f d( ))

of(t,x) 1

o DI L () +, DYFO P (tx)), ahol 0<a<1.  (1.9)
arr (- e T
ot 2cos “ 5

Javaslunk egy masik kiterjesztést is, ugyanis latni fogjuk mindjart, hogy a fizikai interpretaciéval
gondok vannak.
Itt ugyan nem magét Fick I. torvényét altalanositottuk, de igy is eljuthatunk ezekhez a képletekhez.
Legyen az altaldnositott Fick-torvénytink a kévetkezd formula (ezt frjuk a tomegmegmaradési
egyenletbe):

0% L (R pefie) 4BE D, f(2)), ahol0<a < L.

Olz|* 2 cos Lot i ’




1.2. A VISSZAVERO FAL ESETE

g T N L

1.5. abra. Az z bal oldaldn 1év6 dobozban a részecskék kétféleképpen haladhatnak at z-en: vagy

egybél atmennek rajta jobbra, vagy balra indulnak, majd a falrdl visszapattanva jutnak &t.

1.2.1. Megjegyzés. A tomegmegmaraddsi egyenletbe helyettesitve ezt, valdban az (1.7) dsszefiig-
gést kapjuk.

A hagyoméanyosnal gyorsabb aramlds esetiinkben azt jelenti, hogy a derivalas rendje kisebb 1-nél
a Fick-torvényben, mint azt lattuk korabban. Mit is jelent a fenti kiterjesztés? Szemléletesen arrdl
van sz6, hogy amennyiben x-ben vizsgdljuk a fluxust, most specialisan a bal oldali fluxust, azaz
a balrél athaladé részecskék szamat, akkor az x bal oldalan taldlhato részecskék kétféleképpen
okozhatnak balfluxust z-ben, mégpedig vagy dgy, hogy eleve x felé, tehat jobbra repiilnek, vagy
egyszer visszapattannak a falrdl és eljutnak x-ig. Mivel a fenti kiterjesztésben legfeljebb 1 hosszi
repiiléseket engedélyeztiink (ez valamennyire jogos, hiszen lattuk hogy egy nagyon tévoli celliban
16v6 részecske kicsi stllyal okoz fluxust z-ben), ezért ha x < 1/2, akkor az x és 1 — x kozti részec-
skék is hozzajarulnak az z-beli bal fluxushoz. De ezek a részecskék x jobb oldaldn vannak, vagyis
el6szor jobbrol kell dthaladniuk z-en (ha figyelmen kiviil hagyjuk az alagtteffektust, marpedig itt
egy klasszikus gondolatmenetrdl van sz6), dsszességében tehdt nem jérul hozzd az a-beli fluxushoz.
Masrészt pedig mivel jobb oldali fluxust is okoz ebben az esetben, ezért a jobb fluxushoz ezt hozza
kéne venniink ugyanezzel a sillyal, viszont a jobb oldali fluxus szamitdsanal ezt jéval nagyobb
sullyal vessziik figyelembe. (1.5 dbra) Ennek kikiiszobolésére javasoljuk a kovetkez6 modellt, ame-
lynek a lényege, hogy megengediink legfeljebb 2 hosszu repiiléseket és egy visszapattanast a falrél,

viszont az el6z6 problémat kikiiszoboljik.

1.2.2. Megjegyzés. Miért a kiilonleges bandsmdd a perempontokkal, azaz miért pont igy ter-
jesztjiik ki a figguényinket ott? Tekintsik példdul a bal oldali perempontot, 0-t. Visszaverd falunk
van, balrdl nem johet be részecske, vagyis a bal fluzus mindenképpen 0, a jobb oldali fluxusra viszont
gondolhatunk gy, mint hogy hdny részecske fog visszapattanni a falrél. Ezért legyen f' := 0, f7
pedig a fentebb definidlt kiterjesztés.

Egy masik tipust kiterjesztés. Ismét adott egy f : [0,1] — R fiiggvény és = € (0, 1), akkor
terjessziik ki az egész R-re tigy, hogy

, ha&el0,x]
& =1 f(=9, hagel-z,0)
0, ha £ < —z

és
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f(&), hagelxrl]
fr€) =9 f(2-¢), hage(1,2-q]
0, ha & > 2 —z.

A perempontokban hasonléan, azzal a kiilonbséggel, hogy amennyiben 2 = 0, akkor f!(£) = 0,
illetve = 1 esetén f7(£) = 0 V&-re.
A médositott I. Fick-torvényiink tehat:

1
IS (—aDS fH(x) +2 D5, f"(x)), ahol0<a< 1.

QCOST

j =
Ekkor a vizsgalandé differencidlegyenletiink:

8f(t,$) N 1 14« pl,x 1+a pr,x
T (agl)” (—a DT Y7 (t @)+ D32 f7"(t,x)), ahol 0 < a < 1. (1.10)




2. fejezet

A sziikséges elbismeretek

osszefoglalasa

Ebben a részben a sziikséges definiciokat, felhasznalt elméletet tekintjiik at. Tekintsiik egy korlatos
Q C R” tartomény ekvidisztdns y, felosztasat, ahol h = (hy, ..., h,). Jelolje f megszoritasat Qp-ra

In!

2.0.3. Definicié. Legyen p € RT

Ihp = {fh :Qn =R Z |f(x)|P véges}.

zeQy,

Legyen ekkor

/]

1/p
hp = |hiha ... hyl <Z |f(x)|”> :

zeQ),

Ha p = oo, akkor legyen

lhoo == {fh :Qp = R osup |f(x)] véges},
reQy,
tovabba
1/p
e A Y CT

zeQy,

2.1. Tortrendu derivaltak

A tortrendii derivaltak torténete egyidés a klasszikus kalkulussal, 1695-ben L’Hospital tette fel a
kérdést Leibniznek, hogy hogyan is kellene értelmezni d'/?y/dz'/?-et.
Tobbféle értelmezés is létezik, mi a Riemann-Liouville, a Riesz és a Griinwald-Letnikov féle defini-

ciokat tekintjik at réviden [6] alapjdn.

A Riemann-Liouville-derivalt. Az ismételt integralast vessziik alapul, megmutathaté hogy:

oIy f(x) == /I duy /u1 dus . .. /unil fuy) du, = ﬁ /I(x — )" f(u) du.



2.1. TORTRENDU DERIVALTAK

2.1.1. Definicio.

0 f(2) = %a) / “(@ — ) () du,

valamint

b
@)= o [ -2 () du

L(a)

A Riemann-féle definici6é ezekutdn a tortrendd derivaltra:

2.1.2. Definicié. Legyen a > 0, n pedig olyan egész, hogy n—1 < a < n, valamint f € L;, (a,c0)
és g€ Llloc(—oo7 b) olyanok, hogy az aldbbi kifejezések jobb oldala értelmes, ekkor legyen:

FEDS () = oL (), s

« n dn n—o
fLDb g(z) = (=1) dmfﬁr]b 9(z).
2.1.3. Megjegyzés. Ugyanigy definidljuk a Liouville-derivdltat is azzal a kilénbséggel, hogy a =

—00, illetve b = co.

A Riesz-féle derivalt. Az elébbiekben felirt Osszefiiggések segitségével kozvetleniil tudjuk definidlni

a Riesz-féle derivaltat:

2.1.4. Definicié. A Riesz-féle a-rendd derivdltat értelmezzik a kévetkezdképpen, o > 0:

0 f(x) o 1 . N
dlzle T 2cosTa/2 (S&sz(x) +t DS f(x)) .

A Griinwald-Letnikov-derivalt. Tudjuk, hogy a hagyoményos derivalt definicidja

) — pim FE D) I @)

h—0 h

A misodik derivaltra igaz, hogy

bioy — qig JEHD) 20 @)+ fl@—h) o f(at2h) - 2f(x+h) + ()
Fiw) = lim, 2 = Jim, 2

Altaldban is elmondhat6, hogy

<m<n\ m:; X n—m)h
f(n)(x):;lff})zm <n(—1) (hT)Lf( + ( ) )

Ahhoz, hogy ezt altalanositsuk, jelolje

(o) (-D)'T(k - )
= () = Cmr >y

Megmutathatd, hogy teljesiil a kévetkezd:
2.1.5. Lemma. 1 < o < 2 esetén

Z gr = 0.
k=0

tovdabbd g1 = —a kivételével minden j-re g; > 0.
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2.2. M-MATRIXOK

2.1.6. Definicié. A bal oldali a-rendi Grinwald-Letnikov-derivdlt

Forfl@ 1 iim_a)
dz® " T(—a) M=o h L(k+1)

flx — kh).
k=0

hasonléan a jobb oldali

Oerfle) 1 1 f:ll:(k_a)f(erkh),

dz> " T(—a) M5 ho

A Griinwald-Letnikov operator a Riemann-Liouville-derivaltat approximalja, méghozz4 els6 rend-
ben, kimondunk egy ugyanilyen allitast az eltolt-Griinwald-Letnikov-formuléra is, mely megtaldl-
hat6 [11]-ben.

2.1.7. Allitas. (Az eltolt Grinwald-Letnikov-formula konvergencidja) Tegyiik fel, hogy f € L1(R),
tovdbbd 'L DS f és a Fourier-transzformdltja is Ly (R)-beli. Legyen

1 =T(k—
GLD

A E Z Pk+1

ahol p nemnegativ egész. Ekkor
CoDIRf(2) =E% DY f(x) + O(h),
ahol a konvergencia egyenletes, amiddn h — 0.

A tovédbbiakban a Griinwald-Letnikov-formula alatt az eltolt Griinwald-Letnikov formulat fogjuk

érteni, mégpedig p = 1 esetén.

2.1.8. Megjegyzés. A jobb oldali Grinwald-Letnikov-derivailtra és a jobb oldali Riemann-Liouville-

derivaltra ennek mintdjara hasonld dllitds fogalmazhatsé meg.

2.2. M-matrixok

2.2.1. Definicié. Az A = (a;;) € R™*" mdtrizot M-mdtriznak hivjuk akkor, ha igaz rd
(a) a;j <0, hai#j
(b) 3g > 0, hogy Ag > 0, azaz komponensenként pozitiv.

2.2.2. Allitas. (M-mdtriz inverzének becslése) Legyen A M-mdtriz, g olyan, mint a 2.2.1 definicid
(b) feltételében. Ekkor

A71 o < ||g||00 )
I loo < min; (Ag);

11



3. fejezet

Numerikus modszerek

3.1. Egy dimenziéban
A kovetkezd probléméra adunk tobbféle numerikus kozelité modszert:
P /2
%—f:fp<fa‘?—;) p, hald<z<l1
F(z), ha0<z <1 (3.1)
#(0,4) = [(1) & ¢'(1,8) = g(t), ahol 0 < ¢,

S
—~
&
(=)
~
I

ahol f,g € L2(0,1) adottak.

3.1.1. A matrix-transzformacios médszer

(—A)*/2-t értelmezhetjilk a spektraldekompozicié médszerével is ([9] alapjan). A definiciok és
segédallitdsok kimonddsa utdn levezetjiik az inhomogén Neumann-peremfeltételii (3.1)-es feladat

analitikus megoldésat.

3.1.1. Definicié. Legyen {on} C La(D) egy teljes ortonormdlt sajdtfiigguényekbdl dllé rendszere
a Laplace-operdtornak (—A) egy korldtos D tartomdnyon N2 sajdtértékekkel. Jelélje (-, ) az La(D)-

beli skaldrszorzatot. Ekkor a tortrendd Laplace-operdtor legyen:

(=A)™f, ha o =2m, m=0,1,2...
(=A)*2f = (—=A)2=m(—AYPf ham—1<a/2<m, m=0,1,2.
Z:,O:I /\g<f7 Qpn>§0n, ha o <0

3.1.2. Megjegyzés. AT = (fA)O‘/2 operdtor linedris és onadjungdlt. Igaz tovdbbd az is, hogy ha
f € F,, ahol v = maz(0, o, a + B), akkor (—A)¥/2(—=A)P/2f = (—A)P/2(—A)/2f.

Ez még mindig csak a homogén eset volt, mi a helyzet inhomogén peremfeltételek esetén? Erre a
probléméra a kovetkez6 Green-formula ad megolddst egy dimenziéban (magasabb dimenziéra is

kiterjeszthetd), melyet a [9]-es munkaban talalhatunk.

3.1.3. Allitas. Ha @,(z) a (—A) = (—({%) operdtor egy sajdtfiigguénye N2 sajdtértékkel, ahol
a<x<b, akkor

{pns ()2 L) = {(=2)* 20, £) = X3 2 [F (0)21, (0) — f@)¢ (@) = f'(B)n (D) + f'(@)pn(a)]-

12



3.1. EGY DIMENZIOBAN

Analitikus megoldas.

3.1.4. Allitas. A (3.1) feladat analitikus megolddsa:

ZF V2e kAt cos(nm) — %Qg(t) - (3: - f) £(t)

42 Z cos(nma / eI (G () (= 1) — h(r)] dr,
amennyiben G(t) = L71(sg(s))(t), és h(t) = L71(sf(s))(t).

Bizonyitas: Laplace-transzformdaciét alkalmazva (3.1)-re a kévetkezd egyenletre jutunk ([9] alapjan):

P, 5) — Fla) = —p (—f) p(es) (32)

A peremfeltételek pedig:

?(0,5) = f(5) s 7' (L,5) = g(s)

Szorozzuk skaldrisan (az Lo-beli skaldrszorzatot értjiikk ezalatt) @,-nel a (3.2)-es egyenletet és

hasznaljuk fel a 3.1.3 allitdst. Ekkor minden s > 0 esetén:
82 a/2
S{onPle5)) = (om Py = —nlems (~55) )=

82 a/2
(=) o) AR 9P (1) = BI0.5)¢4,0) = 7 (L)1) + (0,90 0)] =

—u<(—§x2) ) — A2 ()0) ~ 7e)n O]

A Cy(s) == (pn, P(x,5)) és F), = (pp, F) jeloléseket bevezetve és az elébbi egyenléségbdl C, (s)-et

kifejezve:

F, U2
HAS + 5 puAY + s

Cn(s) = [F(5)n(0) = G(s)en(1)] . (3-3)

A (0,1) intervallumon a —A operétor sajatfiiggvényei homogén Neumann-peremfeltétel esetén a
¢on(r) = V2cos(kmr) fiiggvények (k € Z7T), a hozzajuk tartozé sajatértékek pedig A2 = k2m2,
(3.3)-et kicsit alakitva ennek szellemében
Culs) = o YIIOICU™E I | V2 (g1 - Fi)]
" A + 5 AR A% AR (AR + s) ’

majd a @(x, s) fuggvényt a cos-rendszeriink szerint sorba fejtve

n

- - F‘n\/§ ad 2q9(s)(—1 n+1
s) = 7; Cn(s)pn(z) = nZ::l v cos(nmx) + Z % cos(nmx)+

n=1

G ? 2s — n )
g cos nwa) + Z W [G(s)(—=1)" = f(s)] cos(n7z),

végiil a Laplace-transzformécié inverzét alkalmazva kapjuk, hogy

13



3.1. EGY DIMENZIOBAN

> o x? x?
lart) = Y- Fu/Be 5 cos(nma) = ()~ (2= 5 ) o)+
> cos(nmx) t o= AL (t=7) 1) — B dr
2> | (Gr)(~1)" — h(r)] dr,
ahol hasznaltuk a G(t) := L71(sg(s))(t) és h(t) := L™ (sf(s))(t) jeloléseket. O

A numerikus médszer. Ismét a [9] dolgozat gondolatmenetét hasznaljuk. A (3.1)-es problémét

vizsgaljuk, azaz a

a/2
%—f:fu<f§—;) p, hal<z<l1
o(z,0)=F(z), ha0<z <1 (3.4)
2(0,1) = (1) & ¢/(1,1) = g(t), ahol 0 < ¢

vegyes feladatot.
Elbszor a standard diffizié esetét vizsgaljuk, azaz ha a = 2. Legyen h = 1/N, z; = ih, o(x;)
kozelitése pedig legyen ¢;, a numerikus megoldas vektora pedig ¢. Ezekkel a jelolésekkel szemidis-
zkretizdlva a feladatot a kovetkez6 linedris egyenletrendszer adddik egyszerii differenciasémaékat
hasznalva.
Ha1<i< N —1, akkor

ddii = %(%‘H — 20 + i—1). (3.5)
De mi a helyzet a peremnél? Ekkor elsérendii kozelitést adunk a peremfeltételekre, mégpedig ha
i =0, akkor £0=F=1 = f(t) és ha i = N, akkor #5—2X — ¢(¢) lenne.
Azaz o1 = hg(t) + on és o1 = po — hf(t). Belyettesitve ezt (3.5)-be kapjuk, hogy

don _ p J
i ﬁ(@N—l —on)+ Eg(t) (3.6)
és p
o _ Ko oy H

Miétrixos alakba {rva az {gy kapott rendszert (3.5)-(3.7)-bdl

dp Iz p
2 = hAy hf(t)eo + hg(t)ezv,

ahol az A (N + 1) x (N + 1)-es métrix

A= (3.8)

Ez volt a standard diffiziora vonatkozo szemidiszkretizacid. Az a # 2 esethez pedig az A méatrix

a/2
spektralfelbontasit hasznalva A = PAPT a < o° ) operator kozelitésére adédik a kévetkezd

T 0x?
egyenletrendszer:
d _ a/2—
(Tf = —uPAY?2pTy %f(t)PAO‘/Q LpTeq + %g(t)PA [2-1pTey .
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3.1. EGY DIMENZIOBAN

3.1.2. Egy implicit Euler séma az els6 kiterjesztésre

Az aldbbiakban az els6 tipusu kiterjesztésre (1.2) adunk egy véges differencia médszert. Az eltolt
Grinwald-Letnikov formulan alapulé implicit Euler tipusi sémardl latjuk be, hogy konvergens
bizonyos feltételek esetén az I p-normaban.

Osszuk N részre a [0, 1] intervallumot, h = 1/N, z; = ih, a [0,T] intervallumot pedig M részre,
T =T/M, t; = 77, hasznéljuk tovabba a (2.1)-ben bevezetett g allanddkat!

A véges differencia séméank a kovetkezo alaki, 1 < a < 2:

n+1 n
i T Ui

= (ba,nu™ ), (3.9)

-
aholi=1...N — 1 esetén

(6a,nC)i <ngcz k1 T+ Z IkCh—i— 1+ngcz+k 1+ Z grCaN —i— k+1>» (3.10)

k=i+1 k=N—i+1

1 = 0 esetén

(6a,nC)o (ngcz kt1 T Z Gk Ch—i— 1) (3.11)

k=i+1

1 = N esetén pedig:

(0a,nC)N (Z Citk—19k + Z ghCaN—i— k+1> (3.12)

k=N —i+1

A (3.10)-(3.12) formuldk alapjan (3.9) linedris rendszerként felirva

Kt
<I — haA> Un+1 = Un, (313)
1
ahol K = " 2cosan/2°
Itt tehat az A matrix:
a1 go + g2 g3 o gN 0
go + g2 291 +93  g2+9go+ 94 e gN-1 gN
g3 gotg2+94 201+ g5 .o gN—2t9gN  gN-1
A= . . . . (3.14)
gN gN-1 gN—2 + gN o 201+93  92t+90
0 gN gN—1 - go + g2 g1

3.1.5. Megjegyzés. Aza = 2 esetben a standard diffizidra vonatkozé implicit-Euler sémdt kapjuk
(go = 1,91 = —2,92 = 1 a tébbi gi egyiitthato pedig 0), ugyanis az A mdlriz megegyezik a 14.
oldalon szerepld (3.8)-beli mdtrixszal. Ez pedig a perempontokban lévd, a belsd pontoktdl eltérd

figguénykiterjesztések jogossagdt tamasztja ald.
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3.1. EGY DIMENZIOBAN

Stabilitas és konvergencia.
3.1.6. Allitas. A (8.13)-beli séma konzisztens és stabil az log j-normdban.

Bizonyitas:

Azt fogjuk beldtni, hogy I — A M-maétrix, és alkalmazzuk ra a 2.2.2 allitast. A konvergencia ebbdl
ugy kévetkezik, hogy a Griinwald-Letnikov-formuldra vonatkoz6 2.1.7 allitds biztositja a konzisz-
tenciat, igy a Lax-féle ekvivalenciatétel szerint a mddszer konvergens.

A 2.1.5 lemma alapjan vildgos, hogy I — A el6jel eloszldsa megfeleld, a féatléban pozitiv elemek
vannak, mig a tobbi elem negativ. Kell még egy w > 0 vektor, hogy (I — A)w > 0 teljesiiljon.
Legyen w = 1 a csupa egyesekbdl all6 vektor, és azt az esetet vizsgaljuk, amikor belsé pontrél van

sz6, azaz 1 <i < N — 1 (a peremnél ugyanigy jérhatunk el). Ekkor

(I —-A)1); =
; N N—i N
1+R|a-— Z gkfzgk+a* Z gk + Z gk | »
k=0,k#£1 k=it1 k=0,k#1 k=N—it1

ahol R > 0. Tudjuk, hogy Zi:07k¢1 gk < —g1 = «a (a 2.1.5 lemma miatt), igy
(I—-Aw>1.

A 2.2.2 éllitasbol kovetkezik, hogy ||(I — A)™!||oe < 1. Tehdt a séma feltétel nélkiil stabil. O
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3.1. EGY DIMENZIOBAN

3.1.3. Egy Crank-Nicolson tipusa séma az elso kiterjesztésre

Az aldbbiakban az els6 tipusu kiterjesztésre (1.2) adunk egy véges differencia médszert. Az eltolt
Grinwald-Letnikov formulan alapulé Crank-Nicolson tipust sémardl latjuk be, hogy konvergens
bizonyos feltételek esetén az ly-normaban. Az el6bbi jeloléseket megtartva, 1 < a < 2 esetén

sémank a kovetkezo alaku:

((Ban ™ )i + (Ba,nu™)i) (3.15)

aholi=1...N — 1 esetén

(6a,nC)i =1 <ngcz k1 T+ Z Ik Ch—i— 1+ngcz+k 1+ Z grCaN —i— k+1>» (3.16)

k=i+1 k=N-—i+1
1 = 0 esetén
K[ N
(danclo = 55 <Z GkCiki1+ D gka—¢—1> ; (3.17)
k=0 k=i+1

i = N esetén pedig

N—i
K
Gane)n =55 (/;) JrCitk—1 + Z JkC2N—i— k+1> (3.18)

k=N —i+1

ahol K = — L

2cosan /2"

A (3.16)-(3.18) formuldk alapjan a (3.15) linedris rendszerként felirva

(1 50— (14 ) 19

ahol A ugyanaz, mint (3.14)-ben az el6z6 szakaszban.

Stabilitas.
3.1.7. Allitas. A (3.19)-beli séma feltétel nélkiil stabil az lyj,-normdban.

Bizonyitas:

Megmutatjuk, hogy az A méatrix minden sajatértéke negativ, ebbdl kovetkezik, hogy (mivel A
szimmetrikus, igy I — A is az) I — A spektrdlsugara legalabb 1, vagyis ||(I — A)7!||s < 1, mert
(I — A)~! is szimmetrikus. Megmutatjuk azt is, hogy az ||(I — A)"Y(I + A)|2 < 1 teljesiil a
lépésmatrixunkra, azaz a séma stabil az ls ,-normdaban.

Legyen A A egy sajatértéke, ¢ pedig a hozza tartozd sajatvektor, azaz Ac = Ac. Legyen i olyan,
hogy |c;| = max;{|c;|}. Tegyik fel, hogy 1 < ¢ < N —1 (i = 0, illetve i = N esetén, vagyis a
perempontokndl ugyanigy jarhatunk el, mint itt fogunk).

Ekkor a Ac = Ac egyenléség i-edik komponensét kifejtve kapjuk, hogy

_gl+ Z Ik Ci— k+1 + Z gk Cl—4— 1 (320)

k=0,k#1 k=it+1

Citk—1 CoN k+1
pe 3 G o S gl
k=0,k#£1 k=N—i+1

Utébbi egyenl8tlenség abbol kovetkezik, hogy > ;- gr = 0, ebbdl adédik, hogy Ei:o,k 219k <
—g1 = «, tetszbleges pozitiv j-re. Azt is tudjuk, hogy gr > 0, amennyiben k # 1 a 2.1.5 &llitds

szerint.
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3.1. EGY DIMENZIOBAN

Most megmutatjuk, hogy ||(I — A)~1(I + A)||2 < 1, azaz a séma stabil. Mivel A szimmetrikus, {gy
azt is tudjuk az elébbiek alapjan, hogy negativ szemidefinit, azaz tetszéleges v € RV vektorra
teljesiil, hogy

vl Av <0 (3.21)

Ebbdl az is kévetkezik, hogy
T (I + A)I + Aw <oT (I - A)(I — A (3.22)
Legyen itt v := (I — A)~!u (az inverz 1étezik, mivel I — A minden sajatértéke nagyobb 1-nél), ekkor

ut(I = A) NI+ AT+ AT - A u<ulu (3.23)

1= I+ A= (I - AT+ AT - A) (I~ A)2 <
11+ AT = A) 2l (= A) M2l = A2 = I(T+ AT = A) 7o

Mivel A szimmetrikus, igy I — A is, vagyis ||I — A||2 = p, ahol p a sajitértékek abszolutértékének
maximuma, valamint azt is tudjuk, hogy ekkor |[(I — A)~ Y2 = 1/p.

Elég tehét belatnunk, hogy ||(1 + A)(I — A)~ 12 < 1,

amely az elébbi (3.23) becslés kovetkezménye:

v (I — A YT+ AT+ AT —A)~
vTo

<1.0

I+ A) I = A) 2= sup

Konvergencia. A konvergencia bizonyitasahoz a [11] cikkben 1év6 gondolatmenetet alkalmazzuk,
ahol homogén Dirichlet-peremfeltétel esetén lattak be a konvergenciat. Ehhez sziikségiink lesz az

alabbi lemmara:

3.1.8. Lemma. (Diszkrét Gronwall-egyenlétienség) Legyen {ky,} és {pn} nemnegativ sorozatok, a

{®,} sorozatra teljesiljon, hogy

n—1 n—1
Do<go Pn<got Y m+» kP, n>l,
1=0 1=0

ahol go > 0. Ekkor a {®,} sorozatra teljesiil, hogy

n—1 n—1
d, < (go—|—2p1)exp2kl, n > 1.
1=0 1=0
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3.1. EGY DIMENZIOBAN

3.1.9. Allitas. A (8.19)-beli séma konvergens az la j-normdban, azaz
"~ U™ < O + )

Bizonyitas:

A pontos megolddsra a [11] munka alapjén teljestil, hogy
K K
(I — 27A> Untt = <I + QTA) U™ 4+ O(73 4 7h) (3.24)

Vonjuk ki ebbdl (3.19)-t, bevezetve az e; = U; — u; jelolést. Rendezés utan kapjuk hogy

T

n+l _ _n _K—
(e e") e

A" 4+ e™) = 1€", ahol " = O(7% + h)

Szorozzuk meg balrdl az egyenletet h?(e" ™1 + )T -tal. Ekkor

T

2h0—2

h2(en+1 4 en)TI(en—H o en) - K h2(en+1 + en)TA(en+1 + en) _ Th2(€n+1 4 en)gn.
Mivel A negativ definit, igy (e"™! + e™)A(e" T + ™) < 0, ezért

h2(en+1 _|_en)TI(en+1 _ en) < Th2(en+1 +en)€n.

Azaz
N N
W2 ()7 = (ep)?) < Th* Y (et +e)er
i=0 i=0
Osszegezzilk 0 < k < n — 1-re:
N n—1 N n—1 N N
EUTD SEIET S 9) S ELNI B 3) SIS RETL) et el
i=0 k=0 i=0 k=0 i=0 i=0
p2 el N . 2l N - . B2 N B2 N »
5 (‘%)24‘722(% Ll )2"'72(@?)2‘*‘72(76? )?,
k=0 i=0 k=0 i=0 i=0 i=0
ahol az utols6 sorban a geometriai és négyzetes kozépre vonatkozd becslést hasznaltuk. Rendezve
1 Th2 n—1 N . Th2 n—1 N . . h,2 N B
§H€n||§,h < 5 Z Z(ei )2+ 5 Z Z(Ei )+ 5 Z(TG? ")?, azaz:
k=0 i=0 k=0 i=0 i=0
n—1

le™ 3.0 <7 N3+ (@ + h)?) < exp(T)(E(r* + h)?),
k=0

utobbi becslésnél felhasznaltuk a diszkrét Gronwall-lemmat

N N
go=h2Y (re! N, pi=7h?D (&7 +€)?, @ =|e'[[3,, tovibba k =T
=0 =0

szereposztassal, illetve hogy ef < ¢(7? 4+ h) minden i-re és k-ra az egyenletes konvergencia miatt

(vagyis feltettiik azt is, hogy az id6beli derivalt korldtos legyen). O
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3.1. EGY DIMENZIOBAN

3.1.4. Egy implicit-Euler-séma a masodik kiterjesztésre

Mutatunk egy implicit-Euler sémét a 2. tipust, azaz (1.10) kiterjesztésre, amely szintén a Grinwald-

Letnikov-formulan alapul.
utt —
7 7

T

= (Banu™);, (3.25)
aholi=1...N —1 esetén
2N —2i
(Banc)i = 55 (Z IkCi—kt+1 + Z IkCr—i—1+ Z Civk10k+ D GkCaN—i- k+1> , (3.26)
k=i+1 k=N—i+1

1 = 0 esetén

K N—i 2N —21
(ba,nc)N = he (9001 + Z Citk—19k + Z JkC2N—i— k+1> ) (3.27)
k=1 k=N—i+1

1t = N esetén pedig

2%
K
(504,}7,0)0 h (goCN 1+ng07 k+1 t Z GkChk—i— 1). (3.28)

k=1 k=i+1

A (3.26)-(3.28) formuldk alapjan (3.25) linedris rendszerként felirva:

Kr )
(I - haA> "t =m, (3.29)
g1 go + 92 + gon g3+ 92N -1 e gN + gN+2 gN+1
go + g2 291 g2 + go + gan—2 ceo gN—1+ gN41 gN
A g3 go+ g2+ ga 291 .- gN-—2tgN gN-1
gN gN-1+9gnN+1  gN-2 + gN+2 e 201 go + g2
gN+1 gN + gn2 gN-1t gn4+3 ... Got+ g2+ gaN a1

Ez a matrix most nem szimmetrikus (centroszimmetrikus), igy lo>-norméban az el6z6 mddszerekkel

nem tudunk stabilitdst bizonyitani, viszont [..-ben igen.

3.1.10. Megjegyzés. Az a = 2 esetben a standard diffiziora vonatkozo implicit-Euler sémdt

kapjuk ismét, az eléz6 szakaszbeli Crank-Nicolson sémdra ezzel analég dllitas teljesiil.

Stabilitas és konvergencia.
3.1.11. Allitas. A fenti (3.29)-beli séma feltétel nélkiil stabil az lo p-normdban.

Azt fogjuk belatni, hogy I — A M-matrix, és alkalmazzuk ra a 2.2.2 allitadst. A konvergencia ebbdl
ugy kovetkezik, hogy a Griinwald-Letnikov-formula biztositja a konzisztenciat, igy a Lax-féle ekvi-
valenciatétel szerint a mdédszer konvergens.

Vildgos, hogy I — A el6jel eloszlasa megfeleld, a féatléban pozitiv elemek vannak, mig a tobbi
elem negativ. Kell még egy w > 0 vektor, hogy (I — A)w > 0 teljesiiljon. Legyen w = 1 a csupa
egyesekbdl allo vektor, és azt az esetet vizsgaljuk, amikor belsé pontrdl van sz, azaz 1 <7 < N —1

(a peremnél ugyanigy jarhatunk el). Ekkor

(1~ A)1); =
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3.1. EGY DIMENZIOBAN

i 2 N—i 2N—2i
1+ R|a— Z kCikt1 — Z JrkCrh—i—1 + o — Z Cith—19k + Z kC2N —i—k+1
k=0,k#1 k=it+1 k=0,k#1 k=N—i+1

Tudjuk, hogy Y4 4 9k < —g1 = o, igy
(I—Aw>1.

A 2.2.2 allitasbél pedig az kovetkezik, hogy ||(I — A)71||oc < 1. Tehat a séma feltétel nélkiil stabil.
Ez azt jelenti, hogy a mddszer konvergens az [, -normaban, ugyanis konzisztens a 2.1.7 allitas

miatt, igy alkalmazhatjuk a Lax-féle ekvivalencia tételt. O
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3.2. KET DIMENZIOBAN

3.2. Két dimenziéban

3.2.1. Implicit-Euler sémak

Ebben a részben a (1.9) és a (1.10) tipust modellek két dimenziés megfelel8ire irjuk fel az implicit-
Euler sémékat.

A konvergencia bizonyitdsa mindkét esetben ugyantigy megy, ahogy a 15. és a 20. oldalakon lattuk,
ezért csak (1.2)-re irjuk fel.

Legyenek 1 < o, < 2. Jeldlje f1 ., fr» az x koordindta szerinti f;, illetve f, (1.2)-beli kiter-

jesztéseket, fi ,-ra f.,-ra ugyanigy. A vizsgalandé egyenlet az 1. tipust kiterjesztésnél:

8f(t7.’f,y) 1 « @
ot = _2COS arm (:Ic:iEle flﬂ?(ta x,y) +§L Dz+1f7”,1(t7xvy)) - (330)
2
1
2008 BT (5E1D5fl,y(t,$7y) +5L D5+1fl,y(t’l“, y))
2

Most pedig jeldlje fi .z, fr.o az  koordindta szerinti fi, illetve f,. (1.10)-beli kiterjesztéseket, f; ,-ra

fry-ra ugyanigy. A vizsgalandé egyenlet tehat a 2. tipusua kiterjesztésnél:

of(t,z,y) 1

ot '__ZCOS%

(BLDS fio(t, x,y) +55 DS fra(t, 2,y)) — (3.31)

1
seocse (S50t ) + DL felt )
2

Osszuk N, részre a [0, 1] intervallumot, h, = 1/N,, x; = ih,, a [0, T| intervallumot pedig M részre,
T=T/M,t; = 1j és N, részre a [0,1] intervallumot, hy = 1/N,, y; = jhy. Ezekutén u}, jeloli a
numerikus megoldds vektordt, amely w(nt, jhy, kh,) kozelitése.

A séménk mindkét esetben:

utHt —

%” = (Ganat™ )iy + (Bp,nyu" )i (3:32)

A kiilénbség annyi, hogy az 1. tipusu kiterjesztésnél a (3.10)-(3.12) formuldkkal, mig a 2. tipust

kiterjesztésnél (3.26)-(3.27) segitségével értelmezzilk a dq,pn, o-t és a dg 1,y véges differencidkat.
3.2.1. Allitas. A (3.30) feladatra felirt (3.32) séma stabil az lo p-normdban.

Bizonyitas: A séménk tehéat:
(I —A—B)c" = ¢,

ahol A az x szerinti, és B az y szerinti derivalt kozelitésének matrixa.

Azaz ha (i, 7) [0,1] belsd pontja, akkor (a peremnél hasonléan)

iy =1+
i N N—i N
Ryl a— Z IkCi—k+1,5 — Z kCk—i—1,j + Q@ — E Citk—1,j9k T Z JkC2N—i—k+1,5 | +
k=0,k#1 k=i+1 k=0,k51 k=N—i+1
j N N—j N
Ry | B— Z GkCij—k+1 — Z 9kCik—j—1 + B — Z Ci,j+k—10k + Z OkCi2N—j—k+1 | »
k=0,k#1 k=j+1 k=0,k#1 k=N—j+1
ahol R1 = —mhg és RQ = —mhg, a kozelitésekhez pedlg a Griinwald-Letnikov-

formulat hasznaltuk.
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3.2. KET DIMENZIOBAN

A stabilitdshoz azt fogjuk beldtni, hogy az I — A— B métrix M-métrix. Ehhez szorozzuk (I — A— B)-
t a csupa egyesekbdl 4ll6 w = 1 vektorral, ekkor ha (i,7) [0,1] belsé pontja, akkor (peremnél
hasonl6an):

(I =A=B)w);; =

i N N—i N
T+ Ry fa— Y ge— D> geta— D> g+ Y, g |+

k=0,k£1 h—it1 k=0 k£1 k=N—it1
J N N—j N
Ro|B— Y gs— Y, a+B— D, o+ D>, |-
k=0,k#£1 k=j+1 k=0,k#£1 k=N—j+1

Vagyis (2.1.5) alapjén
(I-A-Bw>1.

gy 2.2.2 4llit4s alapjan
I(I = A= B) oo <1,

vagyis valoban stabil a séma. O
3.2.2. Megjegyzés. (3.31) feladatra a (3.32) séma stabilitisa ugyanigy ldthatd be.

A konzisztenciat ismét 2.1.7 4llitds szolgaltatja, igy a kovergencia O(7) + O(h,) + O(hy) rendd a

Lax-ekvivalencia tétel alapjan.
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3.3. NUMERIKUS KISERLETEK

3.3. Numerikus kisérletek

Példa az 1. tipusti modellfeladatra. Az [5]-6s munka alapjdn legyen a tortrendii derivalds

rendje legyen 1,5, a kezdeti feltételiink pedig f(0,2) = 10 cos(mx). Az egyenletiink most:

8f 1 RL 1,5 pl RL 1,5

A (BL DL l(z) +BE DS ()
1,5r \z—1"x T z+1

ot 2 cos =5~ ( )

A pontos megoldasunk ekkor
flt,x) = 10e~t27 " Fe(1/2) cos(mz),

ahol Fo(z) = [ cos(u?m/2) du. Az implicit Euler sémét a 3.1.2, a Crank-Nicolsont a 3.1.3 részek

alapjan készitettik el.

B | 7 | IB | fon | ON -2 | ON |- [l
0.2 0.2 0.078214 0.14299 0.076432
0.1 0.1 0.010429 0.062913 0.025684
0.05 0.05 0.0056137 0.015994 0.0048225

0.025 0.025 0.0028726 0.0045991 0.0007182
0.0125 | 0.0125 | 0.0014466 | 0.00029944 0.0000653

3.1. dbra. Numerikus kisérlet az 1. tipusti modellfeladatra a fenti példaval (¢ = 0.5), . Az adott

séméahoz tartozé hibavektorok normait latjuk a megfelel$ oszlopokban.

Példa a matrix transzformaciés moédszerre. A tortrendii Laplace-operator rendje legyen

ismét 1,5, a kezdeti feltételiink pedig ¢(0,z) = v/2 cos(mz).

1,5/2
‘9—“":—(—0‘9—;) p, hat<z <1

©'(0,t) =0 és ¢'(1,t) =0, ahol 0 < ¢.

Az analitikus megoldas a 3.1.4 allitds alapjan

p(t,z) = \KQ)G*WL5 cos(mz).

A sémakat a 3.1.1 rész alapjan készitettiik el.

h T JIE [ lleon [ CN[-ll2n | CN |- [loc,n
0.2 0.2 | 0.069456 | 0.014143 | 0.047925
0.1 0.1 | 0.013235 | 0.0085598 | 0.042268
0.05 | 0.05 | 0.0078230 | 0.0035509 | 0.023159
0.025 | 0.025 | 0.0043296 | 0.0013494 | 0.012063

0.0125 | 0.0125 | 0.0022958 | 0.00049405 | 0.0061649

3.2. dbra. Numerikus kisérlet a 2. a matrix transzforméciés médszerre az elébbi példaval (¢ = 0.5).

Az adott sémahoz tartozo hibavektorok normait latjuk a megfelel¢ oszlopokban.
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3.3. NUMERIKUS KISERLETEK

1 1
0.5F
0
05
5 0.5 T T 0.5 1

3.3. abra. A bal oldali §bran az implicit Euler, a jobb oldalin a Crank-Nicolson séma &ltal szolgdl-
tatott numerikus megoldésok lathatdak az 1. tipusi modellfeladatra (1.9). A szaggatott vonal az

analitikus, a folytonos pedig a numerikus megoldds mindkét abran.

0.1 0.1
0.05 { o005}
0 0
-0.05 -0.05
_mﬂ 0.5 1 _ﬂ'1{1 0.5 1

3.4. abra. A bal oldali abran egy implicit Euler, a jobb oldalin egy Crank-Nicolson séma &ltal
szolgaltatott numerikus megoldasok lathatdak, melyeket a matrix transzformacios médszerrel kap-
tunk a homogén Neumann-peremfeltételi (3.1)-es feladatra. A szaggatott vonal az analitikus, a

folytonos pedig a numerikus megoldas mindkét abran.
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3.3. NUMERIKUS KISERLETEK

A numerikus kisérletek a Matlab program segitségével késziiltek. Az 1. tipustt modellhez tartozd
kédot leirjuk ide, mert a masik két modellfeladathoz tartozé programok apré mddositasai ennek.
A g fiiggvény rekurzivan szdmolja a g egyiitthatokat, az ehhez felhaszndlt Osszefiiggések gg = 1
és g = gr—1(a—k+1)/k, ha k > 1.

function foprogram (N, TT,M, a)

% foprogram

%

% N : [0,1] felosztasa N reszre
% TT : [0,TT] az idointervallum
% M : [0,TT] felosztasa M reszre

% a : a tortrendu derivalas rendje

h=1/N;

tau=TT/M;

[u0,p]=init (N,TT);

ul=ul;

u2=u0l;

[AA1]=A1(N,a);

K=-1/(2xcos(axpi/2));

J=speye (N+1);

for tt=1:(M+1)
u0=(J—(Kxtau/(h"a)).*AA1)\u0;
ul=(J—Kxtau/(2«(h"a))).*AAL)\ (J+Kxtau /(2% (h"a))).xAAl)*ul;

end;

x=linspace (0,1 ,N+1);

yO0=full (u0);

yl=full (ul);

p=full(p);

clf;

subplot (2,2 ,1);plot(x’,y0);hold on
plot(x,p’, ’r—’);hold off
subplot (2,2 ,2);plot(x’,y1);hold on
plot (x,p’, 'r—’);hold off
maxhibal=norma_ szamit(u0—p,h,—1)

maxhiba2=norma_ szamit (ul—p,h,2)

maxhiba2=norma_ szamit (ul—p,h,—1)
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3.3. NUMERIKUS KISERLETEK

function [A]=A1(N,a)

% 1. kiterjesztesre a lepesmatriz.
%

% h=1/N, a=alpha

A=sparse(zeros (N+1,N+1));
for j=0:N % wvegigmegyunk a pontokon

switch j
case (
A(1,2)=A(1,2)+g(0,a);
for k=1:N
A(1,k)=A(1,k)+g(k,a);
end;
case N
A(N+1,N)=A(N+1,N)+g(0,a);
for k=1:N
A(N4+1 N+1-k+1)=A(N+1 N+1-k+1)+g(k,a);
end;
otherwise
for k=0:j
A(j+1,j—k+1+1)=A(j+1,j—k+1+1)+g(k,a);
end;
for k=j+1:N
A(j+1,k—j—1+1)=A(j+1,k—j—-1+1)+g(k,a);
end;

for k=0:(N-j)
A(j+1,j4+k—1+1)=A(j+1,j+k—1+1)+g(k,a);
end;
for k=(N-j+1):N
A(j4+1,2«N—j—k+141)=A(j +1,2xsN-j—k+14+1)+¢g(k,a);

end;

b
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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Izsak Ferencnek a segitségét és a tiirelmét, hogy mindig
tudott rdm és a hibaimra id6t szakitani, valamint Edesanyamnak, aki nélkiil valoszintileg sehol sem

lennék.
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