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Bevezetés

Szakdolgozatom témaéaja az emberi szervezetbeli véraramlis és az érhalozat vizsgélata,
modellezése. Eloszor a legsziikségesebb fizikai alapfogalmakat mutatom be, majd a Na-
vier-Stokes-egyenlet hengerkoordinata-rendszerbeli alakjat vezetem le. A kovetkezd fe-
jezetben a nullindexi és az 1l-indexid Bessel-féle differencidlegyenletekkel, a kiilonb6z6
Bessel-fiiggvényekkel, illetve ezek kapcsolataval ismertetem meg az Olvasot. A harmadik
fejezetben Bessel-fliggvények segitségével vizsgalom a szilard fala csébeli pulzalé aram-
las sebességét és hozamat. A negyedik fejezetben a szimmetrikus és az aszimmetrikus

érhéalozattal foglalkozom.



1. fejezet

Hidrodinamika

Ebben a fejezetben szeretném réviden bemutatni a szakdolgozatom téméajahoz kapcsolo-
do hidrodinamikai alapfogalmakat és térvényeket, melyek az dsszenyomhatatlan, viszkézus

folyadékok mozgasat irjak le, kiilonos figyelmet forditva a henger alakt csébeli aramlasra.

1.1. Viszkozus folyadékok és az aramlasukat leird
egyenletek

A folyadék vizsgéalatakor eltekintiink annak molekularis szerkezetétdl, folytonos kozegnek
tekintjiik. A mozgo folyadék allapotat leirja a sebessége (v), nyomasa (p) és strtsége (o).
Tehat ha az Q C R3 tartomany a folyadék altal kitoltott térrész, és a jelenséget az I C R

nyilt idSintervallum lezartjan tekintjiik, akkor
pIxQ—=>R, 0:IxQ—=R, v:IxQ—>R

fliggvények.

Ha a folyadék stirtisége nem allando, az a folyadék Osszenyomhatosagat eredményezi.
Az olyan folyadékokat, melyek stirtisége allandé, 6sszenyomhatatlan folyadékoknak nevez-
zik.

A folyadék aramlasa soran a molekulak kozott surlodasi kolesonhatas 1ép fel, ezt a
bels6 sturlodast nevezziik viszkozitdsnak. Newtoninak mondjuk a folyadékot, ha a bel-
s6 surlodassal egyenesen aranyos az altala létrehozott deformacio. Ezt az aranyossagot

jellemzi a newtoni folyadék viszkozitasi egyiitthatoja.
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A viszkozus folyadékok mozgasat leird vektoregyenletet Navier-Stokes-egyenletnek
nevezziik:

00w + o (vVV)v = —gradp + pAv + f 1 x Q-n,

ahol f: I x Q) — R a folyadékra hato kiils§ erék ereddje.

A tomegmegmaradas torvényét az un. kontinuitdsi egyenlet irja le:
0o+ div(ov) =0 I x Q-n.

Végezetiil a folyadéknak teljesitenie kell az energiamegmaradés torvényét.

1.2. Folyadék aramlasa szilard fala csében,
Poiseuille torvénye

Ebben a pontban az Osszenyomhatatlan, allandé viszkozitasi folyadék henger alak,
szilard falt cs6ben torténs hengerszimmetrikus aramlésat vizsgédlom. ElGszor a Navier—
Stokes-egyenletet irom fel hengerkoordinata-rendszerben, majd az aramlas hozamat meg-

ado Poiseuille torvényt idézem fel.

Tegyiik fel, hogy allandé p viszkozitastu és o striségd folyadék aramlik egy egyenes
korhenger alaku cs6ben, melynek sugara a, hossza L. Valasszuk a derékszogi koordi-
natarendszer harmadik tengelyének a henger tengelyét, a masik két tengely altal kifeszi-
tett sik pedig a henger alaplapjara illeszkedjen. A nyilt hengert H-val jeldljiik. Adott

id6pontban az dramlas sebességfiiggvényét egy ilyen koordinatarendszerben a
vi H =R, (2,y,2) = v(x,y,2), = (0g0,0,)
fliggvény, hengerkoordinata-rendszerben a
Vi(0;a) x [0;2m) x (0; L) = R®,  (r,p,2) = V(r,p,2), V=(V,V,V,)
fiiggvény irja le, ahol
V(r,p,z) =v(rcosp,rsing, z), (r,p,z) € (0;a) x [0;27) x (0; L).

A nyomésfiiggvényt az adott idépontban a derékszogl koordinatarendszerben p-vel jeldl-

jik, p: H — R, a hengerkoordinata-rendszerben pedig P-vel, ahol

P:(0;a) x [0;27) x (0; L) = R,  P(r,¢,2z) = p(rcosp,rsing, z).
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1.1. Definici6. A derékszogi koordinatarendszerbdl a hengerkoordinata-rendszerbe vald

attérést lefro
h:RT x[0;27) x R = R?  h(r,p,2) := (rcosy,rsiny, z)
transzformaciot hengertranszformdcionak nevezzik.
A hengertranszformécio felhasznalasaval V =h 'ovoh é P=poh D(h)n.

1.2. Definici6. A fenti H egyenes korhengeren értelmezett p: H — R fiiggvényt hen-
gerszimmetrikusnak nevezziik, ha a hengerkoordinata-rendszerben felirva a P := po h
fliggvényre

P(T,gp, Z) = P<T7¢7Z)7 (T,(p72), (7",1/1,2) € H.

Azt mondjuk, hogy a v: H — R3 fiiggvény hengerszimmetrikus, ha azt hengerkoordinata-

rendszerben felirt V' := v o h fiiggvényre
Vi(rye,z) =V(r,2), (rez),(rv,z)e H  é  V,=0.

Az allandé strtségii és viszkozitasu folyadék dramlasat hengerszimmetrikusnak nevezziik,

ha a nyomas- és a sebességfiiggvénye hengerszimmetrikus.

Ha a p, illetve a V' hengerszimmetrikus fiiggvény folytonosan differencidlhatd, akkor

0,P =06s d,V, =0,V. =0,

Ezutan kiszdmolom az alland6 stiriségi és viszkozitasa folyadék hengerszimmetrikus
aramlasat leir6 Navier—Stokes-vektoregyenletnek a henger-koordinatarendszerbeli alakjat.
Ennek igazolasdhoz tobb allitasra van sziikségem. Amikor a bizonyitas a hengerszimmet-
ria feltételezése nélkiil lényegesen hosszabb lenne, akkor csak a specidlis esetben adom

meg az allitast.

1.3. Allitas. Legyen Q C R? 6sszefiigg nyilt halmaz és v : Q — R3, v € C(Q) tetsz6leges
fiiggvény, akkor

1
v-V)v = = gradv? — v X rotw.
(v-V)jo=7g
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Bizonyitds. Ha derékszogl koordinatarendszerben v = (v,, vy, v,), akkor (v-V) = v,0, +
v, 0y + 0,0, 1gy
V30205 + 0y0y Uy + 0,0,0,
(v-Vv=1 v,0,v, + v,0,v, + v.0,v,
V0,0, + V0V, + 1,00,
A v fiiggvény négyzetének gradienset v* = v2 +v2 4 v7 alapjan kaphatom meg:
V0305 + Uy 0y0y + 0,0,V
1

2 gradv® = | 0,0,0, + v,0,v, + V0,0,

V0,0 + 0,00y + 0,00,

A v fiiggény rotacioja

Oyv, — 0,0, Uy (030 — Oyvy) — v, (0,0, — Opvy)
rotv = 0,y — Oy, , ezért v Xrotv = v, (aypz — 8Zpy) — Uy (8xvy — 8yvx)

Opvy — OyUy Uy (0,0 — 0pv;) — vy (Oyv, — O,vy)
Kivonva egyméasbol a fenti két tagot valoban (v - V)v értékét kapjuk. O

Kés6bb Osszetett fiiggvények parcidlis derivalasa sorén sziikségem lesz a hengertransz-

formacié derivéaltjanak inverzére.
1.4. Allitas. A h hengertranszforméaciora

cos sing 0
[(h_l)/ o h} (ryp,2) = —%singp %cosgp 0
0 0 1

Bizonyitds. A h fiiggvény differencidlhatéd, és a derivaltfiiggvény determinénsa pozitiv,
ezért mindeniitt létezik A’ inverze. Ennek kiszamitasahoz induljunk ki abbol, hogy h
injektiv és h™' o h = idg+x[o2m)xr. Derivalva mind a két oldalt, majd a (A')~' matrixszal

jobbrol szorozva a (h=') oh = (W) ™" 6sszefiiggéshez jutunk. A h transzformacio derivaltja

cosp —rsing 0
W(r,p,z)=| sing rcosp 0 |, (r,p,2) eR" x[0;2r) xR
0 0 1

(p = 0 esetén folytonos kiterjesztés), melynek inverze
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rcose rsing 0 cos sinp 0

- 1
(h,(T’% 2)) = - —singp cosep 0 | = —%singp %cosgp 0
0 0 r 0 0 1

]

1.5. Allitas. Ha egy A € R? pontban a v € R? vektor derékszogii koordinatarendszerbeli
koordinatavektora (v, vy, v,), akkor hengerkoordinata-rendszerben a koordinatavektorat

(vr, vy, D,)-pal jeldlve

Uy = Uy COSQ — Uy, SIN Up = Uy COS QY + Uy SIN
Uy = VUpSINEY + V, COSY ¢ Vp = —Ug SN + Uy, COS @
Uz:{)z 173:1)3

z

o]
g

Kapcsolat a derékszogi és a hengerkoordinata-rendszerbeli koordinatak kézott

1.6. Allitas. Legyen p € CY(R3) és P := po h, akkor hengerkoordinata-rendszerben
felirva

gradp(rcos ¢, rsing, z) = (9,P(r, ,2), 20,P(r,¢, 2),0.P(r, ¢, 2))

barmely (r, ¢, z) € RT x [0;27) x R esetén.
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Bizonyitds. Irjuk fel
p(recosp,rsing, z) = P(r,¢,2), (r,p,z) € RT x [0;27) x R

parcialis derivalasaval p gradiensének derékszogi koordinatait az (r cos , rsin ¢, z) pont-

ban:
Opp = O P - 0y + 0, P - Opp + 0, P - Opz = 0, P cos p — %QDP sin ¢,

Oyp = O, P - Oyr + O, P - Oyp + 0. P - Oyz = 0, Psin p + %(%P Cos ©,

0.p=0,P-0,r +0,P-0.0+4 0.P -0,z = 0, P.
Térjiink a4t derékszogil koordinatdkrol hengerkoordinatakra az eléz6 allitdsban szerepls

Osszefiiggés alapjan:
(gradp), = (8, P cosp — 29,Psinyp) cos + (0, Psin g + 29, P cos @) singp = 0, P,
(gradp), = — (0, P cos p — 20, Psing) sing + (0,Psin ¢ + 10,P cos ) cosp = 19, P,
(gradp). = 0.P.

Ezzel igazoltuk, hogy hengerkoordinatakkal megadva gradp = (&P, %QOP, @P). ]

1.7. Allitas. Legyen g € C*(R%) és G := g o h, akkor hengerkoordinata-rendszerben

felirva a
Ag(rcos,rsing, z) = 02G(r, p, z) + %&G(r, ©,2) + %33,@(7’, p,2) + 02G(r, ¢, 2)
osszefiiggés barmely (r, p, z) € RT x [0;27) x R pontban fennall.
Bizonyitds. Induljunk ki a
g(recosp,rsing,z) = G(r,p,2), (r,p,z) € RT x [0;27) x R

osszefiiggésbdl, majd irjuk fel g parcialis derivaltjait az (r cos @, rsin ¢, z) helyen:

0z9 = 0,G - 0,7 + 0,G - 00 + 0.G - 0,2 = 0,G cos p — %@,G sin ¢,

dyg = 0,G - Oyr + 0,G - Oyp + 0.G - Oyz = 9,G sin + 29,G cos p, (*)

0.9 =0,G-0.r +0,G - 0,0+ 0,G - 0.2 = 0,G.

Ezek alapjan a masodrendii parcialis derivaltak:

agg - 8r(8;rg) : 6xr + a@(a:vg) : aﬂc‘;p + az(axg) : aa:z - ar(aacg) COsS — %atp(a:cg> sin @,
859 = 0,(0,9) - Oyr + 0,(0y9) - Oy + 0.(0yg) - Oyz = 0,(0,g) siny + %Qp(%g) Cos @,

029 = 0,(0.9) - 0.1 + 0,(0.9) - 0.0 + 0.(0.9) - 0.2 = Dg.
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Tehat
Ag = 0, (0,9 cos o + 0ygsinp) — %[Q[,(@xg) sing — 0,(0y9) cos 90] + 0%g.
Vegyiik észre, hogy (x) els6 két egyenletébdl kovetkezik
0zg cos o + Oygsiny = 0,G,
valamint
0,(0,9) sinp — 0,(0yg) cos = 0, (0ygsin ¢ — 0,9 cos ) — (Oyg cos ¢ + J,gsin p)

1 1.,
=0, (—;%G) - 0,G = —;%G - 0,G.
Behelyettesitve a fenti kifejezéseket azt kapjuk, hogy

1 1 1 1
Ag=0,(5,0) - ! [_;aga _ ara] Pty = GG+ 10,6+ 0G4 O,

]

1.8. Allitas. Legyen v € C?(R?; R?) hengerszimmetrikus fiiggvény, a derékszogi koor-
dinatarendszerben a koordinatafiiggvényeit jelolje v, vy, v,; legyen V := v o h és V
hengerkoordinata-rendszerbeli koordinatafiiggvényeit pedig jelolje V,., V,,, V..

A Laplace-operatort a hengerszimmetrikus v fiiggvényre alkalmazva hengerkoordinata-

rendszerben minden (7, ¢, z) € RT x [0,27) x R esetén
OFVi(r,0,2) + 20, Vi(r, 0, 2) + 02V (r, 0, 2) = 5 Vi(r, o, 2)
Av(rcosp,rsing, z) = 0 ,
V.1, 0, 2) + 10, Vo(r, 0, 2) + OZV.(r, 9, 2)

Bizonyitds. A Av = (Av,, Av,, Av,) vektorértékd fiiggvénynek elGszor a valtozojaban

tériink at hengerkoordinatakra az el6z6 allitast felhasznalva:
)
Avy = 02V, + 20,V 4+ 502V, + 02V,

Avy = RV, + 10,V + 502V, + 0V, ¢

Av, = 2V, + 10, V. + 502V, + 02V,
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ahol V; := v;0h, @ = x,y,2z. Masodik 1épésként a koordinatafiiggvényeket irjuk &t
a hengerkoordinata-rendszerbeliekre az 1.5. Allitas és a v fiiggvény hengerszimmetriaja
alapjan:

\
Av, = 92V, cos @ + 20,V; cos p — 5V, cos o + 02V, cos ¢

Avy, = 0}V, sinp + 10,V, sinp — 5V, sinp + 92V, sin g

Av, = 02V, + 10,V. + 92V )
Végiil Av derékszogi koordinatarendszerben ismert koordinatafiiggvényeib6l megkapjuk

a hengerkoordinata-rendszerbelieket, ha ismét alkalmazzuk az 1.5. Allitast. O]

1.9. Allitas. Legyen v € C'(R3; R?) hengerszimmetrikus fiiggvény, a derékszogii koor-
dinatarendszerben a koordinatafiiggvényeit jelolje v, vy, v.; legyen V := vo h és V
hengerkoordinata-rendszerbeli koordinatafiiggvényeit pedig jelolje V;., Vi,, V..

Ekkor minden (7, ¢, z) € RT x [0,27) x R esetén

‘/7'(7”7 S07 Z)ar‘/;'(r7 807 Z) + ‘/Z<T7 @7 Z)az‘/rr(r, g07 Z)
[(v- V)v](rcose, rsing, z) = 0
W(r, (707 z)ar-‘/;(r, 907 Z) + ‘/;(/r.? 907 Z)az‘/z<’}"7 907 Z)

Bizonyitds. Induljunk ki a (v-V)v fiiggvényre az 1.3. Allitas bizonyitasanak elején kapott
Osszefiiggésbdl. Az 1.7. Allitasbeli () Osszefiiggéseknek a Vi := v;0h, i = x,y,2
fiiggvényekre vonatkoz6 megfelelGit behelyettesitem, majd attérek V' hengerkoordinéta-

rendszerbeli koordinatafiiggvényeire:
[(v . V)v]x = 0,;0,U; + V,0yUy + 0,00,
= V,(0,V, cos p — %O@I/; sin ) + V, (0, V, sin p + %8@1/; cos p) + V,0.V,
=V, cos (8, V; cos® ¢ + LV, sin® ) + V, sin (9, V; cos psinp — LV, sin g cos )
+V.0.V, cosp = V,.0,V,. cos p + V0.V, cos o,

ahol az elsé sor fiiggvényeinek valtozoja (r cos p, rsin g, z), a tobbié (r, ¢, z). A méasik két
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koordinatafiiggvényt hasonldéan szdmolhatjuk ki:

[(v . V)v}y = 0,0,vy + v, 0y, + V0,0,

= V,(0,V, cosp — 20,V sin @) + V,(0,V, sinp + 19,V cos ) + V.0,V

=V, cos (8, V, sin p cos p — LV, sinp cos @) + V; sin (9, V, sin® p + 1V, cos® p)
+V.0,V,sinp = V.0,V sinp + V.0, V, sin ¢,

[(v . V)v] L= V0,0, + v, 0y, + V.00,

= V(0 Vzcos p — 19, V. sinp) + V, (0, V. sin ¢ + 19, V. cos ) + V.9.V,

=V, cos p(0,V, cos p — %apVZ sin ) + V. sin (9, V, sin ¢ + %QDVZ cos p) + V,0,V,

Végiil a (v-V)v vektorértéki fiiggvény hengerkoordinata-rendszerbeli koordinétafiigg-

vényeit az 1.5. Allitas segitségével kapjuk meg. O]

Ezzel a Navier-Stokes-vektoregyenlet Osszes tagjat attranszformaltuk hengerkoordi-

nata-rendszerbe.

1.10. Tétel. Allando o siriségi és p viszkozitdsi folyadék hengerszimmetrikus dram-
ldsdra

1 1 )
OV; + VOV, + VOV, = Fr = 0P+ % (afw + -0,V - X—Q + afw)

V<p:0 )

1 1

J

ahol P a hengerkoordindta-rendszerben adott nyomdsfigguény, V az ottani sebességfiigg-
vény, F,., F, pedig a folyadékra hato kiilsd erdk ereddjének sugdr, illetve z-tengely irdnyi

koordindtafiggvénye (f o h = (F,,0, F,) a hengerkoordindta-rendszerben,).

Bizonyitds. Osszeadva a kiszamolt tagokat

1
0 |+ 0 =lo|-5] 0 +% 0 ,
O, V- V;0,V, + V.0V, F, 0.P OV, + L0, V. + 02V,

ami valoban a bizonyitandé tétel. O
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A (v-V)v tagot hengerkoordinita-rendszerbe transzformalhattuk volna az 1.3. Allitas

segitségével is.

Most folyadék csébeli dramlasanak hozamat vizsgalom. Felteszem, hogy a csé henger
alaki, az aramlas stacionarius, hengerszimmetrikus, a csével parhuzamos iranyt, és ebben
az irdnyban alland6 sebességii. FEkkor a nyomés a csére meréleges keresztmetszeteken
alland6. Ha a folyadék nyomasa a csé egyik végében nagyobb, akkor a nyomaskiilonbség
hatasara a folyadék a magasabb nyomaéasu végpont fel6l az alacsonyabb nyomési végpont

felé dramlik.

1.11. Definicié. Ha B olyan halmazt jeldl, melyet a henger alaki H csére meréleges
sikmetszetként kapunk, a derékszogl koordinatarendszer harmadik tengelyét a csé tenge-
lyének valasztjuk, és u € C(H) az aramlas sebességének harmadik koordinatafiiggvénye,

akkor a

QB) = | uls

érték a folyadék Osszenyomhatatlansaga miatt fiiggetlen B-t6l, ezt az aramléas adott id6-

pontbeli hozamanak nevezziik.

1.12. Tétel (Poiseuille torvénye). Az L hosszisdgu, a sugari egyenes korhenger alaki
csovet p wviszkozitdasu folyadék toltt ki. Ha a csd két végpontjaban, az alaplapjin és a
feddlapjan a folyadék nyomdsa dllandd, py, illetve ps (p1 > p2), akkor a nyomdskilénbség
hatdsdra kialakulo staciondrius, hengerszimmetrikus, a csével parhuzamos iranyi €s ebben
az iranyban dllando sebességd dramlds nyomdsa a csd tengelyére merdleges sikmetszeteken
dllando, a csével parhuzamos wrdnyban linedris.

Az dramlds sebessége a csd tengelyétdl mért sugdrirdnyd r tdvolsdg fliggvényében

1 — 1
o) = P =) = 0 (@ =), re o],

ha a csd tengelye a derékszgi koordindtarendszer harmadik tengelyével parhuzamos.
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Ekkor az dramlds hozama

™ P1— P2 ™
A - zpa4.

QZS Lu 8u

1.3. Folyadék aramlasa csatlakozo szilard fala
cs6darabokon keresztiil

Ebben a pontban a csatlakoz6 cs6darabokon ataramlo folyadék nyomésat vizsgalom.
A nyomaskiilonbség hatésara létrejové aramléasrol felteszem, hogy mindkét csédarabon
stacionarius, hengerszimmetrikus, a csGvel parhuzamos iranyt és ebben az irdnyban al-
land6. Felteszem tovabbé, hogy a két cs6darabon a folyadék viszkozitasa megegyezik
(1), valamint a Poiseuille-torvény érvényes mindkét csédarabon eltekintve a cs6 elejétdl,
végétdl, illetve attol a helytsl, ahol a csédarabok illeszkednek. A nyomésrol felteszem,
hogy folytonos a két csédarab unigjan.

Tehat adott két szilard fala, kozos tengelyi, egyenes korhenger alakt egymashoz csat-
lakoz6 csGdarab, ezek hosszat jelolje rendre Ly és Ly, a sugarukat pedig ag és a;. Mind-
két cs6darabhoz olyan derékszogi koordinatarendszert valasztok, amelyiknek a harmadik
tengelye a csé tengelye és az alaplapjan a harmadik koordinata nulla. Az dramlas hoza-
méat, mely azonos a két csészakaszon, jelolje Q).

Poiseuille torvénye szerint az aramlas sebessége a két csédarabon eltérd, igy a sebesség
nem folytonos fiiggvénye a helynek. A modell eme hibajat elfogadjuk, ha a csdarabok

kell6en hosszuak.

a, L a, L,

Egyméashoz csatlakoz6 cs6darabok
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A Poiseuille-torvény szerint a nyomés a csé barmely pontjaban csak a harmadik (z)
koordinata fliggvénye. Jelolje a nyomast, mint a harmadik koordinata fliggvényét az elsé

cs6darabon pg, a méasodikon p;. Ennek alapjan a pg és p; fiiggvények a kovetkezok:

po : [0; Lo] — R, po(20) = po(0) — 4 QZO,

illetve
8p
p1: [0 Li] — R, pi(z1) = p1(0) — — Qz1.
Taj
Mivel a nyomas folytonos, ezért po(Lg) = p1(0), vagyis a kapcsolat a py és p; fiiggvények

kozott

8
p1(z1) = po(Lo) — W_;ZQZM 2 € [0; Ly].

1
A kovetkezs 1épésekben lenorméaljuk a csovek hosszat, vagyis bevezetiink egy-egy 1j,

dimenzi6é nélkiili valtozot. Ennek célja, hogy az elsé csé tulajdonsagait referencianak

tekintve vizsgaljuk a nyomas valtozasat a masodik csévon. Jelolje a lenormalt hosszokat

2 z
Zy = L_(z)’ 20 €0 Lo],  Z1:= L_117 21 € [0 L],

ezért Zy, Z1 € [0;1]. Az elsé cs6darabon a nyomasvaltozast jelolje Apg, ennek nagysaga

| Apo| = |po(Lo) — po(0)| = QLO

A fenti 0j valtozok segitségével a kovetkezSképp definidlom a dimenzi6é nélkiili nyomas-

fliggvényt a két csGszakaszon:

Po(20) — po(0) _
|Ap0’

p1(21) — po(0)
|Ap0| '

Py : [0;1] = [-1;0], Py(Zy) = —Zo,

Py [0;1] = (—o0; —1, P(Zy) =

Py definiciojabol adodik, hogy Py(0) =0 és Py(1) = —1.
Behelyettesitve a fenti képletbe a p;(z1)-re és |Apg|-ra ismert Gsszefiiggéseket

po(Lo) —po(0)  po(Lo) — pi(21)
| Apol | Apol

po(Lo) —po(O) <a0>4 21 ( ) Ll
=) —=-1—-|—=| =7, Z, el0;1].
| Apol a1/ Lo a) L™ v

A definici6 alapjan P; értékei a mésodik csé két végpontjaban

P(Zy) =

Pi(0) = —1, Pi(1) =-1- (a1> i;
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Teljesiil tovabba, ahogy az eredeti nyomasfiiggvényekre is, hogy a csatlakozasi helyen F,

és Py értéke egyenld.

Most az aramlast harom szilard fald, kézos tengelyt, egyenes kérhenger alaki egymés-
hoz csatlakoz6 cs6darabon vizsgaljuk, melyek hosszat jelolje rendre Ly, Ly és L, a sug-
arukat pedig ag, a; és as. Tovabbra is feltessziik, hogy a folyadék Gsszenyomhatatlan, a
vizsgalt csérendszeren a viszkozitasi egyiitthatoja p, az aramlésrdl azt, hogy mindharom
cs6darabon teljesiti a Poiseuille-torvény feltételeit, a nyomasrol pedig azt, hogy folytonos
a harom cs6darab uni6jan. Mindharom csédarabhoz olyan derékszogi koordindtarendsz-
ert valasztok, amelyiknek a harmadik tengelye a csé tengelye és az alaplapjan a harmadik
koordinata nulla. Az dramlas mindegyik csészakaszon azonos hozamat jeldlje Q.

Az elgbbiekhez hasonléan az utolso szakasz
81
pa(22) = p2(0) — —5 Qza, 22 € [0; Lo]
Tas

nyomasfiiggvényét is lenormaljuk, igy a

Py(Zy) = pQ(zT)A;jO(O) _ (@)4 Ly (@)4 L Ty, Zy €[0;1]

fiiggvényt kapjuk. A végpontban

tehat
p2(L2) —Po(o) =

1.4. Aramlas elagazason keresztiil

Tekintsiik a cs6 egy elagazasat, ahol Ly jeloli az eldgaz6 cs6 hosszat, ag a sugarat. A

mellékdgak koziil az egyik 4g hossza legyen Lq, sugara a;, a mésiké Lo és as.
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a L

a, Lo

a, L

Az elagazo csédarab

Ebben az esetben is feltessziik, hogy a folyadék Gsszenyomhatatlan, a vizsgalt cso-
rendszeren a viszkozitasi egyiitthatdja a p allandd, az dramlasrol azt, hogy mindhirom
cs6darabon teljesiti a Poiseuille-torvény feltételeit, valamint azt, hogy a nyomés folytonos
a harom cs6darab uni6jan. Mindegyik cs6darabon a derékszogt koordinatarendszer har-
madik tengelyét a csGdarab tengelyének valasztva és a henger alaplapjan a harmadik
koordinatat nullanak véve az egyes csdarabokon a nyomés csak a harmadik koordinata
fliggvénye. Ha az egyvaltozos nyomasfiiggvényt a f6agon pg, a két mellékdgon p, és po

jeloli, a hozamokat pedig rendre Qg, Q1 és (Y2, akkor QY = Q)1 + Q2 és
8u :
Ta;

Norméljuk le a valtozokat:

7, = z— s e [0 L], i=0,1,2.

Az el6z6 ponthoz hasonléan bevezetve a harom ag dimenzi6 nélkiili Py, P, és P, nyomas-

fiiggvényét, majd behelyettesitve a p;(z;)-re (i = 1,2) és |Apg|-ra ismert Osszefiiggéseket

pi(z1) = po(0) _ po(Lo) — po(0) (@)4 Qi

P(Z;) =

|Ap0] B |A]90| a; @ Ly
4
) Qz Lz
= —-1—-|—] = Zi, Z; € 1051}, 1=1,2
(%’) Qo Ly [ ]
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1.5. Ersziikiilet vizsgalata

Az ember artérids rendszerének kisebb sugaru ereiben, az arterioldkban a véraramlés
pulzalé jellege mar nem jelentds. Egy arteriolaban kialakulo érsziikiilet hatasat vizsgaljuk
az aramlas nyomésfiiggvényére, majd kicsivel nagyobb érhalézaton az aramlas hozamara.
Tekintsiik az egészséges arteriolat szilard fali, egyenes kérhenger alakt csének, az érszii-
kiiletes, beteg arteriolat pedig szilard fali, kozos tengelyt, egyméashoz csatlakozo egyenes
kérhenger alaki cs6darabok egyiittesének, ahol az érsziikiiletes rész olyan révid csGdarab,
melynek kisebb a sugara. Mindkét esetben a vér aramlasarol tegyiik fel, hogy minden
cs6darabon kielégiti a Poiseuille-torvény feltételeit, a nyomasarol pedig azt, hogy a vizsgalt
cs6halozaton folytonos.

E torvény alapjan a rovid besziikiilt érszakaszon az aramlas sebessége nagyobb, mint
a két szomszédos érszakaszon. Megjegyezziik, hogy ha a sziikiilet nagymértéki, akkor a

modell nem jol irja le az dramlas sebességét.

a L,
- ay Ll.sz

Az érsziikiilet modellje

ElGszor azt nézziik meg, hogy az 1.3. alfejezetben ismertetett modell szerint a kialakulo
érsziikiilet milyen valtozast eredményezne az dramlas nyomaésfiiggvényében, ha a hozam
valtozatlan maradna. A vizsgalt arteriola hossza legyen L; és sugara a, melyet a besziikiilt
L, érszakasz a szikiilet el6tti L;. és a sztkiilet utani L;, hosszt érszakaszra bont
(Ly = Lie+ Lig, + L14). A besziikiilt érszakasz bels§ sugarat jelolje aaq, ahol o € (0,1)

sziikillet mértéke.
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Az egészséges arteriolan () hozam mellett a nyomasvéltozas

81
Apee = ——— QL.
pg 7_‘_&411@1

Az érszikiiletes arteriola esetén bevezetjiik a lenormalt nyomésfiiggvényeket, ahogy az

1.3. alfejezetben tettiik. Ezek segitségével a (xx) képlet alapjan a nyoméasvaltozas
4 4
ay Ly, ar\ Liu| 8p
A sz — —1—-(— —_— = | — : —— QL e
b [ (aal) Ll,e <a1> Ll,e] W&é Q b

_ 1 8y _ 1 Lys | 8p
- |:_L1,e - E Ll,sz - Ll,u:| % - |i_1 - (E - 1) Ll :| 7_(_@101 QLl

0

A két nyomésvaltozas aranya

Apsz =1+ 1 Ll,sz -1
Apeg B ot Ll ’

tehat valtozatlan hozam mellett az érszikiilet kovetkeztében nagyobba vélik a nyoméasesés
az arteriolan.

A besziikiilt érszakasz hossza altalaban az ér sugaraval azonos nagysagrendd, ezért
nagysagrenddel vagy nagysagrendekkel kisebb az arteriola hosszdnal. Ennek eredménye
az, hogy csak nagymérték( érsziikiilet esetén lesz lényegesen nagyobb a nyoméscsokkenés
a sziikiiletes arteriolan.

A kovetkezs képen a zold grafikon az érsziikiiletmentes arteriolan mutatja a lenormalt
nyomasfiiggvény egyenletes valtozasat, mig a piros gorbe az &ltalunk vizsgélt érsziikiilet

esetén a lenormalt nyomasfiiggvény valtozasat azonos hozam mellett.

i
0 0s

Az két lenorméalt nyomaésfiiggvény 6sszehasonlitisa
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Az tapasztalatok szerint a jelentGsen beszikiilt ér altal ellatott szovetek nem kapnak
elegendd vért, bar a keringés csokkent mértékben fennmarad. Ezért masodikként egy kic-
sivel nagyobb, elagazést is tartalmazé érhalozatot vizsgalunk, és ott megfigyeljiik, hogyan
osztoznak a mellékdgak a f64g hozamén érsziikiilet kialakulésakor.

Az alfejezet elején tett feltevések mellett vizsgaljunk egy szimmetrikus érelagazast,
ahol az egyik mellékdgon sztikiilet alakul ki. Kezdetben mindharom érszakasz egyenes
kérhenger alaki, a f6ér sugarat ag, hosszat Ly, ott az aramlés hozamat Qg jeloli. Mindkét
mellékér sugara pedig legyen a és hossza L. Ekkor rajtuk az &ramlas hozama megegyezik,
értéke %, valamint mindkét mellékér végpontjaban azonos a nyomés.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az egyik mellékéren sziikiilet alakul ki. Mint
az alfejezet el6z6 részében, most is jeldlje e mellékig aa; sugari besziikiilt szakaszanak

hosszat L g,. Az egészséges, illetve a sziikiiletes mellékéren a nyomasvaltozas

8/L 1 Ll,sz 8“
Apeg = _W_ail Qeth Apsz = |:_1 - (_ - 1) :| 7 sth

at Ly | mag

ahol Q. jeloli az egészséges, )y, pedig a sziikiiletes mellékér aramlasanak hozamat. Ebbél

Qeg _ |1, (L _ 1) Los | Ares
Qsz 064 Ll Apsz'

A két mellékér hozamaranyat, valamint a beteg mellékér sziikiilet el6tti és utani hoza-

kifejezve

ma aranyat mutatjak a kovetkez6 tablazatok abban az esetben, amikor a két mellékéren

a nyomésvaltozas megegyezik. ), = % a mellékér normaélis, az érsziikiilet kialakulasa
el6tti hozamat jeloli.
Lise _ 1 Liee _ 1 Lise _ 1
Ly 10 L1 20 L1 30
Qe Qll Qe QD Qe Qn
| Qu | Gu ) Qu | Gu ] Qu | Gu
2 2 2
3 1AL | 1,20 s L2 | 11 g || 1,14 | 1,07
s25 | 175 sl 1,75 | 1,38 Sl 15 | 1,25
1 1 1
3 9 5 3 5 3 3 || 3,67 | 2,33
211265 | 13,75 211 13,75 | 7,38 1l 95 | 4,75

A tablazatokbdl is kiolvashatd, hogy e modell szerint az érszikiilet mértéke erésen, a
besziikiilt érszakasz hossza kevésbé csokkenti a beteg 4g hozamét, egyittal a mogottes

szovetek vérellatasat, ami 6sszhangban van a klinikai tapasztalatokkal.



2. fejezet

Bessel-fuggvények

Ebben a fejezetben szeretném bemutatni a nullindexii, illetve 1-indext Bessel-differencial-
egyenleteket, majd az elséfaji, ilyen index® Bessel-fiiggvényeket, utana néhény kapcsola-
tot a két fiiggvény kozott. Vizsgalom az elséfaju nullindext Bessel-fliggvény zérushelyeit,
végiil becslést adok egy elséfaju nullindexti Bessel-fiiggvényt tartalmazo Osszetett flige-

vényre.

2.1. Nullindexii Bessel-fiiggvények

2.1. Definicié. A
tY"(t)+Y'(t)+tY(t)=0

egyenletet nullindexd Bessel-féle differencidlegyenletnek nevezziik.

Keresiink olyan Y: C — C regularis fiiggvényt, mely kielégiti a fenti differencialegyen-
letet. Tegyiik fel, hogy Y az orig6 egy kornyezetében elGall 0 kézéppontid hatvanysor

Osszegfiiggvényeként, azaz
o0

Y(t) = Z cnt™.

n=0

Ekkor a Cauchy—Hadamard-tétel szerint a jobb oldalon szereplé hatvanysor lokalisan
egyenletesen konvergens egy origd kozépponti nyilt kérlapon. Helyettesitsiik be Y hat-
vanysor-alakjat a differencidlegyenletbe. A hatvanysor lokilis egyenletes konvergenciija

miatt a fenti nyilt kérlapon az Osszegfiiggvény derivaltjat tagonkénti derivaldssal szamol-

22
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hatjuk ki. Az origonak ebben a kornyezetében

t- i n(n —1)c,t"™ 2—1—2 ne "t Z et =
n=2

Z (n+ Dncyq t" +01+Z n+ ey t" +Z Cp_1t" =

n=1 n=1 n=1

1+ Z [chir(n+ Dn+cp(n+1) 4+ ¢, 1] t" = 0.

n=1

A hatvanysorba fejtés egyértelmiisége miatt minden egyiitthato nulla, ezért a

Cn—1

Osszefiiggések adodnak. Tehét az Osszes paratlan indext egyiitthato nulldval egyenld, mig
a paros indextek cq segitségével kifejezhetdk:

(=1)" - co

m (n € Z+)

Con—1 = 07 Con =

A nullindexii Bessel-féle differencialegyenlet 0 k6zépponti hatvanysor 6sszegfiiggvényeként

elgallithat6 megoldasa ezek szerint csak az alabbi alaku lehet:

= Cp - Z 22n ] )2 th.

Az Y-ra nyert hatvanysor minden pontban konvergens, ugyanis a hatvanysor konvergen-
ciasugara a Cauchy-Hadamard-tétel szerint

1
R = = 0.

lim sup ¢ W

A ¢y := 1 valasztas melletti, 0 kozépponti hatvanysor Osszefiiggvényeként elGéllitott

megoldés kitiintetett szerepi.

2.2. Definicié. Elsdfaji nullindexi Bessel-fiiggvénynek nevezziik a

- 1
n=0

fiiggényt.

A nullindext Bessel-féle differencialegyenlet masodrendii linearis differencidlegyenlet,
mely a C\ {0} halmaz barmely egyszeresen Gsszefiiggs nyilt részhalmazan elsérendii expli-

cit differencidlegyenlet-rendszerré irhat6 at. Ennek megoldésai kétdimenzios vektorteret
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alkotnak, ezért ott a nullindext Bessel-féle differencidlegyenlet megoldéasai is kétdimenzios
vektorteret alkotnak.

Belathato, hogy a C\ R, bemetszett komplex sikon az egyik Jy-t0l linearisan fiiggetlen

megoldés
2 H,
— n—i—l_ 2n
Yo(t) === ((Int +7—n2) Jo(t Z e ).
ahol H, := Y 4, n € Z" a harmonikus szamok és v := lim(H, — Inn) az Buler-

k=1
Mascheroni-féle dllando. Az Y, fiiggvényt mdsodfaji nullindexd Bessel-fiiggvénynek ne-

vezziik.
Tehat a C \ R, halmazon a nullindexii Bessel-féle differencidlegyenlet tetszdleges YV
megoldasidhoz létezik olyan ci,co € C, hogy a megoldas elallithato Y = c¢1Jy + &Y

alakban.

2.2. Els6faja 1-indexti Bessel-fiiggvény
2.3. Definici6. Az

22y (@) +x-y(x) + (@ —=1)-y(x) =0, 2z€C
differencidlegyenletet 1-indexd Bessel-féle differencidlegyenletnek nevezziik.

Keresiink olyan y : C — C regularis fiiggvényt, mely kielégiti a fenti differencialegyen-
letet. Legyen
Y:C\ {0} -C, Y(x):=--y(z)
x

az 1j ismeretlen fiiggvény. Helyettesitsiik be Y-t az 1-index® Bessel-féle differencidlegyen-
letbe:
- (2Y'(2)+2Y"(x)) + - (Y(z)+2Y'(x) + (2 = 1)-2Y(z) =
? (z-Y"(x)+3-Y'(z)+2-Y(z)) =0.
Tegyiik fel, hogy az
- Y'(2)+3-Y(z)+x-Y(z)=0
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differencidlegyenletnek van a 0 pontban analitikus megoldéasa, vagyis az origd egy kdrnye-

zetében
x

Y(z)= Z Cpx™.

n=0
A Cauchy-Hadamard-tétel alapjian a jobb oldalon szerepld hatvanysor lokalisan egyenle-

tesen konvergens egy origd kozéppontu nyilt kérlap pontjaiban. Ezt a hatvanysor-alakot a
differencidlegyenletbe helyettesitve, és a lokalis egyenletes konvergencia végett tagonként

derivalva az
xz n(n —1)c,z"~ 2—1—32 nepx’” l—l—xz O A
n=2
3- 61—|—Z Cnil ) n+3-ch-(n+1)+cq]a" =0
n=1

Osszefiiggést kapjuk az origd egy kornyezetében. A hatvanysor egyiitthatéinak egyértel-

miisége miatt a

Cp—1
=0, cCpr1=— ezt
a=0 en ="y gy €Z)

feltételek adodnak. Ezek alapjan a paratlan indexii egyiitthatok mind nullaval egyenlék,

a paros indexteket pedig meghatarozza c:

(=1)"- ¢
o1 =0, "= ezZm).
Con—1 Ca 221 .l . (n T 1)! (n )
A keresett megoldas csak az alabbi alaku lehet:
- 1 2n
)= (- 22”~n!-(n+1)!$ ‘

n=0
Az Y-ra nyert hatvanysor mindeniitt konvergens, ugyanis a Cauchy—Hadamard-tétel alap-

jdn a konvergenciasugara

1
R: = OQ.

limsup {/ 4”n!(1n+l)!

Ennek megfelelGen az 1-indexti Bessel-féle differencidlegyenlet megoldasat az

ad 2 T\ 2n+1
y(l’) =x- =Co - Z n—+1) (5) , T & C
n=0

alakban nyerjiik.

A= % értékre kapott fiiggvénynek nevet adtak:
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2.4. Definicio. A

. n 1 n
Ji(z) = (1) B A Tl " zecC

n=0

fliggvényt elsdfaji 1-indexid Bessel-fiiggvénynek nevezziik.

2.3. Kapcsolat a J, és J; Bessel-fliggvények kozott

2.5. Allitas. A J, és J;, Bessel-fiiggvények kozott fennallnak a kovetkezd osszefiiggések:
1. Ji(z) = —J)(z), z €C.
2. Jo(z) =1 Ji(x)+ J{(z), z€C\{0}.
3. [ady(x)de =z Ji(z) +C, CeC,
4. [xdo(cx)dz =2 Ji(cx)+C, z€C, ¢,CeC, c#0.
Bizonyitas. Az els6 egyenlGség igazolasdhoz induljunk ki Jy definiciojabol és abbol, hogy

Jo hatvanysora mindeniitt lokalisan egyenletesen konvergens, ezért a hatvanysor 6sszeg-

fiiggvénye tagonkénti derivalassal kaphato:

! = 2k 2k—1
—Jp(z) = _Z (-1)k22k—(k|)2x k=1

k=
= 1
k—1 2(k—1)+1 __
> (-1 S Ca o ?FDF = Ji(z), zeC.

Az 1-indext Bessel-fliggvényt elGallito 0 kbzépponta hatvanysor lokédlisan egyenletesen

konvergens C-n, ezért a derivalas itt is tagonként végezhetd:

[e.9]

2k+1
() — 1)k 2%
Jl(x)_I;( 1) Eam T zeC.
Ezt felhasznalva € C\ {0} esetén
1 R - k 1 %, N\ k 2k +1 2%
Ejl(l’) + Ji(z) = Z (1) 92+ fl - (k + 1)! 7+ Z (1) 9+ . (k + 1)! t

k=0 k=0

1

(—1)* 2 (k)2 2 = Jo(x),

M8

i

0

vagyis igazoltuk az allitas masodik egyenlGségét.
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Az allitas harmadik pontjanak bizonyitasahoz felhasznaljuk a mésodik pontbeli azo-

nossagot:

/x-Jo(x)dx:/(Jl(x)—l—x‘J{(:c)) dx:/(:C~J1(x))/dx:1:-J1(a:)+C, C eC.

A negyedik allitas a harmadik allitasban az y := cx helyettesitést elvégezve kovetkezik:

1 1 1 x
/x~Jo(cx)dx:/g-Jo(y)—dy=— y-hy)dy =7 yhly) +C=—Ji(cx) +C

c c c?

]

2.4. A Jy Bessel-fiiggvény zérushelyeinek vizsgalata
2.6. Allitas. Jy(t) = Jo(t), t € C.

Bizonyitds. Az

. n +
Ay = <—1) m, n e ZO

valos egyiitthatokkal Jo(t) = > a,t?", t € C. A konjugalt és a hatérérték, valamint a
n=0
konjugalt és a szerepld algebrai miiveletek felcserélhetdk, ezért

Jo(t) = lim Zakt% = lim Z apt?* = lim Zakt% = lim Zakf% = Jo(t), teC.
O

2.7. Tétel. A Jy fligguénynek nincs valddi komplex zérushelye.

Bizonyitds. Indirekt modon elGszor tegyiik fel, hogy a Jy fliggvénynek van olyan komplex
2o zérushelye, melyre teljesiil, hogy Rezy # 0 és Im 2z, # 0. A 2.6. Allitas szerint ha z,
gyoke Jy-nak, akkor zj is az.

A Jy Bessel-fiiggvény kielégiti a nullindext Bessel-féle differencidlegyenletet, igy
I () +tJ(t) + 2 Jo(t) =0, teC.
Tetsz6leges A,z € C esetén a t := Az helyen

(Ax)? Ty (\x) + Az Jy(Mx) + (Ax)* Jo(Mx) = 0.
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Ezért az y(z) := Jo(A\x), z € C fiiggvényre 3/ (z) = XA Jo(Az), v"(x) = N2 Jy(A\z), z € C
és
w(z-y'(2) + NaPy(z) = 2%y (2) + 2y () + Na®y(z) =
22 N2 J(Ax) + 2 ATy (Ax) + N2 Jy(Mx) =0, x€C.

Legyen A\ := zg, Ay := Zg, ekkor az z — Jy(zox) és az z — Jo(Zoz), © € C fiiggvények a

fentiek alapjan kielégitik a

zoa(z - Jy(z0m)) + 282 Jo(z0w) = 0,
20 $(l’ . J(’)(on)), "—ES.TQJ()(EQ!E) =0

differencidlegyenleteket.

J()(Eo.’ﬂ) J()(Zo:B)

Szorozzuk x # 0 esetén az els6 egyenletet a szammal, a masodikat a

szammal, majd az els6é egyenletbdl vonjuk ki a masodikat:
20 Jo(Zox) (z - Ty(202)) — Zo Jo(20w) (2 - T§(Zox)) + (22 — Z2) Jo(202) Jo(Zox) = 0.

Az igy kapott egyenlet mindkét oldalat integraljuk a |0,1] intervallumon, majd atrendezziik
az egyenletet:

1 1 1

(zg—zg)/xJo(zox)Jo(iox) dx:?o/ Jo(z07) (”J(l)(zox))ldx_zo/ JoZow) (- i (20))' .

0 0 0
Parcialis integraléssal kiilon-kiilon a jobb oldali két tag

1

1
ZO/JO(ZOx)(JJ . J(')(on)) dz = ZoJo(20) J)(Z0) O/ZOJO 20) :L‘ JO(ZOJU)) dux,
0

0
1

20 / Jo(zo.iﬂ) (.%' . J[/)(Zoaf))/d.%’ = Zojg(zo)Jo(Zo) — 20

_OJO(EO;E)(JC - Jy(202)) d.

S —

Kivonva egymésbol a két egyenletet, majd az el6z6be beirva
1
(Zg — 5(2)) / iL‘J()(Z()[L’)Jo(g()[L‘) dx = ggjo(Z())Jé(Eo) — Zojo(zo)J(l)(Zo).
0

A feltevésiink szerint zg, és igy Z, is gyoke Jy-nak, emiatt az egyenlet jobb oldala 0. A bal
oldalon az els§ tényezd nem nulla, ezért a masodik nulla. A 2.6. Allitas szerint barmely

z € [0,1] szamra

Jo(ZQZE) = JQ(ZO_ZL’) = Jo(zol‘).
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Ezeket felhasznalva

1 1
/ x| Jo(z0z)|? do = / xJo(z0x)Jo(Zoz) dz = 0.
0 0

Mivel az integrandus nemnegativ és folytonos, egyenléség csak akkor allhat fenn, ha
|Jo(z0z)] = 0 minden x € [0,1] esetén. Azonban Jy(0) = 1 és Jy folytonos fiiggvény,
ezért létezik O-nak olyan kornyezete, ahol Jy # 0. Ez viszont ellentmondas.

Ha a Jy fiiggvénynek zy = i3, 0 € R képzetes zérushelye, akkor a definiciobdl adodik

o 1 o0
)2
Tolz0) = D (D" e 0™ = D g e zgn :
n=0 n=0
ami pozitiv valos szam. Ezzel ismét ellentmondéasra jutottunk. O]

2.5. Egy Bessel-fliggvényt tartalmazo
osszetett fliggvény becslése

Ebben a részben szeretnék egy Osszetett fliggvényre felsé becslést mutatni. A fliggvény
kiemelt szerepe a kovetkez§ fejezetben a pulzalé aramlas sebességfiiggvényének vizsgala-

takor mutatkozik meg. Legyen tehéat

F:R" - C, F(Q):=

ahol Jy az els6faji nullindext Bessel-fiiggvény.
A Jy Bessel-fiiggvénynek a 2.7. Tétel szerint nem zérushelye Qiz, Q€ RT, ezért az

F fiiggvény definicioja értelmes.

2.8. Allitas. Az el6bb definialt F' fiiggvényre fennall a kovetkezd becslés:

2

F(Q) < € (0;2v2].

Bizonyitds. J, (Q f) algebrai alakjat jellje J, (Q %> — o+ fi, ahol o, B € R. Ekkor

a bizonyitand6 egyenl6tlenség ekivalens alakja:

| 1 02
a+pi|— 4
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Az abszolat értéket kiszdmolva, majd az egyenl6tlenséget dtrendezve
1-— <Q—4 — 1) (o®+ B%) < 2a. (%)
16 -
Irjuk fel az egyenl6tlenségben szereplé Bessel-fiiggvény értékét a megadott helyen a defi-
nici6 alapjan:

0 (@) =3 a (07)" =% g e er

Az abszolut konvergens sort a paros, illetve péaratlan indext tagok OGsszegére bontva

megkapjuk a fliggvény értékének valos, illetve képzetes részét:

-3 = 1 I 4l
Re (Jo(23%)) :; TR R

3 S 1 41+2
m (Jo(Qi%)) = ; TEREES. (=1) Qi

Mind a valés, mind a képzetes részt megado sor egy indextdl kezdve Leibniz-tipusi. Vizs-

galjuk meg € fiiggvényében, mikor all ez fenn a kezdGindextol.

1. Re (JO (Q z%)> vizsgélata:

a= o (202 o O T i 122 1 2)2
ebbdl Q <1, vagyis |Q| <2v2 a feltétel.
2. Im <J0(Qi%)> vizsgalata:
1 b 04
b = (—1 l Q4l+2 = Z+ 6 I+1
=Y et 0 T T 2@ 222 1 3)2

amibdl <1, vagyis |Q| <2V6 a feltétel.

ot
24.(31)2
Ha Q € (O; 2\/5], akkor J <Q i%>—nak mind a valés, mind a képzetes részét megadd sor
Leibniz-tipust, amit felvaltva feliilrél, illetve alulrol becsiilnek a részletdsszegei.

Elgszor € (0; 2] esetén igazolom a becslést. A Leibniz-tipust sor dsszegeként kapott
a-t alulrél becsiilom, ha a sornak csak véges sok tagjat tekintem tgy, hogy az utols6 tag
elGjele negativ. Jelolje a* a sor mésodik részletdsszegét, igy nemnegativ als6 becslést

kapok:
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Feliilrél becsiilhetem a nemnegativ a-t a sor harmadik részletosszegével, a szintén nem-

negativ -t a sora els6 tagjaval, ezért

04 0\ 02\
0<ao?<|(1-— 0< @< ——_) .
= —( 24-<2!>2+28-<4!>2) V=0 (22-(1!)2)

Tehét a bizonyitandé (k) egyenlStlenség bal oldalat feliilr6l becsiilom a [0, 2] intervallu-
oy, o, 0! Q4 0\ 02 \°
1+(1—— <I+(1—— 1-— — .
*( 16)(“ )< *( 16) ( 24-(2!>2+28-<4!>2) +<22-<1!>2)
Elegend6 lenne megmutatnom, hogy

(00w ) () | < e

Elvégezve a négyzetreemelést, majd Osszevonva a tagokat

1 /O\Y 125 /Q\® 77 O\ 578 /Q\'° 1 0\ %
2 . _ + . _ - . _ + - . _ _ . — <
2 \ 2 288 \ 2 1152 \ 2 (24)f \ 2 (24)t \ 2

»(5)
2--. (2 .
2\ 2

125 77 Q4+578 98_ 1 0\ 2
288 1152 \ 2 (24)% \ 2 (24)4 \ 2

fiiggvény, amirdl fliggvényvizsgalat segitségével belathato, hogy negativ, ezzel igazoltam

mon:

A két oldal kiilonbsége az

Q

02 SR FQ) = (5)

a () egyenlGtlenséget 2 € (0, 2] esetén.

Az Q € (2, 2v/2 ] esetet az el6bbihez hasonléan vizsgédlom. A bizonyitand6 () egyen-
16tlenség jobb oldaldnak als6 becslésére a mar definidlt o mésodik részletosszeget fogom
hasznalni. A bal oldalon szerepld kifejezést akkor becsiilom feliilrsl, ha az o+ 3% dsszeget

alulrol becsiilom. Mivel a* nemnegativ alsé becslése a-nak, ezért
or 2
*\2 . 2
@P=(1-my) <o
Jelolje 5* a [-t elGallitd sor masodik részletdsszegét, vagyis

9% Qf
S TN TIEA T ETIER
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Mivel Q2 € (2, 2\/5} esetén $* nemnegativ, igy

7 = (sap o) <

Tehat a bizonyitando6 egyenl6tlenség bal oldalanak felsé becslése:

1—(?—;—1) (a2+52)§1—(2—:—1> [(1—%,Q—é02)2+(2—§—2<;,9—é1)2)2]-

Elegendé lenne igazolnom, hogy

A négyzetreemeléseket elvégezve és a tagokat Gsszevonva

2_1 94_71 98_1 912_ 1 916<2_1 O\*!
2 \ 2 144 \ 2 162 \ 2 1296 \ 2 2 \2/)

A két oldal kiilonbségeként a
1 (0 ! L1 (0 i
144~ 162 \ 2 1296 \ 2

mindeniitt negativ fiiggvényt kapom. Ezzel igazoltam az &llitast. O

g: (2,2v2] = R, ¢(Q) = - (%)8




3. fejezet

Pulzal6é aramlas szilard fali csGben

Ebben a fejezetben szeretném vizsgalni a pulzalo folyadékaramlast szilard falt csében,
amihez az aramlast leir6 Navier-Stokes-egyenlet hengerkoordinatarendszerbeli alakjat
hasznalom. Bessel-fliggvények segitségével vizsgdlom az aramlas sebességfiiggvényét,
majd a hozamfiiggvényét. Végiil 6sszehasonlitom a stacionérius és pulzalé aramlas sebes-

ségét, illetve hozamat.

3.1. Pulzal6é dramlas sebességfiiggvénye

Tekintsiink egy egyenes korhenger alaku szilard falt csészakaszt. Felteszem, hogy a folya-
dék viszkozus és Osszenyomhatatlan, melynek p viszkozitasi egyiitthatdja és p strtisége
alland6. A viszkozitds miatt felteszem, hogy a cs6 falanal az dramlas sebessége nulla.
Felteszem még, hogy az dramlo folyadékra nem hat kiils6 erd, tovabba a henger alaplapjan
és fedGlapjan is alland6 a nyomaés.

Jelolje L a cs§ hosszat, a a sugarat. A koordinatarendszer harmadik tengelyének
a csé tengelyét valasztom. A csGszakasz elején a nyomaést jeldlje p;, a végén py. A
nyomaskiilonbség hatasara létrejovs stacionédrius, hengerszimmetrikus, tengelyirdnyt és
ebben az iranyban alland6 sebességi aramlas sebességét Poiseuille torvénye szerint a
kovetkez§ fiiggvény irja le:

w[0a) 2B () = P (7 =),

ahol 7 a cs6 tengelyétsl mért sugariranyu tavolsag.

33
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Legyen k, := 22721 < () a nyomdsgradiens, ekkor a sebességfiiggvény rovidebb alakja

us(r) = f—; (r*—a*), relo,a.
Jelolje u, a stacionarius aramlas sebességfiiggvényének maximalis értékét, azaz a fliggvény
helyettesitési értékét az r = 0 pontban:
N ksa?

— R

E stacionérius aramlashoz viszonyitva vizsgalom a tovabbiakban a pulzald dramlast,
annak sebességét. Tekintsiik ugyanezen a csszakaszon azt az esetet, mikor az adramlas
nem stacionérius, hanem az idévaltozoban periodikus és a térvaltozoktol fliggetlen nyo-
méasgradiens hajtja.

Jelolje V' a pulzalo aramlés sebességfiiggvényét, P pedig a nyomasfiiggvényét henger-
koordindta-rendszerben megadva. Mindkett6rol felteszem, hogy kellGen sima és henger-
szimmetrikus. Tehat a T := (0;a) x (0;27) x (0; L) téglatestre, az I nyilt intervallumra,
és a

V:IxT—R3, P:IxT—R
fiiggvényekre teljesiiljon
VelPIxT;RNCIxT;R?), PeC'IxT)NCIxT),
a hengerszimmetria, valamint a

V(t,a,p,2)=0, tel, pel0;2m), z€ (0;L)

peremfeltétel.

Mivel a cs6 fala szilard és a nyomas a térvaltozoktol fiiggetlen, most is hengerszimmet-
rikus, tengelyirdnyi és abban az iranyban alland6 V' megoldast keresiink, igy a sebesség
csak a sugériranyu hengerkoordinatatol fiigg. Az ilyen sebességfiiggvényre adodik, hogy

a Navier-Stokes-egyenlet hengerkoordinatarendszerbeli alakjaban
Vi-o,V,=0, V,-9.V.=0, 9*V.=0 IxT-n.
Tehat a harmadik koordinataegyenlet a kévetkezd alakra egyszertisddik:

1 1
0 0 T
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Atrendezve az egyenletet és a v := % un. kinematikai viszkozitdst bevezetve
9 1 1 1
oV, +-0,V,— -0,V, = —-0,P I xT-n.
r v ]

A V-re vonatkoz6 homogén Dirichlet-peremfeltétel szerint a sebességfiiggvénynek a ten-

gelyiranyu koordinatafiiggvényére a peremfeltétel
V.(t,a,p,2) =0, tel, ¢€|0;2r), z€ (0;L).

Az egyszertiség kedvéért azt az esetet vizsgdlom, amikor az idgvaltozéban periodikus
nyomasgradiens-fiiggvény

0,P:=—K -cos(wt), tel

alaki, ahol K,w € RT allandok. (Itt 5= az oszcillacio frekvenciaja.) Ekkor a
) 1 1 K
OV, (t,r, 0, 2) + =0V, (t, 1,0, 2) — =0, V,(t,r,p,2) = ——cos(wt) (t,7,0,2) €I XT
r v 0

differencidlegyenletet kapjuk, ahol V, a masodik és a harmadik térvaltozojatol fiiggetlen.

Keressiik e differencidlegyenlet helyett
27 7% 1 * 1 * K iwt —
RVI(t,r)+ =0, Vi(t,r) — =0V (t,r) = ——€“", (t,r) €I x (Bc(0;a) \Ry) (%)
r v 1

olyan V: I x Be(0;a) — C folytonos megoldéasat, amelyik ¢ szerint a valds, r szerint a
komplex értelemben differencialhato R x Be(0;a)-n. A (x) differencialegyenlet valos része
éppen az el6z6 valos differencidlegyenlet a mésodik és a harmadik térvaltozotol eltekintve,
ezért ha V¥ megoldéasa (x)-nak, akkor Re V megoldasa a valos differencidlegyenletnek.

Keressiik a megoldast
VE(t,r) = W(r) e, (t,r) €1 x (EC(O; a) \Ra)

alakban, ahol W : Bc(0;a) \ Ry — C folytonos fiiggvény és reguldris a Be(0;a) \ Ry

bemetszett nyilt korlemezen. V' fenti alakjat behelyettesitve a differencialegyenletbe

W//(,r)eiwt + EW,(T‘)BMt _ lW(T)eiwt G = _Eei‘“t_
r v M

Egyszertsitve e“!-vel a kapott

1 Bw K _
W"(r) + ;W’(r) +—W(r) = _E7 r € Be(0;a) \ Ry

14
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inhomogén masodrendi linearis differencidlegyenlet egy partikularis megoldésa

K = _
Wy(r) = T i, 1€ Bc(0;a)\Ry.
A homogén differencidlegyenlet megoldasa céljabol legyen ¢ := \/g . i%, és vezessiik be

a kovetkez6 fiiggvényt:

W(r) =W, (E) r € Be (0;\@(1) \Ry,

ahol W}, a homogén egyenlet megoldasa. Ezek alapjan

Wi(r)=W(c-r), 1€ Bc(0;a)\Ry.

Ezt helyettesitsiik be a homogén differencidlegyenletbe:

—~ c ~ Bw ~
c W”(c-r)+;W’(c-7‘)+7 Wi(c-r)=0.

Osztva mindkét oldalt c*-tel és az y := c - r jeldlést hasznalva a

— 1 ~ —
)+ 1 )+ W) =0, we Be (02 0) \ By
0-indext Bessel-féle differencidlegyenlethez jutunk. Ennek megoldésai az elsé- és a masod-

—~

faju O-indext Bessel-fliggvények linearis kombinacioi, vagyis W = ¢y -Jy+co- Y,y az origd
kézépponti bemetszett \/g a sugari zart korlapon. Itt

Wa(r) =W(c-r)=ci - Jo (r\fz) —1—62-%(7“\/72’ >

Mivel Y{ az orig6 egyetlen pontozott kornyezetében sem korlatos, a kapott W, és a keresett

R|E
RE
N

W fiiggvény azonban igen, igy co = 0. A homogén és partikularis megoldasok dsszegeként

tehat

W(r) = Wy(r) + Wy(r) = —Q%z'Jrcl - Jo (r\/7 23) , 1€ Be (o; \/ga) \R;.

A peremfeltétel a
K .3
W(a)=——i+c-Jola iz ] =0
ow v

Osszefiiggést jelenti, amibdl a c; konstans értékét meghatarozva, majd behelyettesitve

W(r)z—g%z’ 1% : reﬁ(o;\@a)\m.

NEES

| &€
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Vezessiik be az ) := , /€2a € RT éllandot, ami az dramlas Womersley-szdma. (Ez az
oszcillacio meértékét mutato fizikai dimenzio nélkiili mennyiség.) Tehat a (x) differencial-

egyenlet egy megoldasa

K h(ezit)] S
Vitr)=——i|l————+—2|e“ tel, reB(0;4/—a]\Ry.

ow Jo (i)
AV fiiggvény ezzel a képlettel kiterjeszthetd tetszéleges ¢t € R értékre is.

3.1. Definicié. A fenti V" fiiggvényt a vizsgalt egyszert pulzalo dramlas komplex sebes-

ségfigguényének nevezziik.

3.2. Pulzal6é aAramlas sebességfiiggvényének
vizsgalata

Ebben a részben az el6z6 pontban tekintett szildrd fala csébeli pulzaloé aramlas sebesség-
fiiggvényének maximumat vizsgalom. Igazolom, hogy bizonyos feltételek mellett a viszo-
nyitasi alapként tekintett stacionédrius aramlés sebessége nagyobb, mint a pulzalé aram-
lashoz tartozo komplex sebességfiiggvény abszolit értékének maximuma. A viszonyitasi
alap legyen az a stacionarius aramlés, ahol ks := — K.
Normaljuk le a V fiiggvény értékeit a stacionarius aramlas sebességének maximalis
értékével, az U, € R allandoval. Ekkor
3
V(L) 4 Jo (Q “ ﬁ) ot

ZA — 1 I S A
Us o JO (Q Z%>

Legyen az € Rt paraméter esetén

4i Jo (9 a Zé)
G:[0;a] = C, G(r)=-—=|1-———+
02 3
Jo (Q z2>
Vizsgaljuk a lenormalt valos sebességfiiggvény abszolut értékét tetszéleges ¢ € [0;2m),
z € [0; L] esetén:

V.(t, T, ¢, 2)
Us

_ [ReV(t.r)| _ [V2(tr)

Us Us

=|G(r)|, te€l, rel0,al. (%)
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Mivel ¢, := —LargG(r) esetén a kiterjesstett V' fiiggvényre VI (t,,r) € R, ebbdl
kovetkezik, hogy ha |I| > %”, akkor

maxVi(r,t, 0, 2) = Vi(t,r) =, [GO)|, 7€ [0,a], € [0:2m), = € [0; 1],
€

Az () paraméter fiiggvényében vizsgiltam a

értéket a 2.5. alfejezetben.

3.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy allando viszkozitést és stirtiségii Gsszenyomhatatlan folya-
dék aramlik egy szilard fali, egyenes kérhenger alaka csGszakaszon keresztiil, az dramlas
pulzéald, hengerszimmetrikus, a csével parhuzamos irdnyi, a sebességfiiggvényének ilyen
iranyt koordinatafiiggvénye a korabban kapott Re V.

Ha Q < 2v/2, akkor a vizsgalt oszcillalo aramlas sebességfiiggvényének abszolut értéke
a ¢s6 tengelyén kisebb, mint a viszonyitasi alapként tekintett stacionéarius aramlas

sebességfiiggvényének a csd tengelyén felvett értéke, azaz |Re V7 (t,0)| <4, t € I.

Bizonyitds. Az el6bb kapott (xx) egyenl6tlenség és a 2.8. Allitas alapjan

[Re V(2, 0)]

= <|G) <1, tel.
Us

3.3. Pulzal6é Aramlas hozamfiiggvényének vizsgalata

Tekintsiik tovabbra is az eddig vizsgalt tengelyiranyu egyszerd pulzalo dramlast a szilard
falt cs6ben. Definialjuk a komplex hozamfiiggvényt, majd Bessel-fliggvények segitségével

formulat mutatunk ra.

3.3. Definicié. E pulzald aramlas komplex hozamfiigguénye

a

Q1 —-C, Q) := /27rr V>(t,r) dr,

0

ahol a V fiiggvény a 3.1. Definiciobeli komplex sebességtiiggvény.
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A pulzal6 dramlas hozamat a t € I idépontban az 1.11. Definicioban szerepld integral

v

a

Qlt) = / 27r Re V(¢ 1) dr = Re Q* (f).

0

Itt felhasznaltuk azt is, hogy a komplex értékd r — V*(¢,7), r € [0, a] folytonos fliggvény

integraljanak valos része egyenls a fliggvény valos részének integraljaval.

3.4. Allitas. A komplex hozamfiiggvény értéke

wrn rKa* 2 Ji (QZ%) i —
Q(t)——m 1_92"3'(]0(9@'3) et tel

p : K h(ezit)] |
Q*(t) = /27TTVZ*(t,7") dr:/27r7“ ——i |l - — = | dr=
J J ow Jo (i)
a r -3
K ) JO QEZQ
il i~e“"t/7‘ 1——< 3> dr =
o J Jo (i)
2rK a? f

Az utols6 tényezSben az integral értékét a Jy és J; Bessel-fiiggvények kozott fennallo
[azdo(cx)da = LaJi(cx) + C, ¢,C € C, ¢ # 0 bsszefiiggést (2.5. Allitas 4. pontja)

felhasznalva a kovetkezét kapjuk:

1 a r .3
Q*(t) = — i-et | — — [ rJi( Q-2 } =
ow 2 JO<QZ'%> Ois < a )0
2K , 2 1 2
TR et |2 . GS.J1<QZ%>
ow 2 I (Qﬁ) Qi2

Végiil kiemelve “2—2—t és () definiciojat felhasznalva a bizonyitand6 Osszefiiggéshez jutunk.
O

Ahogy azt a sebességfiiggvény vizsgalatanal is tettiik, hasonlitsuk 6ssze a pulzalo aram-

las hozaméat annak a stacionéarius aramlasnak a hozamaval, amelyiknek a nyomasgradiense
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a pulzalo daramlas nyomésgradiensében szerepld K allando ellentettje. Ekkor a viszonyitasi

_mhs 4 nK 4

alapnak vett stacionarius dramlas hozama Qs = o 8 0

Tehat normaljuk le a Q* fiiggvény értékeit a stacionarius aramlés hozamanak @,
értékével:
3
Q) _ 8 » afed)] o
= = |[1——=- - e, tel.
Qs (Qi2) Qiz g, (Q@5>

A vizsgalt egyszeri pulzalo dramlas () hozamanak becslése:

mw_Mwa:@@’ s 2

Q
0. @ “la :@l_ﬁﬁ(%@£>’

3.4. Alkalmazas az érhalozatra

Az emberi artéridkban vér aramlik, ezt a pulzild aramlést a sziv periodikus pumpalasa
hajtja. Ennek egy modellje az a szilard fala csébeli egyszert pulzalé aramlas, amit ebben
a fejezetben vizsgaltam. A kovetkezd tablazat a véraramlas Womersley-szamat mutatja
harom kiilénb6z6 pulzusszam mellett az artérias halozat négy szintjén az egészséges fel-
nGttek atlagos vérstriisége és az adott érszakaszhoz tartozo atlagos vérviszkozitasa esetén.

(Zarojelben az adott érkategoria jellemzd sugarat adtam meg.)

Pulzusszam 72 120 180
Aorta (1,3 cm) 18 24 29
Nagy artériak (0,2 cm) | 3,0 3,9 4,8
Arterioldk (10 pm) 0,022 | 0,029 | 0,035
Kapillarisok (3 pm) 0,0077 | 0,0099 | 0,012

A 3.2. alfejezetben igazoltam, hogy ha a Womersley-szam 2+v/2-nél kisebb, akkor
a szilard fala cs6beli pulzalé és a viszonyitési alapnak tekintett stacionérius aramlas
sebességfiiggvényeinek hanyadosa a cs§ kézepén abszolut értékben kisebb, mint 1. Ez
azt jelenti, hogy ebben a modellben az elég kis sugarta artéridkban a pulzalé véraram-
las sebessége az ér kozepén abszolut értékben kisebb, mint a stacionéarius aramlasé. A

szervezet nyugalmi allapotaban a nagy artéridk utan méar érvényes a megéllapitas.
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Hangsulyozzuk, hogy ebben a modellben eltekintettiink attol, hogy az erek fala rugal-

mas, a vért oldatként kezeltiik, nem pedig szuszpenzioként, a nyoméast az ér tengelyére

meréleges keresztmetszeteken allandonak vettiik.

A Womersley-szam az ér sugaratol, a vér siirtségétsl, illetve a vér viszkozitasatol
fiigg. A vér viszkozitasa pedig fligg az ér sugaratol, ahol a vér aramlik, s6t az aramlo vér
hémeérsékletétsl is. A tablazat adatainak kiszamolasakor figyelembe vettiik, hogy a vér

viszkozitasa fiigg az ér sugaratol, és mindeniitt az egészséges felnGtt testhGmeérsékletével

azonosnak tekintettiik az aramld vér hémérsékletét.

A piros gorbe a konstans 1 fiiggvényt, mig a kék gorbe a pulzalo- és a stacionarius

aramlas sebességfiiggvényének abszolit értékben vett hanyadosat mutatja az ér kézepén

A sehesssegfiggr ények hanyadosanak abszollt értéke

A hozamfagavenyek hanyadosanak ahszolit értéke

____\‘""'*-—— ...............
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A piros gorbe a konstans 1 fiiggvényt, mig a kék gérbe a pulzalo- és a stacionarius

aramlas hozamfiiggvényének abszolat értékben vett hinyadosat mutatja az ér kozepén



4. fejezet

Erhalozati modellek

Ebben a fejezetben szeretnék modelleket mutatni egyes emberi szervek érhalozatara.
El6szor ismertetem a csébeli aramlas ellenéllasat, a véraramlés energiaveszteségét, majd
az érelagazasokra vonatkozé kobszabalyt. Utana szimmetrikusan eldgazé érhalozatokat

vizsgalok, kés6bb Osszehasonlitom a szimmetrikus és az aszimmetrikus érhalézatot.

4.1. Csé6beli Aramlas ellenallasa, véraramlas
energiavesztesége

Roviden ismertetem az aramlas ellendllasdnak és teljes energiaveszteségének fogalmét,
valamint az ezekre vonatkozé allitdsokat, melyeket a Bsc. szakdolgozatomban részletesen

leirtam.

4.1. Definicié. Egy szilard fali egyenes korhenger alaki csében folyadék &ramlik @)
hozammal, az a&ramlasra teljesiil Poiseuille torvénye. Jelolje a cs6 egyik végében a nyomast
p1, @ masikban py (p; > p2). Az aramlas ellendlldsanak nevezziik az adott csédarabon a
kévetkez6 mennyiséget:

R .= P1—P2.

Q

Az egymaéshoz csatlakozo cs6darabokbol all6 csGhalozaton az dramlés ellenallasa az egyes

cs6darabok ellendllasadnak osszege.

4.2. Allitas. Szilard falu a sugari, L hossziisagt egyenes korhenger alaka csében a

w viszkozitastu folyadék Poiseuille torvényében leirt aramlasanak ellenallésa csak a cs6

43
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alakjatol és a viszkozitas p mértékétdl fiigg, mégpedig

8u L
T a
Az 1.5. alfejezetben a vizsgalt nyomasvaltozas-, illetve hozamaranyt az érszakaszok

ellenallasa segitségével is felirhattam volna.

4.3. Definici6. Ha egy szilard fala egyenes korhenger alaki csében () hozammal dramlik
a folyadék, az aramlésra érvényes a Poiseuille-torvény, és a cs6 egyik végében a nyomaést
p1, a masikban py (p1 > po) jeloli, akkor az aramlas egységnyi idd alatti belsdenergia-

veszteségének hivjuk az Ej := Q(p; — p2) értéket.

4.4. Allitas. Ha az L hosszisagu, a sugari egyenes korhenger alaku csében @ hozammal
aramlo folyadékra teljesiil Poiseuille torvénye, akkor az egységnyi idé alatti belsGenergia-

vesztesége E, = Q*R.

4.5. Definicié. Az L hosszisagn, a sugari egyenes korhenger alaka ér fenntartdsdhoz
eqyséqnyi 1dd alatt szikséges energia ardnyos az ér térfogataval, vagyis FE; := KrLa?
alaki, ahol K rogzitett pozitiv ardnyossagi tényezs.

Ha ezen az érszakaszon az adramlasra fennall a Poiseuille-torvény, akkor az dramlds

eqységnyi 1dd alatti teljes energiaveszteségének nevezziik az alabbi értéket:

8u L
E:=E+FE;= Qz—'u—4 + Kma®L.
T a

Egymaéashoz csatlakoz6 érszakaszokbol all6 érhélozaton az aramlas egységnyi idG alatti
teljes energiavesztesége legyen az egyes érszakaszokon kapott egységnyi idg alatti teljes

energiaveszteségek Osszege.

4.6. Allitas. Adott hosszisagt egyenes korhenger alaki érszakaszon @ hozammal aramlik

a vér. Az aramlas egységnyi id§ alatti teljes energiavesztesége akkor miniméalis, amikor

1602 o T [ s
a=1\—5 azaz = —|—a’.
K2’ 4\ p

Biofizikusok vizsgaltak a véraramlas hozamanak az ér sugaratol valo fiiggését. Azt
keresték, hogy a sugar melyik hatvanyaval ardnyos a hozam. Kiilonho6z6 ereket és aram-
lasokat tekintve a keresett kitevs 2 és 4 kozottinek bizonyult, az adatok alapjan a kdbos

aranyossagot széles korben elfogadtak.
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4.7. Definici6. Egy egyenes korhenger alaku eret a () hozamhoz optimdlisnak neveziink,
ha az ér a sugara és a Q hozam kotott fennall a 4.6. Allitasbeli 6sszefiiggés.
Egy érhalozaton egy aramlast optimdlisnak mondunk, ha minden érszakasz a rajta

atfoly6 aramlas hozamahoz optimalis.

4.8. Kovetkezmény (kobszabaly). Ha egy érelagazas f6ere és mindkét mellékere egyenes
kérhenger alaki, és ezen az érhalozaton a véradramlas optimaélis, akkor a f6ér ag és a

mellékerek ay, illetve ay sugaréara fennall az a3 = a$ + a3 egyenlGség.

4.2. Szimmetrikusan elagaz6 érhalézat

Ebben az alfejezetben egy szerv szimmetrikusan eldgazo érhalozatat vizsgalom. Felteszem,
hogy egyetlen artéria feladata a teljes szerv vérellatasanak biztositasa. Felteszem még,
hogy a vizsgalt erek szilard faltak és egyenes korhenger alakiak, a szervben minden mel-
lékér egyforma sugart erekké torténd kettéagazasbol ered, ezért a belépési ponttél minden
kapillarisig azonos szdmu érelagazason keresztiil jut el a vér. Azt is felteszem, hogy az erek-
ben dramlé vér 6sszenyomhatatlan, viszkozitasa és siirtisége a vizsgalt érhalézaton allando,
és minden vizsgalt érszakaszon érvényes a Poiseuille-torvény (igy nem vessziik figyelembe
az aramlas pulzalo jellegét, ami az arterioldkban mar nem szamottevs). Felteszem, hogy
az érhalézaton minden érszakasz a rajta atfolyo dramlashoz optimalis, ennek alapjan min-
den eldgazésnal a f6ér sugaranak kébe egyenls a két mellékér sugara kobének Gsszegével.
Tovabbé felteszem, hogy az érhalézat minden elagazésa optimaélis olyan értelemben, hogy
az elagazasi pontban csatlakoz6 harom érszakaszon az dramlas egységnyi id6 alatti teljes
energiavesztesége abban az elagazasi pontban minimalis, ha a harom érszakasz méasik vég-
pontjat adottnak tekintjiik. Még felteszem azt is, hogy a szervben a vizsgalt erek sugara
mindeniitt egyenesen aranyos azok hosszaval. Ez az érhélozat alsobb szintjein bizonyos
kozelitéssel teljesiil. Végiil egy elagazés sikjanak nevezziik a f6ér és a két mellékér altal
kifeszitett sikot, és feltessziik, hogy barmely két egymés utani elagazas sikja egyméasra

merGleges; ezzel biztositva minél nagyobb térfogata szévet vérellatasat.

Jelolje A azt a pontot, ahol a szervet taplalo artéria belép a szervbe (a szervbeli
érfa gyokerének mondjuk), Ay pedig a szerven beliil azt a pontot, ahol az artéria el6szor

kettédgazik. Jelolje Ay és Asy azokat a pontokat a gombben, melyek a Ay, pontbdl eredd
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egyforma sugart és hosszusagu erek végpontjai. Egy ér elagazésainak szamat (n — 1)-gyel
jelolve az indexelést igy folytatva az (n — 1)-edik eldgazasig, az utolsd pontokat jelolje
rendre A1, Apa, ..., Apon-1.

A szervbeli érhalozat fa, melynek csicsai Ay ésaz Ay, i=1,...,n—1, j=1,...,2"7!

kettéagazasi helyek.

Artéria

A szervet atszovs érhélozat felépitése

Jelolje ay a szervet taplalo artéria sugarat, az A1 A és A Ao érszakaszok sugarat

a1. A szimmetrikusan kettéagazd ag sugart ér és az a; sugart mellékerek sugarara az

ay = a} + a3 Gsszefiiggés érvényes, vagyis a; = aq - % Innen indukcioval az i-edik
szint AjjAii12j-1 €8 AjjAiy1o, i =1,...,n—1, j = 1,...,2"7" érszakaszainak sugara

a; = Qg * (%)Z
Jelolje Lo az Agy Ay érszakasz hosszat, az A3 Agy és Ay Aoy érszakaszok hosszat Ly,

1

és altalaban az Aiin+1,2j—1 és Aiin_A'_LQj, 1= 17 NN (. 1, j = 1, R ,21'7 érszakaszok

hosszat L;. Feltevésiink szerint az érszakaszok hossza egyenesen aranyos a sugarukkal,

ezért az Aq1Asr, illetve az Aj1 Agy érszakaszok hossza Ly = Lg - %, s6t indukcidval ¢ db

elagazas utdn minden érszakasz hossza L; = L - <%) .
Jelolje tovabba Sy := {Ap1} a nulladik szintet, S; := {411} az els§ szintet, Sy =
{Ay1, Ay} a masodik szintet, és altalaban S; := {A;1,..., Api-1} az i-edik szintet, i =

1,...,n—1.

Tegyiik fel, hogy az Ay pont derékszogt koordinatai (0,0,0), az Ay pont koordinatai
pedig (ap,0,0). Az A és Ags pontok egy sikban helyezkednek el az Ag; és Ay pon-
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tokkal, koordinataik meghatarozidsahoz ismerniink kell, mekkora szogben 4gaznak szét a

mellékerek.

4.9. Allités. Az A01A117 A11A21 egyenesek altal bezart széget H—Val, az A01A117 A11A22

egyenesek altal bezart szoget pedig ¢-vel jelolve fennall a kdvetkezs Osszefiiggés:

1
cosf =cosp = —.
V2

Az allitas a Bsc. szakdolgozatom egyik témaja volt, bizonyitasa abban is olvashato.

Ezek alapjan
1
0 = ¢ = arccos —= ~ 37,47°.

V2

Ismervén az elagazas sz0gét, a masodik szint eldgazasi pontjai

ao . Qo
Ay = (a +cos«9-—,sm€-—,0>,
ao . Qo
,—,—sm@-—,O).
V2 V2

Az érfa els6 négy cstucsanak ismeretében készitettem egy MATLAB-programot, mely

AQQ = <@Q + cos 6 -

tetszbleges szintszam, illetve elagazisszam mellett meghatarozza az elagazasi pontok ko-
ordinatait. Alapgondolata a kdvetkez6: Minden egyes cstcs esetében a kezd6 4 alappontot
épitem ki tjra és ujra, arra figyelve, hogy az erek hossza minden egyes elagazas utan %—
szorosére csokken. Az Ag; pontra épiilé Gjabb két cstics koordinatainak meghatarozasan
keresztiil mutatom be, hogyan miikddik egy iteracié a programban, ezt ismételve épiil fel
a teljes érfa.

Az Ay pontra illesztiink egy 1) koordinatarendszert, ahol As; felel meg az origonak,

az Uj koordinata-egységvektorokat pedig a kovetkezSképp defindlom:

Ay —An )
An — Ay

(A= Ag) X (Ao — Ap)
a [(A1r = Ap1) x (A2 — Ap))|

7

k:=1x7

7
Rendezziik az 1Gj koordinatarendszer tengelyeit meghatarozo fenti vektorokat egymas ala
egy M € R3*3® métrixba, ez a matrix az Attérés matrixa a régi koordinatarendszerrsl az
ujra. Jelolje Az és Asy az Ay pontbdl induld két mellékér végpontjat. Tekintsiik az

eredeti koordinatarendszerben az As; — Aqq, illetve Agy — Ajq vektorokat. A kdvetkezs
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szinten a vektorok hossza ezekének az \%—szérbsére csOkken, az igy kapott koordinatak
pedig az 10 koordinidtarendszerben lesznek adottak. Ezeket a vektorokat az M matrix
inverzének transzponaltjaval jobbrol megszorozva megkapom a vektorok koordinatait az
eredeti koordinatarendszerben. Ezeket az A, pontba eltolva kaphatok a keresett csucsok

koordinatavektorai:

Ay — A

A31 21\3/§ 11 (M_l)T + A21’
Agg — A

A32 2 1 (M_1>T + Agl.

A program végig ezt az alapiteraciot hasznalja, de az elagazasok szamatol % kitevGje

fiigg.

A program altal felépitett érfa cstcsai

Megvizsgaltam minden egyes szinten, milyen messze van Ag-t6l a legtavolabb esd
pont (az egységnek Lo hosszat tekintettem). Legyen f := (f1, f2, ..., fr) € R¥ az a vektor,
melynek koordinatai megadjak az elsé k szinten végighaladva az adott szinten Ag;-t6l
legmesszebb elhelyezkedS pont tévolsagat. k = 12 elagazast kiépitve az egyes szintek

legtavolabbi pontjainak Ag;-t6l vett tavolsagat a kovetkezd tablazat tartalmazza:

Szint 1 2 3 4 d 6

Téavolsag | 1 | 1,69996 | 2,20774 | 2,58377 | 2,76710 | 2,83509

Szint 7 8 9 10 11 12

Téavolsag | 2,85593 | 2,86130 | 2,86245 | 2,86263 | 2,86265 | 2,86265
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A 11-12. szintt6l hiaba épitem tovabb az érfat, a gyokérponttol szamottevGen tavolabb
mar nem keriilnek az 4j cstcsok.

Hasonldéan megvizsgaltam egy-egy adott szinten a gyokérponthoz legkozelebbi csiics-
pontok tavolsigat, ezt a g := (g1, g2, ..., gr) € R vektorral from le. A kovetkezs tablazat

szemlélteti az egyes szinteken a gyokérponthoz legkozelebbi cstics tavolsagat:

Szint 1 2 3 4 d 6

Téavolsag | 1 | 1,69996 | 2,12975 | 2,12975 | 2,12975 | 2,18075

Szint 7 8 9 10 11 12

Téavolsag | 2,18075 | 2,18075 | 2,18129 | 2,18138 | 2,18139 | 2,18139

Azt a vektort, mely az egyes szinteken az egymashoz legktzelebb esé pontok tavol-
sagat adja meg, jelolje h := (hy, ho,...,h;) € RE. A szinteken beliil a csiicsok kozotti
minimalis tavolsag értékét a kovetkezd tablazat irja le. Osszehasonlitasul feltiintettiik az
eggyel alacsonyabb szint egy csticsabol elagazd két mellékér végpontjanak (az adott szint

un. szomszédos csicsal) tavolsagat, ami

2/ v/4 —1

l, :=2L,_1sinf =

Szint 1 2 3 4 ) 6
Tavolsag 0 | 0,96563 | 0,76642 | 0,48281 | 0,24140 | 0,09580

Szomszédos csticsok | | ggssa | 76642 | 0.60831 | 048281 | 0,38321

tavolsaga
Szint 7 8 9 10 11 12
Tavolsag 0,03017 | 0,00754 | 0,00149 | 0,00023 | 0,00002 | 2-107°

Szomszédos csticsok 0,30415 | 0,24141 | 0,19161 | 0,15208 | 0,12070 | 0,09580

tavolsaga

Eszrevehetjiik, hogy a 4. szinttsl az azonos szinten talalhato legkozelebbi csticsok nem
szomszédosak, és a 10. szintet elérve az azonos szinten elhelyezkedS csticsok minimalis

tavolsadga szinte nullara csokken, vagyis az Gjonnan kiépiilt csicspontok koziil néhanyan
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majdnem egybecstsztak.
A héarom éaltalam vizsgalt tavolsagot (f, g, h) a kovetkezs abra szemlélteti, ahol a
kénnyebb attekinthetGség érdekében a szomszédos pontokat egyenes szakaszokkal Ossze-

kotottem.

7o) LI, ........... ; .............. ............. _

05 _ .............. N R .............. R J

A z6ld grafikon a gyokértdl vett maximalis (f,,), a piros a minimalis tavolsagot (g, ), mig
a sarga az egyes szinteken a csticspontok minimalis tavolsagat mutatja (h,) az n-edik

szinten. Az els6 koordinatatengelyen a szintek szaméat mérjiik.

Most szeretnék fels§ becslést mutatni az érfa barmely cstcsanak a gyokértsl (Ao )
mért tavolsdgara. A haromszog-egyenlGtlenséghdl kovetkezik, hogy egy tordttvonal hossza
legalabb akkora, mint a végpontjainak tavolsdga. Ezért az n-edik szint barmely csicsanak
a gyokértdl vett tavolsaga legfeljebb

1 1)’ 1\ 1
L0+L0——|—L0<—) —|——|—L0(—) <LQ—1%4,85L0
Bt \n 7 e

Kicsivel jobb becslést kapunk, ha Ag; és Az tavolsagat meghatarozzuk, majd harom
szintenként alkalmazzuk a haromszog-egyenlStlenséget. (Az Ag; gyokért6l a harmadik
szint mind a négy csucsa ugyanolyan messze fekszik.)

Az Ay Ay érszakasz hossza Lg, és minden elagazas utdn az erek hossza %ﬁ—szérésére
csOkken, tehat az Ai1 Ao érszakasz hossza % - Lo, AgiAs-é pedig @ - Ly. Tudjuk

tovabba, hogy az Ag A1 és A1 A érszakaszok altal bezéart 0 szog koszinusza %
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Az érfa elsé 3 szintje

Jelolje H az As; pont mer6leges vetiiletét az Aoy, Ai1, Aoy pontok altal meghatarozott

sikra. Ekkor

1 ) 1
(\3/5)2 -LO-Sm@, |A21H| :W'LO'COSQ.

Elszor az |Ag H| tavolsagot hatdrozom meg. FEnnek érdekében jelolje F a H pont

|As1 H| =

meréleges vetiiletét az Agy Ai; egyenesre. Ekkor

1 1
|Ao1 F| = Lo + <%'LO+W-LO-COSQ> - cosf,

1 1
|FH| = <—-L0—|——-L0-C089 -sin 6.
V2 (V2)?

Az Ay FH haromszogben Pitagorasz tételét felirva

| Ao H | :Lg-\/l—i-@—i- <1—|— (\75)2> -cosf + (\3’/5—1—%) - cos? 6.

Végiil ismét Pitagorasz-tételt alkalmazva az Ay H A3; haromszogben

B 1 1 B2 . ,
|A01A31|—L0\/1+W+m+<l+(\/§)>COSQ+\/§COS 0,

majd behelyettesitve a cosf = % értéket

) 3
d:= |A01A31| == \/1 + 2\3/§ + (\9/5)2 'LO ~ 272077 LO'
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Mivel az érfa 3-6. szintjének minden Osszefiiggé komponense hasonlé a 0-3. szinthez,

3
és a hasonlosag aranya (%\E) =

egy csiucsaval Ossze van kotve, akkor azok tavolsaga %d. Ezért a 3n-edik szint barmely

1

2, 1gy ha a harmadik szint egy cstcsa a hatodik szint

csicsanak tavolsaga a gyokértdsl legfeljebb

1 1 2 1 n—1

Ez a fels§ becslés érvényes minden szint csicsaira, mert a haromszintes fa legfelsé szint-

jének csticsai helyezkednek el legmesszebb annak gyokerétsl.

4.3. Szimmetrikus és aszimmetrikus érhalézatok
osszehasonlitasa

Ebben az alfejezetben megvizsgaljuk az érfa alakjat abban az esetben, amikor az elaga-
zasok aszimmetrikusak, de a két mellékér sugaranak ardnya minden elagazasnal azonos.
A kapott adatokat Gsszehasonlitjuk a szimmetrikus érfa megfelel6 adataival.

Tekintsiik a kisebb és nagyobb sugart mellékér sugaranak hanyadosat, jellje ezt .
Felteszem, hogy a vizsgalt érhdlozat minden eldgazasa esetében a mellékerek sugaranak
aranya a. A kovetkezd tablazat kiillonb6z6 o értékek mellett tartalmazza az adott szinten
a gyokértsl mért maximalis, illetve miniméalis tavolsédgot, és az adott szinten az egymashoz

legkozelebb esd csticsok tavolsagat.
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a=1 |a=0,7]a=0,5
A 3. szinten a legtavolabbi pont tavolsaga a gyokértol 2,20774 | 2,63243 | 2,85292
A 6. szinten a legtéavolabbi pont tavolsdga a gyokértsl 2,83509 | 4,11092 | 5,09930
A 9. szinten a legtéavolabbi pont tavolsdga a gyokértsl 2,86245 | 4,47798 | 6,37129
A 12. szinten a legtavolabbi pont tavolsidga a gyokértdl 2,86265 | 4,51767 | 6,87832
A 3. szinten a legkozelebbi pont tavolsdga a gyokértsl 2,12975 | 1,83404 | 1,26401
A 6. szinten a legkozelebbi pont tavolsdga a gyokértsl 2,18075 | 1,87412 | 1,26532
A 9. szinten a legkozelebbi pont tavolsdga a gyokértsl 2,18129 | 1,85063 | 1,25305
A 12. szinten a legkdzelebbi pont tavolsdga a gyokértsl 2,18139 | 1,84968 | 1,19554
A 3. szinten az egyméshoz legkozelebbi pontok tavolsaga | 0,76642 | 0,82088 | 0,90341
A 6. szinten az egyméshoz legkozelebbi pontok tavolsaga | 0,09580 | 0,19186 | 0,11814
A 9. szinten az egyméshoz legkozelebbi pontok tavolsaga | 0,00149 | 0,02642 | 0,04854
A 12. szinten az egymashoz legkdzelebbi pontok tavolsdgal 2 - 1075 | 0,00394 | 0,00894

A szervet atszovs érhélozat csucsai o = 0,5 mellett
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A szervet atszdve érhélézat csicsai a = 0,7 mellett

o4



Koszonetnyilvanitas

Ko6szondm Pfeil Taméas témavezetGmnek a sok tiirelmet, segitséget, id6t, s hogy barmikor

fordulhattam hozza. Halas vagyok szeretteimnek a tdmogatasukért.

95
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