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Bevezetés

1947-ben 1 eredmény sziiletett a Ramsey-szamok elméletében: Erdgs Pal als6é korlatot
adott arra vonatkozoan, hogy legalabb hany cstcsu teljes grafra van sziikséglink ahhoz,
hogy a graf éleit tetszéleges modon két szinnel szinezve (legyenek ezek piros és kék), legyen
teljes r-es piros vagy teljes r-es kék szinben (ezt a mennyiséget jeloljiik R(r,r)-el). Tette
mindezt uttéré modon! a valoszintiségszamitas hasznalataval. Ettsl az idéponttol kezdve
egyre tobben foglalkoztak az emlitett modszerrel, és sorra sziilettek az eredmények is —
nagyszeri Osszefoglaldsat adja ennek a viszonylag uj teriiletnek Noga Alon és Joel H.
Spencer kényve, a The Probabilistic method [1]. Szakdolgozatom célja is egy ilyen eredmény
bemutatésa lesz. Miel6tt azonban ratérnék a konkrét probléméra, nézziik meg roviden, mi
is az eljaras lényege.

A valészintiségi modszer egy nemkonstruktiv metdodus, ami egy bizonyos tulajdonsa-
gokkal rendelkezd matematikai objektum létezését hivatott bizonyitani. A 1ényeg azonban
nem az, hogy meg is konstrudljuk az emlitett objektumot: csupan azt latjuk be, hogy egy
véletlen folyamat outputjaként pozitiv (akar tetszélegesen kicsi!) valoszintiséggel megkap-
hato. Tipikusan (Erdds nyoman) tgynevezett egyfordulds érvelést szokas hasznélni, azaz
generdlunk egy alkalmas valdszintiségi mez6t, majd megmutatjuk, hogy a kivant objektu-
mok halmaza pozitiv mértékd ebben a térben. Igen gyakran ez a mérték 1 kozeli, tehat
béven taladlhatunk a térben megfelel§ elemeket.

A szakirodalomban semi-random, azaz félvéletlen modszernek nevezett eljaras Erdés
eredeti gondolatmenetének egy kifinomultabb verzi6ja: ennek segitségével ugyanis igen
ritka objektumok létezését is igazolni tudjuk. Ebben az esetben a véletlenitett algoritmust
hosszabb idén at, tobb forduléban futtatjuk, és belatjuk, hogy outputja pozitiv valdszi-
niiséggel adja a keresett elemet. Ez a metoédus az elmult évtizedekben szdmos attorést
eredményezett a kombinatorikdban, komoly szerepet jatszott altalanos grafszinezési prob-
lémak megoldasaban is (err6l bévebben [12]-ben lehet olvasni). Szakdolgozatom alapjat is

egy erre az eljarasra épild algoritmus adja.

'"Habar korabban is sziilettek mar tételek valésziniségi modszerek alkalmazéasaval — ilyen példaul Szele
1943-as eredménye Hamilton-kérdket tartalmazé tournamentekrsl —, Erdds volt az, aki a legtobb ismert

bizonyitast adta ezen elv segitségével.
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Egy masik lehetséges alkalmazédsa a valészintiségi mdédszernek, ha bizonyos valészint-
ségi valtozok varhatéd értékét szdmoljuk ki. Ha példaul tudjuk, hogy a valtozo felvehet a
varhatd értékénél kisebb értéket, ez bizonyitja, hogy annél nagyobbakat is elérhet. Mas
esetekben a viltozok atlagos viselkedése lehet fontos szamunkra — ilyenkor a cél az, hogy
belassuk: a val6szintségi valtozénk értékei erésen koncentralédnak a varhaté értéke koril.
Erre t6bb moédszer is ismert, az egyik legnevesebb és talan legtébbet alkalmazott egyen-
I6tlenség Azuma nevéhez fizédik, amely korlatos differenciaji martingalok esetében ad
koncentraciés eredményt.

Mint lathatjuk, a valészintiségi metédusnak széles korti alkalmazasi lehet&ségei vannak
— ennek megfelel§en a matematika szdmos teriiletén taldlkozhatunk vele, igy a szamel-
mélet, a linedris algebra, valés analizis, szamitastudomany és legféképpen a grafelmélet,
véges geometria eredményeiben. Szakdolgozatomban is egy véges geometriai probléméra,
a teljes ivek minimdlis szdmossagara keressiik a valaszt — a valészintiségi médszer, speciali-
san a félvéletlen metddus és a varhato érték koriili koncentracié segitségével. Latni fogjuk,
hogy a korabban emlitett Azuma-egyenlétlenség és egyéb, mas esetekben nagy sikerrel al-
kalmazott becslések alkalmatlanok lesznek a feladat megoldasara, ezért egy viszonylag 1j
koncentraciés eredményt is bemutatok a dolgozatomban, amely szadmos tovabbi lehet&séget
is rejt magaban, errél b&vebben V. H. Vu Concentration of non-Lipschitz functions and
applications [12] cimi cikkében lehet olvasni.

A dolgozat alapjat képez6 probléma a kivetkezs: ha adott egy P projektiv sik, hataroz-
zuk meg a lehetd legkisebb teljes iv méretét benne, ahol iv alatt olyan ponthalmazt értiink,
melyben semelyik harom pont nincs egy egyenesen, a teljesség pedig szokasos médon azt
jelenti, hogy a ponthalmaz nem bévithets a feltétel megsértése nélkiil. A keresett mennyi-
séget n(P)-vel jeloljiik. A problémakort az 1950-es évek végén Beniamino Segre, olasz
matematikus vetette fel (|9]), aki a teljes ivek maximalis szamossagat kutatta — azonban a
mésik irdny, a lehetd legkisebb méret érdekesebbnek bizonyult az eredeti kérdésfelvetésnél.
To6bb mint 50 évvel ezel6tt Lunelli és Sce g-rendd P esetén /2¢-s als6 hatart allapitott
meg ([8]), azonban ett6l az eredménytdl eltekintve semmit nem lehetett tudni n(P)-rél a
Galois-sik esetét leszamitva (erre Szényi Tamas adott O(¢%/*)-es becslést ([10])). A dolgo-
zatban bemutatéasra keriils {6 tétel tetszdleges P g-rendd projektiv sikra ,/qlog®¢-s felsé
korlatot ad, ahol ¢ egy univerzilis konstans. Lunelli és Sce alsé korlatjaval egyiitt ez mar
egy polilogaritmikus faktor erejéig meghatéarozza n(P)-t. Ahogy kordbban mar emlitet-
tem, a val6szintiségi modszerek nemkonstruktivak, igy a bizonyitashoz hasznalt Rodl-féle
skiharapos” modszer (ezzel a kovetkezs fejezetben ismerkediink meg) eredménye sem egy
kézzelfoghatd konkrét iv lesz.

Szakdolgozatom alapjat J. H. Kim és V. H. Vu Small complete arcs in projective planes
[7] cimi cikke képezte, a dolgozatban megjelend valamennyi tétel, allitas, lemma és kovet-

kezmény a szerzépéros sajat eredménye — a késébbiek soran ezt az egyszertiség kedvéért
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nem fogom kiilon feltiintetni. F§ feladatom az emlitett (kozel 55 oldalas) publikicio értd,
alapos feldolgozésa, javitasa volt. Ennek sordn az eredeti cikk t6bb bizonyitésat korrigal-
tam (igy példaul a 4.6-os lemmaét, az els6 fazis (6)-os, majd az arra épiils, a masodik
fazis (3)-as tulajdonsdganak alapvetGen hibas bizonyitasat stb.), tobb helyen kiegészitése-
ket, magyarazatokat, példakat illesztettem be a kénnyebb érthetdség érdekében. A fentebb
emlitett cikk mellett egyéb, valdszintiségi modszerekkel, koncentracids eredményekkel fog-
lalkozo kiadvanyokkal is dolgoztam ([12], 6], [1]).



1. fejezet

A teljes ivek rovid torténete

Miel6tt belevagnank szakdolgozatom koézponti eleme, a teljes ivek vizsgalatédba, réviden
atismételjiilk a legsziikségesebb ismereteket a projektiv sikokrél. Egy g¢-renddi projektiv
sik ¢> + ¢ + 1 pontot, valamint ¢ + ¢ + 1 egyenest tartalmaz, ahol minden egyenesnek
pontosan ¢ + 1 pontja van, és két kiilonb6z6 pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.
A definiciobol konnyen levezethets, hogy minden ponton ¢ + 1 egyenes megy at, és két
kiillénboz8 egyenesnek pontosan egy kozos pontja van. A legfontosabb példat projektiv
sikra talan a Galois-sik adja, melyet a kovetkezSképpen konstrualhatunk meg: legyen V' a
haromdimenzios vektortér a GF(q) Galois-test felett, ahol ¢ primhatvany. A pontok és az
egyenesek az egy- és kétdimenzios alterei V-nek, ahol egy p pont pontosan akkor illeszkedik
egy | egyenesre, ha p altere [-nek. Ismert, hogy nagy g-kra sok ¢-rendi stk van, ami nem
izomorf a Galois-sikkal, azonban nem tudni, hogy nem primhatvanyrendi projektiv sikok
léteznek-e.

Ivnek a sik olyan ponthalmazit nevezziik, melyben semelyik harom pont nincs egy
egyenesen, teljes {v alatt pedig a nem bé&vithets iveket értjiik, ahogy ezt mér a bevezetd-
ben emlitettem. Azokat az egyeneseket, melyek az iv két pontjat tartalmazzik, szelének
nevezziik. Definici6 szerint egy iv pontosan akkor teljes, ha szel6i lefedik az egész sikot.
Segre eredeti kérdése az volt, hogy egy teljes ivnek legfeljebb hany pontja lehet — konnyt
latni, hogy g + 2, Segre pedig bizonyitotta, hogy pératlan ¢-ra a Galois-sik ive legfeljebb
q + 1 pontbol allhat, és a maximumot csak kupszelettel lehet elérni, azaz olyan (z,v, 2)
pontokbél all6 halmazzal, melyekre teljesiil, hogy 2z = y?. Paros ¢-ra a maximum q + 2,
de ezen ivek karakterizici6ja még mindig nem teljes. A figyelem tehat hamar atfordult a
mégik iranyba: minimum hany pontja lehet egy teljes ivnek? A bevezetGben mar emlitett
als6 korlat konnyen igazolhato: vegyiik észre, hogy egy teljes iv szel6i mind a ¢® +q + 1
pontot le kell fedjék, és mivel minden szel§ g + 1 pontot fed le, ezért egy teljes ivnek leg-
alabb (¢ + ¢+ 1)/(q + 1) > q szel6je kell legyen. Ehhez viszont az ivnek legalabb /2¢
pontja kell legyen. Ezt az eredményt Blokhuis ([4]) és Ball ([3]) kés6bb 1/3¢-ra javitotta a

Galois-sik esetében, ha ¢ prim vagy primnégyzet. Fisher ([5]) sejtése szerint (melyet szami-
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togépes szimulaciok tamasztottak ala) a teljes ivek atlagos mérete koriilbeliil (3¢log q)'/2,

és masok Galois-sikokkal kapcsolatos munkai is azt a sejtést tamasztottdk ala, hogy n(P)
pontos érteke ¢/2 kdrnyékén mozoghat. A szakdolgozatom alapjat képezd cikk megjelené-
séig azonban nem sikeriilt ezeket a sejtéseket az altalanos esetben igazolni. Dolgozatomban
viszont egy olyan eredményt fogok bemutatni, amely az altalanos sikokra vonatkozoéan is

jelentdsen javitja n(P) felss korlatjat. A {6 tétel a kovetkezd:

1.1. Tétel Léteznek olyan pozitiv ¢ és M konstansok, hogy minden olyan q-rendid pro-

jektiv sikban, melyre ¢ > M, létezik legfeljebb ¢'/? log® ¢ méretii teljes iv.

Az 1.1-es tételt valojaban nem kozvetleniil bizonyitjuk, hanem egy erésebb eredmény

igazolasaval nyerjiik:

1.2. Tétel Léteznek olyan c és M abszolit konstansok, hogy minden olyan q-rendd pro-
jektiv sikban, melyre ¢ > M, talalhat6 ©(q'/? log!/? q) pontt iv, melynek szeléi ¢/?log® q

pont kivételével a sik dsszes pontjat fedik.

Az 1.2-es tétel bizonyitasa soran bemutatunk egy hatékony véletlenitett algoritmust,
ami a kivant ivet 1 kozeli valészintiséggel nyujtja szamunkra. Az algoritmus alapvetd mu-
veletei kozé tartozik leellenérizni, hogy hirom pont egy egyenesre esik-e; pontot térdlni
egy egyenesrdl, illetve tovabbi hasonlo 1épések, ezekrél az algoritmus leirdsanél, a masodik

fejezetben olvashatunk.

1.3. Tétel Létezik egy olyan ©(log®? q) lépésigényt véletlenitett algoritmus, ami 1 —o(1)

20 2

valészintiséggel eléallitja az 1.2-es tételben szerepld ivet.
Az 1.2-es tétel kivetkezményeként kapjuk az alabbit is:

1.4. Kovetkezmény Léteznek olyan c1,co, M pozitiv konstansok, hogy minden olyan g-
rendd projektiv sikban, melyre ¢ > M, van olyan teljes v, melynek mérete c1q'/? 1og1/2 q

1/2

és q*/°log® q kozott van.

Az 1.2-es tétel bizonyitasdhoz dinamikus véletlen konstrukciot, azaz félvéletlen metodust
hasznalunk (specidlisan Rodl kiharapos” modszerét), melynek leirdsa a kivetkezs szakasz-
ban talalhat6. A 3. fejezetben szerepel a f6 lemmank és az 1.2-es tétel bizonyitasa a lemma
segitségével. A 4. fejezetben a f6 lemma igazolasihoz sziikséges eszkozoket vezetjiik be, be-
leértve a kordbban mér emlitett koncentracids eredményt. Végiil az 5. fejezetben szerepel
a f6 lemma bizonyitasa, amit az Osszefoglalas kovet majd. Dolgozatom soran mindvégig
feltessziik, hogy ¢ megfelelGen nagy, ha sziikséges. Az aszimptotikus jel6léseket, mint pl.

0,0 stb. a ¢ — oo feltételezés mellett értjiik.



2. fejezet

Véletlen konstrukcio

2.1. A ,kiharap6s” médszer

Mint az az el6z§ fejezetbdl kideriil, az 1.2-es tételben szerepld ivet egy véletlenitett algo-
ritmus segitségével kaphatjuk meg. Az algoritmus alapjat a ,kiharapos” modszer képezi,
amely igen erés és hatékony eszkéze a valdszintiségi kombinatorikanak. A kévetkez6ben ezt
a metodust szeretném réviden bemutatni.

Szemben a véletlen mohé algritmussal, ami a véletlenszertien sorbarendezett elemeket
egymds utan valasztja ki, feltéve, hogy nem sértik a feltételeket, amivel a kivant objek-
tumnak rendelkeznie kell; majd minden lépésben to6rli mindazon elemeket, amik a mar
kivalasztottakkal iitkozést” okoznanak (esetiinkben tehat egy tires halmazboél kiindulva
minden lépésben térélné a sik azon pontjait, amelyek a mér kivélasztott pontok szeldi altal
fedésben vannak, majd a maradék pontok koziil egyenletes eloszlas szerint véilasztana a
kovetkezs pontjat az ivnek), egy lépésben egyszerre, egyméstol fiiggetleniil tobb pontot va-
lasztunk ki (értelemszertien a kordbban még ki nem vélasztottak koziil). Ez a ponthalmazt
nevezziik ,harapas”™nak (a szakirodalomban nibble néven taldlkozhatunk vele). Tessziik ezt
mindezt azért, mert bar sok esetben a sejtések szerint a mohé algoritmus majdnem optimé-
lis végeredményt ad, azonban ennek bizonyitasa igen nehéznek bizonyul — mindmaig nem
jart sikerrel. Az utobb bevezett dinamikus véletlen konstrukcio (DRC) hatékonyabbnak
bizonyult a probléma megoldasaban. A  kiharapott” ponthalmaz mérete vagy a kivalasz-
tott pontok szdma, vagy azok varhato értéke. Mivel a kivilasztott ponthalmaz sértheti
a feltételeinket, csak egy részhalmazat vessziik majd, ami eleget tesz azoknak. Ennek a
részhalmaznak az elemeit nevezziik kivalogatottaknak. Az egyszeriiség kedvéért azokat a
kivalasztott elemeket, melyek a korabban és az aktudlisan kivalasztottakkal nem titkoz-
nek (azaz egylittesen nem sértik a feltételeket), dltaldban kivalogatjuk. Torliink minden
olyan nem kivalasztott elemet, amely a vilasztottakhoz adva titkozést okozna (tekintet
nélkiil arra, hogy a vélasztottaknak végiil mely részhalmazat valogatjuk ki). Mivel végiil

nem minden kivalasztott elemet fogunk kivalogatni, lesznek pontok, melyeket sziikségtele-

10
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niil torliink, de a torlés-operaciot ugy fogjuk bevezetni, hogy a rendelkezésre all6 pontok
strukturaja minden lépésben joldefinialt legyen, és a fiiggetlen és véletlen kivilasztas elve
érvenyesiilhessen. A kovetkezd lépésben tovabbi j feltételeket vezethetiink be. Igy példaul
a teljes iv esetén a kezdeti feltételiink az lehet, hogy semelyik harom pont ne legyen egy
egyvenesen, mig az els6  harapds” utdn hozza kell adnunk azt a feltételt is, hogy semelyik
két pont nem lehet mar kivalasztott pontra illeszkedd egyenesen.

Az eljaras helyességének igazolasdhoz meg kell mutatnunk, hogy a ,harapas’ méreté-
nek alkalmas megvalasztasaval pozitiv valoszintséggel tudjuk az algoritmust mindaddig
futtatni, amig a kivant objektumot el nem értiik. Ha a ,harapas” mérete til nagy, azaz
sok kivalasztott elem iitkozik, két probléméval is szembesiiliink: nehéz lesz megjoésolni a
kivalasztott pontok strukturajat, tovabbé tal sok pontot fogunk feleslegesen térolni. Ep-
pen ezért a ,harapas” méretének elég kicsinek kell lennie ahhoz, hogy a pontok tébbsége ne
okozzon iitkozést, igy a feleslegesen torolt pontok szama is alacsony marad. Példaul ha egy

1/2 yéletlen pontot valasztunk, annak valészintisége, hogy tetszéleges ki-

g-rendti sikbol fq
valasztott pont {itkdzést okoz, legfeljebb (g+1) (%) (0g—3/2)2 < 62. (Ehhez ugyanis arra van
sziikség, hogy a pontra illeszkedd egyenesek valamelyikérél két mésik pontot is kivalasszunk.
Egy pontra g+ 1 egyenes illeszkedik, ezeken énmagan kiviil tovabbi ¢ pont van, végiil pedig
annak valoszintisége, hogy egy pontot bevalasztunk, nagysagrendileg 0q'/2/q? = 6q=3/2.)
Igy amig 6 értéke kellsen kicsi, a legtébb pont nem fog konfliktust okozni. Természetesen
abban az esetben, ha a ,harapas” mérete minden lépésben egy, a DRC éppen a véletlen
moho algoritmust adja vissza.

A fentebb ismertetett terv véghezvitelének legkritikusabb része megmutatni, hogy min-
den 1épés utan a visszamaradé struktira pozitiv valészintiséggel az eredetinek véletlen rész-
strukttrajahoz hasonlo. Ehhez altalaban elegends néhany fontos paraméterrdl (esetiinkben
példaul egy egyenes tiléls pontjainak szamérol) megmutatni, hogy éppen ugy viselkednek,
ahogy azt a varhato értékiik jovendoli. Ennek igazolasdhoz azonban olyan erds koncentré-
cios eredményre van sziikségiink, amit a klasszikus eszk6zok az algoritmusunk komplexitasa
miatt képtelenek biztositani. Ez a felismerés vezette az eredeti cikk szerzéparosat egy iij

és sajat eljaras kidolgozasdhoz, amivel a 4. fejezetben fogunk majd megismerkedni.

2.1.1. Hogyan ,haraphatunk” jé ivet?

Az algoritmusunk, melynek célja adott sikon egy kisméretd teljes iv konstrualasa, nagyjabol
a kovetkezGk szerint halad: kezdetben g és Sg jeloli a sik dsszes pontjabol allo halmazt, Ag
pedig, melyet a kivant ivvé fogunk kibéviteni, iires. Altalanosan €2; azon pontok halmaza,
amelyeket az aktudlis A; {v szelGi nem fednek, S; pedig ; részhalmaza. Az i-edik 1épésben,
S; minden pontjat egymastol fiiggetleniil ugyanazzal a p; valoszintiséggel valasztva létre-
hozzuk S;-nek egy véletlen B; részhalmazat. Majd B; egy alkalmas részét A;-hez adjuk

gy, hogy az 4j halmaz, A;4+1 tovabbra is iv maradjon. €2;11-et mindazon pontok torlésével
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kapjuk ;-b6l, melyeket A; 41 szel6i fednek. S;11 definidlasdhoz nemcsak azokat a pontokat
toroljiikk S;-bél, melyeket A;1q szel6i fednek, hanem tovabbi véletlenszertien vélasztotta-
kat is. Ennek az extra torlésnek az a célja, hogy S; bizonyos strukturalis jellegzetességeit
minden 1épésben megtartsuk.

1/210g¢ ¢ pont kivételével a sik dsszes pontjat fedik az

Az eljarast addig ismételjiik, mig ¢
aktualis iv szel6i (lasd az 1.2-es tételt). Az 6tlet megvalositasa azonban rengeteg technikai

részletet kovetel, ezekrol a kovetkezd szakaszban lesz sz6.

2.2. Az algoritmus

Az inputunk egy g-rendt P sik. Kezdetben Qg és Sy a sik 6sszes pontjabol allnak, Ag pedig
iires. Két fut6 paramétert is bevezetiink, a;-t és b;-t, ahol ag = 0 és by = 1. Egy altalanos
lépésben a; = |A;|q~1/? és b; nagyjabol |S;|/|So|. Legyen 6 = log™2q.

Feltéve, hogy az i-edik 1épés utan €;-t, S;-t és A;-t Ggy konstrualtuk meg, hogy az A;
szel6i altal fedett pontok sem 2;-ben, sem S;-ben nincsenek jelen, a kévetkezs miveleteket
hajtjuk végre az i 4+ 1l-edik 1épéshen:

Kivalasztas: Tetszéleges v € S; pontot p; = 0(b;g>/?)~1 valoszintiséggel valasztunk ki,
jelolje B; ezek halmazat. Egy x € B; pontot jénak neveziink, ha nem okoz iitkézést A; U B;-
ben, azaz A; U B; semelyik masik két pontja nem esik egy egyenesbe vele. Mivel .S; egyetlen

pontjat sem fedik A; szeldi, x pontosan akkor j6, ha
e nincsenek olyan y € B; és z € A; pontok, hogy x, y és z egy egyenesre illeszkedik,
e nincs olyan y, z € B;, hogy x, y és z egy egyenesen van.

Jelolje M; a j6 pontok halmazat, az 1uj iv pedig legyen A; 11 = A; U M;.

Torlés: Toroljiik Q;-b6l mindazon pontokat, melyek vagy B;-ben vannak, vagy A;41 szel6i
altal fedettek. Mivel Q; egyetlen pontjat sem fedik A; szel6i, egy v € §; pontot pontosan
akkor torliink, ha

e vEDB,
e van olyan x € M; és y € A;, hogy x, y és z egy egyenesen vannak,
e van olyan x,y € M;, hogy x, y és z egy egyenesre illeszkedik.

Jeldlje D; a fenti mtvelet sordn torolt pontok halmazat. Tetszéleges v € €); esetén jeldlje
Pi(v) = P(v € D;), valamint legyen P! ¢s P! a P;(v) értékek maximuma, illetve mini-
muma.

Kompenzacio: S; 1 definidldsdhoz toroljik S;-bél D; minden pontjat, tovabba ettél fiig-

getlenill tetszdleges v € S; pontot

B (v) i= (P = Pi(v))/(1 = Fi(v))

7
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valoszintiséggel. Jelblje R; a torolt pontok halmazat. A kévetkezd 1épéshez legyen
Qiv1 =\ Di, Siz1 =8\ (D;UR;), Aiy1=A; UM,

tovabba
ais1 = [Ain|g V%, bigr = bi(1— PY).

Az i+ 1-edik lépés utan egy v pontot tilélének neveziink, ha v € S;11, és nem tordlinek,
ha v € Q1. Ertelemszertien minden talél6 pont egyben nem térélt pont is. A fentiek
alapjan pedig nyilvanvalo, hogy annak valészintisége, hogy egy v € S; pont tulél§ pont,
éppen 1 — P
Megallas: Az algoritmus N 1épés utan megall, ahol N az els§ olyan index, melyre by <
q3/?1og® ¢ valamely ¢ konstansra (kés6bb ¢ értékét 300-nak fogjuk valasztani).

Az algoritmus megéllasakor egy Ay ivet kapunk. Az 1.2-es tétel igazolasdhoz azt kell
1/2 10g° q)
pont kivételével a sik Gsszes pontjat fedik. Az algoritmus jeldléseinek megfelelGen az An

szelsi altal nem fedett pontok Qn (J(UY,B; \ M;) részhalmazét alkotjak.

megmutatnunk, hogy ennek az ivnek ©(¢!/? log!/? q) pontja van és szel6i O(q

Célunk elérése érdekében az algoritmust két fazisban fogjuk vizsgalni aszerint, hogy
b; > ¢ 'log® q vagy sem, ahol ¢; egy c-nél szignifikinsan kisebb konstans (értékét késsbb
100-nak fogjuk valasztani). Minden fazisban tobb paramétert fogunk figyelni, tgy mint a
nem t6rolt pontok szdma egy egyenesen, az aktuélis iv mérete stb., és belatjuk, hogy ezek
a mennyiségek lényegében a varhato értékiik koriil koncentralédnak. Ez a 1épés lesz a bizo-
nyitasunk {6 feladata, és ehhez lesz sziikségiink a kordbban mar emlitett 11j koncentraciés
eredményre. Ha a paramétereket kezelni tudjuk, Ay kivant tulajdonsagai mar egy egyszerd
szamitasbol kévetkeznek majd.
Megjegyzés: Lathatjuk, hogy a fentebb ismertetett algoritmus szorosan kéveti a DRC
modszerét, csupan a kompenzicié 1épése jelent eltérést. Tudjuk azonban, hogy egy pont
torlésének valoszindsége az adott pont geometriai elhelyezkedésetdl is fligg, ezért a P;(v)
torlési valoszintségek nem feltétleniil egyenlSk minden v-re. Masrészt viszont az a célunk,
hogy S;+1-et S; véletlenszerd részhalmazaként definidlhassuk, ezért arra van sziikségiink,
hogy minden S;-beli pont ugyanakkora eséllyel maradhasson meg S;1-ben, avagy minden
Si-beli pontot azonos valoszintséggel toroljink. A Pf™(v) kompenzacios valoszintiséget

pontosan ezért vezettiik be.

2.3. Jelolések

Hérom kiilonb6z6 x, y, z pont esetén [xyz]-vel (néha, az indexek miatti zavart elkeriilendd
[z, y, z]-vel) jeloljiik, hogy egy egyenesen helyezkednek el. Ezt a jelolést f6leg Gsszegzésekben

asznaljuk ma eldau it;r a U157 SZOrZatokK 0SSzege mindaen olyan arra
hasznaljuk majd, példaul tity atjt; tok 6sszege minden olyan 7, j' parra,

J3,3":1x55']
melyre j,j' és x egy egyenesen vannak. A két pontra, z és y-ra illeszked§ egyértelmi
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egyenest (xy)-nal jeldljiik. Tetszbleges v € €; pontra jelolje A;(v) a v-t A;-beli pontokkal

0sszekots egyeneseken levs tulels pontok halmazat (kivéve v-t magat). Formalisan
Ai(v) ={z € S;\v | Jue A : [vxul}.

Kezdetben Ag(v) = () minden v-re. Altaldnosan tetszoleges X = {v1, ..., v} ponthalmazra
Ai(X) = Ai(v, ..., 0k) = ﬂleAi(vj). Ugyanezt Bj-vel is definidljuk: B;(v) a v-t B;-beli
pontokkal 6sszekots egyeneseken levs tiléls pontok halmaza. A B;(X) halmazt hasonl6an
adhatjuk meg. Idénként a taléls pontok helyett a nem torolt pontokra lesz sziikségiink,

jelolje tehat
Al(v) :={z e Y\ v | Jue A;: [vru]}.

Legyen tovabba T;(v) a v-vel egy egyenesen levs tuléls pontok (rendezetlen) parjainak

halmaza. Formaélisan

Ti(v) = {{z,y} | z,y € Si\ v, [vzy]}.

Kezdetben Ty(v) minden v-re (g + 1) (%) parbol all.

Egy [ egyenesre jelolje S;(1) [ tléls pontjainak halmazat, azaz S;(l) = S;NI. Ha az S;(1)
jelolést hasznaljuk, mindig feltessziik, hogy [ nem szel, hiszen kiilénben S;(1) tires halmaz
lenne. Legyen tovabba S;(I,v) = S;(1)NA;(v) és Si(l, u,v) = S;(1)NA;(u)NA;(v) tetszbleges
[ egyenes és u,v pontok esetén. Hasonloan, jelolje Q;(1) = Q; N1, Q;(l,v) = (1) N Al(v)
és Q;(l,u,v) = Q;(1) N Al(u) N Al (v).

Végiil egy A eseményre jelolje szokasos médon 14 az A indikatorat: 14 = 1, ha A

teljesiil és 0 kiilonben. A logaritmusok mindvégig természetes alapuak.



3. fejezet
A 16 tétel bizonyitasa

Ebben a fejezetben kimondjuk a f6 lemmankat és ennek segitségével bebizonyitjuk az 1.2-es
tételt. A fejezetet a f6 lemma leirasaval fogjuk kezdeni, azonban az egyes, lemméban sze-

repl6 tulajdonsagok jobb megértéséhez a kovetkezs fejezetekre is sziikség lesz.

3.1. A 6 lemma

A 16 lemmank azt allitja, hogy bizonyos tulajdonsagok 1 kozeli valosziniiséggel az algo-
ritmus minden lépése sordn teljesiilnek. Mint kordbban mar emlitettem, az algoritmus
elemzéséhez azt két fazisra kell vagnunk, S; méretétsl fiiggGen. Az elsé fazis minden lé-
pésében 3 elsGdleges és 7 masodlagos tulajdonsag teljesiilésére kell {igyelniink, a mésodik
fazisban 5 tulajdonsagra. MielStt ezeket ismertetném, vezessiink be még egy jelolést: legyen
b, = Hé;ﬁ(l —P]l-). Mivel 1—P} fels6 becslés annak valoszintiségére, hogy egy €2;_1-beli pont
Qj-ben marad, b, nem mas, mint annak az esélynek felsg korlatja, hogy valamely fix Qo-beli
pont Q;-ben marad. Legyenek tovabba, a korabbiakban mér emlitettek szerint, ¢ = 300 és
c1 = 100. Ezen paraméterek tavolrdl sem idealisak, de a konstansok optimalizalasa egy-
elére nem célunk. A tulajdonsiagok jobb megértéséhez az utanuk szerepld megjegyzés nyujt

segitséget.
Els6 fazis

Ez a fazis mindazon lépésekbdl all, ahol b;q legalabb log® q. Ez nagyjabol azt jelenti,
hogy ebben a fazisban minden egyenesnek legalabb log® ¢ tuléls pontja van (lasd lejjebb
a masodik tulajdonsagot). A kovetkezd tiz tulajdonsigrol szeretnénk, hogy a fazis minden
lépésének outputjara teljesiiljon:

Elsddleges tulajdonsagok
(1) 6¢'/2(1 —0(1)) < |M;| < 0g"/2(1 + 0(1)) és | By| < 204'/?

(2) bis1g(1— (i +1)log " q) < |Si41(D)] < biyrg(1+ (i +1)1log™ " q)

15
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(3) 1Qi+1 (D] < byl + (i + 1) log™ P q)

Masodlagos tulajdonsagok

Minden u, v, w, z € §; pontra és | egyenesre, melyre [ N ;11 # (:
(4) |Siv1(Lv)] < 8(i + Dagsibip1g"? + (i + 1) log™ g
(8) [Siv1(lu,v)| < (i+1)log'q
(6) [Ais1(u,v)| < (i + 1)biv1g + (i + 1) log®q
(7) [Aisi(u,v,w)] < (i + Dbirrg"? + (i + 1) log* g
(8) [ A (0,1, 2)] < (i + 1) logl g
(9) Qi1 (L, v)] < 806+ Darsaby g2 + (i + 1) log™ g
(10) |Qir1(1,u,v)| < (i +1)log q.

A korabban bevezetett jeldlések kozti kapcsolatot figyelembe véve igazak az alabbi Gssze-

fliggések:

LIOIED B (e ) RV NG DR IR

vel I=(av),a€A;+1

1Siaal =D 1Si1 D/ (g + 1), Q] =D [ (D]/(g+1).
.

l

A (2)-es és (3)-as tulajdonsagok, valamint a fenti atalakitasok alapjan a kovetkezs négy

tulajdonsagot {rhatjuk fel:

(11) 302,631 =3(i+ 1) log ™ q) < |Tipa(v)] < 307,6°(1 +3(i + 1) log ™" )

(12) aip1biy1q®?(1—=2(i +1)log™ " q) < |41 (v)] < aip1biy1q®?(1+2(i + 1) log™ " q)
(13) (1 —1log " q)"bi11¢> <|Sita] < (1+1og ' )" bit1g?

(14) || < (1 4+1og™ 10 q)" g%,

A masodik fazis soran ezt a négy tulajdonsagot szeretnénk teljesiteni (egy kicsit mas hi-

bataggal a (12)-esben) az (1)-essel egyiitt.
Masodik fazis
A mésodik fazis mindazon ¢ 4+ 1 1épésekbdl all, mely inputjara teljesiil:
g *?log®q < b; < ¢ 'log® q.

Az els6 fazis (2)-es tulajdonsagabol fakadoan a masodik fazis akkor indul, amikor minden
egyenesnek nagyjabol log® ¢ tuléls pontja van. A sziikséges tulajdonsagok a kovetkezsk

(minden v € Q;41 pontra):
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(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

0g'/2(1 — o(1)) < |M;| < 0¢"/? és |Bi| < 20¢"/2(+0(1))

30710° (1= 3(i + 1) 1og ™% q) < [Ty (v)] < 3b7,1¢°(1 +3(i + 1) log ™" q)
ai11bi16*2(1 = 0(i6?)) < |Aip1(v)] < airabinig®?(1+ 0(i6?))

(1 —1log™ ") biy1¢® < [Si1] < (141og " q) " bij1q?

|Qiy1] < (1+1log 10 q) g%,

Azt mondjuk, hogy az algoritmus tokéletesen fut a j-edik lépésig, ha a megkdvetelt tu-

lajdonsigok teljesiilnek az 1,2,...,j 1épések outputjaira. Ha mindkét fazis valamennyi

lépésénél az Osszes tulajdonsag teljesiil, azt mondjuk, hogy az algoritmus teljesen tokélete-

sen fut.

Megjegyzés:

o Az i+1-edik 1épés el6tt S;-nek nagyjabol b;g? pontja van (emlékeztetsiil: b; alsé korlat

annak valoszintiségére, hogy egy tetszéleges p-beli pont S;-ben marad). Ebben a
lépésben S; tetszdleges pontjat p; = 0(big®?) ! valoszintseggel véalasztjuk be By-be,
igy tehat Bj-nek nagyjabol big>p; = big?0(big®/?)~' = 6¢*/? pontja van. Mivel az
iitkdzéseket okozd pontok szama kicsi, B; legtébb pontja M;-ben is megmarad. Igy

1/2

M; elemszamat is koriilbeliil 0q¢'/“-nek varhatjuk, ez jelenik meg mindkét fazis elsg

tulajdonsagaban.

Az els6 fazis (2)-es és a mésodik fazis (2-4)-es tulajdonsagaiban a jobb és bal oldalon
szerepld 6 tagok épp a vizsgalt mennyiségek varhato értékei. Igy ezen tulajdonsagok
voltaképp azt allitjak, hogy a kérdéses mennyiségek erdsen koncentraltak a varhatéd

értékeik koriil.

Ahogy nemsokéara latni fogjuk, az 1.2-es tétel bizonyitasa (melyhez a f6 lemmét hasz-
naljuk) csupan a tulajdonsagok egy kis részét igényli (példaul a masodlagos tulaj-
donségok egyikét sem fogjuk hasznalni). Sajnos azonban az els6dleges tulajdonsagok
onmagukban indukciéval nem bizonyithatok. A masodlagosakat pontosan azért ve-
zetjiik be, mert az elsGdleges tulajdonsagokkal egyiitt mar egy kell6képpen erds in-
dukcios hipotézist szolgaltatnak, amit be tudunk bizonyitani. A fejezet végén szerepld

megjegyzés még tisztabb képet ad majd a fenti mennyiségek kozti kapcsolatrol.

3.1. Lemma (F6 lemma) Az algoritmus 1 kozeli valésziniiséggel teljesen tokéletesen fut.

A kovetkez6 két szakaszban belatjuk, hogy ha az algoritmus teljesen tokéletesen fut, akkor

a végss An iv teljesiti az 1.2-es tétel Allitasat.
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3.2. Tovabbi lemmak

Ebben a részben az 1.2-es tétel bizonyitasdhoz sziikséges becsléseket vizsgalunk. A kulcs
tényezs, ahova szeretnénk eljutni, a kovetkezd: ha az algoritmus teljesen tokéletesen fut,
akkor a P* — P! rés minden lépéshen kellgen kicsi. Mivel |Q| [T o (1 — P!) alapvetéen
|| fels6 becslése és | Hf\:)l(l — P%) also becslés |Sy|-re, a P — Pl-ekre vonatkoz6
megfelels korlatokbol kovetkezni fog, hogy |Qn|/|Sn| = O(1). Masrészt a megéllasi id6
és a masodik fazis (4)-es tulajdonsagabol |Sx| = O(q'/?log® q), igy kapjuk |Qn|-re is az
O(q"/?log® q)-s korlatot. Ahogy azonban kordbban mar lattuk, a szeldkkel még nem fedett
pontok halmaza Qy |J(UX, B; \ M;) részhalmaza, az unié méasodik tagjanak hozzajarulésa
viszont — koszonhetSen annak, hogy kevés pontot valasztunk ki, és igy kevés okoz iitkdzést
— elenyész6 || mellett.

Az elsé két lemma felsd, illetve alsé korldtot ad a P, valamint Pil mennyiségekre.

A korlatok egyben azt is megmagyarazzik, hogy miért van sziikség a f6 lemméban az

|A;(v)| és |T;(v)|-re vonatkozo becslésekre.
3.2. Lemma

P < pit prmae [ 44(0)] 4 p? mae (o),
ahol a maximumot az Q; halmazon vessziik.

Bizonyitas: Tudjuk (a torlés definiciojabol), hogy a kovetkez6 harom oka van annak, ha

egy v € §; pontot torliink:
P(v) <PlweB;)+PB;NAw) Z0)+PEl:velés|B;nN(\v)>2).

Jeldlje Py a jobboldal els6, P, a masodik, P3 a harmadik tagjat. Nyilvanvalo, hogy P < p;
(ha v nincs benne S;-ben, a szigori egyenlGtlenség is lehetséges). Belatjuk, hogy Pr <
pi max |A;(v)|, ehhez:

Py=1-P(BiNAi(v) =0) = 1 = (1 —p) O <1 — (1= p;| Ai(0)]) = pil Ai(v).

(Az utolso el6tti l1épésben a Bernoulli-egyenlgtlenséget hasznéltuk.) Végiil Ps f6ls6 becslé-

séhez vegyiik észre, hogy

[\v
pggpfzc \2 ‘) < p} max |T;(v)|

veEl
Ezzel belattuk az allitast. [ |
3.3. Lemma
P!> pimin| Ai(v)| — 257 max | Ai(v) > — pf max | A;(v)| max|T3(v)].

i

a maximumot és a minimumot az §); halmazon véve.
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Bizonyitas: Vegyiik észre (ismét az egyik torlésok alapjan), hogy
Pi(v) = P(M; N Ai(v) # 0) =1 = P(M; N Ai(v) = 0).
P(M; N A;(v) = 0) fels6 becsléséhez bontsuk szét az eseményt két részre:
P(M;NA;(v) =0) = P(B;NA;(v) = 0)+P({BiNA;(v) # 0}A{M;NA;(v) = 0}) = Py+ P,

ahol P4 és Ps a jobboldal elsd, illetve masodik tagjat jeloli. Az el6zé bizonyitashoz hason-

l6an:

P4 _ (l_pi)\Ai(vﬂ < 1_pi‘Ai(U>‘+p%<’Ai2(v)> < 1—192‘ Hlvin’Ai<’l))‘+p12 HlvaX <|Az2(7))’>,

tovabba
rxeA;(v
x€A;(v)

< |Ai(v)|pi g}q@f{)(P(Bi NA(x) #0)+P3l:xelés|B;N(l\z) >2)<

< |Ai(v)|pi z&%ﬁ“’/‘i(xﬂ + p?|Ti(2)])

(a masodik sor felirasdhoz felhasznaltuk, hogy miket neveztiink jo pontoknak, lasd az

algoritmus leirasanél). A lemma allitdsa Py és Ps becslésébdl mar kovetkezik. |

3.4. Megjegyzés A késébbiek soran (feltéve, hogy az algoritmus az i-edik lépésig tokéle-

tesen fut) gyakran fogunk hivatkozni a kovetkezs aszimptotikus egyenléségekre:
pZ|A1(U)| ~ H(biq3/2)_1aibiq3/2 = 9(17; ~ i92

(az utolso atalakitas soran felhasznaltuk, hogy a; = |A;|g~ /2, tovabba tudjuk, hogy A; az

1/2

M;-kbél tevidik ssze, melyeknek minden lépésben nagyjabol 8¢/ pontja van).

1 1.
p§|Al(”)HE(”)| ~ 5030,1‘ ~ 5194

1
PITi(0)]| ~ 50
A ~ B alatt azt értjiik, hogy A/B egy kozeli, de a szamitésokhoz éaltaldban csak 0,9 <
A/B < 1, 1-re lesz sziikségiink.
A koévetkezd lemmaban a futasi id6re adunk becslést:

3.5. Lemma Ha az algoritmus teljesen tokéletesen fut, a futasi id6 N = ©(6~! log!/? q).

Bizonyitas: N definiciojabol kovetkezik, hogy

N-1 N—-2

H (1 o qu) — bN < q—3/2 logcq < bN—l = H (1 — PZu)
i=0 =0
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Indirekt tegyiik fel, hogy N > L = 100~ '1og'/?¢ (az egyszertiség kedvéért az is feltehetd,
hogy L egész szam). Az i — b; fiiggvény monoton fogyasabol kiovetkezik, hogy

by, > by_1 > q 3 ?logq. (3.1)

Mésrészt definicié szerint

L—1 L—1
b= Ja-pPY) <[[-P).
=0 1=0

Az egyenlStlenség mindkét oldalabol logaritmust véve, a 3.1-es alapjan

L-1

o(1))logg < Y log(1 — P}).

N .
1=0

A jobboldal becsléséhez a 3.3-as lemmat hasznéljuk. Nyilvanvald, hogy ha az algoritmus
teljesen tokeéletesen fut, akkor P} als6 becslésében a p;|A;(v)| tag fog dominalni (lasd a
3.4-es megjegyzést). Mivel i < L — 1, 6% = o(1) (emlékeztetsiil, = log=2q). Igy a 3.4-es
megjegyzés alapjan Pil > %i92, és ezért

1

~i62.

1
log(1 — P}) < log(1 — ;i) < —

Ebbsl

—_

Z log(1 — Pl ~1 Z L202 —10021log 8% < —2log q,
i=0

ami ellentmond a 3.1-esbél levont kovetkeztetésiinknek. Igy N < L = 1001 logl/ 2q
Hasonl6 gondolatmenettel, P becslését hasznélva belathato, hogy N > %0_1 10g1/2 q, és
ezzel bebizonyitottuk a lemmAét. |
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a 3.5-0s lemma bizonyitdsdban N fels§ becsléséhez nem
hasznaltuk ki, hogy az algoritmus teljesen tokéletesen fut, csupan arra van sziikségiink,
hogy az i-edik lépésig tokéletesen fusson minden ¢ < L — 1-re. Ezért a késébbi indukcids
bizonyitdsokban, ahol az indukci6 alapja az lesz, hogy az algoritmus az i-edik 1épésig
tokéletesen fut, felhasznalhatjuk, hogy a lépésszam legfeljebb N, azaz i < log® q. Az N-re
vonatkozé alsé becslés egyébként sem kritikus, mivel nincs sziikségiink az 1.1-es tételben
szerepld iv méretének alsé korlatjara, csupan az 1.4-es kévetkezmény igazolasahoz hasznos.
Az el6z6 lemma és | M;| mindkét fazisbeli becslésébdl (lasd az (1)-es tulajdonsagokat)

kénnyen kiszamolhato:
3.6. Kovetkezmény Ha az algoritmus teljesen tékéletesen fut, akkor
|An| = ©(q"*1og"? q).

A szakasz utolso lépéseként belatjuk a kulcs tényez6t, miszerint P} —Pil minden i-re kellGen

kicsi.
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3.7. Lemma Ha az algoritmus teljesen tokéletesen fut, akkor minden i-re
P — P! = 0(6?log q) = O(log™ ! q).
Bizonyitas: A 3.2-es és 3.3-as lemmakbol kévetkezik, hogy
P} — P} < pi(1 + max |A;(v)| — min|4;(v)]) + pf max T (v)| + 2p} max | A;(v)|*+
+p} max [ A;(v)| max T (v)]. (3.2

)
|T;(v)| 6 lemmaban szerepls becslése (|T;(v)| ~ 3b7¢%) miatt p? max, |T;(v)] = O(6?)
(v6. a 3.4-es megjegyzéssel). Felhasznalva (ismét csak a {6 lemmabol), hogy |A;(v)| ~
aibiq*?, kapjuk, hogy p? max, |A;(v)| max, |T;(v)| = O(a;6) = 0(6?log q) — lévén a 3.6-0s
megjegyzés alapjan a; = O(log/? q) (jusson esziinkbe, hogy a; = |4;|/¢*? < |An|/q*/?).
Tovabbé p? max, |4;(v)|> ~ a?0? = O(6?logq). lgy mér csak azt kell megmutatni, hogy
pi(max, |4;(v)] — min, |A;(v)]) = O(6%log q).
A {6 lemma becslései szerint p;(max, |A;(v)| — min, |[A;(v)|) értéke a masodik fazis-
ban nagyobb (ebben a fazisban ugyanis az |A;(v)|-re vonatkozé hibatag nagyobb, mint az

els6ben), mégpedig a (3)-as tulajdonsag szerint
max [A;(v)| — min | A; (v)| = 0(i0%azbig*?).
Mivel p; = 0(b;g>/?)~1, ezert
pi(max | A;(v)| — min |4;(v)[) = O(ia;t®). (3-3)

Miésrészt a; < ay = @(log1/2 q) ési < N = 0(9*110g1/2 q). A 3.3-asbol és ezekbdl

egyiittesen mar kovetkezik a lemma allitésa. |

3.3. Az 1.2-es tétel bizonyitasa

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy ha az algoritmus teljesen tokéletesen fut, akkor az
outputra a kivetkezd harom becslés teljesiil: |[Anx| = ©(q'/21log? q), Qx| = O(¢*/?1og® q)
és |UN, By \ M;| = O(¢'/?log!/? ¢). Ahogy korabban mér emlitettiik, az algoritmus leal-
lasa utan fedetleniil maradt pontok halmaza Qx| (UZ-]LBZ- \ MZ) részhalmazat képezi, igy
ezekbdl a becslésekbdl mar megkapjuk a tétel allitasat.

Az els6 becslés mar a 3.6-os kévetkezményben szerepelt. A mésodik becsléshez vegyiik
észre, hogy a megéllasi id6 definiciojabol, valamint a mésodik fazis (4)-es tulajdonsagabol
fakadoan |Sy| < ¢'/?logq. Igy elég belatni, hogy |Qn|/|Sn| = O(1). Valojaban még
tobb is igaz: |Qn|/|Sn| = 1+ o(1). Ehhez az elsé fazis (14)-es és a masodik fazis (5)-6s
tulajdonsaga alapjan irjuk fel:

N-1

| < (1+1og ™ @) Ntiye? = (1 +o(1)bya® = (1 +0(1)) [T (- P>
=0
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Misrészt |Sy| = (1+ 0(1))bng? = (14 o(1)) [TV (1 — P*)g%. Ezért

N-1 1 —f)il
l/18x] = (o) | TT 1= ) (3.4
=0 ¢

Ugyanakkor a 3.7-es lemma alapjin

17Pl U l 2
log 7—, = O(F" = P;) = 0(8"logq).

Végiil hasznaljuk fel, hogy 6 = log™2 ¢ és a 3.5-6s lemma alapjan N = ©(#~! log!/? q), igy

Qn|

1 —
%8 1SN

O(N6*log q) = O(0log®? q) = o(1).

A harmadik becslésiink trivialis kovetkezmeénye az N-re, valamint a | B;|-re vonatkozo fels

korlatoknak (ez utobbit lasd mindkeét fazis elsé tulajdonsaganak masodik felében). |

3.8. Megjegyzés A késGbbiekben (feltéve, hogy az algoritmus az i-edik 1épésig tokélete-

sen fut) gyakran fogjuk hasznalni a kovetkezdket:
aif ~ i60*> < N6* = O(log'/? ¢0) = o(1) a; ~ i = O(log"? q) = o(log q).

A 3.2-es lemmabol (és a 3.4-es megjegyzésbol) pedig kovetkezik, hogy P = o(1). Masrészt
biy1 = bi(1 — PY), ezért a fenti feltételezés mellett b1 ~ b; > 0, 9b;.

Megjegyzés: Lathattuk, hogy az 1.2-es tétel bizonyitasdban kozvetlentil is megjelentek
az |A;(v)|, |T;(v)|, | M;],]S;], |€2;| mennyiségek, ez magyarazza, hogy miért van sziikség a {6
lemmaban az ezekre vonatkozo becslésekre. Ahhoz, hogy az elsg fazisban |A;(v)|, |T;(v)]
és |S;| értékét kordaban tudjuk tartani, |S;(1)| értékének kontrollalasara van sziikségiink
minden [ esetén (ldsd a kettes tulajdonsédgot). Ez azért lehetséges, mert ebben a fazisban
|Si(1)| kellen nagy (|Si(1)| > log®™ q), és ennek segitségével belathato, hogy az |S;(1)|-ek,
mint valosziniiségi valtozok, erGsen koncentraltak. Az els§ fazis (4-5)-6s tulajdonsagait
azért vezettiik be, hogy |S;(1)| értéket szabalyozhassuk (ennek kifejtését lasd az otodik
fejezetben). A masodik fazisban azonban [S;(1)| nagyon kis értékeket is felvehet, ezért a
koncentracio ebben a fazisban nem teljesiil. Emiatt | 4;(v)|, |T;(v)| és |S;| értékét kbzvetleniil
kell kezelni. Ahhoz, hogy |A;(v)|-t ebben a fazisban korlatozni tudjuk, mar az els¢ fazisban
el6késziiletekre van sziikség, ezt célozza a (6)-os tulajdonsag, egylittesen a (7-8)-assal,
melyekre a (6)-os bizonyitasahoz lesz sziikségiink. Végiil, hasonléan |S;| esetéhez, ahhoz,
hogy [€;| értékét az els6 fazisban kontrollalhassuk, |€;(1)| korlatozéasara van sziikségiink,

ehhez vezettiik be a (3)-as, (9)-es és (10)-es tulajdonsagokat.



4. fejezet

A koncentraci6o kérdése

Sok véletlen moédszeren alapuld bizonyitds kdzponti eleme bizonyos valoszindségi valto-
z0k varhatd érték koriili koncentracidja. Mit is értiink azonban ,erds koncentracion”? Egy

tipikus ilyen eredmény Chernoff kévetkezs tétele:

4.1. Tétel Legyen Y = Y I | t;, ahol a t;-k fiiggetlen azonos eloszlasu binéris véletlen
valtozok p varhato értékkel. Ekkor tetszéleges A > 0-ra

P(lY — E(Y)| > Van) < 2e7 M2,

Azt mondjuk, hogy egy fliggvény erdsen koncentralt, ha egy Chernoff-tipusi exponencilis
szoraskorlat teljesil ra. A matematika szdmos teriiletén alapvets fontossaggal bir a kérdés,
hogy vajon egy fiiggvény erésen koncetralt-e vagy sem. A problémat évszazadok ota jelen-
t6s matematikusok kutatjik, a legfigyelemreméltébb eredmények nagyszerd osszefoglaldjat
adja M. Talagrand mdve [11] a téméabol.
A koncentrécio elméletének kézéppontjaban a kovetkezd jelenség all:

Ha'Y egyenletesen simdn figg a ti,...,t, vdltozoktdl, akkor Y erésen koncentrdlt. (4)
A simasigot tradicionélisan a Lipschitz-egyiitthatéval definidljak. Ennek értelmében egy
Y =Y (t1,...,tn) Q-bol (2 a t;-k altal kifeszitett szorzattér a termeészetes szorzatmérték-
kel tekintve) R-be képez fiiggvényt r-lipschitzesnek neveziink, ha r az a legkisebb szam,
hogy valamennyiszer két n-dimenzios binaris vektor, ¢t és t' csak egyetlen koordinataban
tér el, |Y(t) — Y(#)| < r. Azt mondjuk, hogy Y sima, ha r — n-hez és Y varhato értéke-
hez viszonyitva — relative kicsi. A kovetkezs, ngynevezett Azuma-egyenlGtlenség kivaloan

illusztralja a (4)-es jelenséget:
4.2. Tétel Ha Y Lipschitz-egyiitthatéja r, akkor tetszéleges \ > 0 szdmra
P(lY — E(Y)| > rVAn) < 2¢772,

Hasonl6 eredményt ad a Talagrand-egyenl&tlenség is.

23
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Abban az esetben, ha az r Lipschitz-egyiitthato kicsi, Azuma és Talagrand egyenlétlen-
ségei tokéletes eszk6zok. Ahogy azonban r nd, ezen egyenlétlenségek egyre kevésbé hatéko-
nyak. Képzeljiik el példaul azt a tipikus szituaciot, mikor a farok nagysagrendje O(E(Y)).
Ekkor a fentebb bemutatott Azuma-egyenlGtlenség r > \/m esetén mar csak trivialis
korlatot képes adni. Sajnos azonban szamos probléma soran, igy szakdolgozatom késébbi
részeiben is, nagy Lipschitz-egyiitthatoja fiiggvényekkel kell foglalkoznunk. Ennek igazolé-
séhoz tekintsiik a kovetkezd példat: vizsgaljuk M; méretét. Minden x € Sy esetén legyen
ty = 1, ha 2-et kivalasztottuk Bi-be, és 0 kiilonben. Igy |[M1| a t,, z € So atomoktol fiiggs
véletlen valtozo. Megmutatjuk, hogy a legrosszabb esetben M; Lipschitz-egyiitthat6ja még
(q) nagysagrendd is lehet. Ehhez tegyiik fel, hogy a Galois-sikon vagyunk, és legyen C az
ry = 22 egyenletd kipszelet. Kénnyen lathato, hogy C egy iv. Egy v € Sy pontra jeldlje
li,...,lg41 a v-re illeszked§ egyeneseket, koriilbeliil a fele ezen egyeneseknek pontosan két
pontban metszi C-t. Jeloljiik ezen pontparokat (x1,v1),..., (zx,yx)-val, ahol K ~ ¢/2.
Képzeljiik el, hogy a kivalasztas miiveleténél v kivételével minden pont széba johet, és a le-
hetséges pontok koziil az 6sszes (z;,y;)-t (i = 1,..., K) kivalasztottuk, de semmi mast. Ek-
kor v valasztasanak nagy hatésa van |M;|-re: ha v-t kivalasztjuk, az megdli az egész konst-
rukciot, és igy | M| = 0, mig ha v-t nem valasztjuk ki, akkor My = {z1,y1,..., Tk, YK } €
| M| =~ q.

Egy masik tipikus példa nagy Lipschitz-egyiitthatoju fiiggvényre a kivetkezd jol ismert
probléma a véletlen grafok elméletébdl (a fejezet sordn késsbb ugyanezen a példan fogom
illusztralni a Kim-Vu szerzéparos éaltal kidolgozott 1j koncentracios eredmény erejét is): a
G(N,p) veéletlen grafot N csicson ugy definialjuk, hogy tetsz6leges ij,1 < i < j < N élt
egymastol fiiggetleniil p valészintséggel hizunk be, ahol p altalaban N fiiggvénye szokott
lenni. Ebben az esetben n = (]; ) fiiggetlen azonos eloszlas t;; véletlen valtozénk van,
melyek a vilasztasainkat reprezentéljék: ¢;; = 1, ha az ¢j élt behuztuk, és 0 kiilonben. Azt
mondjuk, hogy hirom cstcs, i,j és k haromszdget alkot, ha barmely ketts kozott vezet él.
Jelolje Y a haromszogek szamat G(IN,p)-ben. Exponencialis korlatot szeretnénk kapni a

kévetkezs valoszintiségre:
P(Y — E(Y)| = eE(Y)), (4.1)

ahol € egy fix pozitiv konstans és p kellgen kicsi.
Tegyiik fel példaul, hogy p = O(N~%/4). Ekkor E(Y) = (§)p® = ©(N%/1). Mivel egy élt
N — 2 haromszog tartalmazhat, egyetlen él torlése akir N — 2-vel is megvaltoztathatja Y
értékét. Igy V' Lipschitz-egyiitthatoja legalabb N — 2 (valojaban pontosan N — 2), ami
joval nagyobb, mint E(Y'), igy az Azuma-egyenl6tlenség nem ad nemtrivialis korlatot.
Lathatjuk tehat, hogy ebben az esetben Y a hagyomanyos értelemben nem nevezhetd
simanak. Azonban igen ritka esemény, hogy egyetlen él N — 2 haromszoget feszitsen. Egy
rogzitett e élre az altala feszitett haromszogek varhato értéke csupan (N —2)p? = O(1). Ez

arra mutat, hogy ahhoz, hogy er6s koncentracios eredményt kaphassunk, a legrosszabb eset
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Lipschitz-egyiitthat6ja helyett inkdbb atlagos vagy tipikus Lipschitz-egyiitthatéra lenne
sziikséglink. A simaséig szempontjabol megkozelitve a kérdést, egyfajta atlagos simasaggal
szeretnénk dolgozni a (4)-esben definialt globéalis simaséag helyett. Igen fontos tehét olyan

értelmes definiciot taldlnunk az atlagos simaségra, hogy fliggvények nagy osztalyara a (4)-es

Ha Y dtlagban sima, akkor erdsen koncentrdlt.

Az altalanossag legmagasabb szintjén lehetetlennek tiinik ilyen definiciot alkotni, de a
diszkrét problémak esetén a fliggvényeknek tébbnyire specialis felépitése van, ami lehetévé
teszi szdmunkra, hogy egy tovabbi indukciés érvelést alkalmazhassunk az elemi valtozok
szamatol eltéré parameéteren is (mind az Azuma-, mind a Talagrand-egyenl&tlenség igazo-

lasa az elemi valtozok szaman alapul6 indukcioval torténik).

4.1. Altalanos megkozelités

Els6 1épésként approximalni fogjuk az Y fiiggvényiinket. Egy ¢t € ) pontot jonak neveziink,
ha ¢ barmely koordinatajanak megvaltoztatasa nem befolyasolja (egy bizonyos értelemben)
tulsdgosan Y-t. Minden egyéb pont rossz. A 1épés soran Y-t egy olyan Y’ fiiggvénnyel
akarjuk kozeliteni, hogy

() E(Y) = E(Y),
(xx) Y’ er6sen koncentralt,
(x# %) Y(t) = Y'(t) minden j6 t pontra.

A rossz tartomany kivagésa (mely a nagy Lipschitz-egyiitthatoju rossz pontokbdl all) tel-
jesen természetes megkozelités. A kritikus pont az érvelésiinkben az, hogy a rossz pontok
halmazat tgy definialtuk, hogy az nemcsak Y’ erGs koncentraciojat biztositja, hanem le-
hetgséget ad a mésodik 1épés soran indukciés érvelés hasznélatéara is.
A bizonyitéas sordan igen kényelmesnek tiinik az is, hogy E(Y) = E(Y’). (A gyakorlatban
tobbnyire az is elég, ha garantalni tudjuk, hogy |E(Y)— E(Y")| sokkal kisebb, mint Y farok
eltérése.)

A masodik 1épésben ki kell hasznalnunk Y felépitését. Tegyiik fel példaul, hogy Y egy
k-fokt polinom (esetiinkben valoban ilyen polinomokrol lesz sz6). Ha megvan a kivant Y’
kozelits fliggvény, a kovetkezképpen haladhatunk tovabb: mivel Y és Y/ varhato értéke

megegyezik, ezért
P(Y = E(Y)| 2 T) < P(Y' = EY')| = T) + P(Y # Y").

A (%) miatt Y/ mar erésen koncentralt, igy csak a P(Y # Y’) valoszintséget kell becsiil-

niink. Ehhez a (xxx)-as feltételt kihasznélva csak a rossz halmaz mértékét kell korlatoznunk.
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Ezt a halmazt azonban az el§z6 1épésben kell§ el6relatassal hoztuk l1étre, igy mértékét més
polinomok nagy szorasi valosziniiségeinek Osszegével becsiilhetjiik. Ezek a polinomok Y
els6rendd parcialis derivaltjaibol szarmaznak és legfeljebb k — 1-fokuak. Ennek a kritikus
ténynek a segitségével tudunk indukciét alkalmazni a fokszamon, hogy a kérdéses nagy
szorasi valoszintiségeket behatarolhassuk. A parcialis derivaltak megjelenése nem jelent
nagy meglepetést, hisz maga Y Lipschitz-egyiitthatéja is tekinthets az els6rendd parciélis
derivaltak maximumeértékének.

Az egész megkozelités kozponti eleme magénak a tételnek a megfogalmazasa volt. Ki-
deriilt, hogy valéban lehetséges a globéalis helyett az atlagos Lipschitz-egyiitthatot hasznald
hipotézis felallitasa, ezt megtalalni viszont igen nehéznek bizonyult. A megfelels indukcios
hipotézis azonban nemcsak egy erds eredményhez vezetett, hanem a f6 lemmank bizo-
nyitasat is leginkdbb bizonyos feltételek rutinellenérzésére redukalta, ahogyan azt az 5.
fejezetben latni fogjuk.

A kovetkezd két szakaszban ezt a fenti elven miikodé 0j koncentracids eredményt fo-
gom — bizonyitas nélkiil — bemutatni (a lemmak bizonyitasa a szerzéparos Concentration of
multivariate polynomials and its applications [6] cimd cikkében talalhato), egyben megne-
vezve az esetiinkben sziikséges rossz tartomanyt is. Megjegyzendd, hogy a nagy (globélis)
Lipschitz-egyiitthaté okozta probléman akkor is feliil tudunk kerekedni, ha a Lipschitz-
egyiitthatok négyzetosszege nem tul nagy, a kovetkezékben ez az eset is szerepet jatszik

majd.

4.2. Martingalok

Ebben a szakaszban ismét sziikségiink lesz egy n fiiggetlen, kétértéki véletlen valtozo,
t1,...,t, altal generalt valészintiségi mez6re a szorzatmértékkel ellatva. Ehhez jeldlje p; ¢;
varhaté értéket. Az aszimptotikus jeloléseink n — oo mellett értenddk.

Legyen Y t1,...,t, figgvénye. Tetsz6leges v = (t1,...,t,) vektorra és 1 < i < n-re defi-
nialjuk a kévetkezs C;(v) mennyiséget (ez szerepel majd atlagos Lipschitz-egyiitthatoként):

0)

jelélje v, illetve v(©) azon vektorokat, melyeket tgy kapunk v-bél, hogy az i-edik koordi-

natajat 1-nek, illetve 0-nak rogzitjiik, ekkor
Ci(v) = ]E (Y(Um) Y Wy, . ,ti_l) ‘ .

C;(v) a t; véletlen valtozo (feltételes) dtlagos hatdsa, ha ty, ..., t;—1 adott. Definici6 szerint
Ci(v) t1,...,ti—1 €S piy1,...,pn fliggvénye. A megfelels (feltételes) szordsnégyzet korldt,
p;C;(v)? is fontos szerepet jatszik majd (ezek Gsszege veszi 4t a Lipschitz-egyiitthatok
négyzetosszegének szerepét), ennek pontos bevezetését lasd [6] 422. oldalan.

Ahogy korabban emlitettiik, a klasszikus Azuma-tipusu koncentréacios egyenltlenségek
esetiinkben nem alkalmazhatok, helyette sziikségiink lesz egy kis valoszintiségi rossz eset

kizarasara, hogy az atlagos esetekkel dolgozhassunk. Mivel azt szeretnénk, hogy minden
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atlagos C;(v) hatas és a szorasnégyzet korlatok 6sszege elég kicsi legyen, definialjuk a rossz

esetet a kovetkezSképpen:

By = Bo(C, V) = {v | maxC;(v) > C vagy Zpici(v)2 >V} (4.2)

Néha kényelmesebb lesz ezt a kovetkezd formaban felirni:

B, = By(C, V) = {v | maxCy(v) > C vagy > p,Ci(v) = V/C}.

Mivel ", piC;(v)? < max; C;(v) > piCi(v), ezért By C By.

4.3. Lemma Tetszéleges \, C és V pozitiv szamokra, melyekre 0 < A\ < V/C2:
P (yy —EB(Y)| > ()\V)l/2> < 2e M4 4 P(By).

Azaz
P (yy —_B(Y)| > (AV)W) < 2e M4 P(By).

A lemma alkalmazasahoz természetesen sziikségiink van a C és V (dont§) paraméterek

megfelel§ valasztasara, errdl a 4.4-es és 4.5-6s szakaszokban lesz sz0.

4.3. Polinomok koncentraciéja

Legyen H egy V(H) = {1,2,...,n} cstcshalmaza hipergraf, élhalmazat jellje E(H) (az
iires éleket is megengedjiik). Tegyiik fel, hogy minden e élnek legfeljebb k csticsa lehet, és
minden élhez rendeljiink hozza egy pozitiv w(e) silyt. Legyenek ¢;,i = 1,2, ..., n fliggetlen
valoszintiségi valtozok, ahol ¢; vagy p; varhatoé értékid kétértékd valtozo, vagy t; = p; 1

valészintiséggel. Tekintsiik a kivetkez§ fiiggvényt:

Y = Z w(e)Hts.

ecE(H) sce

Ezt a H-t az Y = Yy tdmaszhipergrdf janak nevezziik. Vegyiik észre, hogy Y egy legfeljebb
se€e ts = L

Példa: Ha V(H) = {1,2,3,4} és E(H) = {{1,2},{1,4},{3},0} a 2;1,3;0,2;1 sulyokkal,
akkor

k-fokt polinom. Ha e iires él, legyen []

Yy = 2t1to + 1, 3t1t4 + 0, 2t3 + 1.

Csonkitott részhipergrafok: Tetsz6leges (nemiires) A részhalmazara V(H)-nak defini-
aljuk H -t (H A-csonkitott részhipergrafjat) a kovetkezdképpen:

V(Ha) =V(H)\ A

E(HA)={BCV(Hs): BUA€E(H)}
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Ha B € E(Hjy), akkor w(B) = w(B U A).
Formalisan:

Ya, = Z w(e) H ti

e:ACe i€e\A

Példa: A fentebbi H esetén legyen A = {1}, ekkor Yy, = 2t5 + 1, 3t4.

Az intuicionk azt sugallja, hogy amennyiben egy Y pozitiv polinom valamennyi (barmilyen
rendt) parcialis derivaltjanak varhato értéke szignifikdnsan kisebb, mint Y-é, akkor Y
erGsen koncentralt. Ez magyardzza a csonkitott részhipergrafok bevezetését, ugyanis az
adott koriilmények kozott Yy parcidlis derivaltja {t; : ¢ € A} szerint éppen Yy ,. Fontos
azonban kiemelni, hogy csak az els6rendid parcialis derivaltak vizsgalata nem elégséges!
Tekintsiik ugyanis a kovetkezd példat: legyen m egy 4-gyel oszthatd pozitiv egész szdm
és | = m/4. Legyenek t1,...,t,, fiiggetlen azonos eloszlastu valdszintiségi valtozok m~1/2

varhat6 értékkel. Tekintsiik a kdvetkez6 polinomot:

l m
Y = <Zt2i—1t2i> Z t;
i=1 j=20+1

Koénnyen kiszamolhaté, hogy Y varhato értéke %/2, és Y barmely elsérendii parcialis de-
rivaltjanak varhato értéke legfeljebb 1/2. Méasrészt viszont Y egyaltalan nem koncentralt!
A Chernoff-egyenlgtlenség alkalmazasaval belathato, hogy 1—o(1) valosziniiséggel Z;":zlﬂ tj
értéke legaldbb %/2, tovabba 22:1 to;_1ta; vagy 0, vagy legalabb 1. Igy Y értéke majdnem
mindig 0 vagy legalabb kétszerese a varhato értékének! Ez a példa is azt igazolja, hogy az
atlagos simasag definidlasahoz valamennyi parcidlis derivéiltra sziikség van. Térjiink tehat
vissza tovabbi jelolések bevezetéséhez.

Jeldlje Ei(Y) = maxgcyp):|aj—i E(Yn,) — ekkor definici6 szerint Ey(Y') az Y varhato
érteke. Intuitiv modon E;(Y') ugy tekinthetd, mint i véletlen valtozo varhato hatasa. Legyen
még E = max;>o F;(Y) és E' = max;>1 E;(Y).

4.4. Lemma Léteznek olyan csak k-tél fiiggd cy, dy pozitiv szamok, hogy tetszdleges po-

zIitiv \-ra
P (yY —B(Y)| > ck(EE’)l/Q)\k) < dy exp(—\ + klogn).

Szakdolgozatom sordn a 4.4-es lemmaét csak k < 5 esetén fogjuk hasznélni, ekkor igaz a

kovetkez6 is:

4.5. Kévetkezmény Tegyiik fel, hogy k < 5. A 4.4-es lemma feltételei mellett
P([Y = E(Y)| = (EE')"?10g"*! n) = exp(~w(logn)),

azaz ha n — oo,

log P (Y — E(Y)| > (EE")Y/?1logh™ n)
logn

— 00.
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A lemma kovetkezménye az is, hogy ha Eyp(Y') sokkal nagyobb, mint max;>; E;(Y'), ak-
kor Y nagyon erésen koncentralédik a varhatéd értéke koriil. Vegyiik példaul azt az ese-
tet, mikor k konstans, n — oo és Eg(Y) = E > E'log?**!n. Ekkor valaszthatjuk A-t
A = log' /G = w(log n)-nek, igy a farok értéke cp(EE )2\ = o(E) = o(E(Y)) és a
korlat dy exp(—A + klogn) = exp(—w(logn)).

A 4.4-es lemma erdssége abban all, hogy csak a varhato E;(Y) hatasokkal kell foglalkoz-
nunk a legrosszabb eset hatésa helyett, ami altalaban sokkal nagyobb. Azaz ha val6szintségi
valtozok barmely, legfeljebb k elemt csoportjanak atlagos hatésa jelent&sen kisebb, mint
Y véarhato értéke, akkor Y erésen koncentralt. Igy a fenti lemma szamos olyan alkalommal
is hasznalhato, ahol a klasszikus eszkozok, mint példaul az Azuma-egyenlStlenség, cs6dot
mondanak. A 4.5-6s kévetkezménybdl tovabba nyilvanvald, hogy ha k < 5 és minden ¢ > 0-
ra az E; értékek valamely konstanssal feliilr6l becsiilheték, akkor igen nagy valészintiséggel
Y O(logh!n)-es.

A 4.4-es lemmat a kdvetkezg modon fogjuk hasznalni: ha adott egy Y fliggvény, elGszor
egy alacsonyfoka Y’ polinommal kozelitjiik, majd az eredményeinket alkalmazva belatjuk,
hogy Y’ er6sen koncentralt. Ha a kozelités elég jo, ebbsl mar kovetkezni fog, hogy Y is
ergsen koncentralt. Ezt a kozelitést kétféleképpen tehetjliik meg: vagy megmutatjuk, hogy
Y nagy valoszintiséggel feliilr6l (alulrol) korlatos, és ekkor elég olyan Y’ polinomot taldlni,
ami feliilrgl (alulrol) korlatozza Y-t, és varhato értékeik nagyjabol egyenlsk; vagy eleve
olyan Y’-vel kozelitiink, melynek varhato értéke megegyezik Y-éval, er6sen koncentralt és
kis valoszintiségl rossz esetek kivételevel Y = Y’ — ahogy errdl az el6z6 szakaszban sz6
volt. A koncentracios eredmény kidolgozasa soran féleg ez utobbi modszer kapott nagy
szerepet, azonban a szakdolgozatomban szerepl6 becslésekhez elegend§ lesz az elsé tipusd
felst kozelités alkalmazésa is (lasd kés6bb az 5. fejezet soran), melyet polinommddszernek
neveziink. Miel6tt azonban ratérnénk a konkrét részletekre, ahogy korabban megigértem,
egy példan fogom demonstralni a fentebbi koncentracids eredmény erejét.

Példa: A G(N,p) véletlen graffal a fejezet bevezetGjében mar taldlkoztunk, ahol felirtuk
a grafban szerepl§ haromszogek szdmara vonatkozd 4.1-es koncentracios egyenlétlenséget.
Belattuk, hogy az Azuma-egyenlGtlenség nem ad megoldast a problémankra, ezért megpro-
béljuk a fentebb ismertetett eredményeket — egészen pontosan a 4.4-es lemmaét — alkalmazni.
Ehhez vegyiik észre, hogy Y (a haromszogek szédma) felirhat6 a kévetkezd harmadfoku po-

linomként:
Y = Z tijtjita,
1<i<j<I<N

ahol t;; az 1j élre vonatkozo vélasztasunkat reprezentdlo kétértéki véletlen valtozo6. Nyil-
vanvalo, hogy t;; és t;; ugyanazt a valtozot jelolik.
Tudjuk, hogy p = ©(N~3/%)-re Y varhato erteke O(N3p?) = O(N3/4). Tegyiik fel, hogy
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A = {ij}, ekkor
Ya= ) titu
I,
Koénnyen lathato, hogy

E(Y4) = O(Np?) = o(1).

Abban az esetben, ha A két elembdl all, akkor Y4 vagy 0, vagy t;; valamely i-re és j-re.
Végiil pedig ha A-nak harom eleme van, akkor Y4 vagy 0, vagy 1. Ebbdl kiévetkezik, hogy

E'(Y)= max E(Y)=1
és
E=max E;(Y)=E(Y).
i>0

Legyen A = ¢cN'/8, ahol a ¢ pozitiv konstansot tgy valasztjuk, hogy c3A3\/E(Y) = eE(Y)

legyen. Ekkor a 4.4-es lemma alapjan
P([Y — E(Y)| > €E(Y)) < dge 31087 = ¢=OWV'®),

Emlékezziink vissza, hogy mind az Azuma-, mind a Talagrand-egyenl6tlenség csupan tri-
vialis fels§ becslést tudott adni a fenti valészintiségre, az 1j koncentracios eredmény segit-

ségével azonban megkaptuk a kivant exponencialis korlatot.

4.4. A hatasok korlatozasa

A kovetkezdkben egy altaldnos i lépést képzeliink el, ahol az input elemei €2;,S; és A;.
Legyen n = |S;| és indexeljiik S; pontjait 1-t6] n-ig. Ebben a lépésben két forrdsa van a
véletlennek: az egyik a kivdlasztds miivelet, a masik a kompenzdcid. Eppen ezért jeldlje t;
annak az eseménynek indikatorat, hogy a j-edik pontot kivalasztjuk a kivilasztas miivelete
sordn, u; pedig legyen annak indikdtora, hogy j-t tordljiikk a kompenzacié sordn. Egyiit-
tesen tehat 2n fiiggetlen, kétértékd valdsziniiségi véltozonk van: a t;-k fiiggetlen, azonos
eloszlastiak; az uj-k fiiggetlenek, de nem feltétleniil azonos eloszlastak (ahogy az a 2.2-es
szakasz végén lev6 megjegyzésben szerepel). Rendezziik sorba a véltozoinkat (csupén a
kényelmes jelolés miatt): t1, ..., tn, byl = Uty ..., ton = Up.

Egy L C S;, |L| > 1log!® ¢ halmazra jeldlje L' az i-edik lépés utani tléls pontjainak

halmazat, azaz L' = L N S;;1. Altalaban a kovetkezét akarjuk majd megmutatni:
P(|L'| = E(IL'])] = T) < exp(-w(logq)),

valamely alkalmas 7" hibataggal. Ahogyan kordbban mar sz volt rola, a t;-knek igen nagy

hatésa lehet L'-re. Masrészt u; hatasa legfeljebb 1 lehet, és nincs hatasa, ha j ¢ L. Igy
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Bo(C, V)-ben, a szorasnégyzet korlatok osszegében (lasd a 4.2-as definiciot) az u;-k hatésa
legfeljebb |L|-nyi hozzajarulast jelent. A kovetkez6kben olyan C > 1,V > 2|L| értékeket

vizsgalunk, amire

By(C,V)CB:=B(C,V):=<v Inax Cj(v) > C vagy g E(t;)Cj(v) > V/(2C)
J=1L..,n .
J=1

(4.3)
Ezutdn mar csak meg kell taldlnunk a C és V paramétereinket ugy, hogy

P(B) = exp(—w(logq))

legyen (emlékeztetsiil: a modszeriink egy kulcslépése a kis valoszintiségii rossz eset kizarasa
— itt éppen azt fogalmazzuk meg, hogy a rossz eset valészintsége kellgen kicsi legyen).
Szakdolgozatom soran mindvégig azt mondjuk majd, hogy egy A esemény nagyon nagy
valdsziniiséggel bekovetkezik, ha P(A) = exp(—w(logq)) — azaz a fentebbi feltétel ép-
pen azt fogja jelenteni, hogy nagyon nagy valdszintséggel koncentralodik a polinomunk.
Mivel ebben a szakaszban egy altalanos, rogzitett ¢ 1épésrél beszéliink, a tovabbiakban nem
jeloljiik az indexet, azaz A, S és p A;,S; és p; helyett szerepel majd. Feltessziik még, hogy

az algoritmus az ¢ — 1-edik 1épésig tokéletesen fut. Tetszbleges j pontra legyen
A(L,j) ={te L | (tj)nA# 0}

¢s a(L) = max {maxjeq |A(L,7)|,|L|log™ ' ¢}. Az imént bevezetett a(L) mennyiség a
kévetkez6k miatt fontos: tegyiik fel, hogy ¢; értékét 1-rél O-ra allitjva j kikeriil az fvbél.
Ekkor mindazon g € L pontok, melyeket egy j-n és az aktudlis A iv egy pontjan dtmend
szel6 fedett, esélyt kapnak a tulélésre. Az ilyen pontok szédma legfeljebb a(L).

Sajnos azonban technikailag a dolog nem ennyire egyszerd, a fentebb emlitett szituacié
mellett szdmos egyéb lehetGség is van — ezeket, mint nemsokara latni fogjuk, egy logg-s

faktor hozzidadéasaval aranylag kdnnyen kezelhetjiik.

4.6. Lemma A Cy(v) hatds nagyon nagy valoszintiséggel o(log q)a(L) nagysdgrendd min-

den k-ra.

4.7. Lemma Nagyon nagy valészintiséggel
> pCi(v) = o(logg)|L|.
k=1

A fenti két lemma gyakorlati kévetkezménye, hogy C-t a(L)log g > 1-nek és V-t a(L)|L|log* ¢
> |L|-nek valaszthatjuk (lasd a 4.9-es lemmat).

A 4.6-os lemma bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy t;-t 1-r6l 0-ra allitjuk. Jelolje Hy az
atallitas hatésat |L'|-re, ahol ty,to, ..., tx_1 rogzitett. Trividlis felsé becsléssel Hy < a+ 3,
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ahol « azon 1j pontok szamat jeloli, melyek L’-be keriilnek, 8 pedig az atallitas miatt
L-bél Gjonnan t6rl6dé pontok szdma. Fontos észben tartanunk, hogy Cy t1,...,tk_1-t6l
fligeg6 valoszintiségi valtozo.

Jelolje o(k) a ti,...,t; altal generalt szigma-algebrat. Ekkor
Ch = | (Hylo(k — 1)) (4.4
Maésrészt

o< Hilg) (45)
g€eL

ahol Hy(g) = 1, ha t;-t atallitva a g és L' kozti tartalmazasi relaci6 megvaltozott, és 0

kiilonben. Vegyiik észre, hogy az egyetlen ok, amiért L' megvaltozhat, az, hogy az uj A’

iv (emlékeztetsiil: A jeloli A;-t, A’ pedig A;i1-et) valtozott t; atallitasaval. Az atallitas

hatasara A’ egyetlen pontot veszthet, magat k-t, egyébként csak novelheti a méretét par

1j ponttal (esetleg 0-val). Vizsgaljuk most ezen esetek hatasat L'-re:

(a) Ha az A’ ivhez 0j pontok adodnak, ezaltal L'-bsl t6bb pont kitérldhet. Tegyiik fel,
hogy g € L egy ilyen pont, azaz g nem torl6dott, mikor £, = 1 volt, de torlsdik,
ahogy ti értékét O-ra allitjuk. Ehhez a kévetkezs esetek egyikének kell bekovetkeznie:

(I) Vannak olyan j és a,b € A pontok, hogy t; = 1, [gaj] és [jkb]. Ekkor a kivetkezd
torténhet: -t atallitva j bekeriilhet A’-be és ezzel g torl6dik, mivel g,7 és a

egy egyenesen vannak.

(IT) Létezik olyan a € A és j, j', hogy t; =t =1 és [ajg], [jj'k]. Ebben az esetben

k torlésével mind a 7, mind a j’ bekeriilhet, ezaltal ¢ torlgdik.

(III) Van olyan j,j’, hogy t; =t = 1,[gjj'] és a (jk) egyenes metszi A-t. Ekkor ha
ti-t O-ra allitjuk, j hozzadadédhat A-hoz, ami [gjj'] miatt g torléséhez vezethet.

(IV) Léteznek olyan 7,5/, pontok, hogy tp=tp =ty =1¢s (9771, i7" k] telje-
siil. Tlyenkor k torlésével j (és j") bekeriilhet A-ba, ami [g77] miatt g torlesét
okozhatja.

(b) Ha t) atallitasaval az uj A’ iv pontot veszit, az csak akkor térténhet meg, ha a k pont
az atallitas el6tt A’-ben volt. Ebben az esetben L’ 1j pontokat nyerhet. Ha g ilyen
pont, azaz g torl6dott, amikor ¢t = 1 volt, és tulél, ha ¢t = 0, az csak a kovetkez§

szitudciok valamelyikének fennalldsa esetén torténhet:

(V) Van olyan a € A pont, hogy [gak] teljesiil. Ilyenkor ugyanis az iv definici6ja
szerint g nem keriilhet bele A-ba, mert iitkézést okozna, emiatt torlédne L-bol.
Ha viszont k-t toroljiik, akkor g esélyt nyer a kovetkezd forduldra, és bekeriilhet
L'-be.
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(VI) Létezik olyan j, hogy t; = 1 és [gjk| igaz. Ebben az esetben g az algoritmus
leirasa alapjan torlédne L-bél, de ha k kikeriil A-b6l, akkor g (és j is) esélyt

kap a tulélésre.

A kovetkezd lepeésben > Hy(g)-t a fenti hat esetnek megfelelen hat tagra (Hy([1)-t6l
Hy(VI)-ig) bontjuk szét. Mivel csak Hj, fels6 becslésére van sziikségiink, az esetek kozti
atfedésektdl eltekinthetiink. Elgszor becsiiljuk Hy(I)-t. Vegyiik észre, hogy (az (I)-es eset

érvelésének megfelelGen)
Hi(I) < D tilgeawy ) geawy < ) HlAL.).
J#k geLl jeA(k)

C-t hasonléan hat részre szétbontva, és felhasznalva, hogy j < k esetén ¢; mérhets o(k—1)-

re, ha pedig j > k, akkor fliggetlen t6le:
Ci(l) = E(Hy(Dlo(k=1)) < > HlALD+ Y plAL ). (4.6)
JEA(K),j<k JEA(K),j>k
A jobboldal mésodik tagja O(1)-es, mivel
> plAL )] < a(L)plA(K),
JEA(k),j>k

ahol A(k) = A;(k) definiciojat lasd a 2.3-as fejezetben. Mivel feltettiik, hogy az algorit-
mus az aktudlis allapotig tokéletesen fut, ezért (a (12)-es tulajdonsag alapjan) |A(k)| ~
aibig®?, p = p; pedig (big®?) . Tgy

a(L)p|A(k)| < 2a;0a(L) ~ i0*a(L) < log™ ' qa(L) = o(a(L)).

Tekintsiik most a 4.6-o0s jobboldalanak els§ tagjat, ami fliggetlen véletlen valtozok Osszege.
Mivel >

osszeg o(log q)-s. Osszességében tehat nagyon nagy valoszintiséggel

jeA(k)j<k ti varhato értéke legfeljebb a;0 = o(1), nagyon nagy valészintséggel az

Ci(I) = olog q)a(L). (4.7)

A (II-IV) esetek hasonloan kezelheték, a részleteket elhagyjuk. Az (V)-Gs pont esetében
(A(L, j) definiciojabol) vilagos, hogy a szoba johets g pontok szama legfeljebb max; |A(L, j)| <
a(L). Végiil a bizonyitas teljessé tételéhez vizsgaljuk a (VI)-os szituaciot. Az (I)-esnél la-
totthoz hasonld érveléssel kapjuk, hogy

VD<)t
teL j:[jkt]
Ebbosl

CVD <> > ti+y. > p=2

teL jijktlj<k  teL j:[jkt].j>k
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Elgszor tegylik fel, hogy az algoritmus elsé fazisiban vagyunk. A jobboldal els6 tagjanak
varhatd értéke — mivel feltettiik, hogy az algoritmus az aktuélis allapotig tokéletesen fut,
ezért minden j-re vagy k-ra illeszkedd egyenesnek kevesebb, mint 2b;q tléls pontja van —

1

legfeljebb (feltéve, hogy g megfelelGen nagy) |L|2bigp; < |L|g~'/? < |L|log™%2 ¢ . A maso-

102 4. Fiiggetlen

dik tag varhato értéke ugyanigy adodik, igy 6sszességében F(Z) < 2|L|log™
tagi Osszegekrol lévén szo konnyen megmutathato (példaul a 4.4-es lemma segitségével),
hogy nagyon nagy valoszintiséggel Z < |L|log™'% ¢ < a(L).

Utolso 1épésként tegyiik fel, hogy a mésodik fazisban vagyunk. Ekkor hasznéljuk ki
azt a tulajdonsagot, hogy minden egyenesnek legfeljebb 21log® ¢ pontja van (ez az elsd
tudjuk, E(Z) < 2 - 2|L|p;log® q. Masrészt itt p; = 0(b;g>?)~! < log™“q az algoritmus
leirasa alapjan. Ezért E(Z) < |L|log®~¢q < |L|log ™19 ¢ (emlékeztet6iil: ¢ = 300 és ¢; =
100). A 4.4-es lemma ismételt alkalmazasaval kaphatjuk, hogy nagyon nagy valoszintiséggel
Z < |L|log™ ' ¢ < a(L). [

A 4.7-es lemma bizonyitasa: Ismét bontsuk fel Cy-t hat tag (Cr(l) — Cx(VI))

Osszegére. Tekintsiik az els6t:

n

pY Cil)<p) Yo GIAL DI+ Y plAL)
k=1

k=1 \jeA(k),j<k JEA(K),7>k

Viagjuk szét a jobboldalt egy konstans és fiiggetlen véletlen valtozok Gsszegére.

A konstans a kovetkezd:

pY > PALN <P AL Ik je AR} =

k=1j€A(k),j>k Jj=1

=p* ) AL HIIAG)] < p max AN AL, )] =
j=1 j=1

= p? max|A(j)| Y |A®#)] < |L|p* (max|A(5)])*.
! tel !
Emlékeztetdiil, az i-edik lépésben pmax; |A(5)] ~ a;) = o(1). Igy az utolsé formula
o(|L])-es.
Kovetkezé 1épésként megmutatjuk, hogy a masik tag, ami véletlen valtozok osszege, nagyon

nagy valoszintséggel o(log q)|L| nagységrenddel feliilrsl korlatos. A kérdéses Gsszeg

n
P> S hlALLg), (4.8)
k=1jeA(k),j<k
ami feliilr6l becsiilhetd a kovetkez$ mennyiséggel:

pmax | A)| 315 A(L. ).
j=1
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A YT 4IA(L, 7)| kifejezés varhato értéke pd i ) |A(L, §)| = pd_jcp [A(4)]. Ahogy ko-
rabban mar megmutattuk, ez utobbi mennyiség legfeljebb p|L| max;cr, |A(t)| = o(|L]). En-
nek ismeretében mar konnyii belatni, hogy nagyon nagy valoszintiséggel Z?Zl ti|A(L, j)|
O(log q) nagysagrendd, mivel |A(L, )| < |L|. Ezért a 4.8-as (nagyon nagy valoszintiséggel)
legfeljebb pmax; |A(j)|O(logq)|L| = o(logq)|L|, mivel pmax;|A(j)] = o(1). A hatralevs

(II-VT) esetek bizonyitéasa teljesen hasonlé elven miikodik. [

4.8. Megjegyzés Ebben és az el6z6 szakaszban az egyszeriiség kedvéért feltettiik, hogy
L C S. Azonban minden allitasunk L C 2 esetén is teljesiil: az el6z6 szakasz vizsgélatanal
az L\ S-be es6 pontok csak segithetnek, mivel a kompenzaci6 mivelet rajuk nem hat; a

fenti szakaszban pedig sehol nem hasznaltuk ki, hogy L C S.

4.5. Kovetkeztetések

4.9. Lemma Rdgzitsiink egy L halmazt Q-ban. Ekkor nagyon nagy valésziniiséggel
L' — E(L)| < a(L)?|L|"? log® q.

Bizonyitas: Legyen C = a(L)logq,V = a(L)|L|log*q és X\ = log®/? q. A 4.3-as lemma
alapjan
P (I = B(L)| = (AWV)?) < exp(—w(log ) + P(B),
el 1/2 _

o(a(L)'?|L|*/? 1og® ). Mésrészt a 4.6-0s és 4.7-es lemmak alapjan

P(B) = exp(—w(logq)),
ami teljessé teszi a bizonyitast. |
A lemmanak azonnali kévetkezménye:

4.10. K6vetkezmény Legyen K régzitett pozitiv konstans. Ekkor tetszéleges L hal-

L]

mazra, melyre a(L) < Tog2K ey > llagyon nagy valoszintiséggel |L' — E(L')| < |L|log™¥ ¢

teljesiil.

A 16 lemma bizonyitasa soran gyakran lesz sziikségiink a kovetkezd forméju allitasok
igazolasara: ,igen nagy valoszintiséggel |L — E(L)| < |L|log=%¢", ahol d alkalmasan vé-
lasztott konstans (megfigyelhets, hogy a f6 lemma tulajdonsigaiban szerepld valamennyi
hibatag log~¢ ¢ alaka valamely d-re).

Vizsgilva az a(L) = max {max;cq |A(L, j)|,|L|log™ " ¢} mennyiséget nyilvanvalo, hogy
ha a(L) = |L|log™'% ¢, akkor a 4.9-es lemma vagy a 4.10-es kovetkezmény azonnal iga-
zolné a fenti tipusa allitast (d értéke valamennyi alkalmazés soran sokkal kisebb lesz, mint
100, igy a kiteviben szerepld 100-as konstans tag teret nyajt majd). Emiatt viszont csak az
a(L) = maxjcq, |A(L, j)| esetre kell koncentralnunk, és ennek fennéllasat a 4.9-es lemma

vagy a 4.10-es kovetkezmény minden alkalmazéasa soran fel is tessziik.



5. fejezet

A 16 lemma bizonyitasa

A bizonyitas soran ismét egy altalanos ¢ lépéssel dolgozunk, mindvégig feltéve, hogy az
algoritmus az ¢ — 1-edik 1épésig tokéletesen fut — ez a feltétel az indukcios hipotézisiink
(i = 1-re a tulajdonsdgok trividlisan teljesiilnek). Az indukcids bizonyités elve alapjan azt
kell tehat megmutatnunk, hogy valamennyi tulajdonsidg nagyon nagy valészintiséggel tel-
jesiil d-re is. Mivel a tulajdonsigok szama (figyelembe véve az Gsszes lehetséges valasztéast
10)

lyu,v,w, z-re) O(q'"), az is kovetkezik majd, hogy nagyon nagy val6sziniiséggel a tulajdon-

sagok egyiittesen is fennallnak.

5.1. Elso fazis

Az els6 fazis tiz tulajdonsagat négy csoportba soroljuk: (1); (2)(4)(5); (3)(9)(10) és
(6)(7)(8). Az utolso harom csoport esetében alkalmazott stratégia hasonlo: el¢szor mind-
nél bebizonyitjuk a legmagasabb indexi tulajdonsagot ((5), (10), (8)), a 4.3-as fejezet
végén bemutatott polinommodszert alkalmazva. Kévetkez6 1épésként a kdzépss tulajdonsa-
gokat ((4), (9), (7)) igazoljuk a 4.9-es lemma és ismét a polinommodszer felhasznalaséval.
Azért kell elgszor a magasabb indext tulajdonsidgokat igazolnunk, mert az ezekben meg-
jelen6 mennyiségek jatsszdk a(L) szerepét (lasd a 4.9-es lemmaban) a (4), (9), (7)-es
tulajdonsagokban megjelend mennyiségekre nézve. Teljesen hasonloan, a (4), (9), (7)-
es tulajdonsagokban szerepld mennyiségek adjak a(L)-t a (2), (3), (6)-os tulajdonsiagok
mennyiségeire nézve. Igy a 4.9-es lemma 1jboli alkalmazasaval bizonyithatjuk ez utébbia-
kat. Az (1)-es tulajdonsag igazolasa teljes egészében a polinommodszerre épiil. A (6)-os
tulajdonsag, bar nem els6dleges, kiemelt fontossagn szerepet jatszik a mésodik fazis elem-

zésében, erre kés6bb még visszatériink.

5.1.1. (1)-es

0g'/*(1 — o(1)) < |M;| < 0q"/2(1 + o(1))s| Bi| < 260¢'/

36
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Legyen U; = B; \ M;. Az &llitas igazolasiahoz elég megmutatni, hogy nagyon nagy va-
loszintiséggel |B;| < (14 0(1))8¢'/? és |U;| = o(1)0¢"/?. Az els6 egyenlétlenseg konnyen
belathaté példaul a 4.4-es lemma alkalmazasaval, felhasznélva, hogy B; fiiggetlen azonos
eloszlasu véletlen valtozok osszege és E(B;) = 0q'/? > log?q. A masodik igazolasahoz a
4.3-as fejezet utols6é szakasziban bemutatott polinommodszert fogjuk alkalmazni. Ehhez
|U;|-t el6szor egy alacsonyfokul polinommal becsiiljiik a kovetkezGképpen: vegyiik észre,
hogy tetszéleges j € U; pontra j kivalasztott (azaz t; = 1), de nincs benne M;-ben. Ez
utobbinak két lehetséges oka van: az els6, hogy van olyan j' € B; pont, hogy (jj') metszi
Aj-t, azaz ),
j" egy egyenesre e51k. Ez akkor lehetséges, ha )

= 0. A masodik, hogy van két olyan j’, ;" pont B;-ben, hogy j,j’ és
tirtjm > 0. Osszességében tehat

J €A (5

353" 133'3"]

U =D tiljgne S D ti| DL tr+ D, tityr|. (5.1)

JES; JES: J'€A(5) 3%,3":143'5"]
Tekintsiik a jobboldal els§ Gsszegét:
Z tj Z tj/ = Z tjtj/ =Y.
JESi  j'eAi()) J€8i,3"€Ai())
Y becsléséhez a 4.4-es lemmat alkalmazhatjuk, mivel Y egy masodfoku polinom. Tovabba

az indukciés hipotézis miatt |S;| = b;g?, a; ~ i0 és |A;(j)| ~ aiql/z(biq) < 2a;b;¢%/%. Igy
Eo(Y) = E(Y) < 2(big®)(aibig®)p} = 2a;6°¢">.

E,(Y') becsléséhez figyeljitk meg, hogy tetsz6leges rogzitett j esetén legfeljebb max; |A;(j)]
olyan j' pont van, hogy a t;t;; szorzat szerepel Y-ban (emlékeztetsiil, F1(Y) nem mas,
mint azon virhatd értékek maximuma, melyeket tgy kapunk, hogy Y-bol egy valtozét
lerogzitiink, és csak azokat az ,éleket” vessziik figyelembe (valtozatlan sillyal), melyekben

a rogzitett valtozo szerepel), és ahogy fentebb emlitettiik, |A;(§)| < 2a;b;ig/?. Igy
EL(Y) < 2(a;ibig® ?)pi = 20,0 < 4i0% = o(1),

ahol az utols6 egyenl6tlenség sordan felhasznéltuk azt a tényt, hogy i = O(0~ Log!/? q)
(1asd az algoritmus futasidejérsl szol6 3.5-6s lemmat) és 6 = log™2 q.
Végiil vegyiik észre, hogy barmely t;t; szorzat legfeljebb kétszer jelenhet meg, ezért Fo(Y) <

2. Igy a 4.4-es lemma alapjan nagyon nagy valoszintiséggel
Y < 3a;6%¢"% = 0(0¢'/?).

Hasonlé érveléssel ugyanezt igazolhatjuk az 5.1-es mésik tagjara is, azaz hogy nagyon nagy

valészintiséggel
doti| X it =ol0g"?),
jesz / // []] ]//]

ami teljessé teszi a bizonyitast. |



5. A 16 lemma bizonyitasa 38

5.1. Megjegyzés Részletesebb szamitasokkal megmutathato, hogy a maésodik tag (na-

gyon nagy valoszintiséggel) 1063¢'/%-nel is becsiilhets. Ennek alapjan
Ai+1 — Q4 > 0 — (3011'02 + 10(93)

Tovabba az is igazolhat6, hogy nagyon nagy valoszintiséggel |B;| < (64 6%)¢'/2. Igy a;11 —
a; <0+ 03

5.1.2. (5)-0s
’S’i-‘rl(la ’LL,'U)‘ < (Z + 1) 10g4 q

Tekintsiink egy [ egyenest és jeloljik B;(l,v)-vel azon = € [ pontok halmazat, melyekre
a (vx) egyenes metszi B;-t. Legyen tovabba B;(l,u,v) = B;(l,u) N B;(l,v). Vegylik észre,
hogy tetsz6leges x € Sit1(l,u,v) \ S;(l,u,v) pont a kovetkezSk egyikébe kell tartozzon:
Bi(l,u,v); Si(l,u) N B;(l,v) vagy S;(l,v) N B;(l,u). Ebbél kovetkezik, hogy

|Si+1(lau7 U)| S

< |Sl(lauav)| + |Bl(l7ua U)| + |Sl(l7u) N Bl(lav>| + |Sl(lav) N B’L(lvu”

Az indukciés hipotézis alapjan |S;(l,u,v)| < ilog*q, ezért elég megmutatni, hogy a jobb-
oldalon szereplé utolsdé harom tag nagyon nagy valoszintséggel legfeljebb %log4 q.
Tekintsiik el6szor az els6t, | B;i(l, u,v)|-t. Az (1)-es tulajdonsag igazolasdhoz hasonléan is-
mét a polinommodszert fogjuk alkalmazni. Vegyiik észre, hogy ha egy x € [ pont B;(l,u, v)-
be esik, akkor léteznek olyan j € (zu) és j’ € (xv) pontok, hogy j-t és j'-t is kivalasztottuk
Bj-be (azaz t; =ty = 1). Ezért

Bi(lu,0) <Y | Dt Sty = D ity =Y,

z€l \je(zu) 3 E€(zv) jj'€E(H)
ahol H egy S;-n értelmezett graf, élhalmaza, £(H) mindazon jj’ parokbdl all, melyeket a
két 6sszeg szorzatabol nyeriink.
A kévetkezd lépésben megmutatjuk, hogy nagyon nagy valészintiséggel Y = O(log® ¢) <
%log4 q. Ez a 4.4-es lemma azonnali kévetkezménye lesz, csupan azt kell még megmutat-
nunk, hogy E;(Y) = O(1) i = 0, 1,2 esetén. Nyilvanvalo, hogy F2(Y) < 2, mivel minden
(4,7") par legfeljebb kétszer szerepelhet. Tovabba

Ey(Y) < pi (max|S;(1")])* < 4p; (big)* = 40%¢"" < 1,

ahol kihasznaltuk, hogy |S;(I")| < 2b;q minden !’ egyenesre (ahogy feltettiik, hogy az algo-

ritmus az i — l-edik lépésig tokéletesen fut), és p; = 0(big®?)~'. Hasonloan
E\(Y) < pimax|S;(1')| < 20q7 1% < 1.

A masik két tag becslése ugyanezen az elven miikédik. |



5. A 16 lemma bizonyitasa 39

5.1.3. (4)-es
|Si+1(L,0)] < 8(i + D) aip1bi1g"/? + (i + 1) log" g

A 4.4-es és 4.5-6s fejezetek eredmeényeit alkalmazando definidljuk L-et S;(l,v)-ként. Az

indukciés hipotézis alapjan [S;(1,v)| < Siazbiq"/? + ilog® q. Ahogy a 4.4-es szakaszban,

legyen L’ L tuléls pontjainak halmaza — vilagos, hogy tetszéleges x € S;11(l,v)\ L’ pontnak
B;(l,v)-ben kell lennie. Ezért

1Si1(l0)| <[]+ Bi(l, ). (5.2)
A jobboldal tagjait egyenként becsiiljiik. ElGszor tekintsiik L'-t:
E(|IL') = |L|(1 = P*) < 8iaibi11¢"/* +ilog™® q, (5.3)

mivel definici6 szerint b1 = b;(1 — P}*). Vegyiik észre, hogy az (5)-6s tulajdonsag bizo-

nyitésa alapjan (a(L) esetiinkben S;(l, u, v)-nek felel meg)

a(L) < max |S;(l,u,v)| < z'log4 qg< log7 q,

Lu,v

hiszen i < log® ¢. Ezért a 4.9-es lemma miatt nagyon nagy valészintséggel
IL'| < BE(L') + E(L)"/?10g” q. (5.4)

(Itt kihasznaltuk, hogy P! = o(1)-es (lasd a 3.8-es megjegyzést), ezért |L| helyett E(L')-t
irhattunk a fels6 becslésben.)

Kovetkezs 1épésként becsiiljitk a polinommodszer segitségével B;(l,v)-t. Az algoritmus le-
irasabol kovetkezik, hogy ha egy = pont B;(l,v)-ben van, akkor az (xv) egyenes valamely

J pontjanak kivalasztottnak kell lennie, azaz t; = 1. Ezért

Bl <Y Y ;=Y.

z€l je(zv)

A 4.4-es lemma hasznalatahoz becsiiljiik a varhato értékeket: az indukcios hipotézis alapjan

|S;(I")| ~ biqg < 2b;q tetszileges I’ egyenesre, igy
Eo(Y) < pimax |Si(l')* < pi(2big)* = 40big'/”. (5.5)

Tovabbé, mivel barmely j pont legfeljebb egyszer jelenhet meg, F1(Y) = 1. Ezért a 4.4-es

lemma alapjan nagyon nagy valészintiséggel
|Bi(l,v)] < B(Y) + (max(E(Y), 1))"/* log* . (5.6)
Az 5.2-5.6-0s egyenlGtlenségek alapjan a kivetkezdt kapjuk (nagyon nagy valoszintséggel):

|Siv1(l,0)| < 8iaibi+1q1/2 +ilog®®q + (Z.G/Z‘bi+1q1/2 + ilog?? q) 1/2 log? ¢+
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+40b;q"? + max(40b;q"/?,1)/? 1og? ¢. (5.7)

Emlékeztet6iil, a; ~ 6, 1,1b; > by > 0,9b;, i < log®¢ (ezek a becslések az indukeios hipo-
tézis alapjan miikodnek).Tovabba az (1)-esre alapozva a;+1 ~ a; + 0. Ezeket felhasznélva

belatjuk, hogy az 5.7-es jobboldala legfeljebb
8(i + Dait1bir1¢"* + (i + 1) log?®q,

igen tag becsléssel a logaritmus kitevjében.

Ennek érdekében vegyiik észre, hogy
8(i + 1)aiy1bir1q"? — Siaibir1q™? > 8aibiy1q"?,
ezért csak azt kell megmutatnunk, hogy
8aibit1q"/? +log ¢ > (5.8)
> (iaibj+1q1/2 + ilog*® q) 1/2 log? g + 40b;q'/% + max(49biq1/2, 1)1/2 log? q.
Abban az esetben, ha bg'/2 > log® ¢, akkor
max(49biq1/2, 1)1/2 log? ¢ < 30b;q"/?
és
<iaibi+1q1/2 + ilog™ Q> 2 log® ¢ < a;bip1q"%.
Igy az 5.8-as jobboldala legfeljebb

40b;qM? + 30big" % + aibii1q"? < 8aibiy1q'?.

1/2 < 1og30 ¢. Ebben az esetben konnyt ellendrizni, hogy az

Végiil tegyiik fel, hogy b;q
5.8-as baloldalan szerepls log?® ¢-s tag minden hibatagot dominél, és ez teljessé teszi a

bizonyitasunkat. |

5.1.4. (2)-es

bis1q(1 — (i + 1) log™ 3 q) < [Six1(D)] < bix1g(1 + (i +1)log™ 3 q)

Az el6z6 ket bizonyités tulajdonképpen a (2)-es igazolasat célozta: valojaban csak erre
a tulajdonsagra van sziikségiink a harombdl, azonban a mésik két tulajdonsag nélkiil a
bizonyitas nem miikodik. Legyen tehat L = S;(1) és K = 14 (hogy a 4.10-es kovetkezményt
alkalmazhassuk). Vegyiik észre, hogy a (4)-es tulajdonsag alapjan

a(L) < max|S;(I',v)| = O(iasbig"/? + ilog ¢).

!
v
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Tovabba az indukcios hipotézis okan |L| ~ biqg > %biq. Mivel az algoritmus elsé fazisaban

2(K+5)

vagyunk, b;q > log!® ¢, igy biq > a(L)log q. Ezért a 4.10-es kovetkezmény alapjan

nagyon nagy valészintséggel
1L = BOL'|)| < |L|log™" ¢ < 2biqlog™ g,

ahol L' szokdsosan S;11(1)-et jeldli.
Figyeljiik meg, hogy ha |L| = b;q(1 + ), akkor E(|L'|) = bj+19(1 + «). Ezért az indukcio
alapjan E(|L'|)-re teljesiil, hogy |E(|L|) — bir1q| < ibir1qlog '3 q. Végiil a haromszog-

egyenl6tlenség alapjan
L] = bit1q| < (i log "% g+ 2log ™™ q) bip1q < (i + 1)biy1glog™ P g,

kihasznalva, hogy b;+1 ~ b;. |

5.1.5. (3)-as, (9)-es, (10)-es
(3) Q1 (D] <biyqq(1+ (i +1)log™ " g)
(9) 1901 (L o)) < 80+ Dagpably a2 + (i + 1) log™q
(10)  Qiy1(L,u,v)| < (i +1)logtq

Az ebben a csoportban szereplé tulajdonsagok bizonyitasa tobbé-kevésbé megegyezik az
el6z6 csoportéval; az egyetlen formalis kiilonbség, hogy b; helyett b}-t hasznalunk, valamint

hogy a (3)-asban csak fels6 becslésre van sziikségiink. [

5.1.6. (8)-as
|Ai+1(u>7~}7w7 Z)| < (Z + 1) IOgG q

Legyen X = {u,v,w, 2}, és tetsz6leges nemiires X’ részhalmazéra legyen A;(X’) = Nyexr Ai(a)

és Bi(X') = Nuex' Bi(a). Els6 lépésként vegyiik észre, hogy

Aip(X) CAX)UB(X)U Y AX)NBi(X\ X).
X7:1<|X/|<3
(Emlékeztetsil: A;(v) a v-t Aj-beli pontokkal 6sszekots egyeneseken levs tuléls pontok
halmaza (kivéve v-t magat).) Ezért elég csak annyit belatnunk, hogy nagyon nagy val6szi-
ntiséggel |B;(X)| < log®q és |A;(X") N B;(X \ X')| < log® ¢ minden megfelels X’ részhal-
mazra. Az els6 becsléshez hasznéljuk ki, hogy definicié szerint tetszéleges x € B;(X)-hez

/11 -/

kell legyen olyan j,j’, 7", ;" € B;, melyekre [jzu], [j'zv], [j"zw] és [j"xz] teljesiil. Emiatt

BZ(X) < Z Z tj Z tj/ Z tj// Z tj/// =

z€S; \Jj:[jzu) j":[j"zv] 33" zw) 3" xz)
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= E tjtj/tj//tj/// = Y,
(4,4",3".3"") €T

ahol 7 az osszes lehetseges (7, 7', 7", 7"") négyesbdl allé indexhalmaz.

Mivel Y egy negyedfokd polinom, a bizonyitas befejezéséhez hasznalhatjuk a 4.5-06s ko-
vetkezményt. Ehhez elég megmutatni, hogy E;(Y) = O(1) ha 0 < i < 4. Nyilvanval6an
E4(Y) = 1. Tovabba

Eo(Y) < pf!Sil(mlaX [Si(D))* < 2pjbig? (big)* = 26"b; = O(1),

BL(Y) < i [Si0) ) < 23(00)' = 20%iq71/% = O(1),
E(Y) < pf(mlax 1Si(1)])* < 2p3(big)?* = 20°¢ = O(1),
E3(Y) < pi(mﬁx 1S;(1)]) < 2p;i(big) = 20¢~/* = O(1)

Az |A;(X')N B;(X \ X')|-re vonatkozo bizonyitds hasonléan miikodik, ebben az esetben az
eredményiil kapott polinom foka | X \ X'|, igy log® ¢ helyett log* g-s fels6 korlattal dolgoz-

hatunk, ez azonban nem okoz lényegi kiilénbséget. |
5.1.7. (7)-es
| A1 (u,0,w)| < (i + Dbipag™? + (i + 1) log™ ¢

Legyen X = {u,v,w}, ahol u, v és w tetszbleges ;-beli pontok. Definialjuk L-et A;(u,v,w)-
nek és L'-t L N S;11-nek. Ahogyan az e€l6z6 bizonyitasban, ugy kapjuk most is:

A (X)) < 12|+ [BOI+ 32 JA(X') N Bi(X \ X)), (5.9)
X'cX

ahol az utols6 Osszeget X Osszes alkalmas X' részhalmazéra vessziik.

Mivel tetszéleges Si-beli pont 1 — P valoszintséggel €l tal, ezért
E(|L']) < (z'f?iql/2 +ilog® Q> (1 - P*) < ibiy1q"? +ilog™q.
Miésreszt a (8)-as miatt

a(L) < max|A;(u,v0,w,2)| < ilog®q < log’q. (5.10)

gy a 4.9-es lemma alapjan nagyon nagy valészintiséggel
L' < BE(L) + (|Lla(L))"/?log® q <

< ibis1q? +ilog?2 g + |L|Y?log?2 q. (5.11)

A bizonyitas befejezéséhez tehat csak azt kell megmutatnunk, hogy nagyon nagy valoszi-

niiséggel

|Bi(X)| < o(biy14"?) +1og” g, (5.12)
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|Ai(X") N B(X \ X')| < o(big1q"?) +1log” ¢ (5.13)
minden X'-re. Tegytik fel, hogy az 5.12-es és az 5.13-as teljesiil. Ekkor az 5.11-es alapjan
a bizonyités teljessé tételéhez elég igazolni, hogy

[L]"?10g%2 ¢ < (1 = 0(1))(bi19"/? + log™ q).

Mindkét oldalt négyzetre emelve azt fogjuk beldtni, hogy

|L| logt? ¢ < (1- 0(1))(1)?“(] + 2bi+1q1/2 log?2 ¢ + log44 q).

1/2

Az indukciés hipotézis alapjan |L| < ibyq'/? + ilog?? ¢, igy

|L|log! q < ibig"/? log" q + ilog*! ¢.
Mivel i < log®q, ezért ilog* ¢ < log**q. Tovabba b, 1 > b;/2, ezért ibiq"/?log"? ¢ <
bi+1q1/2 log® qlog! ¢ = bi+1q1/2 log?2 q, és ezzel belattuk a fentit.

[gy tehat mar csak az 5.12-est és az 5.13-ast kell igazolnunk. Az els6héz vegyiik észre, hogy

az el6z6 szakaszban hasznalt érveléshez hasonléan

CEECIEEED 99 3 SR S s

x€S; j:juz] [ va] Vi wx]

Felhasznalva hipotézisiink azon részét, miszerint |S;(1)| ~ big < 2b;q tetsz6leges l-re, kap-
juk, hogy

Ep(Y) < p?]Si|(m2‘:LX 1Si(D? < 2p} (big®) (biq)® = 20%big"/* = a,

Ei(Y) < P?(mlax 1Si(D)])? < 2p7 (big)” = 26°b; = O(1),

E5(Y) < pimax(|Si()]) < 2pi(biq) = 204712 = 0(1),

Es5(Y)=1.

A 4.4-es lemma tehat, A = alog®®q valasztassal (ahol a egy kicsi pozitiv konstans) a

kévetkez6t adja:
|Bi(X)| < o+ a?logq.

Hasznaljuk fel, hogy

1/2

a+ o log4q§2a+log8q,

(némi atrendezés utan a trivialis be < b% 4 ¢? egyenl6tlenséghez jutunk), valamint hogy
200 = 463b;q/? = 0(b,-+1q1/2), leven 0 = o(1) és bix1 < b;/2. Ezekbdl egyiittesen mar
kovetkezik az 5.12-es, az 5.13-as bizonyitésa pedig hasonléan miikodik. |

5.2. Megjegyzés Ha a(L) < |L|log~'%-nal dolgozunk az 5.10-esben, az 5.11-es jobboldali
tagja ibir1¢"/? +1ilog'® g+ |L| log=* g-ra véltozik. Mivel |L|log=* ¢ = o(bi;1¢'/?), ez nem

befolyéasolja a bizonyitas menetét.
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5.1.8. (6)-os

|Ais1(u,v)] < (i4 Dbiy1q + (i 4+ 1)log®q
A (7)-es bizonyitasahoz hasonléan legyen X = {u,v} Q; két tetszbleges u,v pontjara.
Legyen L = A;(u,v) és L' = L N S;41. Tudjuk:

[ A1 (X)] < L+ [Bi(X)| + Y JA(X) n Bi(X \ X')], (5.14)
X'cX
ahol az utols6 dsszeget szokas szerint X Osszes megfelels X' részhalmazara vessziik. Mivel
S; barmely pontja 1 — P valoszintiséggel él tul,
E(|L')) < (ibig +1ilog* 0q) (1 — P{*) < ibi11q +ilog® q.

Masrészt a (7)-es miatt (lasd még a 4.9-es lemmat kévets megjegyzést)

a(L) < max |4i(u, v, )| < ibig*? +ilog? q. (5.15)
Ezért a 4.9-es lemma alapjan nagyon nagy valoszintiséggel

L] < E(L) + (|Lla(L))?10g q <

< ibip1q + ilog?® g + | L|Y2 (ibig/? + ilog? q)/? 1og® 4. (5.16)
Az el6z6 bizonyitasnal latottakhoz hasonléan megmutathato, hogy minden X'-re

|Bi(X)| < o(biy1q) +10g* g, (5.17)

(X)) N Bi(X\ X')] < o(birq) +log™ g, (5.18)

e két egyenlGtlenség bizonyitasat igy most elhagyjuk. Utolsé lépésként elegendd megmu-

tatni, hogy
|L|"2(ibig"? + ilog™ q)'/*1og® ¢ < (1 — o(1)) (bit1q + log™’ ).
Mindkét oldalt négyzetre emelve a kovetkez6t fogjuk igazolni:
|L|(ibig"? + ilog™ g)log"* q < (1 — 0(1)) (b7, 1 + 2bi1q10g™" ¢ + 1og¥ q).
Az indukcioés hipotézis szerint
|L| < ibig +ilog™® ¢ < biqlog® ¢, (5.19)
ahol ismételten kihasznaltuk, hogy i < log® q és ebben a fazisban bjq > log!® ¢. Igy
|L| (ibiq1/2 + ilog? q) log!® ¢ < biqibig?log"® ¢ + bigilog® q.

1/2

Hasznaljuk ki ismét 4 nagysagrendjét, valamint hogy bi1 > b;/2 és ¢*/? > log'® ¢ (mindig

feltessziik, hogy ¢ kellen nagy), igy igen tag becsléssel a kovetkez6khoz jutunk:
biqibig*/? log"® q < b 1q°,
ibiqlog™ q < biy1qlog™ g,

teljessé téve ezzel a bizonyitast. |



5. A {6 lemma bizonyitasa 45

5.3. Megjegyzés Vegylik észre, hogy az el6z8 bizonyitds sordn csupén egyetlen helyen,
az 5.19-esben hasznaltuk ki, hogy az algoritmus els§ fazisaban vagyunk — egy alkalmas
hibatag bevezetésével a bizonyitas és igy a (6)-os tulajdonsag atmenthets a masodik fazisba
is, mégpedig |A;(u,v)| < log®WM ¢ alaka becslés formajaban. Vizsgaljuk meg most ezt.

Abban az esetben, ha a masodik fazisban vagyunk, az 5.19-es a kivetkezSképpen modosul:
|L| < ibiq +ilog™ ¢ < log® gbiq + log™ g,

és itt fontos figyelniink arra, hogy mig az elsé fazisban a jobboldal els6 tagja dominalt,
addig a méasodik fazisban ez egyaltalan nem biztos, s6t ha ¢-t ndveljiik, el6bb-utébb a
mésodik tag lesz dominans. Igy a becslés mindkét tagjat meg kell hagynunk, és ezzel kell

tovabb szdmolnunk. Hasonléan a fenti bizonyitashoz,

|L|(ibig"/? + ilog®* q) log'® ¢ < log'® qb?¢** + log® gbiq + 1og™ gbig"/? + log™ g.

Ha ¢ megfelel6en nagy, log'6 qb?q;‘/2 < b2+1q2, log®® gbig < bir1qlog?® q és log® gbiq!/? <

)

bir1qlog? ¢, ezért az eredeti allitas egy plusz log™ ¢-s hibataggal érvényben marad.

5.2. Masodik fazis

Az (1)-es tulajdonsag igazolasa ugyanigy torténik, mint az eléz6 fazisban. A (4)-es és
(5)-0s tulajdonsagok bizonyitasa teljes egészében a 4.9-es lemmaéra épiil és t6bbé-kevésbé
hasonld. A fazis nehézségét a (2)-es és (3)-as igazolasa okozza, melyek meglehet&sen tech-

nikisak.

5.2.1. (4)-es és (5)-6s

(4) (1 =1og™ " q)"* 1 bi1¢> < [Sig1| < (1+1log™ ') biy1q”
(5) Q1] < (141og™ ¥ q)1q?]

Tekintsiik az (5)-0s tulajdonségot. Szokéas szerint legyen L = €; és L' = Q;41. Ve-
gylik észre, hogy az els6 fazis masodik tulajdonsagabol és b/b; < 2-b6l (ami az in-
dukcioés hipotézis kovetkezménye, lasd példaul az 1.2-es tétel bizonyitasanal) kovetkezik,
hogy |9;(1)] < Klog® g valamely K konstansra a méasodik fazis minden lépése soran.
Emiatt a(L) < 2K log® qa;q'/?. Mésrészt |L| ~ big®> > %bi(ﬂ > %(logcq)ql/2 miatt
|L| > a(L)1og'® q. A 4.9-es lemma alapjan pedig nagyon nagy valoszintiséggel

IL'| = B(IL'))] < (a(L)|L)"/* 1og? g.
Felidézve, hogy E(|L'|) < L(1 — P*), kapjuk, hogy nagyon nagy valoszintiséggel

Qi1 = L] < (1= PIL + (a(L)| L)) log® ¢ =
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a 1/2
= |L] (1 — P+ < |(LL>> ) log® q.

Mivel a korabbiak alapjan

|L|<1_Pj+<

amivel belattuk az (5)-6st. A (4)-es bizonyitésa hasonlé elven miikodik. [

) log” ¢ < log™* ¢, igy

) )log ¢ < |L|I(1—P)(1+1og™q),

5.2.2. (2)-es

02,13 (1 = 3(i+ 1) log™ % q) < |Tis1(v)| < $02 1631+ 3(i + 1) log ™" q)

A (2)-es bizonyitasdhoz el6szor |T;41(v)| varhato értékét kell megbecsiilniink. Ebbe be-
letartozik annak az eseménynek varhato értéke is, hogy egy (x,y) par talél S;;i-ben.
A gond csak az, hogy ha x és y két S;-beli pont, akkor az z € S;11, y € Siy1 esemé-
nyek nem fiiggetlenek. A kiévetkezd lemma segit feliilkerekedni ezen a problémén azéltal,

hogy kimondja: a két esemény bizonyos értelemben majdnem fiiggetlen, ezért a kivant

varhato érték megfelel6 pontossaggal szdmolhato. E szakasz erejéig legyen § = log™ 13 ¢.

5.4. Lemma Baérmely x,y € S; pontra
\P(m,y S Sz'-i—l) — P(.%‘ S SZ-+1)P(y S Si+1)| = 0(5)

A lemma bizonyitdsa lényegében a szita-formula tobbszori alkalmazasanak segitségével
torténik, ennek ellenére meglehetdsen komplikélt levezetésrsl van sz6, amely igy helyhiany
miatt elmarad (az eredeti bizonyités [7] 350-354. oldalan olvashat6). Nézziik tehat a (2)-es
igazolasat a fenti lemma segitségével.

Mivel § = log™!3 ¢, elegend6 megmutatni, hogy nagyon nagy valészintséggel
| Ti1(v)] — bz+1q <3(i+ 1)5b?+1q3.
Els6 lépéskent becstiljitk E(|T;41(v)|)-t: definici6 szerint

E(Tm@) = 3. Pla,yeSi).

z,y€S;:[zyv]

Az 5.4-es lemma alapjan
ITi(0)|P(x € Si41)*(1 = 0(8)) < B(|Ti41(0)]) < |T3(v)| P(x € Sit1)*(1 + 0(6)).
Emlékeztetsiil, b; P(x € S;1+1) = bit1, igy az indukcids hipotézis szerint

S’ (1= 3i0)(1 — 0(0)) < B(Tia(0)]) < a1 +3i0)(1+0(0)).  (520)
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Ezért mar csak azt kell belatnunk, hogy |T;+1(v)| erésen koncentralodik a varhato értéke
koriil, és ehhez megint csak a 4.9-es lemmaét alkalmazhatjuk. Az egyszeriiség kedvéert T;(v)

helyett a kovetkez6 multihalmazt tekintsiik:
T!(v) = {xm(x) | z €S\ U} ,

ahol m(z) = (|(zv)| — 2) az = multiplicitasa (|(zv)| az x-re és v-re illeszkedd egyenes
pontjainak szdma — értelemszertien mar csak a tléls pontokkal dolgozunk). Nyilvanvalo,
hogy [7/(v)| = 2[Ti(v).

Kovetkez6 lépésként (a 4.9-es lemma segitségével) belatjuk, hogy |77 (v)| er6sen koncentralt.
Szokés szerint legyen L = Tj(v) és L' = T, (v). a(L) becsléséhez vegyiik észre, hogy (az

indukcios hipotézis felhasznalasaval) tetszleges u és v pontra
|Ai(T} (v), )] < [Ai(u)| maxm(z) < |Ai(u)|210g™ ¢ < daibig*log™ ¢ = a.

Igy a(L) < a. Mivel |L| = |T!(v)| ~ b?¢® = B, a 4.9-es lemma alapjin nagyon nagy

valészintiséggel
1’| = E(L')| < (aB)*1og” . (5.21)

Lévén ¢; = 100 és a; < log ¢ (lasd a 3.8-as megjegyzést), (af)/?log® q =

= (4aib§q9/2 1og!% ¢)1/21og® ¢ < (big*/?)%/% 10g%° q. Masrésat big®/? > log® q, ahol ¢ = 300,
és b1 > 0,9b; (lasd a 3.8-as megjegyzésnél). Igy tehat (b;g*/2)%/21og® ¢ = (07, 1¢°).
Ebbdl az 5.20-5.21-es felhasznalasaval mar (igen tag becsléssel) kovetkezik a (2)-es tulaj-
donség. |

5.2.3. (3)-as

ai11bi+1¢%2(1 — O(i6%)) < |Ais1(v)| < aiy1bit1¢%2(1 + O(i6?))
Az indukciés hipotézis alapjan feltehets, hogy
aibig®?(1 — K (i — 1)0%) < |4i(v)] < asbig®?(1 + K (i — 1)6%),

valamely 16-nal nagyobb K konstansra.

Legyen U; = B; \ M;. Jelolje U;(v) (B;(v), M;(v)) azon x € S; pontok halmazét, melyekhez
letezik u # « € U; (B;, M;), amire x,u és v egy egyenesre esik. Legyen tovabba Bj(v) és
M](v) B;(v) és M;(v) Sit1-€l vett metszete.

Szokésosan jelolje L A;(v)-t és L' := LN S;11. Mivel A; és A;q ivek, ezért tetsz6leges

v € ;11 pontra

[Aiga(v)] = L] + [M ()]
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Hasonloan az eddigiekhez, konnyen megmutathaté, hogy |L'| kelléen koncentralodik a var-

hat6 értéke koriil. A bizonyitas nehezebb része M/ (v) becslésében rejlik.

1

A szakasz hatralevs részéhez legyen § = log ™19 ¢. Vegyiik észre, hogy

|Bi(v)| = [Ui(v)| < [M;(v)| < |Bj(v)| < [Bi(v)],

(2

ennek segitségeével fogjuk M/(v)-t becsiilni. A kovetkezé harom allitas a fenti észrevételben
szereplé mennyiségek (|B;(v)], | Bi(v)],

|U;(v)]) becslésére vonatkozik.

5.5. Allitas Nagyon nagy valosziniiséggel
|Bi(v)] < 0big**(1 + 0(3)).

Bizonyitas: Definici6 szerint egy = pont akkor van B;(v)-ben, ha létezik olyan j € (av),

melyre j € B;, azaz t; = 1. Ezért

B <> | Y 4] (5.22)

z€S; \j:[jzv]

A kett6s szummaban minden t; pontosan mj-szer szerepel, ahol m; a (vj) egyenes tuléls
pontjainak szama (leszamitva v-t és j-t). Ezért az 5.22-es jobboldala a kovetkezs forméba
frhato: ) cq tam(z) =Y. Y becslésehez a 4.5-6s kovetkezményt fogjuk hasznélni. Vegyiik
észre, hogy > o m(x) éppen az el6z6 szakaszban definialt |7} (v)| = 2|T;(v)| mennyiség.
Igy

Eo(Y) = 2pi| Ty (v)| ~ pibq®(1 + 0(5)) ~ 0b;ig®* > log'™ g, (5.23)

leven big®/? > 10g®®* ¢, valamint felhasznaltuk |Tj(v)| (2)-es tulajdonségbeli becslését
is. Tovabba amikor belépiink a mésodik fazisba, minden egyenesnek nagyjabol log® ¢ =

log!® ¢ tuléls pontja van, éppen ezért
Ei(Y) < maxm(x) < max|Si(D)] < 2log" ¢
Igy a 4.5-6s kivetkezmény alapjan nagyon nagy valoszintiséggel
[Bi(v)| < Eo(Y)(1 + 0(d)).
Ebbél az 5.23-assal egyiitt kapjuk, hogy |B;(v)| < 0b;g*/%(1 + o(4)). [ ]

5.6. Allitas Nagyon nagy valésziniiséggel

|Bi(v)] > 0bi®?(1 — 0(0)) — 8a;6%bi®/2.
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Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy egy x pont éppen akkor Bl(v)-beli, ha x € S;1; és lé-
tezik legalabb egy (z-t6l és v-t6l kiilonbozs) B;-be tartozé pont az (xv) egyenesen. Jeldl-
itk BZ’-/ (v)-vel azon x € S;11 pontok halmazat, melyekhez pontosan egy (zv)-re es6 pont
van a fenti tulajdonsaggal. Nyilvanvalo, hogy |Bj(v)| > |B; (v)|. Azt fogjuk belatni, hogy
mar |B; (v)|-re is teljesiil az allitas. A triikk ebben az, hogy mig a megszoritasok B; (v)-t
kénnyebben kezelhet&vé teszik, mégsem vesztiink til sok pontot, mivel annak valészintisége,
hogy B; t6bb mint egy pontban metsz egy egyenest, elhanyagolhato. \B;/(v)|—t a szokésos

mobdon polinommal tudjuk becsiilni a kovetkezéképpen:

Bi ()] > Y lees, > ti|1- Y.ty ], (5.24)

€S| (2v)|>3 Jiljzv] J' #3515 wv]

ahol |(zv)| > 3 azt jelenti, hogy az (xv) egyenesnek (z-et és v-t beleértve) legalabb harom
taléls pontja van. Az egyenlGtlenség jobboldala tovabb alakithaté, ha figyelembe vessziik

egy pont torléséhez vezetd okokat:

l{xESi-H} >1- Z tg + Z tgtg | -

gEA;(x) 9,9":[99'z]
Igy
|B; (v)| >
S SR C= D SRS SIr PR L N O o R o
x€S;:|(zv)]|>2 g€A;(x) 9,9":[99’ 7] J:ljzv] J'#5:[g" xv]

A kovetkezd 1épésben elvégezziik a szorzasokat és a jobboldalt két tag dsszegére bontjuk,
ahol a 6 tag Zx:\(xv)|22 Zj:[jxv} tj, és a hibatagba keritil minden més. Az 5.5-6s allitas iga-
zolasdhoz hasonléan megmutathat6, hogy a f6 tag nagyon nagy valészintséggel legalabb
0b;g*%(1 — 0(6)). A 4.4-es lemma alkalmazasaval pedig belathato, hogy a hibatag legalabb
—8a;0%b;¢%/%. Ezeket a sok technikai részletet igényls, de alapjaban véve egyszerd szami-

tasokat mellGzziik. [ |

5.7. Allitas Nagyon nagy valésziniiséggel
|Ui(v)] < 66%a;big®?.

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy barmely = € U;(v) ponthoz kell legyen olyan z-t6l és v-t6l
kiilonb6z6 j € (zv) pont, melyre j € B;, de j ¢ M;. Ezért

U@I< > D tlgemy-
z:|(zv)|>3 7:[jzv]

Az algoritmus lefrasa alapjan két ok van, mely kizarja j-t M;-bél: vagy vannak olyan j’ és

j” pontok B;-ben, hogy j,j’ és j” egy egyenesre esnek; vagy létezik olyan j' € B;, melyre
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(j7') metszi As-t. Igy

Z Z tjl{j¢Mi} < Z Z t Z tj’tj” -+ Z tj’

z:| (2v)| 23 j:[jav] | (zv)|23 j:[jzv] 35" :135'5"] J'€Ai(4)

Vagjuk a jobboldalt két részre, a-ra és S-ra, ahol

= X Y0 Y ),

z:[(zv)]| 22 j:[jav] 35" 1355
o2t Xt
x:|(xv)[>2 5:[jav] J'€Ai(4)

A 4.4-es lemma hasznalataval aranylag egyszerti megmutatni, hogy nagyon nagy val6szi-
ntiséggel a < 503b;¢%/% = 0(92aibiq3/2) 6s B < 50%a;b;¢*%. Az allitds ezekb6l azonnal
kévetkezik. |

5.8. Allitas Ha az algoritmus az i— 1-edik lépésig tokéletesen fut, akkor bi/biv1 < 1+20a;.

Bizonyitas: Definicié szerint

b1 1

bi+1 N 1-— .PZu N 1-— P; MaXxy, |Al(’l))’(1 + 0(1))7

ahol az utolso atalakitas soran felhasznéaltuk a 3.2-es lemmat (vegyiik észre, hogy ebben
a lemmaban p; max, |A;(v)| a fels6 becslés dominéns tagja). Mivel az indukcios hipotézis

szerint |A;(v)| ~ aibig’/? < %aibiq?’ﬂ, ezért

pimax |A;(v)] < 0(big>/ ) 2a big? < g@
Emiatt
! <1426
g,
1 — pimax, [Ai(v)[(1 + o(1))
lévén fa; = o(1). [ |

A fenti allitasok ismeretében mar készen allunk |M](v)| becslésére. Az 5.5-6s és 5.8-as

allitasok alapjan nagyon nagy valészintiséggel
[M; ()] < |Bi(v)] < 0big**(1+ 0(9)) <
< Obi 16> (1 + 20a;) (1 + 0(0)) <
< Obi 1672 (1 + 304;). (5.25)

Masrészt a méasodik és harmadik allitas szerint

|M! ()| > |B(v)| — |Ui(v)| = 0big> (1 — 0(8)) — 80%asbig>? — 20%a;big*? >
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> 0bi1¢>?(1 — 150a;). (5.26)

Az 5.25-6sben és az 5.26-osben kihasznaltuk, hogy § = log™'% ¢ < fa;, igy az o(d) hozza-
jarulasat egy tovabbi fa; tag dominalta.

Utols6 1épésként becsiiljiik |L'|-t. A 4.10-es kovetkezményt fogjuk hasznalni, ehhez elGszor
a(L)-t kell becsiilni. Mivel L = A;(v), ezért a(L) = max,, |Ai(u,v)|, igy az elsé fazis
(6)-0s tulajdonsagara lesz szlikségiink. Az 5.3-as megjegyzés értelmében tetszdleges u és v

pontokra
|Ai(u,v)| < ibjg+1 log40 q+ log78 q.

Tekintettel arra, hogy i < N < log? ¢ és a mésodik fazisban bjqg < log® ¢ = log'® ¢, ezért
a fentib6l a(L) < log'® ¢ kovetkezik.
Mivel

E(|IL'|) ~ aibiy14*? > a;log® ¢ = a;10g™ g > 1og™* ¢,
a 4.10-es kovetkezménybdl fakadéan nagyon nagy valdészintséggel
aibis1g* (1 — K(i — 1)0%)(1 — 0(9)) < |L'| <

< aibi 167 (1 + K (i — 1)0%*)(1 + 0(0)). (5.27)

|L'| varhato értéke a;biy1q3/2(1 £ K (i — 1)8%) kozott korlatozodik, o(8) a szoras farkabol

szarmaz6 hibatag. Az 5.26-osbdl és az 5.27-esbdl tehat nagyon nagy valoszintséggel
[ A1 (v)] = L]+ [ M (v)] >
> aibi 1072 (1 — K (i — 1)0%)(1 — 0(0)) + 0bi11¢°*(1 — 150a;) >
> bi+1q3/2(ai + 60 — Kaii92 — 15ai02) >
Z b¢+1q3/2(ai+1 — 93 — Kaﬂ@Q — 15ai02).

A masodik egyenlGtlenségben a Ka;i és Ka;(i — 1) kozti kiilonbség lenyeli az o(d)-s hiba-
tagot. A harmadik egyenl6tlenséghez felhasznaltuk, hogy a; 11 < a; + 0+ 62 (lasd az 5.1-es
megjegyzést). Mivel a; 11 > a; és K > 16, a fentiek alapjan

|Aip1(v)] = aipabip1g®?(1 = K(i +1)67).
A felst becsléshez az 5.25-0sbdl és az 5.27-esbdl kovetkezik, hogy
|Ait1 ()] < asbis1®?(1+ K (i — 1)62)(1 4 0(8)) + 0bi11¢>*(1 + 30a;) <

< biy1¢°?(ai + 0 + Kaii6® + 3a,0%).
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Ismét vegyiik észre, hogy az i és i — 1 kozti kiilonbség lenyeli o(d) hozzajarulasat. Az 5.1-es

megjegyzés szerint

ajy1 > a; + 6 — (3a,~02 + 1093) > a; + 0 — 4a;0°,
és ez alapjan

|Air1 ()] < aip1bi1¢®?(1 + Kib? + 76%) <

S ai+1bi+1q3/2(1 + K(l + 1)92)



Osszefoglalas

Az el6z6 fejezetek sordn megismerkedhettiink a valészintiségi modszer elvével, a projektiv
sikok alapvet6 tulajdonsagaival, az ivek fogalmaval és torténetével, valamint erds koncentra-
cids eredményekkel. Ami dsszefogta ezeket a meglehetsen széles skalan mozgd teriileteket,
az a kovetkez§ kérdés volt: egy ¢g-rendi projektiv sikon legfeljebb mekkora lehet a legkisebb
teljes iv mérete? Bar ez a probléma alapvetGen a véges geometria targykorébe tartozik, az
elmult 40 év talan legjelent&sebb attorése a kérdés megvalaszolasdban mégis Kim és Van
tétele, melyet a valdszintiségszamitéis eszkozeit felhasznéalva bizonyitottak. Eszerint a kere-
sett mennyiség /qlog® g-val feliilr6l becsiilhetd — ami a korabbrol mar ismert /2¢-s als6
hatarral egyiitt egy polilogaritmikus faktor erejéig meghatarozza a kérdéses {v méretét.

A 16 tétel bizonyitasahoz bevezettiik a dinamikus véletlen konstrukcié modszerét, majd
ismertettiink egy erre alapulé algoritmust, és azt allitottuk, hogy ennek végeredménye-
ként igen nagy valdszintiséggel épp a kivant méreti teljes ivet kapjuk. Az algoritmus so-
ran kulcsfontossdgi tényezs volt, hogy bizonyos paraméterek — gy mint a tilélé pontok
szama egy egyenesen, a rendelkezésre 4ll6 ponthalmaz mérete stb. — értékét adott korlatok
kézé tudjuk szoritani. Szamos esetben pontosan arra volt sziikség, hogy ezek a véletlen
valtozok a varhat6 értékeik koril koncentrdlédjanak. Megmutattuk, hogy az eljarasunk
komplexitasa miatt ennek igazoldsara a klasszikus eszkozok, Ggy mint az Azuma- vagy
Talagrand-egyenlétlenség nem alkalmasak, éppen ezért 11j koncentracios eredmény beveze-
tésére volt sziikségiink. Ehhez definidltuk, hogy mit értiink egyaltalan erds koncentracion,
és bemutattuk, hogyan lehet a klasszikus eszkozoket gy megjavitani, hogy esetiinkben is
alkalmazhat6 eredményt nyerjiink. Mindezt egy egyszerd példan is szemléltettiik. Végiil az
1j koncentracios eredmény segitségével igazoltuk a paramétereink megfelel viselkedését.
Az eredmények igazolasa soran lathattuk, milyen nagy szerepe van a paraméterek és a
sziikséges koncentracios eszkozok helyes megvalasztasdnak, ennek segitségével ugyanis az
eredetileg legnehezebbnek igérkez6 rész, a véletlen valtozok kezelése egyszert szamitasokka
redukalédott.

Szakdolgozatom célja az algoritmus sikbeli miikddésének bemutatasa volt, érdekes kér-
dés lehet azonban, hogy vajon mi a helyzet projektiv terek esetén? Harom dimenziéban
kétféle természetes kiterjesztési lehetdség adodik: az egyik szerint ivnek imméar azon pont-

halmazokat nevezziik, melyeknek semelyik négy pontja nem esik egy sikba (emlékeztetdiil,
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két dimenzioban semelyik harom pont nem eshetett egy egyenesre); a méasik megkozelités
valtozatlanul hagyja az iv sikbeli definici6jat, csak immér térre attérve — ezeket a pont-
halmazokat, hogy az els6 megkozelitéstél megkiilonboztessiik, sivegnek nevezziik. ElGzetes
vizsgélataim alapjan Ggy ttinik, hogy a dolgozatom sordn bemutatott eljaras a paraméte-
rek értelmes megvalasztésaval (és nyilvanvaloan az iv méretének valtozésival) dtmenthetd
a sliveg esetére, azonban a pontos allitas kimondésa tovabbi kutatémunkat igényel. Az elsd
megkozelités vizsgalata is sok lehetséget rejt magaban, ebben az esetben viszont nyilvan-
valéan 1j paraméterekre lenne sziikségiink, példaul a kordbban igen nagy szerepet jatszo,
az egyeneseken levs tlélé pontok szamét jelols valtozonk helyett a sfkbeli tuléls pontok
szamét kellene vizsgalnunk. A témakor tehat még korant sincs lezérva, a sikbeli teljes iv
lehet& legkisebb méretének tovabbi pontositasatol kezdve a térbeli, vagy akar magasabb

dimenziébeli eredmények elérése még mindig nyitott probléma.



Koszonetnyilvanitas

Dolgozatom nem johetett volna létre témavezetém, Sziklai Péter nélkiil, aki nemcsak a
téma, kivalasztasdban, hanem annak feldolgozasaban is nagy segitséget nyujtott, igy els6-
sorban neki szeretnék készonetet mondani. Nagyon halas vagyok Fried Katalin tandrnének
a Latex hasznalataban nyujtott felbecsiilhetetlen értéki segitségéért, a dolgozat végss for-
méjat tandcsainak készonhetem. Kdszonettel tartozom tovabbd Vu Ha Vannak, aki értékes

megjegyzésével segitett hozz4 egy bizonyitas teljessé tételéhez.
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