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Budai Kinganak, hogy mindig mellettem allt.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Bevezetés, a dolgozat célja

A dolgozat témaja az idOsorok osztalyozasa. A bevezetés soran attekintem ARMA,
ARIMA, FARIMA folyamatokat, majd a zajjal megterhelt FARIMA folyamato-
kat. Ez utan a spektrum, a spektrum-becslés, periodogram témakore kovetkezik,
aztan a tavolsagok, majd a 6. fejezetben a spektrum altalanositasanak lehetdségei,
a kvantilis spektrum. Végiil ezeket alkalmazva elemzem és osztalyozom az ESI
1985.01-t61 2013.04-ig tarté havi adatsorat. Befejezésképpen az eredményeket be-

mutatom.
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1.2. Bevezetés, idosorokrdl altalaban

A matematikai statisztika egyik meghatarozé részét képzi az idésorok elmélete, mo-
dellezése. Az iddsorok gyakorlati modellezése az 1980-as évektdl indult rohamos
fejlodésnek. A kapott eredmények nagy hatéssal voltak az eloszlas-elméletre és az
okonometriai ismeretekre is. Egyre inkabb elterjedt az idoben nem allandé vagy-
is nem stacionarius (példaul idében névekvo) valtozokkal torténé modellezés, és

mindez kihatott nemcsak az idésorelemzésre, hanem az egész statisztika fejlodésére.

L A Fotex arfolyama, 1991-2012 (havi adatok)
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1991.07
19932.04
1993.01
1993.10
1994.07
1995.04 1
1996.01 7
1996.10 7
1997.07 7
1998.04
1999.01 7
1999.10 7
2000.07 7
2001.04 7
2002.01
2002.10
2003.07
2004.04
2005.01
2005.10
2006.07
2007.04 7
2008.01 7
2008.10 7
2009.07 7
2010.04 7
2011.01
2011.10 7

1.1. ABRA. Példa egy iddsorra, Fotex arfolyama, 1991-2012, havi adatok

Olyan esetekben, amikor az egyes megfigyelések idében nem feltétleniil fiigget-
lenek, valamint az egyes megfigyelési elemekre az azonos eloszlas hipotézise sem
érvényes, célszerl lehet az elemek idobeni Osszefliggését feltételezni is vizsgalni.
Tehat az egyik alapgondolat a megfigyelések kozti idobeni kapcsolat, 0sszefliggés.

Az ilyen Osszefliggések feltérképezésére sziilettek a kiilonboz6 idésormodellek. Az



1.fejezet Bevezetés 7

ilyen modelleknek mind az az alapgondolata, hogy a megfigyelések adatsora tu-
lajdonképpen egy véletlen folyamat, és amely folyamat valtozasait és alakuldsa

kovetkezd tényezok hatarozzak meg:

e Trend: a valtozdsok hosszabb tavi alapirdnya, tendencidja (Jele: T)

e [smétlodo komponensek: a trend koriili szabélyszerti ingadozast irjak le:
— Rovid tdvon: Szezonalitas (Jele: S)

— Hosszabb tédvon: Ciklikus hatds (Jele: C)

e Zaj: véletlen tényezokkel Osszefiiggs szabalytalan ingadozas.

A fent emlitett modellosszetevok az tgynevezett 'determinisztikus’ idésorelemzés
elméletéhez tartozik, ami azon alapszik, hogy az idésorok alakulasa megkozelitoleg
megfejthetd és leirhatd. Ez a gondolatkor vezet a dekompoziciés modellek felé,
amik a fenti felsorolasban bemutatott komponensekre probaljak bontani az idésort,
ugy mint trend, ciklus, szezonalitds és a zaj. A véletlen tényezo a ciklikus kompo-

nens és a zaj.

A masik ’irdnyzat’ a sztochasztikus idésorelemzés, ami pedig attol tér el az el6z6t6l,
hogy itt a modellre hatd véletlen, és az igy kialakulé értékekre a véletlennek a
késébbiekben is hatdsa van, és igy az idésor idobeni alakuldsat is befolyésolja.
Ezért ugy is szoktdak mondani, hogy az id6sor idébeni alakuldsaban 'éngenerald’
folyamatok is érvényesiilnek, tehat az adott idopontbeli véletlen befolyassal bir
a késébbi értékekre is, igy a véletlen komponensnek folyamatalakité hatasa van.
Ez az irdnyzat sikeresen érvényesiil a kiillonboz6 kozgazdasagi, pénziigyi idésorok
modellezésében, kiilonosen rovid tavon. Ez utobbi a sztochasztikus modellezés
része, illetve folytatasa a ”determinisztikusnak” egyrészt a ciklus, masrészt a zaj

vonatkozasaban.
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Az idGsorelemzés feladatai kozé tartozik: a folyamatot leiré modell becslése, elérejelzése.
Az esetleges zavard tényezok kisziirése és a véletlen meghatérozasa. A zaj nélkiili

folyamat, illetve a zaj meghatarozasa.

Az idésorok egyik alapmodellje az ARMA (autoregressziv mozgdatlag modell),
ennek kiterjesztettje az ARIMA (integralt autoregressziv mozgdatlag modell) és a

FARIMA (frakciondlisan integralt autoregressziv mozgdatlag modell).



2. fejezet

ARMA, ARIMA és FARIMA

folyamatok

2.1. Bevezetés

2.1.1. Ido6sorelemzés alapfogalmai

Ezt a fejezetet Dr. Markus Laszlé egyetemi jegyzetére tamaszkodva targyalom.
Bevezetésképpen idésorelemzés alapfogalmait ismertetem, illetve az ARMA mo-

dellt, valamint végezetiil ratérek a zajos ARIMA és FARIMA folyamatokra.
Akkor kovetkezzenek az alapfogalmak.
2.1.1. Definicié. X, Xy, X3, ... valosziniséqgi vdltozok sorozatdt idésornak hivjuk,

ha az indexparaméter a méréseket sorrendbe rendezi, példdul iddsorrendbe.

Az id6sor egymas utani allapotai, értekei Gsszefligghetnek. Az id6sor valamilyen

folyamat idébeni fejlodését irja le.
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2.1.2. Definicié. Az autokorreldcio figgvény (ACF):

OX(t)0X(s) IX ()T X (s)

2.1.3. Definicié. X; folyamat, t = 1,2,3, ..., gyengén staciondrius, ha E (X) =
konstans, az autokovarianciafiiggvény pedig: cov(Xy, Xs) = R(t — s) csak a (t —s)

tdopontok kiilonbségétol fiigg.

2.1. Megjegyzés. A gyenge stacionaritdst mdsodrendben stacionaritdsnak is ne-

vezhetjuk.

2.1.4. Definicié. X, folyamatot erdsen staciondriusnak hiviuk, ha a véges dimen-
2108 eloszldsai idoben eltolds invaridnsak, vagyis minden l-re, n-re ésty, ta, ts, ..., ty-

re az (Xt17 Xt2>Xt37 "'ath) ~ (Xt1+l7Xt2+la Xt3+l7 -":thJrl)-

2.1.5. Definicio. X, folyamat k-adrendben staciondrius, ha legfeljebb k-adrendi

vegyes momentumai k-adrendben eltoldsinvariansak.

2.2. Megjegyzés. Ha erdsen staciondrius eqy iddsor, akkor minden k-ra k-adrendben

stactondrius, és X; folyamatot eloszldsa dllando.

2.3. Megjegyzés. A stacionaritds tulajdonsdga ugy is értelmezhetd, hogy az iddsor,
mint eqy véletlen folyamat dltal meghajtott dinamika, az idd elérehaladtaval, hosszi
tavon stabil egyensulyi helyzetbe kerul. Tehdt a stabilitdas miatt a stacindrius

1dosorok rovid tavon megbizhato modon elorejelezhetoek.

2.1.6. Definicido. Az iddsorokndl az egyes idépontbeli értékek kozti kovariancidt

autokovariancia figguénynek hivjuk, jeldlése: cov(X (t), X(s)) = R(t,s). De szoktdk
még igy is jelolni C(t,s),y(t,s) vagy B(t,s). Staciondrius idésorndl R(t,s) =

R(t —s), és Rx(0) = 0% = D*X(t) = D*X(t + h).
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2.1.2. ARMA folyamatok

Az id6sorelemzés elméletében és gyakorlatdban az autoregressziv és mozgoatlag
(ARMA) folyamatok az 1970-es évektél nagy jelentGséget kaptak, mivel az AR-
MA folyamatok matematikailag jol kezelhetéek, és a gyakorlatban el6forduléd és
stacionarius viselkedést koveto véletlen folyamatok nagy része jol kozelithetd és
leirhato veliik. Ilyen folyamatok lehetnek akar gazdaséagi, biologiai, ipari, kémiai

és egyéb folyamatok is. fgy az ARMA folyamatok felhasznélasa valéban széleskorti.

Az ARMA folyamatok a linedris folyamatok csaladjaba tartoznak, ugyanis ilyen
alakban allnak elo:

S aeq_gahol t € Z és e; fehérzaj folyamat.

1=—00

2.1.7. Definicié. Az (t) folyamat figgetlen értéki zaj, ha a folyamat varhato

értéke 0 és e(t) figgetlen, azonos eloszldsi valdszintiségi vdltozdk (réviden jelolve:

ii.d.).

2.1.8. Definicié. Az e(t) folyamat fehérzaj, ha a folyamat vdrhato értéke 0, azo-
nos eloszlasu minden t-re és korreldlatlanok (nem feltétlendil fiiggetlenek). Ha £(t)
folyamat normdlis eloszlasi, akkor a korreldlatlansdg megegyezik a figgetlenséggel.
A fehérzaj folyamat autokovariancia figgvénye: R(0) = o2, R(t) = 0 minden

T > 1.

2.4. Megjegyzés. A fiiggetlen értékii zaj erdsen, a fehérzaj pedig gyengén staci-

oNarius.

2.1.9. Definicié. Az e(t) sztochasztikus folyamat Gauss fehérzaj, ha minden t-re

2

fuggetlen és mnormdlis eloszldsi nulla vdrhato értékkel valamint véges o varian-

cidval.
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2.1.3. Autoregressziv (AR) folyamatok

Az autoregresszivitds arra utal, hogy a folyamat részben a sajat multjatol is fiigg,

igy felirhaté a sajat multjanak linedris regresszidjaként is.

Jelolés: barmilyen folyamat indexelésénél az alsé index és a zardjeles index ugyan-
azt jelenti, példaul:

x(t) = zy.

2.1.10. Definicié. Elsérendi; autoregressziv folyamat AR(1) : X (t) = aX(t—1)+
o.-e(t). Aze(t) -k fiiggetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi valtozok. Leggyakrab-
ban az £(t)-k N(0,1)-ek. Az X(t) folyamat vdrhato értéke 0, és X(t — 1) és (t)
figgetlenek, vagyis £(t) és az X (t) mailtja figgetlenek.

Igy mivel a folyamat miltja figgetlen az e(t)-tol, ezért az X (t) szordsnégyzete az
X(t—1) és az e(t) szdrdasnégyzetének az dsszege lesz:

DX (t) = &®*D?X (t — 1) + 02 D?e(t).

Ha van staciondrius megoldds, akkor a stacionaritdsbdl kifolydlag D*X (t) = D*X (t—
1). Ebbél kévetkezik, hogy:

0% = a?0% + 02, ahol 0% = D*X (t).

A fenti egyenldséget dtrendezve azt kapjuk, hogy:

0—3( = % > 0.

Ebbél adodik,hogy akkor és csak akkor létezhet staciondrius megoldds, ha || < 1.

Magasabb rendii autoregressziv folyamatok

Maésodrendii autoregressziv AR(2) folyamat:

X(t) = X(t—1)+ aX(t—2)+o0.c(t).
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A p-edrendii autoregressziv AR(p) folyamat:

X(t)=a X(t—1)+aX(t—2)+ -+ a,X(t —p) + 0-(t).
Az egyenlOség atrendezve:

X(t) = Do X (t— k) =>4 Xt — k) =o0.-e(t),

ahol ag = 1 és aj, = —ay,.

2.5. Megjegyzés. Az AR folyamat karakterisztikus polinomjat P(x)-szel szokds
jelélni. Az:

X(t) =2k X(t—k) =30 Xt —k)=o0.-€(t)

egyenlettel felirt p-ed rendi AR folyamat karakterisztikus polinomja:

Plr) = Y4y awat.

2.6. Megjegyzés. Az AR(p) egyenletnek akkor és csak akkor van egyértelmi sta-
ciondrius megolddsa (inditdsa), ha P(z) karakterisztikus polinom gydkei az eqység-
koron kivil vannak. Ha gyengén staciondrius folyamat Gauss folyamat, akkor

erdsen stactondrius 1s.

2.1.11. Definicié. Jeloljuk B-vel vagy L-lel az eltoldas vagy késlelteté vagy hdtra-
lépetetd operdtort, ami a folyamat értékeit iddben lépteti vissza, a kovetkezok sze-
rint:

BX(t)=X(t—1), B2X(t) = X(t — 2) és igy tovdbb.

2.7. Megjegyzés. (>_7_,axB") X (t) = &(t), dtrendezve:
X(t) = (koo B") ™ - £(1).
Természetesen a fenti sor csak akkor irhatd fel, ha a >~ _, apBk-nek létezik in-

VETZE.
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2.1.4. Mozgdatlag (MA) folyamatok

Az ARMA folyamat mésik ’6sszetevije’ a mozgoatlag folyamat.

A mozg6 dtlag arra utal, hogy a linedris regresszié hibatagja az £(t) mozgé atlaga,
vagyis a jelen és a mult linedris kombinécidja. A gyakorlatban az e(t) egytitthatéi
nem sziikségképpen pozitivak, és az Osszegiik sem feltétleniil 1, igy az elnevezés

nem teljesen pontos, hiszen nem valodi atlagrél van szé.

2.1.12. Definicié. g-adrendid mozgodtlag MA(q) folyamat:

X(t) =bo-e(t) +Pr-et =1) 4+ Fy-£(t —q)

ahol £(t) fehérzaj vagy specidlisan Gauss fehérzaj.

2.8. Megjegyzés. A linedris folyamatok felirhatoak oco-rendi mozgddtlag folya-

matként.

2.9. Megjegyzés. X(t) MA folyamat autokovariancia-fiiggvénye a kivetkezdképpen
alakul, ha €(t) Gauss fehérzaj nulla varhato értékd, 1 szdrdsnégyzettel:

R(r) = B(X(t) - BX(t + 7)) - B(X(1)) - B(X(t + 7)) = B(X(1) - B(X(t + 7))
mivel ha E(e;) =0, akkor E(X(t)) = 0 is igaz.

R(7) kovariancia elédllithato igy:

R(1) =cov(X(t),X(t+71))=E(X(t) - E(X(t+71))) =

=cov(Bo-e(t) +Pr-e(t—=1) 4+ ;- et —q),fo-e(t+7)+fr-et+7—1)+
e Byre(t+T—0q) =

=Bo-Br+B1-Brat+ B Broat -+ Brg By

2.10. Megjegyzés. R(T) tényleg nem figg az idétdl, t-t6l, igy X (t) staciondrius.

2.1. Tétel. Ha a R(7) autokovariancia-fiigguényre teljesil az elézd elddllitas, ak-
kor van olyan MA(q) folyamat, hogy az autokovariancia-fiigguény egyiitthatéi pont

a fenti felbontds B paraméterei.
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Ha X(t) staciondrius Gauss-folyamat és a vdrhato értéke 0, valamint ha T > q-ra

R(7) =0, akkor X (t) eqy MA(q).

Egy M A(q) X(t) folyamat karakterisztikus polinomja Q(x):

Q(x) = Bo+ Brx + Par? + -+ + Byt

A fenti definicié szerint X (t) = By -e(t) + f1-e(t — 1)+ -+ B, - (t — q).
Vagyis X (t) = Q(B)e(t) = (8o + p1B + B2B* + - - + 3,B)e(t), ahol
Be(t) =e(t—1).

Igy ha (Q(z))! = > 2o ajr’ sor konvergens, akkor (Q(B))™' = Y2 ;B is
létezik, és igy €(t) megadhaté Z;io a; X (t — j) alakban, vagyis X (¢) MA(q)-nak

létezik AR(o00) eldallitasa.

2.2. Tétel. > 77 a; X (t — j) akkor és csak akkor konvergens, ha a Q(x) karakte-

risztikus polinom gyokei az eqységkoron kivul vannak.

Az el6z6ekbdl is lathaté az AR(oco) és a M A(oo) 'dualitdsa’. MA(q)-nak létezik
AR(00) el6allitasa, akkor X (t) MA(q) folyamat invertélhatd, és X (t) akkor és csak
akkor invertalhato, ha a karakterisztikus polinom gyokei az egységkoron kiviil van-

nak.

2.1.5. ARMA folyamatok
2.1.13. Definicié. Y 7_jap X(t —k) =D 7 _ Bme(t —m)

A két karakterisztikus polinom P(z) és a Q(z).
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2.3. Tétel. Ha az AR folyamat karakterisztikus polinomjdinak, P(x)-nek, a gyokei
az eqységkoron belil helyezkednek el, akkor létezik staciondrius ARMA folyamat,
és ennek eldallitisa M A(c0).

Ha pedig a MA folyamat karakterisztikus polinomjanak, Q(z)-nek, a gyikei az

egységkoron kivil helyezkednek el, akkor a folyamatunknak AR(o0) eldallitdsa létezik.

2.11. Megjegyzés. Az M A(c0) eldallitdisihoz a gg kell, mig az AR(c0) meg-

hatdrozasdhoz pedig ennek reciproka a % hatvanysor elddllitdsa sziikséges.
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2.2. ARIMA folyamatok

Az ARIMA folyamatok egyfajta altalanositasat vagy kiterjesztését jelentik az AR-
MA folyamatoknak.

Az ARIMA folyamat ’jelentése’: autoregressziv integralt mozgodatlag folyamat.
Paraméterezése: ARIMA(p,d,q), ahol a d jelenti az integraltsdgnak a fokat. Az
ARIMA folyamatok bevezetésére azért van sziikség, mert nem mindig stacionéarius
a folyamatunk. Ugyanakkor lehetséges, hogy ha a folyamat egy ARIMA(p,d,q)-t
d-szer differencidlunk, akkor mar stacionarius folyamatot kapunk. fgy a modellbdl

eltintethetd a nem staciondrius rész.

2.2.1. Definicié. X (t) ARIMA (p,1,q) folyamat, ha az eqyszeres kilonbségképzéssel
kapott 1j folyamat: Y (t) = X(t) — X(t —1) = (1 — B)X(t) ARMA folyamat.

2.12. Megjegyzés. Az ARIMA(p,1,q)-ndl a differencidldssal a nem stacionaritdst

okozo (lokdlis) linedris trend tintethetd el.

2.2.2. Definicié. X (t) ARIMA(p,d,q) folyamat, ha a d-szeres differencidltja, az
i Y(t) = (1 — B)X(t) folyamat ARMA.

2.13. Megjegyzés. Az ARIMA(p,d,q)-ndl d-szeres differencidldssal a d-edfoki

polinomidlis trend tintetheto el.
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2.3. FARIMA folyamatok

A FARIMA (frakciondlisan integralt autoregressziv-mozgdatlag) folyamat vagy
szoktak még ARFIMA-nak is hivni, az ARIMA(p,d,q) folyamat kiterjesztése vagy
altalanositasa ugy, hogy a d-vel jelolt integralasi paraméternek nem kell egész
szamnak lennie, vagyis frakciondlisan (tort) integrélt lesz a folyamat. A FARIMA
modelleknek nagy a jelentéségiik a hosszii-memoriajia idosorok leirdasanal. Mi a

hosszi memoria? Egy kis kitérd kovetkezik.

Hosszt emlékezetii folyamatok

A hossziu emlékezeti folyamatokat az autokovariancidjuk viselkedés kiilonbozte-
ti meg a rovid emlékezetii folyamatoktdél. A hosszi meméridju folyamatoknal az
autokovariancia-fliggvény nem exponencialis lecsengésii, hanem anndl lassabb (hi-
perbolikusan cseng le), igy "mutatja a hosszitéavu Osszefiiggést”. A Hurst-egytitt-
haté mutatja a hosszi emlékezetiiség mértékét. A Hurst-egyiitthatd 0 és 1 kozott
mozog, ha 1/2-del egyenld, akkor nem hosszi emlékezetli a folyamat, és minél

kozelebb van az 1-hez, annal inkabb hosszi emlékezet az adott folyamat.

Tobbféle megkozelitése 1étezik a hosszii emlékezetliség definidlasara, igy tobbféle
definici6 1étezik ra (ezek tobbé-kevésbé ekvivalensek egyméssal). En kétféleképpen

fogom definiélni.

2.3.1. Definicié. X (t) véges szordsu, staciondrius folyamat, az autokorreldcio
figgvénye, r(k). Ekkor X(t) hosszi emlékezeti folyamat, ha

limysoe S, r(R)] = 0.

2.3.2. Definicié. X (t) véges szdrdsu, staciondrius folyamat, az autokovariancia
figgvénye, r(k), hiperbolikusan lecsengd, és létezik spektralsiiriség-figguénye, jele:
©(N), valamint létezik 0 < < 1 és d > 0 konstansok, hogy:

limz\—>0 % - ]-7
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tehdt a spektrdlsiriség-figguénynek létezik 5-rendi polusa 0-ban (p(0) = oo). Ek-

kor X (t) hossziu emlékezeti.
2.14. Megjegyzés. H = % és 1/2 < H < 1, ahol H a Hurst-egyiitthato.
2.1. Allitas. H a Hurst-egyiitthato, 0 < H < 1.

2.3.3. Definicié. X(t) d-ed rendben integrdlt folyamat vagy I(d)-beli, ha —1/2 <
d<1/2ésY(t) = (1—B)X(t), ahol Y (t) folyamat staciondrius, pozitiv, korldtos

spektruma van minden frekvencidn.

2.15. Megjegyzés. Ha —1/2 < d < 0-ra E::io Ir(k)| < oo, akkor X (t) folya-

mat rovid memoridji.

Frakcionalis Brown mozgas

Legyen B(t) Brown mozgés, azaz B(0) = 0, figgetlen novekményti, 0 < t5 < t; <
ty < -+ < ty-re B(ty) — B(ty), B(t2) — B(t1),... B(t,) — B(t,—1) fiiggetlenek és
B(t)—B(s) ~ N(0,t—s), s <t, E(B(t)) = 0 minden t-re, folytonos trajektériaju.
Ennek (maésik) ekvivalens definicidja: B(t) Brown mozgds, ha 0-bdl indulé Gauss

folyamat, F(B(t)) = 0 minden t-re és cov(B(t), B(s)) = min(t,s) =t A s.

2.3.4. Definicié. W(t) Gauss folyamat, ha minden n-re és minden ti, ..., t,-re

éscry....cnp € Rre Y " ;W(t;) normdlis eloszldsi.

Legyen Bp(t) frakciondlis Brown mozgds H paraméterrel. Bpg(t) staciondrius
novekményti Gauss folyamat, EBy(t) = 0, D*Bg(t) = t*H,

cov(By(t), Bu(s)) = 5 (7 + 2 — |t — s|*H).

A By(t) frakciondlis Brown mozgds névekményei: Bpy(s) — By(u), By(t) és
By (s) — By(u) kovariancidja:

cov(Bg(t), By(s) — By (u)) = cov(By(t), Bu(s)) — cov(Bg(t), Bg(u)) =

— %(t2H+S2H _ |t— 8|2H _t2H —U2H+ |t—u]2H) —
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= L2 |t — o2 — 2H 4 [t — uf2H) = L(s27 — 27 — [(t — 5)2H — (t — u)2)),
ha s <u <t

Ha H = 1/2, akkor kovariancia 0, ha H > 1/2, akkor a kovariancia nagyobb, mint
0.

A frakciondlis Brown mozgas nem fiiggetlen novekményti.

By (t) frakciondlis Brown mozgés felirhaté a kdzonséges B(t) Brown mozgas 1/2 —

H rendt frakcionalis derivaltjaként.
t

2.16. Megjegyzés. H = 1/2, akkor Brown mozgdst kapunk.

Frakcionalis fehérzaj

2.3.5. Definicié. £(t) = By(t) — By(t + h), ekkor X (t) folyamat frakciondlis

fehérzaj, és By (t) frakciondlis Brown mozgds novekményeivel egyenld.

A frakcionalis Brown mozgas novekményei hosszii memériaji folyamatok. A Brown
mozgasbol a diszkrét fehérzaj adodik, a frakcionalis Brown mozgasbdl pedig a mar
fent definidlt frakciondlis fehérzaj. Ha 1/2 < H < 1, akkor hosszi emlékezeti
stacionarius folyamat lesz.

A frakcionalis fehérzaj eléédllithaté d = H — 1/2-del:

(1= BY(&(t) — ) = =(t),

ahol e(t) fehérzaj, Fe(t) = 0, D*(e(t)) = 02 és Ele(t)e(s)] = 0,

és £(t) gyengén staciondrius frakciondlis fehérzaj.

Az egyenlet alapjan &(t) I1(d)-beli.

2.17. Megjegyzés. (1— B)* =57, (Z)(_B)k

_ oo [IEZj(d—a)(=B)F
- k=0 k!

=1-dB+ % Up2
2.18. Megjegyzés. £(t) frakciondlis fehérzaj variancia-fiigguénye:

R(0) = D2(£(1) = Ug _ g2L0-2d)

eI2(1—-d)
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&(t) frakciondlis fehérzaj k-adrendd autokovariancia-fiigguénye:
2 _ 9 T(k+dT(1—2d)
R(k) = o¢r(k) = o T(k+1—d)T(1—d)T'(d)

T (k+d)T(1—2d)
- d) T(kt1-d) ’

ahol r(k) &(t) k-adrendi autokorreldcid-figguénye.

&(t) frakciondlis fehérzaj korreldlt folyamat, elsérendli autokorrelacié-fiiggvénye:

. ., d(d+1
r(1) = 1%(1’ méasodrendii: 7(2) = —(1_(61)7(;2(1)
T(k+d)T'(1—d)

k-adrendi autokorreldcié-figgvénye: r(k) = T d i)

2.19. Megjegyzés. A Stirling- formulabol ha k — oo, akkor F(Zi‘z)) ~ k27t ebbdl

r(k) ~ konstans - k**~! = konstans - k>H=1),

2.2. Allit4s. &(t) spektralsiriség-figgvénye:
FO) = G — e,
kis frekvencidkon:

f(\) ~ konstans - X2 — oo, ha A — oo és d > 0.

2.3.1. FARIMA modellek bevezetése

Az ARIMA modellnél az integrélt részt a (1 — B) adja, ahol B a visszaléptetd
operator.

(1-B)>=1-2B+ B? ahol B*X(t) = X(t — k)
(1-B?2X(t)=X({t)—2X({t—1)+ X(t—2)

Frakcionélis modell esetén (2.18.Megjegyzés szerint):

(1-B) =50 (H)(-B)

k

— Hfiédax B)

—1-dB+ 4B
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FARIMA (0,d,0)

Ez a legegyszeriibb FARIMA modell. Jelolje X (t)-vel a FARIMA(0,1,0) folyama-
tot.

Ekkor (1 — B)?X (t) = &(t), ahol &(t) fehérzaj,

masképpen:

X(t) —dX(t—1)+ DXt —2) — .. =£(t)

A FARIMA(0,d,0) frakciondlis fehérzaj, ha d = H — 1/2. A FARIMA(0,d,0)
spektralsiiriiség-fiiggvénye:

FA) = (1/2m)(2sin()/2)) 2.

FARIMA (p,d,q)

A FARIMA(p,d,q) az ARIMA(p,d,q) ”altalanositdsa”, hogy d ¢ Z.

a(B)(1 - B)?X(t) = B(B)e(t)

a(B)X(t) = (1 - B)"B(B)e(t).

A frakciondlis fehérzaj bekezdésénél, az el6zéekben £(t)vel jeloltem a frakcionalis
fehérzajt és £(t) = (1 — B)~%(t), £(t). Ezt felhasznalva a fenti egyenlet atirhato:
a(B)X (1) = B(B)E().

A fenti egyenletekbdl lathatd, hogy egy frakcionalis fehérzajbdl generalt ARMA
folyamat egy FARIMA folyamattal egyezik meg.

A FARIMA folyamatok hosszi emlékezetiiek.

A FARIMA folyamatok autokovariancia- és autokorrelacio-fliggvényét bonyolult
meghatarozni. De &(t) frakcionalis fehérzaj eléall igy: &(t) = (1 — B)~%e(t),
valamint o(B)X(t) = B(B){(t), igy ezt felhasznalva X(t) FARIMA folyamat
autokovariancia-fiiggvényét tgy hatarozzuk meg, hogy el6szor az ARIMA kova-

rianciajat meghatarozzuk és ezt "kombindljuk” a frakciondlis fehérzaj autokovari-

anciajaval.
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2.20. Megjegyzés. X (t) FARIMA folyamat R(k) k-adrendi autokovariancidja:
R(k) = 37120 0;0. R (k—j—1), ahol R*() §(t) frakciondlis fehérzaj autokovariancia-

fugguénye.

2.3. Allitas. FARIMA spektralsiriség-figgvénye:
2 1B(e o—iA—
FO) = FLEEDR ) i

27 |af

Kis frekvencmkm ha X — 0, akkor

f()\> = 27r a2 )\ 2

2.21. Megjegyzés. A spektralsiriiség-fuggvénynek a fenti képlet szerint 0-ban

polusa van. FARIMA (p,d,q), d = H — 1/2, hosszi memdridji folyamat.

2.22. Megjegyzés. FARIMA folyamatokndl d hatdrozza meg a hosszu tavi visel-

kedést, p és q paraméter pedig a rovid tdvi viselkedést.



3. fejezet

Spektrum és periodogram

3.1. Bevezetés

3.1.1. Bevezeto fogalmak

A spektrum fogalma el6szor a fizikdaban bukkant fel, ahol a fény felbontasanal je-
lent meg. A spektrum ”szinképet”, 7imazst”, ”jelenést” jelent. Klasszikus példa
a prizman dthaladé (fehér) fény, ami kiilonb6z6 (szinii: piros, kék, zold,...) frek-

venciaju hullamokra bomlik.

Prizma

3.1. ABRA. Prizméra esd fény kiilonboz6 szinekre torténd felbomlésa

25
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Tehat a fiiggvények felbonthatoak kiilonbozé frekvenciaju szinusz és koszinusz
fliggvények kombindcidjara. A spektrum felfoghaté egyfajta stirtiségfiiggvényként,
ami azt mutatja meg, hogy az egyes frekvencidju komponensek milyen inten-
zitassal, gyakorisdggal jelennek meg (kiilonboz6 frekvencidk eléforduldsénak gya-
korisdga). Vagyis azt mutatja meg, hogy egy adott frekvenciaju periodikus kom-
ponens mekkora sillyal jarul hozza a megfigyelt folyamathoz, idésorhoz.

Tehat a periodikus fiiggvények felbonthatoak kiilonbozé frekvencidju szinusz és

koszinusz fiiggvények kombindcidjara.

Alapfogalmak

3.1.1. Definicio. Jeloljik T-vel a periodusidot, ami eqy periodus lefutdsdnak ideje.

3.1.2. Definicié. Frekvencia, jele: f, azt mutatja meg, hogy adott iddeqység
(példdul 1 mdsodperc) alatt hdny periddus fut le, ismétlédés gyakorisaga.

f= %, ahol T jeloli a periddusiddt.

A szinusz-fiiggvény periédusa: T = 2m. A frekvencia a hullamhosszal forditottan

aranyos, igy f a sebesség és a hullamhossz hanyadosaval is definialhato.

3.1. Megjegyzés. f = %, ahol v jeloli a sebességet, \ pedig a hulladmhosszt.

v
2\

3.1.3. Definicié. A hullamhossz, \, azonos fdzisu pontok tdvolsagdt jelenti.
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Hullam

J=hullémbossz

A = amplitédo

kilérés

tavrolsag —————*

3.2. ABRA. Hulldmhossz és Amplittidé
3.1.4. Definicioé. Jeloljik A-val az amplitudot. Ez a nyugalmi helyzethez képest
meért legnagyobb kitérés, A > 0.
3.1.5. Definicié. Korfrekvencia jele: w,és w = 2w - f, ahol [ a frekvencia.

3.2. Megjegyzés. Fazis a folyamat perioduson belili pillanatnyi dllapota.

A szogsebesség jele, w, ami a sebesség = 2t definicié szerint: w = $20selfordulds
T id6 id6

3.3. Megjegyzés. A szigsebesséqg masképp szogfrekvencia, amit az azonos jelolés

mutat, vagyis a korfrekvencia jele is: w.

3.1.6. Definicié. Korfrekvencia: w = 2%, ahol T a periodusidd.

3.1.7. Definicid. Fizisszog, jele: ¢, eqy adott idopontban p = py+ w - t, ahol ¢q

a kezdd szog, t pedig az eltelt 1do.

3.4. Megjegyzés. A szogelfordulds az ut, vagyis szogelfordulds = sebesséqg - ido.
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----- EE

3.3. ABRA. Fézis és a fazisszog.

Altalanos bevezetés

A szabdlyos, ciklikus folyamatokat szinusz-, koszinusz fliggvényekkel le lehet irni:
yy = A - cos(At — ),

ahol az el6z6 részben mér definialt fogalmakkal talalkozunk,

vagyis A az amplitido, ¢ a fazisszog.

Legyen a frekvencia jele most .

3.5. Megjegyzés. A frekvencia forditottan ardnyos a hullamhosszal.

A szogfiiggvények argumentuma kiilonféleképpen megadhatd, tehat a szinusz-, ko-
szinusz fiiggvények argumentuma, azaz sin(z), cos(x), = € [0, 1] vagy = € [0°,360°]
vagy x € [0,27] (radidn).

Valamint cos(x) = sin(z + §).

Tehat:
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yy = A - cos(At — @) = acos(At) + bsin(At)

3.6. Megjegyzés. Az amplitidd, A = v/ a? + b2.

A trigonometrikus rendszer ortogonalis rendszert alkot a folytonos periodikus
fliggvények terén, vagyis:

1, cosx,sinx, cos 2z, sin 2x, . . . cosnx, sinnz ... ortogonalis rendszer alkot.
Ortogonalis (két dimenziéban merdleges: skaldris szorzat=0), vagyis paronkénti
szorzat integralja nullaval egyenld.

Legyen f egy periodikus, vagyis f(t) = f(t+ k- T), ekkor f fiiggvény el6éllithat6
igy is:

f(t) =37 (an cos(tA,) + iby, sin(th,)).

3.7. Megjegyzés. ¢'* = cos(x) + i - sin(x)
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3.2. Spektrum

3.2.1. Definicié. X(\) =| [ z(t)e"*Mdi|?
x(t) folyamat Fourier transzformdltjinak abszulit értékének négyzetét nevezzik

spektrumnak.

3.2.2. Definicié. fi(\) =>7° _ R(l)e 2
R(l) X, iddsor l-edik autokovariancidja, azaz R(l) = cov(Xy, Xiy), A a frekvencia

jele és A € [0,1].

3.2.3. Definicié. fy(\) = % Z;’iioo R(l)e‘i’\l,
R(l) X; iddsor l-edik autokovariancidja, azaz R(l) = cov(Xy, Xiyy), A pedig a

frekvencia és X\ € [0, 27].

A két definicié ekvivalens egymaéssal.

3.8. Megjegyzés. fi(\) => 2 _ R(l)e A
fi(A)
(A)
fa(A)
ROV = [ i

2 10,1] = R figguény,
= L L RO

0,27] = R fiiggvény. A két fugguény integrdalja eqyenld, azaz:

P

o o .

o R()e 2™ AdN = Zfﬂ(% S R(De™M)dA.
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3.3. Spektrum becslése, a tapasztalati autokova-
rianciabdl

A spektrum becslésénél a spektrum definicidjat f(A) = > 2 R(I)e”*™* hasznéljuk
fel gy, hogy R(l) autokovariancia helyére a tapasztalati autokovarianciat, R(l)

irjuk be.

3.1. Allitas. A periodogram jele: I(N), és a Fourier-transzformdcid négyzetes

alakjaként irhato fel.

3.9. Megjegyzés. Esetinkben a I(\) periodogram a diszkrét Fourier-transzformdacic

négyzetes alakja \ = % frekvencidval.
3.10. Megjegyzés. \ = % Fourier frekvencidnak nevezziik.

3.2. Allitas. E(I(\)) — f()\), ha a megfigyelés szém né, n — co. I(\) aszimp-

totikusan torzitatlan becslése f(\) spektrumnak.

3.1. Tétel. Ha X; iddsor autokovariancidjdra igaz az, hogy Y ;- __ |R(l)] < oo,
ekkor a spektralsiriség-figguény vagy spektrum igy definidlhato:
f) =37 R()e A minden X € R.

Legyen a tapasztalati autokovariancia a kovetkezoképpen definialva:

R(l) = %Z?;lll‘(xt+|l| — Z)(z; — T), minden —n < [ < n-te.

Az igy meghatarozott tapasztalati autokovarianciat beirva spektrum definicidjaba
ezt kapjuk:

FO) =S R(De ™M minden A\ € [—1/2,1/2] — re.

- l=—n+1
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Diszkrét Fourier-transzformacid

Definialjuk (x1, ..., z,) sorozat diszkrét Fourier-transzformaciéjat (X (o), ..., X (An_1))-
ként, azaz:

X(Ak) = 7 2y mee 20,

n

A, = k/n diszkrét Fourier frekvencia, k =0,1,2,...,n — l-re.
3.11. Megjegyzés. {\y : k=0,1,2,...,n— 1}, XA € [0, 1] diszkrét frekvencia.

3.12. Megjegyzés. Fourier-transzformdcio linedris transzformdcio.

Vegyiik a kovetkezo halmazt C" komplex téren:

{¢;:7=0,1,2,...,n—1}, ahol ¢; és ¢, ortonormalt n-dimenzids vektorok C"-en,
azaz:

1, haj==k

0, kiilonben
Ennek alapjan @ = (x1,29,...,x,) vektor eléédllithaté ebben az \j ortonormalt

bézisban:

x =310 (b)) ;.

Legyen most a

O, =¢€; = \/Lﬁ(e%“‘j ,e2m2N e2m3iA; - e2miAi ) dimenzids vektor.

Tehat vegyiik a kovetkez6 halmazt:

{e; = %(62’”“1', e A ™) 5 =0,1,2,...,n — 1}, ennek elemei orton-
ormaltak:

(e ex) = 3 Sy €2

n i k=g
= 3 S (em Dy

1, ha j =k
e (k—j
s Gemg) 1T

; “Mw N Cr) e

~e 1=~ o kiilonben
:

1, haj=k

0, kiilonben
\
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(A mértani sor 6sszeg képlete alapjan.)

Ezért x € C™ vektor igy all elo:
n—1
T = Zj:o (95,7) ¢;
n—1
= ijo (ej, ) €;

= Z;:ol X (Aj)ej, ahol X (A;) = (e;,x) a Fourier-bazis egyiitthatdja.

X () felbonthaté a kovetkezéképpen:
X(Aj) = (¢, 2)

= \/%7 Doy we TN

= \/iﬁ Y ory cos(2mtA)zy — z\/iﬁ Yoy sin(2mtA;)
= Xeos(Aj) — i Xsin(Ng),

ahol X5 és X, x vektor koszinusz- és szinusz ”transzformaéltja”.
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3.4. Periodogram

3.4.1. Definicié. I(\;) periodogram meghatdrozdsa a kovetkezd:

I(A;) = [X ()P

Tehat kifejtve:

I(N) = |X(N) P = 21 2ty e 2y =

CcoSs

frjuk fel most x komplex értékii vektor onmagaval vett skalaris szorzatat, azaz:
(x,x) = x*z, ahol x* az x vektor konjugdltjanak transzponéltja.

Tehat:

(w,0) = 27 = (]2 X(\)ey)" (=g X(Ay)ey) =

=S X P =000 I ().

Diszkrét eset. Ha x atlaga 0, akkor x tapasztalati variancidja ezzel egyenlo:

of =2 X af = 5 0 1),

Ehhez hasonléan x variancidja folytonos esetben igy néz ki:
1/2

0-:% = Rm(o) = f fm(/\)d)‘

—-1/2

3.13. Megjegyzés. I()\;) periodogram az f(\) spektrdalsiriség-figgvény diszkrét

vdltozata \; = 2 Fourier frekvencidra.

(A fenti megjegyzés szerint a A szerinti integral ”diszkrét valtozata” az ”}L > -

anak.)
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3.4.1. Spektrum becslése periodogrammal

3.3. Allitas. 4 periodogram, 1(\;), A\j = X, megegyezik a tapasztalati autokovari-

ancia Fourier-transzformdaltjaval, azaz f(\) spektrummal.

3.14. Megjegyzés. Kivétel, ha \g = 0 és x vdrhato értéke nem egyenlo 0.

A tobbi esetben mind igaz, azaz T = 0-ra és \j-re minden j =0,1,2,3,...,n — 1.

3.1. Bizonyités. I(\;) = |X(\;)]? = £| Y7, e 2™Nay|? definicid szerint
Tegyiik fel, hogy = dtlaga 0, azaz & = 0, ekkor & beirhato:

I00) = 250, 2 (2, — 2)f?

= (O e (ay — 7)) (), e (2 — 7))

=5 € T (2 — 7) (25— T)

R(l) tapasztalati kovariancia definicioja a kovetkezd volt:

R(l) = 15 (e — #)(2 — 2), ahol —=n <1 <n

Ezért:

I0) = L5, 0 (2, — ) (2, — 7)

Ha \j # 0, akkor Y 1 e 2™ =,

amit akkor ldttunk be, amikor a Fourier-bazis ortonormalitdsat igazoltuk, igy:

I(y) =0 Re~ 2™ = f(\)

- l=—n+1

3.4.2. A periodogram aszimptotikus viselkedése

I(\) periodogram n-tdl fiiggéen (a megfigyelésszam noévekedésével) E(I(N)) —
f(A), han — oc.

Legyen { X1, Xo,..., X,,} Gauss fehérzaj, azaz { X1, Xo, ..., X,,} elemei fiiggetlen

2

azonos eloszlast normadlisak 0 varhato értékkel és o* variancidval.

A periodogramndl definidlt X ,s(\;) és Xin(A;):

Xeos(Aj) = \/Lﬁ Yo cos(2mtA;)zy és
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Xein(Aj) = \/iﬁ Yo sin(2mtA )z,

Xeos(Aj) és Xgin(Aj) normélisak 0 varhaté értékkel.

Nézziik meg a varianciajukat:

Amit eddig tudunk:

X(Nj) = Xeos(Aj) — 1 X5in(A)), valamint

definicié szerint: I(\;) = |X(\)[* = X2,(\) + X2, (\)).
Ezeket felhasznalva:

Var(Xeos(A;)) = cov(Xeos (X)), Xeos(A;))

Ide beirva definicié szerint: X.os();) = \/iﬁ Y ory cos(2mtN;)
= cov(\/iH S cos(2mtN;) \/Lﬁ S cos(2mtN;)xy)

= %2 Sor cos?(2mtN;)

Megjegyzés: 2 cos?(a) = cos(2a) + 1 ezt haszndljuk fel, {gy tehdt:
= 25 (cos(dmth;) +1) = 2.

Hasonléan:

Var(Xen(\j) = %

A kovariancigjuk:

00(Xoos(A\)s Xain(N)) = 2 S0 cos(2mt ;) sin(2mt),)
=23 sin(dnt);) = 0.

Ehhez hasonléan a tobbi is O:

cov(Xeos(Aj); Xeos(Ax)) = 0,

cov(Xsin(A;), Xsin(Ag)) = 0 minden j # k-ra.

Tehat osszefoglalva:
ha {X1, X, ..., X,,} ~ N(0,0?) és f(\) = o2, akkor
Xeos(Nj) és Xy (X)) ~ N(0,62/2). Igy:

ZI(N) = Z(X2,(0) + X2, (M) ~ x3.
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Vagyis Gauss fehérzajra a periodogram y3-eloszldst.

Altalanosabban:

{X;} normalis eloszldsi folyamat vagy {X;} linedris folyamat gyorsan lecsengé
autokovariancidaval, valamint X..s();), Xgn(A;) aszimptotikusan fiiggetlenek és
normalis eloszldstiak 0 varhaté értékkel és 02/2 = f();)/2 variancidval. A frek-
vencia legyen most A, és n-re legyen A = j/n gy, hogy min; |A—j/n|, hasonléan
a Fourier frekvencidhoz.

Ekkor A™ — ).

Hasonlo feltételekkel: aszimptotikusan normalisak és fliggetlenek a ”szinusz, ko-
szinusz transzformaltak”, Xcos()\;) és Xsin(\;), igy fF(A™) = F(N).

Tehat esetiinkben, visszatérve a periodogramra:

~

. . c o d
7oyl (A™) = 355 (X2(A™) + X2, (M) = X3, azaz
%I (A™) closzldsban x2-hez.

Utolsé 1épés kovetkezik I() periodogram és spektrélsiiriiség-fiiggvény kapcsolatanak
clemzésében, mégpedig, hogy E(I(A™)) — f(N).
Tehat:
BI(™M)) = B(X2,(00) + X2, (A)
B 192 (X2, (A) + X2, (A®)))
N g

Yy 2
E(755(X2,(A™) + X2, (A)))
By

s

M‘

A)

.
—

I(A™)) — TN B (72 + 723) = f(N),

M‘

ahol, Z; és Zy ~ N(0, 1) fiiggetlen normélis eloszlasu valdszintiségi valtozok.

Tehét E(I(A™)) — f(\), n — oo.
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3.5. Fehérzaj, AR(1) és MA (1) folyamatok spekt-

ruma

3.5.1. A fehérzaj spektruma

Legyen {e;} fehérzaj folyamat, azaz azonos eloszlasu korreldlatlan valdszintiségi
valtozo.

Legyen E(e;) = 0 minden t-re.

R(0) = 02 és R(t) = 0 minden ¢ > (-ra.

A levezetéseknél a spektrum 2. a korabban felirt definicidjatt fogom hasznalni,

vagyis ezt:

3.5.1. Definicié. f(\) == >0 R(t)e ™, X € [0,2n]

Ekkor ¢, spektruma:

2

fo(N) = 5 22 R(t)e™ = 2.

3.5.2. AR(1) spektruma

AR(1) spektruma:

fx(N) =5 >0 R(t)e ™

= 5 [20 o R(De™ + 322 R(t)e ™ — R(0)]
= 5 RO Z g ale ™™ + 3% ale'™ — 1]

o2

megjegyzés: R(t) = R(0)a' = oka' és 0% = %=

2

_ 9% 1 1 o
T 27 [l—ae*”‘ + 1—aet? 1]

.. .. 173 7 7 . 2 7 124 7/ o
kozos nevezdre hozunk, 0% helyére befrjuk —=5-1 és egyszerfisitiink:

= s %]
2n(1—a?) l|1—aeir|2
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_ o 1
T 27 |1—aet |2

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

3.4. ABRA. AR(1), fentrél lefelé: periodogram, illesztett folyamat spektruma,
tényleges spektrum
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|
R T

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

3.5. ABRA. AR(2), fentrdl lefelé: periodogram, illesztett folyamat spektruma,
tényleges spektrum

3.5.3. AR(p) spektruma

AR (p) spektruma:
a2
Ix(N) = 52 pempe

o2 1

=% _ 1
27 [1—aet |2

P(e) AR(p) karakterisztikus polinomja.

3.15. Megjegyzés. P(X) =Y "1 _jagpaP™* =3P _ ape?P=h g =

ap=1¢ésa, = —ay
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3.5.4. MA(q) spektruma

MA(q) spektruma:
Fx(N) = SR,

ahol Q(e*) mozgdatlag folyamat karakterisztikus polinomja.

3.5.5. ARMA (p,q) spektruma

ARMA (p,q) spektruma:

o2 10(eiM)|2
Ix ()\) = 9 ;ggev\;;z .

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

3.6. ABRA. ARMA, fentrél lefelé: periodogram, illesztett folyamat spektruma,
tényleges spektrum



4. fejezet

Zajos ARIMA, FARIMA

4.1. Zajos ARIMA és FARIMA folyamatok

4.1.1. Bevezetés

Ez a részt C.W.J. Granger: Long Memory Relationships and The Aggregation of
Dynamic models cimii 1980-as cikke alapjan targyalom.

Legel8szor tegyiik fel, hogy X (t) id8sort nulla varhaté értékii és o2 variancidju
e(t) fehérzaj sorozat generalja, a kovetkez6 linedris sziirén keresztiil:

X(t) = a(B)e(t), ahol B operator az elézéekben bevezetett késleltetési operatort
jelenti, vagyis

Be(t) = e(t — 1) és Be(t) = e(t — k),

valamint tegyiik fe, hogy a(B) linedris filtert felirhatjuk igy is:

a(B) = (1 — B)~%/(B), illetve a'(B) = (1 — b)¢ - a(B),

ahol d'(B) véges polinom vagy végtelen polinom.

4.1. Megjegyzés. A fent bevezetett X(t) iddsor vdrhato értéke szintén 0 az 6t

generdlo fehérzaj 0 vdrhato értéke miatt.

42
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Kezdeti modell:

X(t) = a(B)e(t), és BFe(t) = e(t — k) (4.1)

E(X(t)) =0, E(¢(t)) = 0 minden t-re és D*(e(t) = o?

a(B) = (1 — B)™%d/(B), ahol d’(z)-nek nincsen gydke, ha z = 0. (4.2)

Ekkor X (t)-re azt mondjuk, hogy ’d-edrendben integralt’, jelolése: X (t) ~ I(d).

4.2. Megjegyzés. X (t) ~ I(d)-nél a d nem feltétleniil egész szamot jelol.

4.1.1. Definicié. X'(t) = (1 — B)?X(t) = d/(B)e(t).
Hiszen: a'(B) = (1 — b)- a(B), ekkor X'(t) ~ I(0), a mdr emlitett a’(B) tulaj-

donsagai miatt.

Az a(B) linearis filtert ’d-edrendii integralé szlirlinek’ nevezziik.

Ha d/(B) két véges polinom hényadosa, amelyeknek rendjei legyenek p és ¢, vala-
mint ha d egész szdm, akkor X (¢) idésorunk ARIMA (p,d,q) lesz.

A tovabbi modelleknél nem koveteljiik meg, hogy d egész legyen.

Kovetkezzenek a frakciondlisan (tort) differencidlt folyamatok.

Az el6z6ekben hasznalt ’'szokasos’ differencidlé operator a (1 — B) volt. Most
tegytik fel, hogy a «(B) operator olyan, hogy ha kétszer hasznaljuk, akkor a
'szokdsos’ differencidltat adja, vagyis: o?(B) = (1 — B) (ekkor azt mondhatjuk,
hogy d = 1). Ilyen operédtor egyértelmiien létezhet, és ha a(B)-t csak egyszer
hasznaljuk, akkor erre igy gondolhatunk, mint egy ’félszer differenciald’ operator,
vagyis olyan mint d = 1/2-es frakcionélis differenciélt.

Integralt sorozat egyik ’kivanatos’ tulajdonsaga, hogy a frakciondlis differencialas

utan stacionarius ARMA-t kapjunk.
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X(t) folyamat, amit (5.1) és (5.2) egyenlet ir le, tulajdonsdgai kovetkeznek:
X (t) spektruma:

fo(w) = m\a’(z)Pg—;, ahol z = ™.

Ebbdl kovetkezik, hogy elég kicsi w-ra:

folw) ~c w ¢ = ;—ﬂ(a'(m? (4.3)

4.3. Megjegyzés. Staciondrius ARMA folyamatokra a spektrum igy alakul f,(w) ~

¢, elég kicsi w-ra.

4.4. Megjegyzés. Viszont ARIMA(p,1,q)-ra a spektrum (4.3) egyenlet szerint

alakul d = 1-gyel.

Igy viszont az latszik (az el6z6 két megjegyzésbdl), hogy ez a modell nem jé

megkozelitése a frakciondlisan integralt modellhez.

4.5. Megjegyzés. Meg kell még azt is jeqgyezni ennél a résznél, hogy a hosszabb-
futasu elérejelzési céloknal a spektrum alacsony frekvenciatartomadnya a legfonto-

sabb.

Tekintsiik akkor most a kovetkez6 1j esetet, ahol az a(B) integralé filter d-ed
rendben, tehat a modell:

X(t) = (1— B) (1) (4.4)

Granger és Joyeux megmutatta, hogy X(t) és X (¢t — 1) kozti autokovariancia-

fliggvény a kovetkezoképpen alakul:

cou(X(t), X (t — 1)) = £ sin(rd) 22 2T(1 — 2d),

ahol d < 1/2.

X (t) variancidja d paraméterrel egyiitt novekszik, és ha d > 1/2, akkor végtelen

lesz. X(t) és X (t — k) kozti (k-ad rendil) autokorrelacié-fiiggvény igy alakul:

pr = corr(X(t), X(t — k)) = F(;(;)@ F(ll::(—k;j;?d) ,d<1/2reésd#0. (4.5)
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Ha d = 0, akkor k& > O-ra p, = 0 (fehérzaj esete).

Trjuk fel X (¢) M A(co) és AR(c0) eldallitasét.

MA(o0): X(t) = 32720 bie(t — j)

AR(o0): e(t) = > 720 a; X(t — j)

X (t) folyamat (4.4) egyenlet szerint lett generalva, a; és b; egyiitthatok pedig igy

néznek ki:

b ['(j+d)
I L@y +1)

PU=d) .51 (46

I(j+a)
L'(j+b)

(4.5), (4.6), jol kozelithet6 a kovetkezé mddon:

jol kozelithetd j%~b-vel elég nagy j-re, ezt felhaszndlva az el6zd 2 egyenlet,

Pj ~ Aled_l (47)
b] ~ Agjd_l (48)
|aj| = Agj™t! (4.9)

Ay, Ay és Az konstansok. Ha X () folyamatot a (5.1) és (5.2) egyenletek generéljik,
a (4.7), (4.8), (4.9) egyenletek elég nagy j-re megtartjdk az autokorrelécié, a mozgé
atlag és az autoregressziv paramétereit, de A;, Ay, Az konstansok valtozhatnak.
Az, hogy p; és b; lassan lecsengéek tetszéleges ARM A(p, q)-re, azt jelenti, hogy
hosszii emlékezetii a folyamat megfelelé6 d > 0-ra, ez latszik (4.3) egyenletbdl is,
ami alacsony frekvenciara hatarozta meg a spektrumot. fgy az alacsony frek-
venciak vannak a kozpontban a hossziutavi elorejelzésnél, cél megtalalni a helyes
modellt, ami megfeleltethet a (4.3) egyenlet spektrum kozelitésével. Valamint
meg kell még jegyezni, hogy d — oo és b; — 0 minden j > O-ra, igy kapjuk meg a
fehérzajt.

Ha X (t) ~ I(d), ekkor Y () 1j folyamat legyen ez:

Y(t)=(1—-B)""X(t).
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Igy tehdt, ha X (t) ~ I(d),akkor Y (t) ~ I(d+ d').

Ha X;(t) ~ I(dy) és Xa(t) ~ I(dz), ahol X;(t) és Xo(t) egymastdl figgetlenek,
akkor X (t) és Xy(t) osszege legyen X, és X ~ I(max(dy,d,)), vagyis:
X = X1<t> + Xg(t) ~ I(max(dl, dg))

Ha X (t)-re és Y (t)-re a kovetkezd igaz:
X(t) = a(B)Y (t) + e, ahol X(t) ~ I(d,) és Y (t) ~ I(dy), a(B) d-ed rendi in-

tegralo filter, akkor e; ~ I(d,) és d, = maz(d.,d+d,) és ha d, > d,, akkor d < 0.

4.1.2. Figgetlen sorok aggregacioja

Két fiiggetlen folyamat Osszege:

Legyen X (t) és Xs(t) fliggetlen folyamatok:

X](t) = Oéij(t - ].) + €j(t), j = 1, 2 (410)

, ahol €1(t) és eo(t) paronként fiiggetlen, nulla varhat6 értéki fehérzaj.
Valamint X;(t) és X,(t) osszege X ~ ARMA(2,1). Az autoregressziv része a
modellnek az (1 — a; B)(1 — axB).

N darab fliggetlen folyamat Gsszege:
Ha N darab fiiggetlen kiilonb6z6 a paraméterit AR(1)-et adunk Ossze, akkor az
osszeg-folyamat, X ~ ARMA(N,N —1).
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A legtobb mikrookonémiai véltozo aggergalt (Gsszetett) és szamos mikro-véltozobdl
tevédnek Ossze, mint példaul: 1 fore juté bruttd jovedelem, munkanélkiiliség, nem
tartos joszagok fogyasztdsa, megtakaritasok és a profit. Annak ellenére, hogy ezek
a makrookonémiai valtozok komponensei nem fiiggetlenek, a fenti eredmények ki-

terjeszthetd rajuk kelléen nagy szamu paraméter esetén.

Az Gsszeg-folyamat spektruma, jele: f(w) a kovetkezé médon adhaté meg:
X(t) = Z;V:1 X;(t), ahol X;(¢) minden j-re AR(1) modell.
X;(t) spektruma:

B 1 var(g;(t)
1 —ajz)? 27

fi(w) Lz =e (4.11)

Ekkor X spektruma:

flw) = Z;Vﬂ fi(w), f;(w)-k fiiggetlenek.

Ha aj-k véletlen véltozék F'(«) eloszlasfiiggvénnyel, és var(e;(t)) figgetlenek a-
étol.
Az T spektruma nem csak f;(w)-k dsszegeként irhato fel, hanem igy is megkézelitheto:

Flw) = gE[W(ej(t))]- / mdﬁ’(a). (4.12)

™

Ha F(a) -1 és 1 kozotti diszkrét valdszintiségi valtozok eloszldsfliggvénye, és ha
o pontosan m darab értéket vesz fel, akkor f(w) egy ARMA(m,m — 1) folyamat
spektruma lesz. Azonban ha o mas értékeket is felvevo, folytonos valtozo, ez nem

teljestil.
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Tovébbiakban « [-eloszlési valtozé (0,1)-en.

A-eloszlas egy specialis alakjat hasznaljuk a kovetkezd egyenletben:

2
dF(0) = ——a*P V(1 - a?)Yda, ha0 < a <1
B(p.q) - (4.13)

=0 kilonben

A fenti egyenletben szerepl6 dF'(«) a béta-eloszlés stirtiségfiiggvénye, B(p, ¢) béta-

fiiggvény.

1
4.1.2. Definicié. B(p,q) béta-figgvény, ha B(p,q) = [aP~ (1 —z)1 1,
0

p >0 ésq >0 konstansok.

4.1. Allitas. B(p,q) = FF(ZE%)’ ahol T'() gamma-figguény.

4.1.3. Definicié. I'(z) = [t*'e7dt, ha = > 0,
0
I'z)=(z—1)I(x—1), haz >1,

[(z) = (x—1)!, hax € Z,, és specidlisan T'(1/2) = \/7

4.6. Megjegyzés. —— = ——[+taz 4 liaz]

[1—az|? (1—a)?2l1—az 1-az
valamint
1+oaz __ o] i

igy 2% egyiitthatdja f(w)-ban:

1
B(f;,q) b/‘a2p+kfl(1 _ a2)q72da

ez az egyiitthatd iy, X (t) k-adik autokovariancidja.

Ha q > 1, akkor:

= _ B(pt+k/24-1) _ TI(g=1) = T'(p+k/2)
Fik B(p.a) B(pg)  T(ptk/2+q—1)’

ha k elég nagy, akkor 1, elédll igy: fi, = Ask*~1.

Ebbdl az kovetkezik, hogy:
X(t) ~ I(1 — q/2), vagyis az integracié rendje: d =1 — ¢q/2.

4.7. Megjegyzés. Ha q > 1, akkor 1 — q/2 < 1/2 és X(t) wvariancidja véges.

Viszont, ha 0 < q¢ < 1, akkor X (t) variancidja nem véges.
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Az integrélas rendje, d = 1 — ¢/2, nem fiigg p-t6l, és dF («) alakja kevésbé fontos
kivéve aw = 1 koriil. Ha « értelmezési tartomanyat megvaltoztatjuk (a, 1)re, ahol
a > 0, akkor ez az eredményen nem véltoztat. A fels6 hatar megvéltoztatdsa okoz
eltérést. Ha b-re valtoztatjuk, ahol b > 1, akkor X szétrobband lesz. Ha b < 1,

akkor béta-eloszlds (0, b)-n ez lesz:

2 a2(p71)(b2_a2)q—1
B(p.q) bpa=t , ekkor

i = AsbFE 79 elég nagy k-ra.

A fenti egyenlet nem felel meg szigorian az autokovariancianak barmely véges pa-
raméteri ARM A folyamat esetén, mégis jol kozelitheté megfeleléen megvalasztott
b-vel:

1. eset, ha X; ~ I(0) folyamat és a;-k fiiggetlen AR(1)-es egyiitthatdk,

2. eset,hab=1és g — oc.

Legyen: xj; = o1 + Yjq,
yje spektruma: f,(w, d;), y;-k fiiggetlenek.
Ekkor f(w) = NEy[f,(w,0)] [ mdF(a).

Ha g, = Y2, yj, akkor g ~ I(d,), ekkor & = Y0 @y ~ I(d, +1 - q).

Kereszt-spektrum, jele cr;(w), xj; és y;t kozott ezzel egyenlé:

cri(w) = Tl gs o = o=

W
l1—ajz

Kereszt-spektrum z; és 1; kozott:
_ N

cr(w) =32, erj(w).

A cr(w) jol kozelithetd igy:

cr(w) & NEy|fy(w,0)] [ Z=dF(a).

l—az

Ugyanez atirva:

cr(w) =2 NEp[fy(w,0)] > pe, 2" B(%J(riqu)_

Tehét: =, = a(B)y, + e; alapjan 7, = a(B)y; + €
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a(2) = 5

a(B) integralasi sziir , rendje d = 1 — ¢ ((4.8) alapjan), ¢ # 1

Nem fiiggetlen sorok aggregacioja

Tegyiik fel, hogy xj; teljesen Osszefliggd halmazt alkotnak.
Tjr = a;xj1 + BiWy

és legyen

7= (S35 e W

valamint ugyanez az ; megkozelithetd igy:

T, = NE[B]( ﬁdF(@))Wn
a és (B fliggetlenek.

Az el6z6 rész eredményébol:

7 = NE[B) (2, BFEek 20y,

B(p,q)

A (4.8) egyenlet alapjan W; = I(d,,), ekkor:

.ftNI(l—q+dw) és

Ty = a(B)W, ahol a(B) a mar jol ismert integrélasi sziir6 d = 1 — ¢ renddel.

A kovetkez6 még dltalanosabb modellben mar xj; és y;; kozti 6sszefiiggést is meg-

jeleniti:

Tje = Qi1 + Yje + W + €51, ahol

Yjt, Wi, €5+ egyméstdl fiiggetlenek minden j-re.
eji a fehérzaj, D(ej) = o2,

yj¢ spektruma f,(w,6;)

ennél a felirdsndl nincsen visszautalds, és x;; nem kovetkezik x;,-b6l vagy W;-bél.
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fgy a fenti eredményekbdl azt kapjuk, hogy:

1. &, ~ I(d;), ahol d, = min(1 — ¢/2 +d,,1 —q+ dy,1 —q/2) és g, ~ 1(d,),
Wi ~ 1(dy),

tovabba o béta-eloszlasti valdsziniiségi valtozé (4.11) szerint P(aw = 1) = 0, ha
q >0, és

ha d, = d,, = 0, akkor d, <1 és ¢ > 0.

Viszont ha d, = d,, = 0 mellett d, = 1, akkor P(a =1) # 0.

2. transzformalo-fliggvény modell: x; felirasa:

Ty = ay(B)y; + aa(B)W; + ey,

ai(B) és as(B) d =1 — ¢ rendii integralasi sziirék.

Az g, 1 — g+ dy-nal jarul hozza d,-hez.

Ha ¢ > 0, akkor y kevésbé jarul hozza d,-hez, igy informéciot vesztiink, ha y-t
hasznalunk Z megmagyarazdsahoz, igy jobb ha y;-ket hasznalunk.

Ha e, ~ I(d,) és d, > 1 — q + d,, akkor d. = d,, de ha d, = 1 — ¢ + d,,, akkor

d. < d, feltéve ha g, és e; fiiggetlenek.

Forras: C. W. J. Granger, 1980, Long memory relationships and the aggregation

of dynamic models, Journal of Econometrics 14 (1980), 227-238.



5. fejezet

Tavolsagok

5.1. Idosorok klaszterezése

5.1.1. Bevezetés

Idosorok kozti tavolsag definfaldsakor szamos probléma meriilhet fel. Ezek koziil a
legjellegzetesebb, hogy nem egyenl6 a kiilonbozo idosorok megfigyelésszama. Az-
az, hogy altalaban kiilonbo6z6 hosszissagu az a két megfigyeléssor, ami arra a két
objektumra vonatkozik, ami kozt a tavolsagot mérni akarjuk. Pontosabban, ha
a megfigyelt idésorokat, mint R7-beli vektorokat tekintjiik, akkor olyan vektorok
kozt kell tavolsdgszerli fiiggvényt meghatarozni, amik kiilonb6z6 (71,75, ...) di-

menzioju tereknek az elemei.

Az a probléma, amit a kiilonb6z6 hossz, a kiilonb6z6 hosszisagu vektorok kozti

tavolsag meghatédrozasa jelent, tobbféle technikaval oldhaté meg.

A régebbi mdédszerek szinte kizardlag a megfigyelések azonos hosszra valé cson-

kolasan alapultak, esetleg a hosszabb megfigyelésekbdl vett bootstrap-szertt mintak

52
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segitségével. Ugyanis az azonos hosszusagu megfigyeléssorokra formélisan mar al-
kalmazhatéak a klasszikus (példaul az Euklideszi, Minkovszki stb) tavolsag mértékek.
Csakhogy ha ezt a megoldast valasztjuk, akkor probléma még megmarad az igy
nyert eredmények értelmezésekor, hogy a feldolgozott megfigyelés vektorok kiillonb6z6
idéponthoz tartozd elemei nem fliggetlenek egymaéstol. Azaz ezt a technikat eg-
zaktul, ismert tulajdonsagok mellett csak példaul a folyamat becsiilt innovacidira

alkalmazhatjuk.

Problémasnak tekintheté a masik egyszertinek latszé modszer, az idésorok pa-
raméteres Osszehasonlitasa is. Ugyanis tipikusan olyan idosorok 6sszehasonlitasara
van szikség, amelyeknek a paraméterszama eltéré. Ez persze azonos, példaul
az ARIMA modellcsaladba tartozo folyamatok esetén megoldhaté gy, hogy a
hidnyzo paramétereket 0-nak vessziik. De az utébbi idoben egyre gyakrabban
bukkannak fel olyan feladatok, amikor a legvegyesebb modellcsoportok szerinti
folyamatokat kell egymashoz hasonlitani, osztélyozni. Egyszerre fordulnak el6

linedris és kvadratikus, varhaté érték és szoras stb modellek.

5.1.2. Technika

Jelenleg két olyan technika latszik kikristdlyosodni, ami az id6sorok gyakorlati
osztalyozasara altalanosan alkalmas. Mindketté azonos dimenzidju tapasztalati
vektorok klasszikus tavolsdg statisztikdira vezeti vissza a kiilonb6z6 hosszussagu
idésorok tavolsaganak problémajat. E két technika egyfel6l a folyamat spekt-
rumanak a vizsgalata, masfel6l az elérejelzési strtisségfiiggvény. A dolgozatban

csak az utébbival foglalkozunk.
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A folyamat-tavolsdgok definialdsara az irodalomban rengeteg példa talalhatd. Az

alabbiakban csak 3 alaptechnikat mutatunk be.

5.1.3. Alaptechnikak

Tavolsagok a folyamatok korrelaciés statisztikai alapjan

Viszonylag széles azon mddszerek kore, amik a folyamatok autokorreldcidin, par-
cialis autokorrelacioin, esetleg ezek inverz valtozatan alapulnak. Ennek az eljarasnak
lényeges korlatja, hogy a korrelacié mint mérték alapvetoen a folyamatok linedris
fiiggdsének mértéke, és igy alkalmatlan példdaul az olyan folyamatok mint az ARCH
kiértékelésére. E probléma kezelésének egy lehetdsége a kvantilis korrelogram és
az arra épul6 kvantilis spektrum alkalmazasa.

Felirhatjuk egy folyamatok korreldcidin alapulé tavolsdgot. Ha px illetve py
jeloli a két folyamat k-ad rendii tapasztalati autokorrelaciojat, és ha py illetve py
az ezen korrelaciokbol képzett vektor, akkor

d(X,Y) =+/(px — pv)Qpx — pv),

ahol az () a tapasztalati autokovarianciak kovariancidjanak inverze.

Forras: J. Caiado, N. Crato D. Pena, 2006, A periodogram-based metric for time

series classification Computational Statistics & Data Analysis 50, pp 2668-2684.

Tavolsagok a modellek kanonikus paraméterezése alapjan

Ennek a modszernek a legismertebb, legtobbet vizsgdlt valtozata a Piccolo-féle
tavolsag. Ez a tavolsig feltételezi, hogy rendelkezésre all az a két mxj és myy,

egylitthatésorozat, ami az X és az Y id6sort AR(co) folyamatként kozeliti meg.

Ekkor a d(X,Y) = /> oo, (Tx .k — Tyx)? mennyiséget nevezik a két iddsor Piccolo
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tavolsdganak. Forrds: Piccolo D., 1990, A distance measure for classifying ARIMA

models. Journal of Time Series Analysis, 11, 153-164.

Tavolsagok a spektrum alapjan

Mint ahogyan az el6z6 fejezetben is bemutattuk a standardizalt spektrum kezel-
het6 gy, mint egy stirtisségfiiggvény. Ennek megfeleloen, két folyamat tavolsaga
szarmaztathato a megfelel6 spektralsstriség-fiiggvények Kullback-Leibler tavolsagaként.
Ha a két spektralsiiriiség-fiiggvény fX(w) illetve fy(w), akkor
dKL(Xa Y) = 2N Zk‘ 1 (J});—Zj: 10g ( g — 1)
A megfelel6 J-divergencia:
Ix (i) _ fy(wg)
d‘](X’ Y) - 2N Zk 1 <fY (i) fx(we) 2)

Tovabba megfelel6 a € [0, 1] érték mellett a szimmetrikus Chernoff-féle tavolsag:

dJCh(X7 Y) =

_ 1N o fx (@) —(1—a)gy ()] g (wi) (1= fy ()]
= 3§ Lkt <1Og R Tles T )

Itt wg, k= 1,...,n a figyelembe vett frekvencidk, altaldban wy, = k27 /T.

Forras: G. R. Dargahi-Nourbary, 1992, Discrimination between Gaussian time
series based ontheir spectral differences. Commun. Statist. Theory Meth, 21.
(9) 2439-2458, TW. Liao, 2005, Clustering of time series data-a survey, Pattern
Recognition 38, pp 1857-1874.
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5.2. Tavolsagok tobbvaltozos idosorok esetén

5.2.1. Bevezetés

Legyen {X,} id6sor 0 varhat6 értékii stacionarius idésor, valamint

X, = (Xq(t), Xao(t), ..., Xm(t)) m-dimenziés vektor t = 1,2,...,T-re.

Legyen x = (X (1), X(2),..., X(T)") mT x 1 dimenzi6s vektor.

Az x vektor siirliségfiiggvénye: p(x) és q(z). Ez a két stirliségfiiggvény két kiillonbozo

z-re vonatkozo hipotézis alapjan van meghatarozva. Staciondarius esetben spektralsiiriiség-
fiiggvényeket haszndlunk, amiket f(A)-val és g(\)-val jelolink. Ezek is métrix
alakiak, és igy f()), g(A) spektralstiriiség-matrixok megfeleltethetéek R, (s — t)

és R, (s —t) m x m-es autokovariancia-métrixoknak.

5.2.2. Tavolsagok
Az egyik legismertebb mutaté vagy méroszam a Kullback-Leibler divergencia, ami
a két (tobbvéltozds) stirtiségfiiggvény kozti eltérést méri.

5.2.1. Definicié. Kullback-Leibler divergencia: I(p,q) = Ep(log(%)).

~

5.1. Megjegyzés. Az E,() a p() szerinti vdrhato értéket jeldli.

Valamint:

I(p.q) = 1/2(tr{R,R, '} — log % —mT), (5.1)

ha p(z) és ¢(z) nulla varhat6 értékii normalis eloszldsiak.

A két mT x mT-és kovariancia-matrix, R, és R,, tartalmazza az m x m-es R,(s—1)

és R,(s —t) matrixok s,t =1,...,T blokkjait.
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5.2.2. Definicid. J-divergencia a Kullback-Leibler I divergencia alapjan: J(p,q) =

I(p,q)+ I(q,p), J(.,.) szimmetrikus.
Ez mér tartalmazza a tavolsdg fogalom 0Osszes tulajdonsagat kivéve a haromszog
egyenlotlenség tulajdonsagat, ezért ”kvazi-tavolsagnak” hivjuk.
5.2.3. Definicio. Jeloljik d-vel az R-be képzo fiigguényt, ha d figgvény a kovetkezo
tulajdonsdgokat teljesiti:

1. d(z,y) >0 ésd(z,y) =0 hax =y,

2. szimmetrikus, vagyis d(x,y) = d(y, x),

3. hdromszig-tulajdonsdg: d(x,z) < d(z,y) + d(y, z),
akkor d fligguényt tdvolsagnak hivjuk.

A klaszteranalizisben gyakran hasznaljak J{(.,.)-t.

5.2.4. Definicié. Chernoff informdcids mérték: B, (p,q) = —log Ep(%)a,

p() és q() striségfiggvények kézti tavolsagot méri, az indexben szerepld o € (0,1).

Ha o = 0,5, akkor B,(p, q¢) szimmetrikus divergenciaval fog megegyezni.

Két normalis eloszlasu vektorvaltozd kozti Osszefliggést, eltérését, divergencidjat a
kovariancia irja le. fgy, ha a Chernoff-féle informéciés mértékbe beirjuk a kovari-

anciamatrixokat, akkor ezt kapjuk:

’O‘Rp + (1 — O‘)Rq|
Ry

— alog @) (5.2)

B.(p,q) = 1/2(log R,
q

5.2. Megjegyzés. B,(p,q) = B1_.(q,p)
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5.3. Megjegyzés. B, (p,q) I(p,q)-hoz konvergdl, ha o — 0

B.(p,q) 1(q,p)-hez tart, ha o — 1

Tehét 0 és 1 koriil B, (p, ¢) hasonléan viselkedik, mint I(p, q).

5.1. Allités. Az eléz6 megjegyzés alapjin a J(p,q) "kvdzi-tdvolsdigot” dtirhatjuk
19y
JBa(p;q) = Ba(p,q) + Ba(q,p).

A gyakorlatban I(p, q) és B,(p, q) tul nagy és nehezen kezelhetd, ezért X (t) folya-
mat f(A) és g(A) spektrdl-matrixait hasznaljuk fel.

linir oo +1(p,0) = 1(f,9) = 1/2 [ (0r{fg~'} ~log I — p)2

lim7 o0 7 Ba(p, @) = Ba(f,9) = 1/2 [ (log 2= — qlog L) &2

5.4. Megjegyzés. f(\) és g(\) spektrdal-matrizok p(x) és q(x) stiriségfiggvényeknek

felelnek meg.

A két hatarérték elég nagy T-re, nem veszit el semmit az informacio-tartalombol,
és a kovariancia-matrixokat a spektral-matrixok reprezentaljak. Cél a dimen-

zi6esokkentés volt és a T'm X T'm-es matrixokbdl m x me-es lesz.

5.2. Allitas. Legyen f és g tdvolsaga kovetkezd:
Du(f.9)=1/2 [ H(fg™")5,

ahol H() matrizértékd figgvény.

Dy () figgvényre igaz, hogy nem negativ és akkor és csak akkor nulla, ha az ar-
gumentumdaban lev$ két szereplé egyenld egymadssal. Dpy(.,.) kielégiti a "kvazi-

tavolsdg” fogalmat (hdromszog-tulajdonsdgot nem teljesiti csak).
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5.3. Allitas. I(.,.)-re: H(Z) = tr{Z} —log |Z| — p.
B.(.,.)-ra: Hg(Z) =log|laZ + (1 — a)I,| — alog|Z|.

Tetszdleges kvadratikus figgvényre: Ho(Z) = 1/2tr(z — 1,)%

5.5. Megjegyzés. Dy(.,.) nem szimmetrikus, de konnyen azzd teheté: H(Z) =
H(Z)+ H(ZY).

fgy H(.) bevezetésével egyarant megkaphaté J-divergencia és Chernoff-féle kvazi
tavolsag is.
27s

Legyen a frekvencia Ay = 5F°, s = 1,2,...,T. Ekkor Dy(f,g) a kovetkezéképpen

kozelitheto:

Dr(f,9) = 1/2T71 32 H(f(As)g™(As))-

A gyakorlatban tulajdonképpen a magas frekvencidk nem jatszanak szerepet. A
magas frekvencidk kozelében g(\) spektral-métrix a nulldhoz tart. Ezért a képletiink-
be a frekvencidk stlyozasara szolgald ¢(.) fiiggvény beirdsaval elkertiljiik azt, hogy
g(\) nulla legyen:

Don(f>9) = 1/2 | 6VH(FNg (A2,

ahol ¢(.) nemneg_;tl'v szimmetrikus suly-fiiggvény.

Forras: Yoshihide Kakizawa, Robert H. Shunway, and Masanobu Taniguchi, Discri-
mination and Clustering for Multivariate Time Series, Journal of the American

Statistical Association, Vol. 93, No. 441 (Mar., 1998), pp. 328-340.



6. fejezet

Gyakorlat és eredmények

6.1. Adatok

Az adatokat az Eurostat honlapjardl toltottem le.

Forras: http://ec.europa.eu/economy finance/db indicators/surveys/time series,
http://ec.europa.eu/economy finance/db indicators/surveys/documents/userguide
en.pdf

Az Eurostat hitvallasa a kovetkezo: cél, hogy vezetd szerepet toltson be magas
mindségli statisztikai szolgaltatas terén egész Eurdpaban. Székhelye Luxemburg-

ban talalhato.

A letoltott dokumentumban 29 adatsor van, ami az Eurépai Unio6 27 tagorszagabdl,

az egész Eurdopara vonatkozd és az Eurd Zona idosorabdl all ossze.

Az adathalmaz az igynevezett ”Economic Sentiment Indicator” , réviden (ESI),
magyarul gazdasigi bizalmi index. Ez egy havi adatsor, ami a fent emlitett 27
orszagra és 2 régiéra vonatkozdan tartalmaz adatokat. A rendelkezésre allé havi

adatsorok 1985 janudrjatol 2013 aprilisdig tartanak.
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Az ESI egy Osszetett mutatd, ami 5 szektor bizalmi indexébdl tevodik Ossze, és
az b szektor indexe mas-mas sullyal szerepel az ESI-ben. Az 5 bizalmi index a

kovetkezo:

1. ipari bizalmi index,

2. iizleti (szolgéltatds) bizalmi index,
3. fogyasztoi bizalmi index,

4. konjunkturaindex,

5. kereskedelmi bizalmi index.

Minden egyes bizalmi indexekhez tartozik egy-egy kérdoiv, amikben a feltett
kérdések olyanok, hogy az egyes teriiletek allapotat mérik fel. A kérdésekre adott
valaszok sorrendbe rendezettek, minésito jellegliek, viszont nem szamszertiek. A
lehetséges valaszok szama kérdésenként 3, illetve 5. Az atlagaikat szezonalisan
kiigazitottak, megadhaté a {6 irdnyvonal.

A felmérést a Joint Harmonised EU Program of business and Consumer Surveys
program szabélyozza.

Az ESI standardizalt valtozé mégpedig 100 minta &dtlaga és 10 minta szorasa
alapjédn (standardizélds: z’ = xo_;j) Komponensenként standarzilaljak, 0 atlag,
1 tapasztalati szdérds. Sulyozva adjak oket ossze.

Adatsor neve: NACE Rev. 2.

Adatsor forrasa:

http://ec.europa.eu/economy finance/db indicators/surveys/documents/series/nace2

ecfin 1304b/esi nace2.zip.

Az 5 bizalmi index ESI-ben szerepl¢ stlyai:

1. ipar: 40%,
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2. szolgéltatds: 30%,

3. fogyasztas: 20%,

4. konjunktira: 5%,

5. kereskedelem: 5%.
Az adathalmazbdl felhasznalt adatoszlopok:
EU.ESI EA.ESI BE.ESI BG.ESI CZ.ESI DK.ESI DE.ESI EE.ESI TE.ESI EL.ESI
ES.ESI FR.ESI IT.ESI CY.ESI LV.ESI LT.ESI LU.ESI HU.ESI MT.ESI NL.ESI
AT.ESI PL.ESI PT.ESI RO.ESI SI.LESI SK.ESI FI.LESI SE.ESI UK.ESI
Id6tartam: 1985.01.-2013.04.
Osszesen 240 megfigyelés adatoszloponként.
Orszagok és kodjaik:

e BE Belgium

e BG Bulgaria

e (CZ Czech Republic

e DK Denmark

e DE Germany

e EE Estonia

e [E Ireland

o EL Greece

e ES Spain

e 'R France

o [T Ttaly
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CY Cyprus

LV Latvia

LT Lithuania

LU Luxembourg

HU Hungary

MT Malta

NL Netherlands

AT Austria

PL Poland

PT Portugal

RO Romania

SI Slovenia

SK Slovakia

FI Finland

SE Sweden

UK United Kingdom

Plusz a két régio:

EU European Union

EA Euro Area
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6.2. Matematikai modszerek

A kovetkezd harom mdédszert hasznaltunk fel az adatok elemzésénél:

o Skalazas,
e Hierarchikus klaszterelemzés,

o K-kozép-modszer.

A harom mddszer rovid leirasa

A skélazas: n objektumra réillesztiink egy T tavolsag-matrixot, és ugy keresiink
R2-ben n darab pontot, hogy a pontpéarok tévolsiga jol kozeliti T-ben szerepld
értékeket.

Hierarchikus klaszterelemzés: Adott n objektum. Az els6 1épésben minden egyes
objektum onallé klaszter. Ez utdn vonjunk ossze a klasztereket. Mindig azt
a kettot, ami a legkozelebb van. A klaszterezési eljarast az objektumok kozti
tavolsag, és az ezek alapjan szémolt (aggregalt) klasztertdvolsdg hatarozza meg.
A Ward eljarast alkalmaztuk. Ennél a mdédszernél az aggregalt tavolsag a klasz-
terkozepek kozti tavolsdggal egyenlo.

K-k6zép-médszer (Voronoi): K koézepli osztdlyozas esetén az osztély kozepeket
iterativ moédon hatarozzuk meg. Mindegyik 1épésben az egyes osztdlyokba az
osztalykozepeknek megfelel6 Voronoi cellabeli megfigyeléseket soroljuk, és az 1]

osztalykozép az adott osztalyba sorolt megfigyelések dtlaga.
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6.3. Eredmények

Az idGsorok osztalyozasanal alapvetd probléma, hogy az idosorok eltéré hosszusaguak,

ezért olyan mértéket kell taldlni, ami az iddsorok hosszatdl fiiggetlen [T.Warren
Liao-Clustering of time series data survey, 2005].

A tipikus osztalyozdsi moédszerek azonos hosszisagi megfigyelési sorok alapjan
miikodnek, ezért sziikséges, hogy az idésoroknak a fix hossziisdgu interpretacidjat
vegyik, és azokat osztdlyozzuk.

Ha a fix hosszisagu leirasat keressiik az el6z6 részben targyalt folyamatoknak,
akkor erre a spektrum egy célszerii megoldds. Egyéb megoldéas lehet példaul az
eldrejelzési stirtiségfiiggvény [José A. Vilar, Juan M. Vilar-Time series clustering
based on nonparametric multidimensional forecast densities].

Ennek a gondolatmenetnek megfeleléen a kovetkezo eljarast alkalmaztuk. Vettiik
a kivéalasztott idésoroknak és a linedris modell szerinti maradékoknak a spekt-
rumat. A spektrumot simitottuk. Ez torzit, de szorast csokkenti, és a megfelelo
valasztas mellett a becslés konzisztens lesz.

Megbizsgaltuk az 5. fejezetben szerepl6 tévolsagokat, és a [10]-es, [19]-es cikkek

modelljeire kovetkezdket fogom bemutatni a 6.1.-es fejezet adataira:

1. A skalazas soran kapott T tavolsagmatrix a spektrum parokbdl képzett

tavolsdgmatrix, szimmetrikus és a diagonalisban 0-ak vannak. A spektralstiriiség-

fliggvény ekvidisztans felosztasban 100 pontban lett kiszamitva.
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6.1. ABRA. Skdlidzott EU-27

2. A klaszterezésnél két legkozelebbi pont keriil egy csoportba, és az 1j elem cso-

portba sorolasandl az 1j tavolsagot a mar meglévo klaszter kozepétdl vesszik.
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6.2. ABRA. Eurdpai orszdgok klaszterezve a bizalmi indexek alapjan

Ez utan megvizsgaltuk, hogy a klaszterezés mennyire stabil.

Hierarchikus klaszterezéssel megallapitottuk azt, hogy lényegében 4 osztaly kelet-
kezik. Ezt kovetden K-kozép modszert hasznaltunk. Ez utan a ”jackknife”, illetve
a "bootstrap” gondolatmenete alapjan eggyel kevesebb elemi részhalmazokra vo-
natkozoan megismételtiik az osztalyozast. Az egyes osztdlyozasokkor vizsgaltuk,
hogy melyek azok az idGsorok, amelyek a részhalmazban kiillonboz6 csoportba
keriilnek. Az igy nyert kiilonbség szdmot, mint spektrumok (id6sorok) kozti
tavolsagot értelmeztiik, azaz egy spektrumok kozti tavolsagot hataroztunk meg,
annak alapjan, hogy milyen gyakran keriilnek 4 osztalyon beliil kiillonb6z6 osztalyba

a spektrum-parok.
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6.3. ABRA. Mennyire stabil a klaszterezés

A periodogram az autokovarianciabdl szamolt spektrum-becslés, ami a folyamat
linedaris szerkezetét képzi le.

Szamos tapasztalat alapjan a kozgazdaséagi folyamatok korében gyakran elofordul,
hogy a modellek nemlinearisak (ARCH, GARCH) [Junbum Lee, Suhasini Subba
Rao-The quantile spectral density and comparison based tests for nonlinear time
series].

Az elobb hivatkozott cikk tobbek kozott azt vizsgalja, hogy mi lehet a haszna an-
nak, ha a nemlinearitds miatt a "hagyomanyos” spektrum helyett kvantilis spekt-
rumot hasznaljuk.

Két tetszoleges esemény kovariancidja a kovetkezo:

6.1. Megjegyzés. cov(A, B) = P(AB)— P(A)P(B), ahol A és B a két esemény.

A kvantilis spektrum a cikkben szerepld definiciéra épiil.

Két valtozé kvantilis kovariancidja egy kétvaltozos fliggvény:
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6.3.1. Definicié. C,(z,y) = cov(Ixy<u: Ix,<y) = P(Xo < 2, X, <y) — P(Xo <

minden x,y € R és I az indikdtorfiggvény.

6.2. Megjegyzés. A kvantilis kovariancia fontos tulajdonsdga, hogy cov(Ix,<s, Ix,<y) =

cov(Ixy>z, Ix,>y) = —cov(Ixy<a, Ix,>y)-

A kvantilis spektrum a kvantilis korrelaciéra épiil.

6.3.2. Definicié. G(z,y,)\) = = >, Cy(z,y) - ™.
A kvantilis spektrum egy hdromuvdltozos fugguény. A G a két kvantilis szint és

frekvencia figguénye.

A [Junbum Lee, Suhasini Subba Rao] cikke alapjan megprébaltuk a kvantilis kor-
relacio és a kvantilis spektrum alapjan klaszterezni a folyamatainkat. A kérdés,
mennyire jol lehet igy osztalyozni. A kvantilis spektrum kozelitésére 10, 25,
75, 90 kvantilist valasztottuk. Tehat a kvantilis spektrumot 3 pontban vettiik:
(x,y) = (10,75), (z,y) = (10,90) és (z,y) = (25,90). A kvantilisek autokovarian-
ciak alapjan szamolt spektrumok tavolsagat skalaztuk. Ezek alapjan az eredmény

a kovetkezd lett:
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1. 10-90: A cov(Ix,<01,Ix,>09) kvantilis kovariogram alapjan széamolt spekt-

rumok tavolsagainak skalazott képe.
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6.4. ABRA. 10%-90%-es kvantilisek alapjdn

2. 10-75: A cov(Ix,<0.1, Ix,>0.75) kvantilis kovariogram alapjén szamolt spekt-

rumok tavolsagainak skalazott képe.
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6.5. ABRA. 10%-75%-0s kvantilisek alapjan
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3. 25-90: A cov(Ix,<0.25, Ix,>09) kvantilis kovariogram alapjén szamolt spekt-

rumok tavolsagainak skalazott képe.
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6.6. ABRA. 25%-90%-es kvantilisek alapjdn

Ezeket a csoportositasokat vettiik.

az eredmények értékeléséhez az alapadatok és a fenti rajzok osszevetése sziikséges.
Nem kell, hogy a kiilonb6z6 abrak azonos képet mutassanak, éppen a kiillonbozésség
jelent fontos informéciét. Erdekes megfigyelni, hogy példaul Magyarorszag (HU),
mig a szélsoséges 10-90-es kvantilisek szerint atlagos, addig az atlaghdl valé kilépést
25-90, illetve az atlagba valé belépést méré 10-75 kvantilis vonatkozasdban ext-

remalis helyezetii.

6.3.1. (")sszefoglalés

Osszefoglalva, a dolgozat téméja az idSsorok osztéalyozésa, ennek nyomén attekintettem
a zajos id6sorok modellezésének kérdését. A spektrumot, a spektrum-becslés
témakorében a spektrum dltalanositasanak lehetoségeit, a kvantilis spektrumot.
Majd ezeket alkalmaztam az eurépai ESI 1985.01-t61 2013.04-ig tarté havi adat-

sorara. Eredménytl arra jutottam, hogy a felhasznalt modszerek alapjan stabil
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osztéalyozas lehetséges elsodleges értékelés szerint a szemlélettel azonos eredményt

ad.

6.4. Klasszikus idosor modellek klaszterezése

Ebben a részben megnéztiik mennyire lehet spektrumok alapjan folyamatokat cso-
portositani. Vettiink két irodalmi esetet és egy sajat példat.

Ez a két irodalmi eset:

1. Az elsé esetben a klasszikus ”lynx”-re (hitiz) adatsorra illesztett nem feltétlen
linearis folyamatokat vizsgaljuk. az eredeti cikk fékomponens modszerrel
hasonlitotta 0ssze a modelleket, mi viszont spektrum-tavolsagokon alapuld
osszehasonlito modszer hatékonysagat vizsgaltuk. Megnézziik a spektrum

hatékonysagat.

2. A masodik esetben a spektrum-tavolsagokkal foglalkozé Pena cikk kozel szin-
gularis modelljeit vizsgaltuk. A cikkben szerepléo modellek linearisak. Az
eredeti cikk ezeken a modelleken kiillonboz6 tavolsagokat tesztelt. Mi a sajat

moédszeriink hatékonysagat ellenériztiik. Azt tapasztaljuk, hogy jél miikodik.

6.4.1. Kanadai hitiz adatsor (lynx)

Az idésorelemzésben klasszikus adatsor a ”lynx” adatsor, ami 1820-t6l 1934-ig

éves hitz-szam, az adatsor hossza 114.
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6.7. ABRA. Lynx adatsora

A lynx adatsorra illesztett modellek képletei a kovetkezék voltak (12 darab modell

volt):

Gombolyt zaréjelben azoknak szerzoknek a neve szerepel, akik az adott modellt

illesztették, a szogletes zardjelben pedig a modellek rovid emlékeztetd tipus leirasai

szerepelnek.

1. Model A (Moran, 1953) [AR(2)]

Xe=p+o X1+ Xy o+

ahol = 2.90, a3 = 1.41, ay = —0.77 02 = 0.04591

2. Model B (Ozaki, 1982) [AR(2), nemlinedris]

X = (14 (1o + a1 Xe1)K) * Xyoq — (poa + (po2 + 00Xy 1) Ky) * Xy o + &4
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itt K; = exp(—kX? ) a pi1 = (1167, p1o = —.316, ap = .982 fo1 = 437,
pao = 659, ay = 1.260, 02 = 0.04327 és k = —3.89 paraméterekkel.

3. Model C (Tong, 1983) [AR(2), szintvaltd]

¥ pA o X +oeX; 9+ ha X, o <A
t =

,Uz, + O(llXt_l + O/QXt_Q + ’7/615 ha Xt_g > A

a A = 3.25 tovabbd a yu = .62, oy = 1.25, ap = —.43, v = .195, /' = 2.25,

o) =152, af, = —1.24, 7/ = .250, 02 = 1 konstansokkal.

4. Model D (Subba Rao, 1980) [ARMA(11), nemlinedris]

Xi—onXig X o+ oy Xy g — o0 Xi—10 + annXi—11 =
= — B Xi—ser—10 + B Xi—sei-8 + 1. Xi—16021 + &4

ahol a; = .8845, ap = .1699, ay = .1271, ayp = .5514, ay; = .5280 tovabbi
p=1.117, Bs = .1653, Bs = .0970, B; = .0922 és o2 = .0329.

5. Model E (Tong, 1977) [AR(11)]

Xi=a1 Xy +aoXy o+ a3 Xy 3+ as Xy g+ a5 X5
tag X6+ ar Xy7 + ag Xy g + g Xy_g + a0 Xy—10 + 011 Xy—11 + &

ahol 02 = 0.0437 és oy = 1.13, ay = .51, a3 = .23, ay = .29, a5 = .14 ag = .14,

a7 = 08, ag = 04, Qg = 13, 19 = 19, a1 = 31
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6. Model F (Tong, 1977) [AR(11), szelektalt]

Xi =X+ X o+ asXe g+ a0 Xi—10 +ann Xemnn + &4

ahol a; = 1.0038, ay = —.3571, ay = —.1265, ayp = .3244, oy = —.3622 ASs
o2 = 0.04405 .

7. Model G (Gabr&Subba Rao, 1981) [ARMA(12,9), nemlinedris]

X+ o X +oeXi o+ a3 Xy 3+ asXi g +agXi g+ Xy 10 =
= 1+ B3 Xi_se1—9 + BoXi_ger—9 + BsXi—sct—2+
+01Xe160m1 + PoXioer—7 + LaXiagr_o + &

ahol oy = .77227, s = .091572, a3 = .083073, ay = .261493, ag = —.22558,
a1y = 245841 tovabba pu = 1.486292, B3 = —0.7803, By = .4798, Bs = .3902,
B = 1326, B, = .07944, 8, = —.3212 és o2 = .0223.

8. Model H (Gabr&Subba Rao, 1981) [AR(12)]

Xe=onXi g+ X o+ azXi g+ as Xy g+ as X5 + X6+
+tar Xy7 + g Xy_g + g Xy_g + a10Xi—10 + 11 X1 + 12 Xy—12 + &

ahol 02 = 0.0437 és oy = —1.0541, ap = 4538, a3 = —.32597, cuy = .37912, a5 =
— 123452 ag = 17570, oy = 09598, ag = 12843, a9 = —.27435, ayp = —.11427,
11 = 18534, 11 = 17218 .
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9. Model I (Gabr&Subba Rao, 1981) [AR(12), szelektélt]

X=X+ X o+ azXi g+ aa Xy g+ g Xy g + 12Xy 12 + &4

ahol o2 = .0389 ASs a; = —1.01705, ap = .39997, a3 = —.25851, ay = .22037,
g = —.21099, s = 25343, ay; = 17218 .

10. Model J (Tong, 1983) [AR(5), 2-alternald]

X o+ Xy + X o+ a3 Xy 3+ Xy + asXy5 + e
t pu—

Wty X + g Xy 0+ 9
annak fliggvényében, hogy X; o < A teljesAz’l—e vagy a X;_o > A a A = 3.05
tovabba a u = .768, ay = 1.064,a0 = —.200, a3 = .164,a4 = —.428, a5 = —181,

= 174, i = 2.254, o/y = 1.474, o}, = —1.202, v/ = .238, 02 = 1 konstansokkal.
Y K 1 2 Y €

11. Model K (Tong, 1983) [AR(7), 2-alternéld]

X A Xy +aeXy o+ azXy 3+ X g+ .+ ar X7+ g
t pr—

WA X+ as X o+
annak fliggvényében, hogy X; o < A teljesiil-e vagy a Xy o > A az A = 3.116
tovabba a pu = .546, ay = 1.032,0; = —.173, ap = 17l,aqy = —.431, a5 =
332,05 = —.284,a7 = —.210, v = 161, ¢/ = 2.632, o) = 1.492, of, = —1.324,

7' = .225, 02 = 1 konstansokkal.

12. Model L (Ozaki, 1982) [Nemlinedris, allapotteres modell, Y folyamat: AR(2)

nemlinedris zaj, X folyamat: AR(9)]

Y = (a1 + (paz + Briyi—1 + Brayiy + Bisyp_1) * exp(—g * Yp_1)) * ye—1]+
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(o1 + (a2 + BorVe—1 + Boayiy + Bosyp_q) * exp(—g * yi1)) * ye—o)] + €

Ty = 01T1 + Qa2+ ... + Q8T8 + QTy9 + Yt

ahol a; = 481, ay = —.247, a3 = 318, ay = .230, a5 = .352, ag = .096,
Q7 = —085, ag — —289, Qg = —181, H11 = 1514, H12 = 480, 511 = —3332,
ﬁlg = — — 610, BIS = 8906, MH21 = —.902, Moo = —.228, 521 = 923, 522 = 193,

oz = —4.216.
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ésszefoglalva a 12 modellt

Tablazat az illesztett modellekrol:

Kéd  Forras Modell Trajektoéria jellege
A Moran, 1953 AR(2) staciondrius

B Ozaki, 1982 AR (nemlin 2) staciondrius

C Tong, 1983 altAR(2) staciondrius

D Subba Rao, 1980 ARMA(11,nemlin 8) erdsen kitor

E Tong, 1977 AR(11) kitoro

F Tong, 1977 AR(11,szel) kitoro

G Gabr& Subba Rao, 1981 ARMA(12,nemlin 9) igen erésen kitord
H Gabr& Subba Rao, 1981 AR(12) gyengén kitord

I Gabr& Subba Rao, 1981 AR(12, szel) gyengén Kkitoré

J Tong, 1983 AR(5)//AR(2) staciondrius

K Tong, 1983 AR(7)//AR(2) stacionarius

L Ozaki, 1982 SS(all:2,mfi:9) staciondrius
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6.8. ABRA. Lynx adatsorra illesztett 12 modell spektrumédnak skaldzott képe

Ertékelés

A spektrum tavolsagok skaldzott képe helyesen tiikrozi vissza a generdlt tra-
jektoridk hasonlésagat és kiilonbozoségét.

A 12 spektrumot reprezentalé pontok koziil 8 lényegében egy csoportban helyez-
kedik el. A két, trajektoriajat tekintve ”erésen kitord” jellegli nemlinearis modell
[a D és a G] egyenként elkiiloniilve a kép jobb oldalan lathaté. A két ”gyengén
kitors” trajektoriaja AR(11) modell [az E és az F| a képen bal oldalon fent lathaté
egy kozos csoportban. Erdekes, hogy a két tovabbi enyhén kitord jellegfi AR(12)

modell [a H és az I| a nagy kozos 8-as csoport tagja a kép bal alsé sarkaban.

6.4.2. Kozel szingularis linearis modellek

Ebben a részben 12 linearis modell spektrumat, illetve spektrumaiknak klaszte-

rez6dését vizsgaltuk.
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A 12 modell R-program kédu leirdsa az alabbi:

ModelA<-list(ar=.9) # AR(1)
ModelB<-list(ar=c(.95,-.1)) # AR(2)
ModelC<-list(ar=.95,ma=.1) # ARMA(1,1)
ModelD<-list(ar=-.1,ma=-.95) # ARMA(1,1)
ModelE<-1list (ma=-.9) # MA(1)
ModelF<-list(ma=c(-.95,-.1)) # MA(2)
ModelG<-list (order=c(1,1,0),ar=-.1) # ARIMA(1,1,0)
ModelH<-1list (order=c(0,1,0)) # ARIMA(O,1,0)
ModelI<-1list(order=c(0,1,1) ,ma=.1) # ARIMA(O,1,1) +
ModelJ<-list (order=c(0,1,1) ,ma=-.1) # ARIMA(O,1,1) -

ModelK<-list (order=c(1,1,1),ar=.1,ma=-.1) # ARIMA(1,1,1)

ModellL<-list(order=c(1,1,1),ar=.05,ma=-.05) # ARIMA(1,1,1) fél

A 12 modell alapjan szimulalt folyamatoknak kiszamitottuk a tapasztalati spekt-
rumat. Vettiik a spektrum-péarok tavolsiagait, és ezt skalaztuk. Az igy kapott a
kép:

ARma

AR1

AR2

_arima_
11 Ima+

Ima arlma
arl

MAL

MA2
arMA

6.9. ABRA. 12 modell spektralis tdvolsdganak skéldzott képe
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Ezen az abran a skaldzott kép lathaté. A skalazott képen szimbolikusan van
jelolve, hogy milyen paraméterit ARIMA folyamatrol van szé. A jelolésrendszer
logikaja a kovetkezo:

Az ARIMA kédszonak csak az a része szerepel, ami a modellben ténylegesen benne
van pozitiv paraméterrel. A szamok fokszamokat jelentenek. Ha a név nagybetiivel

irt, akkor az 1 koriili paraméter értékeket jelent, ha kicsivel akkor az 0 koriilit.

Tehat a képen a kovetkezot lathatjuk.

A skalazas alapjan harom csoport kiilonboztethetd meg.
1. Bal fels6 sarok az AR (lényegében AR) folyamatok (A, B, C),
2. bal alsé sarok a MA (lényegében MA) folyamatok (D, E, F),

3. jobbra az integrélt folyamatok (G, H, I, J, K, L) kozépen az I1 (Wiener), a
+ jel az egyetlen olyan vizsgalt aminek a MA része pozitiv, az aldhuzas jel

még kisebb MA és AR részt jelent az arlma-val jelolthoz képest.

Konkluzié

A vizsgalt folyamatok a spektrum alapjan jol megkiilonboztethetéek: a paraméterezés
szerint hasonloak kozelieknek, a kiilonbozok tavolinak adédnak. Tehat a modszer

hasznélhato.



Nyilatkozat

Név: Budai Fruzsina Maria

ELTE Természettudomanyi Kar, szak: alkalmazott matematikus MSc
Szakirany: sztochasztika

Neptun azonosité: GP22YE

Szakdolgozat cime: Idésorok osztalyozéasa

En, Budai Fruzsina Méria, a felelosségem teljes tudataban kijelentem, hogy a
dolgozatom Onallé munkam eredménye, sajat szellemi termékem, abban a hivat-
kozasok és idézetek standard szabalyait kovetkezetesen alkalmaztam, masok altal

irt részeket a megfelel6 idézés nélkiil nem hasznéaltam fel.

Budapest, 2013. majus 31.

[\S %t W) q\wmﬁ‘,. Oy



Irodalomjegyzék

1]

C. W. J. Granger, 1980, Long memory relationships and the aggregation of

dynamic models, Journal of Econometrics 14 (1980), 227-238

T. Warren Liao, 2005, Clustering of time series data-a survey, Pattern Recog-

nition 38 (2005), 1857-1874

Jorge Caiado, Nuno Crato, Daniel Pena, 2005, A periodogram-based metric
for time series classification, Computational Statistics and Data Analysis 50

(2006), 2668-2634

Terence Tai-leung Chong, Gilbert Chiu-sing Lui, Estimating the fractonally
integrated process in the presence of measurement errors, 1999, Economics

Letters 63 (1999), 285-294

Martin J. Bailey, Prediction of an Autoregressive Variable Subject Both to
Disturbances and to Errors of Observation, Journal of the american associa-

tion, Vol. 60, No. 309 (Mar., 1965), pp. 164-181

Takeshi Amemiya and Roland Y. Wu, The Effect of Aggregation on Prediction
in the Autoregressive Model, Journal of the American Statistical association,

Vol. 67, No. 339 (Sep., 1972), pp 628-632

C. W. J. Granger and M. J. Morris, , Time Series Modelling and Interpre-
tation, Journal of the Royal Statistical Society, Series a (General), Vol. 139,
No. 2 (1976), pp. 246-257

83



8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Niels Haldrup, Morten Orregaard Nielsen, 2006, Estimation of fractional in-
tegration in the presence of data noise, Computational Statistics and Data

Analysis 51 (2007), 3100-3114

Junbun Lee and Suhasini Subba Rao, The quantile spectral density and com-
parison based tests for nonlinear time series, Department of Statistics, Texas
A&M University College Station, U.S.A., arXiv:1112.2759v2 (math.ST) 10
Mar 2012

Jorge Caiado, Nuno Crato, Daniel Pena, 2009, Comparison of
Times Series with Unequal Length in the Frequency Doma-
in, Communications in  Statistics-simulation and  Computation,

http://www.tandfonline.com/loi/lssp20

Philip Preu and Thimo Hildebrandt, July 25, 2012, Comparing spectral den-
sities of stationary time series with unequal sample sizes, Fakultat fiir Ma-

thematik Ruhr Universitat Bochum, Germany

Adam Zagdanski, Rafal Kustra, Exploration of high-dimenzional time series
using regularized reduced rank approach: application in time-course microar-

ray data analysis

Laney Kuenzel, June 6, 2010, Gene clustering methods for time series micro-

array data, Biochemistry 218

Andrew J Barbour and Robert L. Parker, March 12, 2013, Normalization of

Power Spectral Density estimates

Zazli Chik Pusat Asasi Sains,2002, A Periodogram-Based Test Method for

Comparing Stationary Stochastic Signal, University of Malaya, pp. 208-2012

Emma Sarno, Further results on the asymptotic distribution of the Euclidean

distance between MA models, Quaderni di statistica Vol.3, 2001,



[17] Henning Rust, Spectral Analysis of Stochastic Processes, september 2007

[18] Marcella Corduas and Domenico Piccolo, an Application of the AR Metric to
Seasonal Adjustment, Dip. di Scienze Economiche e Statistiche, Universita’

di Napoli Federico II

[19] H. Tong and P. Dabas, Cluster of time series models: an example, 05 June

2011, Institute of Mathematics, University of Kent

[20] R. H. Shumway and A. N., Linear Discriminant functions for Stationary Time
Series, Journal of American Statistical Association, Vol. 69, No. 348 (Dec.,

1974), pp. 948-956

[21] Yoshihide Kakizawa, Robert H. Shumway and Masanobu Taniguchi, Discrimi-
nation and Clustering for Multivariate Time Series, Journal of the American

Statistical Association, Vol. 93, No. 441 (Mar., 1998), pp. 328-340

[22] Umberto Triacca, A note on distance and parallelism between two ARIMA

processes, Facolta di Economia Universita di L’Aquila

[23] B. M. Potscher and E. Reschenhgfer, 27 Jun 2007, Distribution of the coates-
diggle test statistic in case of replicated observations, Univerity of Technology

Vienna

[24] Barry Quinn, Testing for Descrete and Continuous Spectral Diferences, Mac-

quarie University, Statistics Department, Australia

[25] Dr. Markus Lészl6 egyetemi  jegyzete, kézirat, forras:
http://www.math.elte.hu/probability /markus/AlkmatIdosorl.html,

http://www.math.elte.hu/probability /markus/AlkmatIdosor2.html



	Köszönetnyilvánítás
	Ábrák jegyzéke
	1 Bevezetés
	1.1 Bevezetés, a dolgozat célja
	1.2 Bevezetés, idősorokról általában

	2 ARMA, ARIMA és FARIMA folyamatok
	2.1 Bevezetés
	2.1.1 Idősorelemzés alapfogalmai
	2.1.2 ARMA folyamatok
	2.1.3 Autoregresszív (AR) folyamatok
	2.1.4 Mozgóátlag (MA) folyamatok
	2.1.5 ARMA folyamatok

	2.2 ARIMA folyamatok
	2.3 FARIMA folyamatok
	2.3.1 FARIMA modellek bevezetése


	3 Spektrum és periodogram
	3.1 Bevezetés
	3.1.1 Bevezető fogalmak

	3.2 Spektrum
	3.3 Spektrum becslése, a tapasztalati autokovarianciából
	3.4 Periodogram
	3.4.1 Spektrum becslése periodogrammal
	3.4.2 A periodogram aszimptotikus viselkedése

	3.5 Fehérzaj, AR(1) és MA(1) folyamatok spektruma
	3.5.1 A fehérzaj spektruma
	3.5.2 AR(1) spektruma
	3.5.3 AR(p) spektruma
	3.5.4 MA(q) spektruma
	3.5.5 ARMA(p,q) spektruma


	4 Zajos ARIMA, FARIMA
	4.1 Zajos ARIMA és FARIMA folyamatok
	4.1.1 Bevezetés
	4.1.2 Független sorok aggregációja


	5 Távolságok
	5.1 Idősorok klaszterezése
	5.1.1 Bevezetés
	5.1.2 Technika
	5.1.3 Alaptechnikák

	5.2 Távolságok többváltozós idősorok esetén
	5.2.1 Bevezetés
	5.2.2 Távolságok


	6 Gyakorlat és eredmények
	6.1 Adatok
	6.2 Matematikai módszerek
	6.3 Eredmények
	6.3.1 Összefoglalás

	6.4 Klasszikus idősor modellek klaszterezése
	6.4.1 Kanadai hiúz adatsor (lynx)
	6.4.2 Közel szinguláris lineáris modellek


	Irodalomjegyzék

