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Bevezeto

Napjainkban szdmtalan elektromos drammal mtikiid6 eszkozt haszné-
lunk. Ezek az eszkozok mindennapi életiink részévé véltak, &m hosszu tut
vezetett idaig.

El8szor meg kellett érteni az elektromos dram fogalmat, miként tudjuk azt
felhaszndlni, mit jelent az dramer&sség, fesziiltség, ellendllas stb. Ilyen esz-
kozokbol dramkoroket tervezhetiink melyek konnyebbé teszik az életiinket,
de ezek biztonsdgos haszndlatdhoz sziikségessé vélik, hogy ki tudjuk sza-
molni hol mennyi dram folyik, mennyi lesz a fesziiltség, azaz mi fog torténni
ha egy ilyen eszkozt d&ram al4 helyeziink.

A villamos halézatok analizisével el6szor Kirchhoff foglalkozott matemati-
kai alapossaggal. Bir még csak viszonylag egyszerti &ramkorokkel foglalko-
zott, 6 adott el6szor j6 karakterizaciét arra, hogy mikor lehet ilyen hédl6zat
egyértelmiien megoldani, és a megoldést is megadta. Egyben ez volt a graf-
elmélet els6 valodi alkalmazasa is.

Szakdolgozatomat el6szor matroid algoritmusokkal kapcsolatos 6sszefogla-
l16val kezdem — feltételezve, hogy az olvasoé tisztdban van az alapfogalmak-
kal —melyek késébbi bonyolultabb halézatok kiszdmitdsanal elengedhetet-
lenek lesznek. Ezutdn megismerkediink a villamos dramkorok fogalmaval, a
legegyszer{ibb eszk6zoktdl kezdve a bonyolultabb matematikai modellekig.
Ismertetem Kirchhoff eredményeit, majd a bonyolultabb hdl6zatok kiszadmi-
tdsara vonatkozo tételeket és ezek algoritmikus megoldéasait.

Végiil megismerkediink a teljesen 4ltaldnos n-kapu fogalmaval, mely villa-
mos héalézati eszkozok altalanos modellje. Ilyen eszkdzokbdl 4116 halézatok
megoldhatésdgara adunk el6szor feltételek, majd attériink a hibrid immin-
tancia fogalmara. Szemléletesen ez azt fogja jelenteni, hogy nem totalisan
akarjuk kiszdmitani a hal6zat 6sszes paraméterét, hanem csak bizonyos ter-
mindlokon érdekelnek minket az értékek. Mas-maés feltételezésekkel kiilon-
bdz6 nehézségili kérdésekhez jutunk majd. A terminal solvability kérdése
tulajdonképpen annak eldontése, hogy létezik-e hibrid immitancia jellem-
zése egy hélézatnak, azaz van-e egyértelmii megoldasa a halézatnak a sza-

munkra érdekes helyeken, ha ott mi adjuk meg a bementet. Ezek 1étezésére



adunk sziikséges és elégséges feltételeket — sok helyen bizonyitdssal egytitt
— majd hatékony matroidokat hasznal6 algoritmusokat adunk ezen feltéte-

lek ellendrzésére.



1. fejezet

Matroid algoritmusok

1.1. Osszeg, direkt 6sszeg

Miel6tt belekezdenénk a villamos hdlézatok elméletébe, el8szor néhany
matroiddal kapcsolatos definiciét és matroid particiés algoritmust ismerte-
tiink. Ezek az algoritmusok nemcsak felhasznélhat6éak lesznek a villamos
halézatakndl, de csak ezekkel tudjuk hatékony megoldani az adott problé-
mat. Feltételezem, hogy az olvasoé tisztaban van a matroid alapfogalmakkal,

igy a direkt 0sszeg és 0sszeg fogalmaval kezdjiik.

1.1.1. Definici6. Adott eqy My = (E1,F1) és ey My = (En, F2) matroid 1igy,
hogy Ex N E; = @. Ekkor a két matroid direkt 0sszege egy matroid: My & M, =
(E1U By, F1@T2). T1® T alatt azt értjiik, hogy egy X C Ey U E, halmaz fiiggetlen,
pontosan akkor ha X N Ey € F1és X N E, € F, azaz X Ey-be esd része fiiggetlen

M, szerint, és E,-be es0 része M, szerint.

Konnyen ldthatéan kormatroidok direkt 6sszege nem mdst, mint a két egy-
mas mellé lerajzolt graf dltal meghatarozott kormatroid. Egy maésik, kissé

nehezebb mitivelet az 6sszeg:

1.1.2. Definicié. Legyen My = (E,F1) és egy My = (E, F2) matroid adva. A két
matroid Osszege My vV My = (E,F1 V F3), ahol eqy X C E fiiggetlen, ha X elddll
X = X3 U X, alakban 1igy, hogy X1 € F1 és X, € Fo.



Mar az sem trividlis, hogy ez a mfivelet valéban matroidot ad, de a bizo-
nyitast most nem részletezziik. Szerencsére az 6sszegmatroid kiszamitdsédra

hatékony algoritmusaink vannak.

1.2. Matroid patriciés probléma, matroid metszet

probléma

Feladatunk a kovetkezd: Adott k& darab matroid ugyanazon az F alap-
halmazon. Kérdés, hogy létezik-e az £ alaphalmaznak £ = UE; diszjunk fel-
bontdsa agy, hogy E;, € ¥; Vi =1...k.Eza probléma a k-matroid particios
probléma (k — MPP). Tudjuk, hogy k — MMP € P, azaz létezik polinomélis
algoritmus ilyen megtaldlasara, vagy nemleges valasz esetén talalunk sért6
halmazt.

Ez a probléma specidlis esete Jack—-Edmonds tételének:

1.2.1. Tétel (Jack-Edmonds). Adott k darab matroid az E alaphalmazon rang-
fiigguényiikkel. Ekkor

k
mazl| UL, F| : F, fiiggetlen Mi-ben } = mingxcpl)_ 1:(X) +1E = X|}
i=1
A bizonyitast nem részletezziik, azonban megjegyezziik, hogy algoritmi-
kus: egy segédgrafot készitiink, kezdetben minden F; legyen iires. Minden
F; halmazhoz felvesziink egy ¢, segédpontot, és jelole Z azon pontok hal-
mazat, melyek még nincsenek besorolva valamely F;-be. Kétféle él van a

segédgrafunkban:

1. z € E — F;-beli pontbdl t;-be, ha az a pont hozzavehet F;-hez, hogy

az fliggetlen marad.

2. ha egy z € E — F;-beli pont olyan, hogy z + F; nem fiiggetlen, akkor

minden z-re F; + z alapkorébdl zz él.

Szemléletesen az a terviink, hogy belokdossiik az egyes elemeket F;-kbe

ugy, hogy azok fiiggetlenek maradjanak. Ha ilyet nem tudunk, belokjiik



olyan Fj-be ahonnan valakit odébb lehet 16kni mésik F;-be. Ha Z-bdl leg-
rovidebb utat keresiink 7' = {¢; ... #;} halmazba, akkor ez szerencsére poli-
nomiélis id6ben lefut, vagy taldlunk egy sért6 halmazt A 1épésszam cn’ ha
|E| = n-nel, ugyanis c(n+ k)? lépésben meg tudom konstrudlni a segédgrafot,
ugyanennyi lépésben legrovidebb utat kereshetek, és a 10kdosddés legfel-
jebb cn 1épés. Ezeket legfeljebb n-szer kell végrehajtani, igy adodik a cn®

lépésszam.

A k — MPP ennek specialis esete, hiszen | E| particionalhaté pontosan akkor,
ha a maz = |E| © min = |E|. Persze min < |F| automatikus, tehat csak az
kell, hogy min > |E|,azaz ), r;(X)+|E-X|>|E[.Ha ), r;(X) > |X| VXCEF
akkor ez teljeseiil. Tehat pontosan ekkor oldhat6é meg a k-matroid particiés

probléma, és a fenti algoritmus megadja a felbontast.

Egy maésik probléma a matroid metszet probléma. Itt adott £ matroid £
alaphalmazon, és egy ¢ szam. Kérdés, hogy létezik-e egy legalabb ¢ elem-
szdma X halmaz, mely fiiggetlen minden matroidban? Ha £ > 3 akkor ez a
probléma sajnos NP-nehéz. Konnyen visszavezetheté Hamilton tt keresé-
sére.

Azonban a k = 2 esetben 1étezik polinomidlis algoritmus. Els6 esetben te-
gytiik fel, hogy ri(E) = n(F) = t. Ekkor konny{i meggondolni, hogy pon-
tosan akkor van a két matroidnak kozos bazisa, ha M; v M, = (E, 25). Ezt
pedig a matroid particiés probléma algoritmuséaval el tudjuk donteni.

Ha ¢t > n(F) vagy t > n(F) akkor nyilvan nincs megoldés. Ha pedig na-
gyobb valamelyik rangja mint ¢ akkor azt a matroidot lecsonkoljuk ¢ rangtra
(hiszen ha példaul ¢ = 8 akkor és a matroid rangja 10, akkor minket nem
érdekelnek a 9,10 elemfi fiiggetlenek. Ezzel visszavezettiik a problémaét az

elsd esetre.



1.3. Polimatroid metszet probléma

Egy definiciéval kezdiink:
1.3.1. Definici6. Adott E, [ : 27 — Z] fiiggvény az aldbbi tulajdonsdgokkal:
1. f(@)=0
22HaY CX = f(Y)<f(X)
3. f szubmoduldris
4. Yz € E-re f({z}) < k.
Ekkor az f fiigguény k—polimatroid—rangfiigguény.
Megijegyzések:
1. Ha 4) helyett f(X) < |X|-et irnank akkor ez rangfliggvény lenne.

2. X CE = f(X)<kX|

1.3.2. Definicié. Egy f k—polimatoroid—rangfiigguény esetén X C E-reha f(X) =
k|X|, akkor X-et k-matchingnek hivjuk.

Ezen definici6kkal megfogalmazhaté a k-polimatroid-metszet probléma:

Adott egy f k-polimatorid-rangfiiggvény és egy ¢ szadm. Létezik-e egy X C
E,hogy |X| >t és X egy k-matching?
Ez altaldban NP-nehéz, azonban egy specidlis esetre Lovasz adott polino-
midlis algoritmust 2 — PMMP-re: Legyen M egy olyan a matroid, hogy az
alaphalmaz elemei parba vannak allitva, azaz £ = {21, y1, », %, ..., T, Yk}
I =1{1,2,...k} indexhalmaz. Legyen f fliggvény tigy definidlva, hogy J C I
halmazon f(J) = 7(Ujes{zi, yi}). Ekkor f 2-polimatroid-rangfiiggvény.

1.3.1. Tétel (Lovasz). Ha Megy R felett kordindtdzott matroid (ismerjiik a konk-
rét valds mdtrixot), akkor ilyen f-ekre 2 — PMMP € P.

A bizonyités és az algoritmus nehéz és bonyolult. Itt nem tériink ki ra.
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2. fejezet

Villamos halézatok

2.1. A hdalézatanalizis alapfeladata

Mint mér emlitettem, el6szor Kirchhoff foglalkozott dramkorok, vagy
villamos hdl6zatok matematikai analizisével. De mit is jelent az, hogy vil-
lamos hél6zat? Legegyszer{ibben azt mondhatjuk, hogy dramforrasokat, fe-
sziiltségforrdsokat és ellenallasokat 0sszekotiink vezetékekkel, az igy kapott
rendszer a villamos halé6zat.

A fesziiltségforrds olyan eszkdz, melyen a fesziiltség (u) adott, az dramer&s-

ség (i) pedig tetszbleges (példdul akkumlator). Rajzban a kovetkezéképp

P

Az arramforrasndl pont forditva, i van megadva, és u tetszdleges. Rajz-

S

11

szoktuk jeldlni:

ban:



Az ellenéllas (R) valamilyen anyag ”elektromos ellenélldsa”. Az anyagon
atfoly6 dram egyenesen ardnyos a fesziiltséggel, ez az ellenallas, kiszamita-

sdnak moédja pedig az Ohm-torvény: u = Ri (példaul vasal6). Rajzban:

|

Ezeket sorosan, és parhazumason osszekothetjiik vezetékekkel, igy ka-

punk egy dramkort. Példaul az alabbi dbra ilyen dramkort mutat:

P
(Ou B ) w())

1 r

Kirchhoff hasznélt el6szor grafelméleti fogalmakat aramkorok lefrasara.

Minden eszkdznek megfeleltetett egy élt, és ezen éleknek van kozds csticsa,

ha ezek 6ssze vannak kotve. Az el6bbi dramkor grafja a kovetkezé lenne:

12



Tehét a feladatunk azlesz, hogy egy ilyen hdl6zaton szdmitsuk ki minden
eszkoznél az u, i, R értékeket, ez a halézatanalizis alapfeladata. De miel6tt
ennek nekiesnénk, felvetédik az a kérdés, hogy ha barmilyen médon felraj-
zolunk egy grafot, akkor az egyaltalan értelmes lesz?

Természtesen nem, Kirchhoff két torvénye adja meg erre a valaszt:

1. A halézat gréfjdban egy kor mentén a fesziiltségek Osszege 0 kell le-
gyen, vagyis nem létezhet kor a grafban csupa fesziiltségforrasbol.
Persze, mivel u tetsz6leges a fesziiltségforrasokon, miért lenne ezek
Osszege éppen 0, és ha még véletlen annyi is lenne miért ne lehetne a
kor mentén az dramerdsséget novelni ugyanazzal az értékkel minden-
hol (azaz nem egyértelmii a megoldas). Ezt szokds huroktorvénynek

hivni.

2. Ahélozat grafjanak barmely vagdsa mentén az dramer&sségek dsszege
0 kell legyen, azaz nem lehet vagds csupa dramforrasbdl, hasonlé meg-

gondolds miatt. Ezt csomdponti torvénynek szokds hivni.

Lathatjuk, hogy az Ohm-, és Kirchhoff-térvények linearisak, ezért a halo-
zatanalizis alapfeladata nem mads, mint egy linedris egyenletrendszer meg-
oldasa. Azonban az egyértelm{i megoldhat6sag nem teljesen trividlis, a ko-

vetkez tétel ad ré valaszt:

2.1.1. Tétel (Egyértelmii megoldhatésag). Egy villamos hdlézat — mely csupa
dramforrdsokbol, fesziiltségforrdsokbol és ellendlldsokbol dll (UIR hdlézat) — egy-

értelmiien megoldhatd

)

ha minden R > 0 és teljesiilnek Kirchhoff-torvényei, azaz nincs kér a grdfban csupa

fesziiltségforrdsbol, és nincs vdgds csupa dramforrdsbol.

A sziikségesség nyilvanvalo, a nehezebb iranyra most nem tériink ki.
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2.2. Kondenzitor, tekercs

Egy hél6zat természetesen nem csak ellenéllasbol, &ram-, és fesziiltség-
forrasbol dllhat, s6t mi tobb a legtobb mai d&ramkor sok, ezeknél bonyolultabb
eszkozoket is haszndl. Ilyen eszkoz példaul a kondenzator és a tekercs.

A kondenzétort — az Ohm-torvényhez hasonléan — lineéris egyenlet irja le:

i=C%

7/, ahol C-t a kondenzator kapacitdsdanak nevezziik. Rajzban:

-

A tekercset az u = L2 linedris egyenlet irja le, ahol L a tekercs indukti-

vitdsa. Rajzban:

Persze itt feltessziik, hogy a fesziiltségek és dramok nem konstansok, ha-
nem id6ben véltoz6 mennyiségek, azaz tigy gondolunk rajuk, mint u(t), i(t)
figgvények. Egy ilyen halozat persze, a differencidlegyenletek megoldasa
utdn nem mads, mint egy hal6zatanalizisbeli alapfeladat.

Egy hal6zatot melyben kondenzétorok és tekercsek is vannak UCRLI-hal6zatnak

hivjuk. Itt is hasonl6 tétel fogalmazhaté meg:
2.2.1. Tétel. Eqy UCRLI-hdlozat egyértelmiien megoldhatd

)

haV R, C, L > 0 ¢és teljesiilnek a Kirchhoff-torvények.

Ha még véletlen az is igaz, hogy a fesziiltséggforrasokhoz és konden-
zatorokhoz tartoz6 élek egyiitt kormentesek, és nem létezik vagas az aram-
forrdsokhoz és tekercsekhez tartozo éleken egyiittesen, akkor minden kon-
denzétor kezdeti fesziiltsége és minden tekercs kezdeti dramerSségge tet-

szblegesen megadhat6 (hiszen a kondenzétor a bekapcsolas pillanatdban

14



ugy viselkedik, mint egy fesziiltségforras, és a tekercs pedig tigy, mint egy
dramerGsség, igy egyértelmii a megoldas).

Ez persze nem feltétleniil teljestil, ekkor a kovetkezd tétel hasznalhato:

2.2.2. Tétel. Adott eqy UCRLI-hdlézat. Tegyiik fel, hogy VR, C, L > 0 és teljesiil-
nek Kirchhoff torvényei. Legyen F' egy olyan fa, mely minden fesziiltségforrdshoz
tartozo élet (Ey) tartalmaz, semely dramforrdshoz tartozo élet (Er) sem tartalmaz,
tovdbbd a lehetd legtobb kondenzitor élet tartalmazza (E¢) és a lehetd legkevesebb
tekercs élet (E1), azaz legyen |F' N Ec|+|EL— F| maximdlis. Ekkor |F N E¢|+|EL—F|
értéke a hdlozatot leird differencidlegyenlet szabadsdgi foka és az F-beli kondenzitor
éleken a kezdeti fesziiltségek, és az F-bol kimarado tekercs éleken a kezdeti dram-

er@sségek eqymadstdl fiiggetleniil eloirhatok.

Hogyan taldlunk ilyen fat a grafban? Egyszertien az U,C,R,L1I élekre
rendre a kovetkez6 salyokat irjuk: 5,4,3,2,1. Ezen stlyozassal a grafon kere-
siink egy maximalis salyu feszitd fat. Ez persze minden Ey élet bevalaszt
(hiszen nincs kor Ey élekbdl), egyetlen E; élet sem fog valasztani, hiszen
nincs vagas E; élekbdl, igy minden csticsot 1-nél nagyobb stllyal fog be-
kotni. Tovdbbad konnyen ldthatdan a lehetd legtobb E¢ élet fogja hasznélni,

és a lehetd legkevesebb Ej, élet.

2.3. Transzformator

Eddig megismerkedtiink dramforrdsokkal, fesziiltségforrasokkal, ellen-
allasokkal, kondenzatorokkal és tekercsekkel. Azonban az életiinkben hasz-
nélatos praktikus dramkorok gyakran haszndlnak olyan eszkozoket, me-
lyeknek nem csak 2 termindljuk van. Iyen eszkoz példdul a transzformator
és a girator.

Megyjegyezziik, hogy tobb termindallal rendelkezé multitermindlokat ké-
s6bb altaldnosabban fogjuk bevezetni. Ebb6l azonnal latszik, hogy az eddigi
graf reprezentdcios megkozelitést nem lehet hasznalni. Azonban a fent em-

litett két Gj eszkdz még kezelheté marad grafelméleti moédszerekkel, ezért

15



targyaljuk ezeket el6szor.

Az idedlis transzformdtor egy 4 termindlos eszkoz. Ezek koziil 2-2 parba
van rendezve, ezért szokas 2-kapunak is hivni. A transzforméator egyik ka-
pujanak fesziiltségét a masik kapu fesziiltségének konstans szdmszorosava
transzformadlja és hasonl6an az d&ramer@sséget is attranszformadlja. Az alabbi

linedris egyenletek irjak le a miikodését:
Uy = kul; 2'1 = —k)iz

Rajzban a kovetkez6képp szokas abrazolni:

i
w] | J =
‘ - E? 1 - b :

Alegfontosabb tulajdonsaga az ideélis transzformdatornak, hogy haegy u
fesziiltségforrast kapcsolunk az els6 kapura, akkor a méasodik kapu ku értékii
fesziiltségforrasként fog viselkedni. Ebbdl latszik, hogy nem lehet mindkét
kapuhoz fesziiltségforrdsokat kapcsolni (mint ahogy pdrhuzamosan sem
kothetiink két fesziiltség forrast).

Most vegyiink egy URLCI-dramkort, melyben transzformator is szerepel.
Az eddigiektdl eltérben, a transzformdtornak két él fog megfelelni a hdlézat

grafjaban (mindkét kapujanak 1-1). Az aldbbi egy ilyen példa:

5

O30T 0 XY
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Ha itt a 4-es helyére egy fesziiltségforrdst tennénk, akkor az el6bbiek
alapjdn természetesen nem lenne megoldds, mégis a grafban lenne olyan
feszit6 erd6 amilyet az 1.2.2 tétel megkivan. Ez mutatja, hogy itt dltaldban
nem elég ilyen F' fat keresni.

A megoldas olyan F fa keresése, melyre még az is igaz, hogy minden transz-
formatort reprezentalé két élbél pontosan az egyiket tartalmazza. Egy ilyen
feszit6 erd6t normdlisnak hivunk, és ezzel kizérjuk, hogy egy transzformétor

két kapujara két fesziiltségforras legyen kotve.

2.3.1. Tétel. Ha egy dramkor grdfidban — mely fesziiltségforrdsokat, dramforrd-
sokat, ellendlldsokat, kondenzdtorokat, tekercseket és tranzisztorokat tartalmaz —

létezik normdlis feszit0 erdd, akkor egyértelmii megoldhatdsdg van.

A bizonyitast nem részletezziik. Adédik a kérdés, hogy hogyan talalunk
ilyen normalis fat egy grafban? Ha van egy transzformatorunk, akkor ki kell
prébalni, hogy a transzforméator egyik vagy madsik élének bevételével kivant
tat kapunk-e, azaz kétszerez6dik a futdsid6. Ha n darab transzformatorunk
van, akkor 2"- szeresére novekszik a futdsid6, ami mar exponencialis, igy
nem praktikus.

A megoldast a matroid particiés probléma adja. Inputként adott nekiink egy
halézat G grafja, és (1, 11), . . . (2, yx) élparok, melyek az egyes transzforma-
toroknak megfelel6 élparoknak felelnek meg. A feladat taldlni egy olyan F
teszit6 erd6t, mely minden transzformétor két é1ébdl pontosan egyet tartal-
maz, azaz |[F U (z;,y;)|=1 Vi=1...k.

Legyen most M; a G graf kormatroidja. Legyen 7; Vi=1...k két —egy-
egy transzformdtornak megfelel6 — parhuzamos élekbdl allo graf (vagyis
Th 21 és y parhuzamos élekbdl all). Legyen G graf élszama e. Legyen M,

matroid a kovetkez:
My =& T, 0 U, 2421,

ahol U5 .—2r @ maradék (nem transzformator) éleken vett szabad matroi-
dot jelenti. M, olyan, hogy minden fiiggetlen ami a transzformétor élekbdl

pontosan egyet tartalmaz, és barmi mast. Igy ha M; és M,-n kerestink egy
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kozos bazist, akkor pontosan egy olyan feszité erd6t kapunk, mely min-
den transzformdtorhoz tartozoé két élbél pontosan az egyiket tartalmazza. A

2 — MMP algoritmus pont ilyet szolgaltat nekiink.

2.4. Girator

Egy maésik 2-kapus eszkoz a girdtor. A kovetkezd egyeneletek hatdrozzak

meg:
U = —RZQ,’ Up = Rll

Hasonléan, ha egy u értékii fesziiltségforrast kapcsolunk az egyik ka-
pura, akkor a masik kapu —u/ R értékii dramforrdsként fog viselkedni. Ebb&l
persze latszik, hogy most nem legélis a girator egyik kapujara dramforrast

a masikra fesziiltségforrast kotni (és forditva). Rajzban:

v b q]. i

Annyi a véltozas a transzformatorhoz képest, hogy most egy girdtor-

nak megfelel$ két élbdl vagy pontosan egyet sem, vagy mindkett6t be kell
vélasztani a fdba (hiszen vagy két fesziiltségforrast kotiink a kapukhoz —
amikor mindkettd kell a fdba — vagy két dramforrdst, amikor egyik sem). Ezt

is szokds normdlis fanak nevezni. Hasonl¢ tétel igaz:

2.4.1. Tétel. Ha egy dramkor grifjiban — mely fesziiltségforrdsokat, dramforrdso-
kat, ellendlldsokat, kondenzdtorokat, tekercseket és girdtorokat tartalmaz — létezik

normalis feszitd erdd, akkor egqyértelmii megoldhatdésdg van.
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Hogyan taldlunkilyen feszit6 fat? Ittis adott G gréf, (z1, v1) . . . (zx, y) gira-
toroknak megfelel6 élek. Keresiink F' feszit6 erd6t, melyre |[FU(z;, y;)| # 1. Az

1.3.1-es Lovasz tétel pontosan ebben az esetben ad polinomidlis algoritmust.

2.5. n-kapuk

Az el6z8 részben lathattunk olyan eszkozoket, melyeknek 2-nél tobb
termindlja van, ezeket 2-kapuknak hivtuk. Altaldnosabban is beszélhetiink
2-kapukrél: olyan absztrakt hédlézati eszkdzok, melyeknek két termindl-
pérja van (azaz két kapuja), és a két-két fesziiltség- és dramértéke kozott
valamilyen linedris Osszefiiggés all fent. Formalisan az w, u, i1, i, kozott
A+ B(Z) = 0 linedris 0sszefiiggés all fent, ahol M = (A|B) rangja 2.

Ezt a fogalmat tovédbb altalanosithatjuk az n-kapuk fogalméra. Az n-kapu
olyan hélézati eszkdz, melynek n darab terminalpérja van, és n darab line-
arisan fliggetlen egyenlet adhat6 meg a kapuk fesziiltségei és dramai kozt.
Az egyeneleteket Au + Bi = 0 alakban szokas irni, ahol v = (uj, v, ..., u,) T
ési = (i1,%,...,%)" és A,Bvalds nzn-es méatrixok, r(A|B) = n. Ha az n szdm
nem jatszik semmilyen szerepet, akkor szokds az n-kaput multipornak hivni.

Rajzban:

j1—-- :-—l
wt Q)
(—

- oy
-
R ‘ '5;;_3_;

In

B P
U

Ezek nem valddi eszkozok, csak egy lehetséges modelljei bizonyos —

szamunkra hasznos tulajdonsdggal bir6 — eszkozdknek. Tekintsiik a kovet-

19



kez6 dramkort:

Ezt a 2-kaput (A,C és A,B kapukkal) a nyilvan a kovetkez6 egyenletek

Y W P RN

Jobban megvizsgalva latszik, hogy tulajdonképpen két ellenéllds van so-

irjak le:

rosan kotve, melyekre felirtuk az Ohm-torvényeket. Két ilyen sorosan kotott
ellenallds tgy viselkedik, mint egy R, + R, nagysagu ellenéllas. Igy ez az
aramkor valéjaban nem més, mint egy ellenallds, C' nem is létezik. Ha mégis
3 terminéllal irjuk fel C-tis haszndlva, akkor modelleztiink egy 3 terminalos
aramkort egy 2-kapuval.

Ez altalaban is igaz: egy k terminalt tartalmazé eszkoz, mindig reprezental-
hat6é egy (k—1)-kapuval. Az egyik terminalt kivélasztjuk referencia kapunak,
és az Osszes tobbi termindl vele van pédrban. A referencia kapu vélasztasatol

fiiggben, természetesen mas és mas (k — 1)-kapukat kapunk.

2.5.1. Definicié. Ha egy multiport termindlpdrjait tetsz0legesen dramforrdsokkal

és fesziiltségforrdsokkal dsszekotiink, akkor ezt a vdlasztdst inputnak hivjuk.

2.5.2. Definici6. Egy ilyen inputot megengedett inputnak neveziink, ha ezzel az

inputtal kapott dramkor eqyértelmiien megoldhato.

Természetesen 2" féle input képzelhet6 el egy n-kapundl, hogy ezek
koziil mennyi megengedhet6 az fiigg az n-kaputél. Tegyiik fel, hogy egy
n-kaput az Au + Bi = 0 rendszer irja le. Tegyiik fel, hogy az els6 k¥ kaput

fesziiltségforrassal, a tobbi dramforrdssal termindl. Ez az input pontosan
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akkor megengedhet6, ha az a;41,... ay,, by, ..., by 4ltal alkotott matrix deter-
mindnsa nem 0 (ahol a;-k A oszlopait jelolik, b;-k pedig B oszlopait).

Ha az els6 n oszlop linedris fiiggetlen, vagy a mésodik n oszlop linedris
fiiggetlen az (A|B) métrixbdl, akkor az n-kaput egy u = Zi vagy i = Yu
Osszefiiggés jellemzi. Ezt szokds Z— vagy Y- jellemzésnek hivni.
Természetesen nem létezik minden n-kapunak Z— vagy Y- jellemzése, de
néhdny dramforras és néhany fesziiltségforras megvalaszthaté egymastol

fiiggetlentil. Azaz — esetleg a portok tjraszamozasaval — az n-kapu leirdsa

atirhato
U U}
up ()
U | = H ) k
U +1 Uk+1
In Up

alakban. Egy ilyen leirast hibrid immitancia lefrdsnak hivunk. Természe-
tesen egyéltalan nem biztos, hogy egy n-kapunak létezik hibrid immatancia

jellemzése.
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3. fejezet

Terminal solvability

3.1. Egy n-kapu hibrid immitancia jellemzése

Természetesen adddik egy fontos kérdés: létezik-e egy n-kapukbdl allo
hélézatnak (mely n-kapuk 0ssze vannak kotve egymadssal, és ezek koziil
k termindl kitlintett) hibrid immitancia leirdsa? A kérdés egyaltalan nem

trivialis, 3 kiilonb6z6 "nehézséget” szokas megkiilonboztetni:

1. Fel lehet-e bontani a P = {py,..., px} kapukat két P = P; U P, hal-
mazra, hogy a P;-en adott inputként megadott aramok egyértelmtien
meghatdrozzdk a fesziiltségeket, és a P, inputként megadott fesziilt-
ségek meghatdrozzdk egyértelmtien az ide es6 dramokat (az inputok

fiigghetnek egymastol).

2. Valamivel er6sebb kérdés, hogy tudunk-e fiiggetleniil &ram- és fesziilt-
ségforrdsokat inputként P;, P,-re, hogy ezek egyértelmiien meghaté-
rozzék az itt felléps fesziiltségeket és dramokat. Altaldban erre a kér-

désre keressiik a valaszt.

3. Tudunk-e taldlni hibrid immitanciat tgy, hogy a bementek fiiggetle-
nek, és nem csak k£ kapun, de az Osszes bels6é kapun egyértelmtien

meghatarozott legyen az dram és a fesziiltség (totdlis megoldhatdsag).

A harmadik kérdés feleslegesen erds kivanalmakat kér, de még ez sem

trivialis tetszéleges — multiterminédlokat tartalmaz6 — hélézatok esetén.
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Ezért el6szor foglalkozzunk azzal az esettel, amikor a hal6zat csak egy n-
kapubdl 4ll. Ebben az esetben a 2) és 3) kérdés nyilvan ugyanaz.

Ennek megvalaszoldsdra mar matroidokra van sziikségiink. Adott tehat egy
n-kapu N, melyetaz Au+Bi = 0 6sszeftiggések irnak le. Legyen My az a mat-
roid, melyetaz (A|B) matrix hatdrozmeg. Legyen S = {u1, up, ..., uy, @1, %, . . ., i}
halmaz, és definidljunk egy B, = (S,#) matroidot agy, hogy egy X C S
fiiggetlen pontosan akkor, ha egy kapuhoz tartoz6 dramer&sségbol és fe-
sziiltségbdl legfeljebb az egyiket tartalmazza, azaz | X N {w, %} < 1|. Ekkor

a kovetkezd tétel igaz:

3.1.1. Tétel. Eqy n-kapu N adott (A|B) mdtrixdlval, vagy My matroiddal. Ennek
létezik legaldbb egy hibrid immitancia leirdsa < ha r(My) = n és My V B, =
(S,2%).

Bizonyitds: = Ha N-nek van egy hibrid immitancia leirdsa, akkor (A|B)
maétrixban van n darab fliggetlen oszlop, azaz My-nek létezik egy X bazisa,
melyre | X N {u, %} = 1 minden k-ra. Természetesen X — S bazisa B, -nek,
igy a két matroid Osszege a szabad matroid.
< Ha My V B, a szabad matroid, akkor minden fiiggetlennek létezik fel-
bontédsa a két matroid szerint, igy S-nek is. S = 5; U S, hogy 51 My-ben
fiiggetlen, de mivel My rangja most n, ezért ez az S; halmaz éppen egy jo
hibrid immittancia jellemzés.

]

A tételbdl azonnal latszik, hogy hatékony algoritmust is kaptunk a hibrid
immittancia jellemzés eldontésére. Az els6 fejezetben ismertetett matroid
particids algoritmussal konnyen eldonthet6 polinom id6ben ez a feltétel, és

taldlunk is egy ilyen lefrast.
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3.2. Hibrid immitancia tetsz6leges n-kapukbél 4116

halézaton

A hibrid immittancia kérdését megvalaszoltuk egy n-kapura, és haté-
kony algoritmusunk is van annak megtaldldsara. Most olyan halézatot kép-
zeljiink el, melyben n-kapuk, dramforrasok és fesziiltségforrdsok vannak
Osszekotve egymadssal tetszblegesen, és k kapu ki van tiintetve. Most egy
ilyen hal6zaton fogjuk megvalaszolni a 3)-as kérdést.

Ehhez bevezetiink pér jelolést: Legyen a [ — tetszbleges nk-kapukbdl allo
— dramkor halozati grafja G. Legyen G élhalmaza E, |E| = h ésjelolje M(G)
a G graf kormatroidjat. Az F halmazbdl két diszjunk masolatot készitiink:
E', E", az éleknek megfelel6 kapun atfoly6 dramer8sségnek és fesziiltség-
nek megfeleltetve. Legyen S = E* U E“ és egy z € E-re i, és i, jelolje z-nek

megfelel§ élet E'-ben és E“-ben. Hasonléan T C E-re
Ti={i,:ze€T}) és T'={u,:z€ T}
Definialjuk a kovetkez6 matroidot:
G = (B", M'(G)) & (E", M(G)).

Persze G valasztasa nem véletlen, konnyen ldthatoéan a Kirchhoff-térvényeket
tartjuk szem el6tt a definicié bevezetésekor. Mostlegyen z = (uy, wy, ..., up, i1, i, - - -, @) "
vektor, 6sszhangban S elemeivel. Ha az 0sszes n-kaput leiré egyeneletet egy
nagy A métrixban akkor halézatot leir6 osszefiiggéseket Az = 0 alakban ir-
hatjuk.

Legyen A a kovetkezd matroid: S alaphalmazon értelmezziik, és X C S
fiiggetlen pontosan akkor, ha az X-nek megfelel6 oszlopok A-ban linedris

figgetlenek.

3.2.1. Definici6 (él-kor illeszkedési matrix). EQy irdnyitott G grdfhoz hozzd-
rendeliink eqy B mdtrixot. A mdtrix oszlopai a grdf éleinek felelnek meg, sorai a grdf
koreinek. A mdtrix egy b;; helyén 0 van, ha a j-edik él nincs benne az i-edik korben.
1 van, ha a j-edik él benne van a kdrben, és az él irdnya megegyezik a kor korbejdrdsi

irdnydval (ha ellenkezd irdnyban van akkor pedig -1 ).
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3.2.2. Definici6 (él-vagas illeszkedési matrix). Hasonléan az el6z6 definicio-
hoz, G irdnyitott grdfhoz () mdtrixot rendeliink, melynek sorai a a grdf vdgdsainak
felelnek meg. Rendre 0,1,-1 et irunk q;; helyekre, ha az i él nincs benne a vdgdsban,

benne van és a vdgdssal egyeirdnyii, forditott irdnyii.

Jelolje G halézati graf kor- és vagas illeszkedési matrixat B, Q. Termé-
szetesen ez a két matrix alkalmas lesz arra, hogy a Kirchhoff torvényeket
hozzavegyiik a hdlézat Osszefliggéseit leir6 A matrixhoz. Definidljuk tehat

az N matrixot a kdvetkez6képpen:

fgy az Nz = 0 egyenlettel, az 6sszes halézatot jellemz6 Osszefiiggést le-
irjuk. Ha kitoroljiik azokat az oszlopokat, melyek a hédlézatban 1év6 dram-
vagy fesziiltségforrdsokhoz tartoz6 éleknek felelnek meg, akkor egy W mat-
rixot kapunk. Ez a métrix négyzetes:
A G hélézati graf pontjainak a szdma legyen n. Mivel £ kijelolt kapunk
adhatunk meg fiiggetleniil &ram- és fesziiltségforrasokat, ezért W-bdl k da-
rab oszlopot torliink ki nyilvan. A sorainak szdma ekkor A — k, oszlopainak

szdma 2h — k. Azt allitom, hogy Q és B métrixoknak egyiitt / sora van:

3.2.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy G 0sszefiiggd. A fenti Q és B mdtrixoknak a rangja
r(Q)=n-1,r(B)y=h-n+1.

Bizonyitds: (>) Vegytink egy F' feszit fat G-n. Rendezziik, Q és B oszlopait
ugy, hogy az els6é n — 1 oszlop az F feszit6fa éleinek feleljen meg. Mivel
B él-kor matrix, és mivel F-hez barmely élet hozzdvéve egy kort kapunk,
ezért az n-edik oszlop elsd helyére +1-et irva kapunk egy kort, az n + 1-
edik oszlop 2-ik helyére +1-et irva kapunk egy masodik kort és igy tovabb.
Ilyen elrendezéssel a B jobb felsé h — n + 1zh — n + 1 -es részmatrixa egy

diagondlmatrix, ennek rangja h —n +1,igy r(B) > h — n + 1.
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Hasonl6éan elrendezve Q métrixot, minden vagashoz sziikség van legaldbb
egy fa élre, igy itt a Q bal felsé n — 1zn — 1-es részében jelenik meg egy
diagonalmaétrix. Ennek rangja n — 1, igy r(B) > n — 1.

(<) Sylvester egy lemmadja az mondja: YA p X g-as métrixra és C' ¢ X r-es
matrixra: 7(A) + r(C) < ¢ + r(AC). Ezt felhaszndlva A = B és C = Q7

szereposztassal kapjuk:
h=h-n+1+n-1<7r(C)+rQ)=rC)+7r(Q")<h+r(CQT)=h

Ebbdl kovetkezik, hogy B rangja valéban & — n + 1 és Q rangja valéban
n—1, feltéve, hogy r(CQT) = 0 fenndll. De CQ” az azonosan 0 métrix, hiszen
ha egy kor egy élét tartalmazza egy vagds, akkor legalabb egy masikat
is tartalmazia kell rdaddsul egy mdsik irdnyba mend élt, igy ezek kiejtve

egymadst 0-t adnak mindig. m

Megyjegyezziik, hogy G nem biztos, hogy 0sszefliggd, az egyszertiség ked-
véért tettiik fel, de ugyanezzel a meggondoléssal kihozhat6 hasonlé 4llitas.
B és Q métrixoknak csak az els6 néhany sorét elég meghagyni, a tobbi nem
tartalmaz 0j informaciét, igy valéban azt kapjuk, hogy ezeknek egytitt & sora
van. Ezzel W 2h — k X 2h — k-as métrix, azaz valoban négyzetes.

N legyen az a matroid az S alaphalmazon, melyet tigy kapunk N maét-
rixb6l, hogy pontosan azok a fiiggetlenek, amelyeknek megfelel6 oszlopok
az N-ben linedrisan fliggetlenek. Nyilvan pontosan akkor van egyértelmii

megolddas, ha W nem szinguldris, azazha U" U [ L egy bazisa N*-nak.

Ez a feltétel azonban nem kényelmes. Ehelyett adunk egy kombinato-
rikus karakterizaciot. Az otlet az, hogy az N matroid helyett tekintsiik a

kovetkez6t:
M=GVA

Altaldban M kiilonbozik N-t6l, de ez is elég informaciét hordoz. Az
U™ U I'" bazisa M'-nak feltétel sziikséges és elégséges feltétel marad. M

meghatdrozésara hatékony algoritmusaink vannak 71 181 91,
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Most engedjiik meg, hogy a hédl6zatban kondenzatorok és tekercsek is

legyenek. Legyen L és (' a tekercsek és kapacitdsok halmaza.

3.2.1. Tétel. Egqy ilyen hdlozatnak pontosan akkor létezik eqyértelmii megolddsa,
ha léteznek Ly C L és Cy € C' részhalmazok 1igy, hogy

U“UT"U(L= Lo)*U(C = Cp)' U Ly U I' bdzisa M*-nak.

Ha olyan hélézatot tekintiink, mely csak n-kapukbdl 4ll, és £ kitiintetett

cstcspdr alkosson egy R halmazt. Ekkor a kovetkezd tétel igaz:

3.2.2. Tétel. Egy ilyen hdlézaton a k-kapun létezik hibrid immitancia leirds ha
létezik eqy R = R1 U R, diszjunk felbontds, hogy

R} U R} bdzisa M'-nak.

3.3. Terminal solvability

Most a hal6zatunk n-kapukbol és k egymdstol fiiggetlen d&ram- és fesziilt-
ségforrasbol all (melyek 6ssze vannak kotve egymadssal). Ekkor a terminal solvability
kérdése nem mas, mint, hogy egy igy kapott hal6zatnak van-e hibrid immi-
tancia leirasa a 2)-es értelemben.

Az el6z6 szakasz jeloléseit haszndlva, lattuk, hogy a totdlis megoldhatésag
sziikséges és elégséges feltétele, hogy I' U U™ bézisa legyen M*-nak. Jelol-
jik M — X-el az X M-b&l val6 elhagyasaval keletkezd matoridot (csonkolt

matroid).

3.3.1. Definicié (Hid). Egy X halmaz eqy M matroid hidja, ha ezt M egyik kore

sem tartalmazza.
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A kovetkezd tétel ad vélaszt a terminal solvability kérdésére:

3.3.1. Tétel. A terminal solvability kérdésére pontosan akkor igen a vdlasz, ha a
kovetkezd két feltétel teljesiil:

A1) I'U U™ nem tartalmazhat semmilyen M-beli vigdst (azaz fiiggetlen M-ban.

A2) Ut U I* minden elemének hidnak kell lennie az M — (I' U U") matroidban.

Bizonyitds: Legyen Az = b linedris egyenletrendszer, legyen K = {ay, ..., a;}
halmaz A oszlopaibdl. Ekkor persze a rendszer pontosan akkor oldhaté
meg ha b benne van K kifeszitett alterébe. z; egyértelmiien meghatarozott,
ha nincs benne K — {a;} kifeszitett alterébe.

Ha matroidként gondolunk ezekre, ez azt jelenti, hogy a; hid. Tovabba egy
részhalmaz “kifesziti” az egész matroidot, ha a komplementerében nincs
vagas. Igy a két feltétel sziikségessége kovetkezik.

]

Ezen tétel segitségével konnyen megadhaté a valasz arra a kérdésre,
hogy egy n-kapukbol all6 hédlézatnak (k kitiintetett csucspérral) 1étezik-e
legalabb egy hibrid immitancia lefrdsa: G hal6zati graf élhalmaza &/, P C E
halmaza a k "kapu-éleknek”, azaz a képzeletbeli éleknek melyek paronként
Osszekotik a k csticspart. Az igy kapott k-kapunak 1étezik legalabb egy hibrid
immitancia lefrdsa ponotosan akkor, ha létezik legalabb egy P = P; U P,

partici6, hogy:
Al” P! U P, nem tartalmazhat M-beli vagast
A2" P U P} elemei hidak M — (P U P;)-ben.

Ezek a feltételek nem igazén praktikusak: P-nek 2" féle particidja lehet, a
legrosszabb esetben ennyi matroid kellene megkonstrudlnunk. A kovetkezé

tétel k-ban polinomidlisan ellenérizhet6 feltételeket ad:

3.3.2. Tétel. Az n-kapuk Osszekapcsoldsdra legaldbb egy hibrid immittancia leirds
létezik < Ha a kovetkezd feltételek fenndllnak:

B1) (S — (P'U P%) = r(S) — k
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B2) P'U P“ minden eleme hid az N = GV AV B matroidban,

ahol B az S alaphalmazon van definidlva, és eqy X C S halmaz fiiggetlen ha X C P
és | X N{e’, e"}| < 1 fenndll minden e € P-re.

3.4. Algoritmus terminal solvabilityre

Hogyan tudjuk az utébbi tétel feltételeit ellendrizni polinomidében? Erre

a kovetkezd algoritmus adja meg a valaszt: (j = 1,2, 3-ra)

1. P*U P" elemeihez rendeljiink kis stilyokat, és a tobbihez nagyobbakat.

2. Keressiink a GV AV B matroidon egy maximalis stulytd bazist. Ugyan-
akkor készitsiik el a By € B hidak halmazat. Legyen |B| = t.

3. Ha By = S-el akkor legyen ¢ = 4.

4. Ha B-ben anagy sulyt elemek szdma kevesebb mint ¢ —n akkor legyen

1 = 2, kilonben ¢ = 3.

5. A k-kapunak létezik legaldbb egy hibrid immitancia jellemzése a J)-
edik “nehézség” szerint pontosan akkor, ha j < i. (Ha ¢ = 1, akkor

sosem létezik)

Matroid 6sszegében maximalis salyt fiiggetlen halmazok megtalalasara
létezik polinomidlis algoritmus 7). A Knuth ! féle algoritmus kénnyen mo-

dosithat6 ! agy, hogy matroid 6sszegében a hidak halmazat is megtalélja.
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