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Operációkutatási Tanszék
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Köszönetnyilváńıtás

Ezúton is szeretnék köszönetet mondani témavezetőmnek, Kis Tamásnak azért a rengeteg

seǵıtségért, tanácsért amit a TDK, a szakdolgozat, és tanulmányaim kapcsán kaptam tőle.
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leveleimre szinte azonnal válaszolt.

Szeretném megköszönni barátaimnak, hogy megértették ha néha fontosabbak voltak szá-

momra a tanulmányaim. Köszönöm csoporttársaimnak, hogy tudtuk egymást seǵıteni az

együtt töltött évek alatt. De legfőképpen szüleimnek, családomnak tartozom hálával, amiért

szüntelenül támogattak tanulmányaim során.
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3.1.5. Megengedett megoldás előálĺıtása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Bevezető

A jármű és a vezető ütemezés a tömegközlekedésbeli optimalizálás legjelentősebb felada-

tai közé tartozik, hiszen a járművek és a járművezetők alkotják a közlekedési vállalatok fő

eszköztárát. Az utóbbi évtizedekben egyre nagyobb érdeklődés mutatkozott a tömegközleke-

dési optimalizálásra, és főként a számı́tógéppel történő megoldásokra. Ennek egyik legfőbb

oka, hogy a közlekedési vállalatok számára nagy költségekkel jár egy jármű használata/kar-

bantartása illetve a vezetők bérezése. Másrészt, mint látni fogjuk, a vezetők beosztására vo-

natkozó feltételek kezelése egyre bonyolultabb feladatokat eredményez, melyek manuálisan

történő megoldása reménytelenné válik.

Egy közlekedési vállalat tervezési folyamata általában négy fázisból áll. A tervezési folya-

matot a 1. ábra szemlélteti.

1. ábra. Tervezési folyamat

Mindenekelőtt meghatározzuk, hogy milyen járatokat szeretnénk létrehozni, és milyen já-

ratsűrűséggel. Például a forgalmasabb csomópontokon át célszerű több járatot létrehozni,

nagyobb járatsűrűséggel. Ezekre alapozva készül el a fordulókból álló menetrend úgy, hogy

iii
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minden egyes fordulóra adott az indulás/érkezési idő illetve a kezdő-/végállomás.

A tervezés második fázisa a jármű ütemezés, melyben a menetrend késźıtés során meg-

határozott fordulókhoz kell járműveket rendelnünk. A járművek különböző depókhoz tar-

tozhatnak. Egy depó alatt ugyanahhoz a garázshoz tartozó, és ugyanolyan t́ıpusú (alacsony-

padlós, csuklós, stb.) járműveket értünk. Minden egyes fordulóra adott, hogy mely depóból

teljeśıthető (például a kórházak közelében célszerű alacsonypadlós járműveket használni).

A jármű ütemezés során különböző költségeket kell figyelembe venni. Tipikus példa, hogy

minden jármű használata maga után von egy fix költséget, és a megtett kilométerek alapján

meghatározott működési költséget. Az ütemezés végeztével minden járműre kapunk egy

menettervet, amely a depóból indul és ott ér véget. A menettervre egy példát a 2. ábrán

láthatunk. Lehetséges, hogy a jármű többször is visszatér a depóba. A jármű menettervének

egy depótól-depóig tartó részét jármű blokknak nevezzük. A járművezetők nem csak a

depóban, hanem bizonyos állomásokon (átszállási pontokon) is megkezdhetik/befejezhetik a

szolgálatukat. Egy jármű blokkon belül több ilyen átszállási lehetőség is adott lehet a ve-

zető számára. Két egymást követő átszállási hely közötti részt vezető feladatnak (röviden:

feladatnak) nevezünk. A 2. ábrán a depón ḱıvül csak az A illetve D állomásokon engedjük

meg a vezetők átszállását.

2. ábra. Egy jármű menetterve

A harmadik fázisban a vezetőket kell beosztanunk a jármű ütemezés során kapott felada-

tokra. Egy adott vezetőhöz rendelt feladatok összességét a vezető beosztásának nevezünk.

A beosztások megengedettségére különböző feltételek adottak, melyek függhetnek a közle-

kedési vállalattól, de az adott régió munkatörvényétől is. A legtöbb esetben egy beosztás

több (többnyire kettő vagy három) munkarészből kell, hogy álljon. Általában egy munkarész

alatt a vezető ugyanazt a járművet vezeti hosszabb szünet nélkül. Tipikus feltételek, hogy

egy-egy munkarész, a munkarészek közötti szünet, illetve az egész beosztás időtartamára

alsó-felső korlátok adottak.
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Az első három fázis során általában egy adott napot veszünk figyelembe. Például a menet-

rendeknél megkülönböztethetünk munkanapokat és munkaszüneti napokat, iskola előadási

napokat, stb. Gyakori, hogy hétfőtől-csütörtökig illeve pénteken eltérő menetrendeket kell

alkalmazni. A negyedik fázisban azonban hosszabb időtávra tervezünk. Itt a vezetőknek a

heti/havi beosztását kell elkésźıteni a vezető ütemezés során megkapott napi beosztásokból.

A dolgozatban csak a jármű és vezető ütemezési részekkel fogunk foglalkozni. Az 1. Fe-

jezetben válogatott kombinatorikus optimalizálási feladatokat és módszereket tekintünk át,

melyekkel a későbbi fejezetekben találkozni fogunk. Külön foglalkozunk az erőforrás korlátos

legrövidebb út feladattal és megoldásával, mert ez a probléma számos jármű és vezető üte-

mezési feladatnál felmerül.

A 2. Fejezetben a szekvenciális jármű és vezető ütemezéssel foglalkozunk. Ismertetjük a

problémákat, és rövid irodalmi áttekintést is nyújtunk a megoldási módszerekről. A feje-

zet utolsó szakaszában bemutatunk egy speciális vezető ütemezési feladatot, melyhez két

implementációt is késźıtettünk. A szakasz hátralevő részében a tesztelési eredményeinket

mutatjuk be.

A 3. Fejezetben az integrált jármű és vezető ütemezésről lesz szó. Itt is ismertetjük a

különböző problémákat, megoldási módszereket. Az egy-depós ütemezéshez elkésźıtett imp-

lementációnk futási eredményeiről is itt számolunk be.



1. fejezet

Kombinatorikus optimalizálási

feladatok és módszerek

Az alábbi fejezetben olyan kombinatorikus optimalizálási feladatokat és módszereket ismer-

tetünk, melyek a későbbi fejezetekben előfordulnak, illetve alkalmazni fogunk.

Az 1.1 szakaszban a teljesség igénye nélkül bemutatjuk a minimális költségű folyam/áram

és a többtermékes folyam feladatokat. Szó lesz még legrövidebb utakról, és ismertetjük a

halmaz fedés/part́ıció feladatokat is. A feladatokat olyan formában mutatjuk be, amilyenre

a későbbiekben szükségünk lesz.

Az 1.2 szakaszban egy átfogó ismertetőt nyújtunk a Lagrange relaxációról, a szubgradiens

algoritmusról, és az oszlopgenerálásról. Az oszlopgenerálás Lagrange relaxációval kombinált

változatát is bemutatjuk.

Az erőforrás korlátos legrövidebb út feladat a 2. Fejezet végén kulcsszerepet játszik, ezért a

feladat és megoldási eljárásának ismertetésére egy külön szakaszt áldozunk.

1
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1.1. Kombinatorikus optimalizálási feladatok

Jelölés: a következőkben D = (V,A) iránýıtott gráfot jelöl.

1.1.1. Minimális költségű folyam, áram

Tegyük fel, hogy van egy D = (V,A) hálózatunk, és annak két kijelölt csúcsa: s és t.

Folyamon olyan x : A → R⊕ függvényt értünk, hogy minden s és t-től különböző j csúcsra

teljesül a megmaradási szabály : ∑
i:ij∈A

x(ij) =
∑
i:ji∈A

x(ji)

azaz tömörebb jelöléssel: %x(j) = δx(j). Egy x folyam nagyságán a δx(s) − %x(s) értéket

értjük.

Ha a hálózatunkon adottak az l : A → R⊕, u : A → R⊕ alsó-felső kapacitás függvények

(l ≤ u), akkor egy x folyamról azt mondjuk, hogy megengedett, ha minden ij ∈ A élre

l(ij) ≤ x(ij) ≤ u(ij) teljesül.

Ha a hálózatunkon adott egy c : A→ R költségfüggvény is, akkor beszélhetünk egy x folyam

c̃(x) költségéről:

c̃(x) =
∑
ij∈A

c(ij)x(ij)

A folyamokkal kapcsolatos egyik legalapvetőbb feladat egy minimális költségű megengedett

folyam megkeresése. A problémát a következő lineáris program seǵıtségével is megfogalmaz-

hatjuk:

min
∑
ij∈A

cijxij∑
i:ij∈A

xij =
∑
i:ji∈A

xji ∀ j ∈ V − {s, t}

lij ≤ xij ≤ uij ∀ ij ∈ A

Rendḱıvül fontos kiemelnünk a probléma egészértékűségi tulajdonságát [13]: ha az adott

korlátok (l és u) egészértékűek, akkor az optimális x folyam is választható egészértékűnek.

A minimális költségű folyam megkeresésére több polinomális algoritmus is rendelkezésünkre

áll (például Kapacitás-skálázás, Hálózati Szimplex algoritmus).

A folyammal rokon fogalom az áram. Áramon olyan x : A→ R⊕ függvényt értünk, melynél

minden csúcsra teljesül a megmaradási szabály. Hasonlóan értelmezzük a megengedett áram

fogalmát, és a minimális költségű megengedett áram feladatát, mely szintén rendelkezik

az egészértékűségi tulajdonsággal. Az előző algoritmusokkal (Kapacitás-skálázás, Hálózati

Szimplex algoritmus) a minimális költségű megengedett áram feladat is polinom időben

megoldható.
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1.1.2. Legrövidebb utak

A legrövidebb út probléma során egy D = (V,A) hálózat kijelölt s és t pontjai között sze-

retnénk legrövidebb utat találni egy c : A→ R távolságfüggvény szerint.

A feladat megfogalmazható egy 1-nagyságú legolcsóbb folyam kereséseként is. A további fe-

jezetekben viszont kizárólag aciklikus gráfban fogunk legolcsóbb utat keresni, és szükségünk

lesz minden v csúcs esetén a legrövidebb sv út d(v) hosszára, ezért egy másik eljárást

vázolunk (1.1. Algoritmus).

Algoritmus 1.1 Legrövidebb utak aciklikus iránýıtott gráfban egy s forrásból

1: Topologikus sorrend

Késźıtsük el az aciklikus D gráf topologikus sorrendjét.

2: Inicializálás

Legyen d(s) = 0, és d(v) =∞ minden v ∈ V − s csúcsra.

3: Legrövidebb utak

A topologikus sorrendben haladva egy adott v csúcsra d(v)-t a következőképpen

számoljuk:

d(v) = min
u
{d(u) + c(uv) | uv ∈ A}

1.1.3. Többtermékes folyam

A folyam problémára tekinthetünk úgy, mintha egy termékből adott (legtöbb) mennyiséget

szeretnénk eljuttatni s-ből t-be, bizonyos kapacitásokat teljeśıtve, esetleges költségeket figye-

lembe véve. A többtermékes folyam problémát úgy szemléltethetjük, mint ha K különböző

terméket szeretnénk s-ből t-be szálĺıtani, és minden egyes k termékre külön-külön adottak

a ck költség és lk, uk kapacitás függvények. Továbbá adottak még az L és U kapacitás

függvények is, melyek minden élen az összkapacitást korlátozzák. Az egészértékű több-

termékes folyam az alábbi feladatként ı́rható fel:

min

K∑
k=1

∑
ij∈A

ckijx
k
ij∑

i:ij∈A
xkij =

∑
i:ji∈A

xkji ∀ j ∈ V − {s, t}, ∀ k = 1, . . . ,K

lkij ≤ xkij ≤ ukij ∀ ij ∈ A, ∀ k = 1, . . . ,K

Lij ≤
K∑
k=1

xkij ≤ Uij ∀ ij ∈ A

xkij ∈ N ∀ ij ∈ A

A többtermékes folyamra általában nem teljesül az egészértékűségi feltétel, tehát az xkij ∈ N
feltételt elhagyva nem feltétlenül kapunk egészértékű megoldást (még akkor sem, ha minden
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kapacitás egész is). Az egészértékű többtermékes folyam NP-teljes, már két termék esetén

is [21].

1.1.4. Halmaz part́ıció és halmaz fedés

Tegyük fel, hogy adott egy véges M halmazunk, és részhalmazain egy c : 2M → R költ-

ségfüggvény. A célunk az M halmaz olyan P part́ıcióját meghatározni, melynek c̃(P)

összköltsége minimális.

c̃(P) =
∑
P∈P

c(P )

A halmaz part́ıció feladatot a következő egészértékű feladattal ı́rhatjuk fel:

min
∑
j∈N

cjxj (1.1)

∑
j∈N

aijxj = 1 ∀ i ∈M (1.2)

xj ∈ {0, 1} ∀ j ∈ N (1.3)

ahol N jelöli M részhalmazainak halmazát, xj pedig a j ∈ N részhalmazhoz tartozó döntési

változó.

aij =

{
1 ha a j részhalmaz tartalmazza az i elemet

0 különben

xj =

{
1 ha a j halmazt kiválasztjuk

0 különben

Az (1.2) feltétel biztośıtja azt, hogy M minden eleme pontosan egy választott részhalmazhoz

tartozzon.

A halmaz fedési feladatnál is fednünk kell az M minden elemét, de nem követeljük meg

azt, hogy a fedő halmazok part́ıciót adjanak. A halmaz fedési feladatot úgy ı́rhatjuk fel

egészértékű feladatként, hogy az (1.2) feltételben ’≥’ jelet ı́runk. Megjegyezzük, hogy a

halmaz part́ıció feladatban, illetve a halmaz fedési feladatban pozit́ıv költségfüggvény mellett

elegendő xj ∈ N megkötéseket tennünk.

Mindkét feladat NP-nehéz [21].
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1.2. Kombinatorikus optimalizálási módszerek

1.2.1. Lagrange relaxáció

Tekintsük a következő egészértékű feladatot:

ZIP = min
∑
j∈N

cjxj (1.4)

∑
j∈N

aijxj = di ∀ i ∈M1 (1.5)

∑
j∈N

bijxj = ei ∀ i ∈M2 (1.6)

xj ∈ Z+ ∀ j ∈ N (1.7)

Tegyük fel, hogy az (1.5) feltételek komplikált feltételek abban az értelemben, hogy őket

kihagyva a feladat könnyen megoldható lenne.

A Lagrange relaxáció alapötlete az, hogy a nehéz feltételeket kihagyjuk a feltételek közül,

de nem-teljesülésüket a célfüggvényben büntetjük. A komplikált feltételeket beéṕıtve a

célfüggvénybe (relaxálva, dualizálva) kapjuk a Lagrange feladatot:

ZLR(λ) = min
∑
j∈N

cjxj +
∑
i∈M1

λi

di −∑
j∈N

aijxj


∑
j∈N

bijxj = ei ∀ i ∈M2

xj ∈ Z+ ∀ j ∈ N

ahol λ = (λi)i∈M1
a komplikált feltételekhez tartozó Lagrange szorzók (multiplikátorok).

Egy j ∈ N oszlop redukált költsége (Lagrange költsége) c̄j :

c̄j = cj −
∑
i∈M1

aijλj

A megengedett megoldások halmazát jelölje X, és legyen X̃ a relaxált poliéder:

X =

x ∈ Z|N |+ |
∑
j∈N

bijxj = ei ∀ i ∈M2


X̃ =

x ∈ R|N |+ |
∑
j∈N

bijxj = ei ∀ i ∈M2


A Lagrange feladat az alábbi formába ı́rható:

ZLR(λ) = min

∑
j∈N

c̄ijxj +
∑
i∈M1

λidi | x ∈ X
 (1.8)
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Ha egyenlőtlenséges feltételeket dualizálunk, akkor a megfelelő multiplikátorokra előjel meg-

kötést teszünk. Például a
∑
j∈N

aijxj ≥ di feltétel dualizálása esetén feltesszük, hogy λi ≥ 0.

Könnyen látható, hogy tetszőlegesen rögźıtett λ mellett ZLR(λ) alsó korlátja az eredeti

feladat optimumának, azaz: ZLR(λ) ≤ ZIP teljesül. A legjobb alsó korlát megkeresését

Lagrange duális feladatnak nevezzük:

ZLD = max
λ

ZLR(λ)

Megmutatható [22], hogy a Lagrange duális optimumának értéke legalább olyan jó alsó

korlátot ad az eredeti feladatra, mint az LP-relaxált feladat optimuma:

ZLP ≤ ZLD ≤ ZIP

illetve, ha X̃ egész poliéder, akkor ZLP = ZLD teljesül [39]. Továbbá, a Lagrange duális

feladat ZLD optimuma megegyezik az alábbi feladat optimumával [39]:

min

∑
j∈N

cijxj|
∑
j∈N

aijxj = di ∀ i ∈M1, x ∈ conv(X)


A Lagrange duális feladat egy szakaszonként lineáris, nem differenciálható konkáv függvény

maximalizálása. Megoldására a legtöbb esetben szubgradiens módszert alkalmaznak, melyet

a következő szakaszban ismertetünk.

1.2.2. Szubgradiens algoritmus

A gradiens módszer egy iterat́ıv eljárás differenciálható függvények szélsőértékének megha-

tározására. Egy kezdeti megoldásból kiindulva minden lépésben az adott pontbeli gradiens

seǵıtségével határozzuk meg a következő pontot. Egy nem differenciálható függvény esetén

azonban a gradiens módszer nem működik, hiszen nem minden pontban létezik gradiens. A

szubgradiens módszer egy megoldást nyújt a problémára.

Egy konkáv Φ : R|M1| → R függvény λ-beli szubgradiensén egy olyan s ∈ R|M1| vektort

értünk, melyre

Φ(λ̄) ≤ Φ(λ) + sT (λ̄− λ)

teljesül minden λ̄ ∈ R|M1| esetén. Ha Φ nem differenciálható λ-ban, akkor ott több szubgra-

diens is létezik. Jelölje ∂Φ(λ) a λ-beli szubgradiensek halmazát. Az algoritmus ezek közül

választ egy tetszőlegeset. (Ha Φ differenciálható λ-ban, akkor ∂Φ(λ) a λ-beli gradiensből

áll.)

A szubgradiens algoritmus alkalmazható a Lagrange duál feladat megoldására, melyre most

egy keret algoritmust mutatunk (1.2. Algoritmus). A konvergencia biztośıtására egy τ

lépéshossz paramétert is bevezetünk, melynek kezdőértékét 2-re álĺıtjuk, és ha egy adott

számú iteráció alatt nem sikerül jav́ıtani az alsó becslésünkön, akkor τ értékét megfelezzük.
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Algoritmus 1.2 Szubgradiens algoritmus ZLR(λ) maximalizálására

1: Inicializálás

Megadjuk a kezdeti λ0 multiplikátorokat, beálĺıtjuk az ε pontossági paramétert, a t

lépésszámlálót 0-ra álĺıtjuk, és kiszámolunk egy heurisztikus ZUB felső korlátot az eredeti

feladatunkra.

2: Lagrange feladat megoldása

Megoldjuk ZLR(λt)-t, és elmentjük az xt optimális megoldást.

3: Felső korlát frisśıtése

Ha xt megengedett megoldás, és költsége kisebb, mint ZUB, akkor frisśıtjük ZUB értékét.

4: A δt lépés irány meghatározása

Kiszámoljuk a szubgradienseket:

sti = di −
∑
j∈N

aijx
t
j (i ∈M1)

Legyen δt = st.

5: A wt lépéshossz meghatározása

wt = τ · ZUB − ZLR(λt)

‖δt‖2

6: Multiplikátorok frisśıtése

λt+1
i = λti + wtδti (i ∈M1)

7: Leállási kritériumok ellenőrzése

Leállunk ha valamelyik kritérium teljesül:

st = 0

‖δt‖2 ≤ ε
τ ≤ ε
t ≥ tmax

ZUB − ZLR(λt) ≤ ε
egyébként eggyel növeljük t értékét, és a 2. lépésre ugrunk.
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1.2.3. Oszlopgenerálás

Oszlopgenerálást abban az esetben alkalmazunk, ha a feladatunknak jelentősen sok osz-

lopa (változója) van, vagy az oszlopok mindegyikét nem tudjuk egyszerűen előálĺıtani. A

módszert először Dantzig és Wolfe definiálta [7]. Az alapötlet szerint egymás után megol-

dunk olyan redukált problémákat, melyek az oszlopoknak csak egy kis részét tartalmazzák.

Miután egy ilyen problémát megoldunk, a duális információk alapján veszünk új oszlopo(ka)t

a jelenlegi oszlopkészlethez. Egy új oszlop generálásának feladatát árazási feladatnak nevez-

zük.

Az oszlopgenerálás folyamatát az alábbi feladaton részletezzük:

min
∑
j∈N

cjxj∑
j∈N

aijxj = di ∀ i ∈M

xj ≥ 0 ∀ j ∈ N

(1.9)

A feladatot először egy N0 ⊂ N oszlophalmazon oldjuk meg, ı́gy kapunk egy x̄ primál

megoldást, és egy ū duál megoldást. Az x̄ primál megendegett a jelenlegi redukált feladatra,

és 0 koordinátákkal kiegésźıtve primál megengedett az eredeti (1.9) feladatra is. Egy j ∈ N
oszlop redukált költségét jelöle c̄j :

c̄j = cj −
∑
i∈M

aij ū

Ha nincs negat́ıv redukált költségű oszlop N -ben, akkor ū duál megengedett megoldása

(1.9)-nek is, tehát x̄ optimális megoldása (1.9)-nek. (Megjegyezzük, hogy N0-ban minden

oszlop redukált költsége nemnegat́ıv.) Jelöle k a legkisebb redukált költségű oszlopot és

legyen ξ a k redukált költsége:

k = arg min
j∈N

c̄j ξ = c̄k

Ha ξ ≥ 0, akkor minden oszlop redukált költsége nemnegat́ıv.

A duál megengedettség eldöntéséhez tehát nem kell minden oszlopot ismernünk, elég meg-

keresnünk a legkisebb redukált költségűt. Ha ez a legkisebb költség nemnegat́ıv, akkor az

előbb léırtak alapján optimális megoldásunk van az eredeti feladatra, ha pedig a költség

negat́ıv, akkor az oszlopot hozzávesszük a jelenlegi oszlopkészlethez, és megoldjuk az új re-

dukált feladatot. Az eljárás gyorśıtása céljából egyszerre több oszlopot is hozzávehetünk a

jelenlegiekhez, illetve különböző árazási eljárásokat alkalmazhatunk [1].

1.2.4. Lagrange relaxációval kombinált oszlopgenerálás

A gyakorlatban az oszlopgenerálást legtöbbször az adott feladat LP-relaxáltjának meg-

oldására alkalmazzák, azonban az oszlopgenerálás Lagrange relaxált feladat megoldására
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is alkalmas [28]. A dolgozatban mindkét alkalmazásra fogunk példát látni: előbbire a 2.

fejezetben egy vezető ütemezési problémánál, utóbbira pedig a 3. fejezetben egy integrált

jármű és vezető ütemezési feladat megoldásánál.

Térjünk vissza az (1.4)-(1.7) feladathoz és az (1.8) Lagrange relaxálthoz. Legyen (1.4)-(1.7)

LP-relaxáltjának optimális megoldása x̄ és az M1 feltételekhez tartozó optimális duál meg-

oldás ū. Megmutatható, hogy az ū-hoz tartozó Lagrange feladat optimuma megegyezik az

előző LP-optimummal. Ennek ismeretében ahelyett, hogy optimálisan megoldanánk a re-

dukált feladatokat (szimplex módszerrel) a Lagrange duális feladatot oldjuk meg közeĺıtően

(szubgradiens algoritmussal). A szubgradiens algoritmus befejeztével a Lagrange multip-

likátorok az aktuális redukált feladat optimális duál változóinak egy közeĺıtését adják. Ezek

után ezen multiplikátorokat használjuk új oszlop kereséséhez.

Több dolog is indokolja az előző módszer használatát. Például a szubgradiens algoritmus

gyors, könnyű implementálni, és az eljárás alatt lehetséges, hogy megengedett megoldást

álĺıtunk elő. A módszernél azonban felmerül egy probléma. Mivel a duál változókra csak

egy közeĺıtést adunk, elképzelhető, hogy a jelenlegi redukált feladat oszlopkészlete negat́ıv re-

dukált költségű oszlopot is tartalmaz. Ezért fennáll a veszélye, hogy az oszlopgenerálás során

olyan oszlopot álĺıtunk elő, mely már szerepel a jelenlegi oszlopkészletben. Ennek elkerülése

érdekében úgy módośıtjuk a multiplikátorokat, hogy a jelenlegi oszlopaink nemnegat́ıv re-

dukált költségűek legyenek, de az alsó korlátunk ne csökkenjen. Az 1.3. Algoritmus olyan

példán mutatja be az eljárást, ahol a (1.9) feladatban aij ∈ {0, 1}, és az N0 oszlopkészlet

mellett az M -hez tartozó feltételeket λ multiplikátorokkal dualizáltuk.

Algoritmus 1.3 Multiplikátor módośıtási eljárás

1: Negat́ıv oszlopok keresése

Jelölje a negat́ıv redukált költségű N0-beli oszlopok halmazát N ′.

2: Multiplikátor módośıtás

Válasszunk egy N ′-beli j oszlopot, melyre c̄j < 0.

• Legyen δ =
c̄j∑

i∈M
aij

• ∀ i ∈M , aij = 1 esetén legyen λj := λj + δ

• Frisśıtsük az eddig nem vizsgált N ′-beli oszlopok redukált költségét.

Ha létezik még negat́ıv redukált költségű oszlop N ′-ben, akkor a 2. lépéshez ugrunk,

egyébként leállunk.
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1.3. Erőforrás korlátos legrövidebb út

Mint azt már emĺıtettük, az erőforrás korlátos legrövidebb út (Resource Constrained Shortest

Path, RCSP) probléma kulcsszerepet játszik a későbbi fejezetekben, hiszen számos jármű és

vezető ütemezéssel kapcsolatos probléma során felmerül.

Az RCSP során adott egy iránýıtott gráf, és benne két kijelölt csúcs. Az éleken adott egy

költségfüggvény, és véges sok erőforrás függvény, melyek az erőforrás felhasználásokat mérik

az adott élen. A célunk olyan legolcsóbb utat találni a két kijelölt csúcs között, amelyen

az erőforrás felhasználások előre adott korlátok közé esnek. A feladat NP-nehéz még abban

az esetben is, ha a gráf aciklikus, egyetlen erőforrásunk van, és minden élen az erőforrás

felhasználás és a költség nemnegat́ıv [24], [30].

1.3.1. Az RCSP formális feĺırása

Legyen D = (V,A) egy iránýıtott gráf, és s, t ∈ V két kijelölt pont. Adott az éleken egy

c : A → R költségfüggvény és rk : A → R⊕ erőforrás függvények (k = 1, . . . ,K). Az

erőforrásokhoz adottak Lk, Uk alsó-felső korlátok (k = 1, . . . ,K). Egy P st utat megenge-

dettnek nevezünk, ha az úton felhasznált erőforrások teljeśıtik a korlátokat:

Lk ≤ r̃k(P ) =
∑
ij∈P

rkij ≤ Uk, ∀ k = 1, . . . ,K

A célunk olyan megengedett P st utat találni, melynek költsége: c̃(P ) =
∑
ij∈P

cij minimális.

1.3.2. Megoldási módszerek

Ćımkéző módszerek

A ćımkéző módszerek hátterében a dinamikus programozás elve áll. A gráf minden egyes i

csúcsához ćımkéket késźıtünk, melyek bizonyos si utakról tartalmaznak információkat, mint

például az addigi költséget és az addigi erőforrás felhasználásokat. Különböző dominancia

szabályok seǵıtségével redukáljuk a csúcsoknál a ćımkék számát, és az si utat továbbéṕıtve

csak a nem-dominált ćımkéket vesszük figyelembe, mı́g végül elérünk t-ig.

A ćımkézős módszereket főként az RCSP két speciális esetére szokták alkalmazni. A WCSPP

(Weight Constrained Shortest Path Problem, [12], [31]) feladatra tekinthetünk úgy, hogy

egyetlen (nemnegat́ıv) erőforrásunk van, és az erőforrás felhasználásra csak felső korlát adott.

A SPPTW (Shortest Path Problem with Time Windows, [8], [10]) esetében pedig az erőforrás

függvényünk azt mondja meg, hogy egy adott élen mennyi idő végighaladni. Továbbá min-

den i csúcson adott egy [ai, bi] időintervallum úgy, hogy az i csúcsot nem látogathatjuk meg

ai-nél előbb, sem pedig bi-nél később, de a csúcsoknál szabad várakozni.
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A ćımkézős módszer egyik előnye, hogy a t csúcshoz elérve több megengedett utat is talál-

hatunk, ı́gy ha egy oszlopgenerálás árazási feladataként oldjuk meg, akkor egy iteráció alatt

több oszlopot is hozzávehetünk az addigi oszlopkészlethez.

Lagrange relaxáción alapuló módszerek

Az erőforrás korlátokat relaxálva a probléma egy korlátok nélküli legrövidebb út keresésére

vezet vissza. A Lagrange relaxáción alapuló megoldások általában három fázisból állnak:

1) Az RCSP optimumára alsó és felső korlátokat számolunk (előbbit a relaxált feladat meg-

oldásával), 2) ezek seǵıtségével redukáljuk a gráfot, 3) bezárjuk a dualitás rést.

Handler és Zang [24] vágóśıkos eljárással oldották meg a Lagrange duális feladatot, és

K-legrövidebb út keresésével határozták meg az optimumot. Beasley és Christofides [2]

szubgradiens algoritmussal oldották meg a duál feladatot, majd korlátozás és szétválasztás

eljárással keresték meg az optimumot. Mehlhorn és Ziegelmann [36] szubgradiens algorit-

mus helyett hull módszert alkalmaztak, és végül az optimumot K-legrövidebb út keresésével

határozták meg.

Korlátozás és vágás módszerek

Garcia [20] a WCSPP feladatra LP-alapú megközeĺıtést használt és az egész megoldásokra

új, érvényes egyenlőtlenségekkel erőśıtette az LP-feladatot. Ezeket felhasználva késźıtett

korlátozás és vágás eljárást az RCSP feladatra.

1.3.3. Beasley és Christofides megoldási módszere

A következőkben Beasley és Christofides [2] megoldási módszerét ismertetjük. Az eljárást

olyan változatban ı́rjuk le, melyben feltesszük, hogy a gráfunk aciklikus. Azért élünk ezzel a

feltevéssel, mert a későbbi fejezetekben kizárólag aciklikus gráfokon kell az RCSP feladatot

megoldanunk.

Az eljárás során az RCSP feladatot egészértékű programozási feladatként ı́rjuk fel. A meg-

oldáshoz relaxáljuk az erőforrás korlátokat, ı́gy egy feltétel nélküli legolcsóbb út feladatot

kapunk, melyet már polinomiálsan meg tudunk oldani. A Lagrange alsó korlát jav́ıtására

szubgradiens algoritmust alkalmazunk, de nem törekedünk az alsó korlát maximalizására,

csupán néhány iteráción keresztül futtatjuk az eljárást. Ha az adott iterációk során nem

kapunk optimális megoldást, akkor az eljárás során kapott legjobb megoldással és a hozzá

tartozó multiplikátorokkal számolunk tovább, és korlátozás és szétválasztás algoritmussal

számoljuk ki az RCSP feladat optimális megoldását.
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Feĺırás egészértékű feladatként

Minden ij élhez rendeljünk egy xij bináris változót, mely azt mondja meg, hogy az él benne

van-e az optimális útban vagy nincsen:

xij =

{
1 ha az ij él benne van az optimális útban

0 különben

Ezek után az RCSP feladatot a következőképpen ı́rhatjuk fel:

min
∑
ij∈A

cijxij (1.10)

Lk ≤
∑
ij∈A

rkijxij ≤ Uk k = 1, . . . ,K (1.11)

∑
i: ij∈A

xij =
∑

i: ji∈A
xji ∀ j ∈ V − {s, t} (1.12)

∑
j: sj∈A

xsj = 1 (1.13)

xij ∈ {0, 1} ∀ ij ∈ A (1.14)

Az (1.12)-(1.14) feltételek biztośıtják azt, hogy azon élek, melyeken az x változó 1-t vesz

fel értékül, valóban egy st utat határozzanak meg. Az (1.11) feltétellel érjük el, hogy az st

úton az erőforrás korlátok teljesüljenek. A célfüggvény pedig az út költségét minimalizálja.

Megjegyezzük, hogy ebben a feĺırásban kihasználtuk, hogy a gráfunk aciklikus, ugyanis egyéb

esetben akár egy st séta is kieléǵıthetné a feltételeket. Ekkor a fenti feladathoz még bizonyos

vágás-feltételeket is hozzá kellene vennünk.

Lagrange feladat

Dualizáljuk az erőforrás korlátokat úgy, hogy a felső korlátokhoz sk ≥ 0, az alsó korlátokhoz

tk ≥ 0 Lagrange-szorzókat rendelünk. Ekkor a Lagrange feladat (LLBP) az alábbi alakba

ı́rható:

min
∑
ij∈A

(
cij +

K∑
k=1

(tk − sk)rkij

)
xij +

K∑
k=1

(skLk − tkUk)∑
i: ij∈A

xij =
∑

i: ji∈A
xji ∀ j ∈ V − {s, t}∑

j: sj∈A
xsj = 1

xij ∈ {0, 1} ∀ ij ∈ A

(LLBP)

A célfüggvényben szereplő utolsó tag konstans, tehát az (LLBP) probléma egy legolcsóbb

st út meghatározása a C perturbált költségfüggvény szerint:

Cij = cij +

K∑
k=1

(tk − sk)rkij
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Szubgradiens algoritmus

Vezessük be a következő jelöléseket:

Zmax: az eddig talált legjobb alsó korlátunk az LLBP feladatra

ZUB: az eddig talált legjobb felső korlátunk az RCSP feladatra

B: iteráció számláló

Bmax: maximális iterációk száma

A szubgradiens módszer léırását az 1.4. Algoritmus tartalmazza.

Korlátozás és Szétválasztás eljárás

A korlátozás és szétválasztás eljárás előtt célszerű lehet különböző redukciós teszteket el-

végezni, melyek kizárhatnak bizonyos éleket, amelyeket optimális st út nem tartalmazhat.

Ezzel a korlátozás és szétválasztás eljárás során egyes részfákat meg sem kell vizsgálnunk.

A korlátozás és szétválasztás eljárás során az RCSP feladatra egy optimális st utat keresünk.

Ehhez az s csúcsból indulva éṕıtünk utat. Egy aktuális si útnál különböző tesztekkel el-

lenőrizzük, hogy befejezhető-e optimális st úttá. A tesztek során felhasználjuk a szubgradi-

ens algoritmus során eltárolt legjobb multiplikátorokat. A tesztek jelentősen gyorśıthatják

az eljárás futását, és ezt a 2.3.5. alszakaszban meg is vizsgáljuk.

Erőforrás teszt. Jelölje Rkij azt a legkevesebb mennyiséget a k. erőforrásból, amelyet az

i csúcsból a j-be el tudunk vinni (azaz Rkij a legrövidebb ij út hossza, ahol a távolságokat

a k erőforrás felhasználások adják). Megjegyezzük, hogy az Rkij értékeket elég egyszer, a

korlátozás és szétválasztás eljárás előtt kiszámolni, és az értékeket eltárolni.

A gráfból minden olyan ij él elhagyható, melyre a következő teljesül valamely k erőforrás

esetén:

Rksi + rkij +Rkjt > Uk (TEST 1)

A teszt azt vizsgálja meg, hogy a k. erőforrás esetén mennyi a lehető legkevesebb erőforrás

felhasználás azon st-utakon, melyek az ij élt tartalmazzák. Ha ez az érték nagyobb, mint

a k. erőforrás felső korlátja, akkor az ij kiküszöbölhető, hiszen egyetlen megengedett st út

sem tartalmazhatja.

Költség teszt. Jelölje Dij a legolcsóbb ij út hosszát a Cmax költségfüggvény szerint. Meg-

jegyezzük, hogy a Dij értékeket is elegendő egyszer kiszámolni a korlátozás és szétválasztás

eljárás előtt.

Minden olyan i csúcs elhagyható a gráfból, melyre a következő teljesül:

Dsi +Dit + ZOFF > ZUB (TEST 2)
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Algoritmus 1.4 Szubgradiens algoritmus az LLBP feladatra

1: Inicializálás

Legyenek sk = tk = 0 (k = 1, . . . ,K). Legyen Zmax = −∞. Legyen B = 0.

2: Oldjuk meg az LLBP feladatot az aktuális multiplikátorokkal

A megoldást jelölje X, az aktuális alsó korlátot ZLB:

ZLB =
∑
ij∈A

CijXij +

K∑
k=1

(skLk − tkUk)

3: Alsó korlát frisśıtése

Ha ZLB > Zmax, akkor legyen Zmax = ZLB.

4: Felső korlát frisśıtése

Ha X megengedett megoldás az RCSP feladatra, akkor frisśıtjük ZUB-t:

ZUB = ZUB,
∑
ij∈A

cijXij

5: Megállási kritérium ellenőrzése

Ha Zmax = ZUB, akkor megállunk, hiszen optimális megoldásunk van az RCSP feladatra.

6: Szubgradiensek kiszámı́tása

Gk = Lk −
∑
ij∈A

rkijXij k = 1, . . . ,K

Hk = −Uk +
∑
ij∈A

rkijXij k = 1, . . . ,K

7: Multiplikátorok frisśıtése

Definiáljuk a T lépéshosszt:

T =
τ · (ZUB − ZLB)
K∑
k=1

((Gk)2 + (Hk)2)

ahol 0 < τ ≤ 2 paraméter. A szubgradiensek a következők lesznek:

sk = max{0, sk + TGk} k = 1, . . . ,K

tk = max{0, tk + THk} k = 1, . . . ,K

8: Iterációk számának ellenőrzése

Növeljük B értékét eggyel. Ha B < Bmax, akkor a 2. lépéstől folytatjuk az algorit-

must. Egyébként leállunk és elmentjük a legjobb megoldáshoz (Zmax-hoz) tartozó mul-

tiplikátorokat (smax
k , tmax

k ) és a megoldást. Jelölje Cmax az smax
k , tmax

k multiplikátorokkal

perturbált költségfüggvényt, illetve legyen ZOFF =

K∑
k=1

smax
k Lk − tmax

k Uk.
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Továbbá minden olyan ij él elhagyható a gráfból, melyre teljesül a következő:

Dsi + Cmax
ij +Djt + ZOFF > ZUB (TEST 3)

A tesztek során az i csúcsot (az ij élt) tartalmazó st-utak költségére adunk alsó becslést a

perturbált költségfüggvény seǵıtségével. Ha a kapott érték nagyobb, mint az optimális st

útra talált legjobb felsőbecslésünk, akkor az i csúcs (az ij él) kiküszöbölhető, hiszen nem

tartalmazhatja optimális út.

Korlátozás és Szétválasztás tesztek. A korlátozás és szétválasztás eljárás során min-

den korlátozás és szétválasztás csúcshoz tartozik a gráf egy i csúcsa, és az addig feléṕıtett si

út. Jelölje ennek az si útnak a c költségfüggvény szerinti hosszát w, a Cmax költségfüggvény

szerinti hosszát W . Jelölje az si úton felhasznált erőforrás mennyiségét a k. erőforrás szerint

Bk.

Minden olyan j csúcs kiküszöbölhető az adott részfában, melyre létezik ij él, és valamely k

erőforrásra a következő teljesül:

Bk + rkij +Rkjt > Uk (TEST 4)

A teszt során azt vizsgáljuk, hogy mennyi a lehető legkevesebb felhasználás a k. erőforrásból

az aktuális si út egy st úttá történő kiegésźıtésénél. Ha ez az érték nagyobb, mint a k.

erőforrás felső korlátja, akkor az adott részfában a j csúcs kiküszöbölhető, hiszen nem tar-

talmazhatja optimális út.

Továbbá minden olyan j csúcs kiküszöbölhető az adott részfában, melyre a következő tel-

jesül:

W +Dij +Djt + ZOFF > ZUB (TEST 5)

A teszt során az si útból kiegésźıtett st-utak hosszára adunk alsó becslést a perturbált költ-

ségfüggvény seǵıtségével. Ha a kapott érték nagyobb, mint az optimális st útra talált legjobb

felsőbecslésünk, akkor a j csúcs kiküszöbölhető az adott részfában, hiszen nem tartalmaz-

hatja optimális út.

Visszalépés. Amennyiben a korlátozás és szétválasztás eljárás során egy si utat nem

tudunk folytatni (mert a tesztek minden lehetséges befejezést kiküszöböltek), vagy ZLB >

ZUB teljesül, akkor visszalépünk a korlátozás és szétválasztás fában és folytatjuk az eljárást.



2. fejezet

Jármű és vezető ütemezés

2.1. Jármű ütemezés

A bevezetőben már felvázoltuk a jármű és a vezető ütemezés feladatait és az ezzel kapcsolatos

fogalmakat, de a következő szakaszokban részletesebben is áttekinjük őket.

2.1.1. A jármű ütemezés feladata

A jármű ütemezés (Vehicle Scheduling Problem, VSP) során a menetrendben szereplő for-

dulókhoz kell járműveket rendelnünk úgy, hogy a járművek összköltsége minimális legyen.

Ehhez akár több depó is rendelkezésünkre állhat.

Tekintsük az i és j fordulókat. Az i forduló érkezési időpontja ei, célállomása Ei. A j forduló

kezdőállomása Sj , indulási időpontja sj . Az Ei és Sj állomások közötti utazási idő τij . Az

(i, j) fordulópárt kompatibiliseknek nevezzük, ha ugyanazon járművel teljeśıthetők ebben a

sorrenben, azaz ei + τij ≤ sj teljesül. Egy jármű menetterve a hozzárendelt (páronként

kompatibilis) fordulókból, és bizonyos kiállásokból/beállásokból illetve üresjáratokból áll. A

2.1.1. ábrán egy jármű menettervére láthatunk egy példát. A jármű 5:00-kor áll ki a depóból

és 5:30-tól 12:30-ig fordulókat teljeśıt, majd ezután beáll a depóba. 16:30-kor ismét kiáll,

hogy két fordulót teljeśıtsen, végül 20:00-kor befejezi a napi menetét. Két egymást követő

forduló között lehetséges, hogy nincs szünet (például 8:30-tól 10:30-ig szünet nélkül teljeśıt

két fordulót), egyébként vagy egy adott állomáson várakozik a jármű (például 6:30-tól 7:00-

ig a B állomáson), vagy két állomás között utasok nélkül közlekedik (például 8:00-tól 8:30-ig

A-ból C-be). A menetterv két jármű blokkból áll: 5:00-tól 13:30-ig illetve 16:30-tól 20:00-ig.

Minden egyes jármű használata egy fix költséget von maga után, illetve egy olyan működési

költséget, amely a depóból kint töltött időtől függ.

16
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2.1.1. ábra. Egy jármű menetterve

Egy-depós jármű ütemezés. Az egy-depós jármű ütemezés (Single-Depot Vehicle Sche-

duling Problem, SDVSP) során egyetlen depóból kell járműveket rendelnünk a fordulókhoz.

Több-depós jármű ütemezés. A több-depós jármű ütemezés (Multi-Depot Vehicle Sche-

duling Problem, MDVSP) során több depó áll rendelkezésünkre, és minden fordulóra adott,

hogy az mely depókból teljeśıthető. Minden fordulóhoz pontosan egy depóból kell pontosan

egy járművet rendelni.

2.1.2. Modellezési eszközök

A jármű ütemezés illetve az integrált jármű és vezető ütemezés során két, lényeges eltérő

megközeĺıtést szoktak alkalmazni, melyeket most be is mutatunk. Az elsőben egy kapcsolat

alapú hálózatot (Connection Based Network, CBN) használunk, a másodikban pedig egy tér-

idő hálózatot (Time-Space Network, TSN). Mindkét esetben az adott hálózaton, egészértékű

feladatként fogalmazzuk meg az adott problémát. A tér-idő hálózat előnye, hogy jelentősen

tudjuk csökkenteni az üresjáratokat reprezentáló élek számát, és ezzel a feladatban szereplő

feltételek számát.

A kapcsolat alapú megközeĺıtés tulajdonképpen a legkézenfekvőbb modellezési formája a

problémának, és előszeretettel használták a VCSP [15], és a MDVCSP feladatra is [26] [27].

A tér-idő hálózatos megközeĺıtést a MDVSP feladatra elsőként Kliewer et al. [32] [33] vezette

be, habár légiközlekedésbeli ütemezési problémáknál már régebben ismert módszer volt [25].

A MDVCSP feladatra először Gintner [23] alkamazta. A tér-idő hálózat megjelenése egészen

új megközeĺıtést adott mind a MDVSP [4] [32] [33], mind a MDVCSP problémákra [42] [43].

Kapcsolat alapú hálózat

Legyen T = {1, 2, . . . , n} a fordulók halmaza, D pedig a depóké. A kompatibilis párok

(üresjáratok) halmazát jelölje E: E = {(i, j) : i ∈ T , j ∈ T , (i, j) kompatibilis}. Egy



2.1. Jármű ütemezés 18

2.1.2. ábra. Kapcsolat alapú hálózat 4 fordulóhoz

adott d ∈ D depóhoz a következőképpen késźıtünk el egy Gd = (V d, Ad) kapcsolat alapú

hálózatot. Minden egyes fordulóhoz felveszünk egy forduló-csúcsot, továbbá az sd és td

és csúcsokat, melyek a depót reprezentálják. Az sd csúcsból minden forduló-csúcsba, és

minden forduló-csúcsból a td csúcsba húzunk egy iránýıtott élt. Két forduló-csúcsot pedig

akkor kötünk össze iránýıtott éllel, ha a nekik megfelelő csúcsok kompatibilisek. Formálisan

ez a következőt jelenti:

V d = T d ∪ {sd, td}, Ad = Ed ∪ (sd × T d) ∪ (T d × td)

ahol T d ⊆ T azon fordulók, melyek a d depóból teljeśıthetőek, és Ed ⊆ E a T d fordulókhoz

tartozó üresjáratok. Egy jármű menetterve ekkor kölcsönösen egyértelműen megfeleltethető

egy sdtd útnak a hálózatban, és a járművek menettervei együtt belsőleg diszjunkt sdtd utakat

alkotnak.

A feladatban szereplő feltételeinek számának (nagymértékű) csökkentése érdekében Huisman

[26] bevezette a rövid és hosszú élek fogalmát. Feltesszük, hogy ha két egymást követő

forduló között az üresjárati idő akkora, hogy a járművel vissza tudunk térni a depóba és újra

kiállni, akkor ezt meg is tesszük. Ekkor az üresjárati élt hosszú élnek nevezzük, egyébként

rövidnek.

A kapcsolat alapú hálózatra a 2.1.2. ábrán láthatunk példát.

Tér-idő hálózat

Legyen a fordulók halmaza T = {1, 2, . . . , n} a depók halmaza D = {1, 2, . . . ,m}. A d

depóból teljeśıthető fordulók halmazát T d-vel jelöljük. A tér-idő hálózatra érdemes úgy

tekinteni, hogy minden csúcs a tér-idő skálán helyezkedik el: hozzárendelünk egy időpontot

és egy állomást (vagy a depót). A 2.1.3. ábrán hat fordulóhoz késźıtettünk el egy tér-

idő hálózatot. A következőkben részletesen léırjuk, hogy egy d ∈ D depóhoz és az adott

fordulókhoz hogyan késźıtjük el a tér-idő hálózatot.

Fordulók, be-, és kiállások. Első lépésként minden fordulónak felveszünk egy forduló-

élt. Az él tövéhez/fejéhez a forduló indulásának/érkezésének időpontját és helyét rendeljük.
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2.1.3. ábra. Tér-idő hálózat 6 fordulóhoz

Felvesszük még hozzá a ki-, és beállás éleket.

Idővonalak. A hálózat csúcsai már adottak. Minden egyes állomáshoz és a depóhoz

késźıtünk egy idővonalat. Ez azt jelenti, hogy az adott állomáshoz/depóhoz tartozó csú-

csokat az időpontjuk szerinti növekvő sorrendben tekintjük, és minden csúcsból húzunk egy

élt a következő csúcsba. Megjegyezzük, hogy (a depó kivételével) nem muszáj minden élt

behúzni, ugyanis nincs mindre szükség ahhoz, hogy biztośıtsuk két kompatibilis forduló

közötti kapcsolatot. Például az 2.1.3. ábrán a t3 és t5 fordulók között nincsen idővonalbeli

él behúzva, de a depón keresztül a t3 él fejéből a t5 él töve elérhető.

A depó esetén az idővonal utolsó csúcsából húzunk egy cirkulációs-élt az idővonal első

csúcsába. Ez csak technikai megoldás, hogy a későbbiekben folyam helyett áram-feladatként

fogalmazzunk meg bizonyos feladatokat.

Üresjáratok. Most következik a tér-idő hálózat igazi erőssége. Tekintsünk egy k állomást,

rajta azon csúcsokkal, melyek valamely fordulók érkezési pontjai, illetve egy ` állomást,

rajta azon csúcsokkal, melyek valamely fordulók indulási pontjai. Ha minden üresjárati élt

közvetlenül bevennénk a hálózatba, akkor a 2.1.4. ábrán látható állapothoz jutnánk, de az

üresjárati éleket most két lépésben redukáljuk.
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2.1.4. ábra. Tér-idő hálózat. A k és ` állomások közti üresjárat-élek.

Először a k állomás minden (érkezési) csúcsára csak a legelőbb végződő üresjárat-élt tartjuk

meg (2.1.5. ábra). Azaz minden olyan tk fordulóhoz, mely a k állomásra érkezik, megke-

ressük azt a legelőbb kezdődő t` fordulót, mely az ` állomásról indul és kompatibilis tk-val.

2.1.5. ábra. Tér-idő hálózat. A k állomás csúcsaihoz tartozó legelső üresjárat-élek.

Másodszor az ` állomás (indulási) csúcsainál csak az időben legkésőbb kezdődő üresjáraté-

leket tartjuk meg az előzőek közül (2.1.6. ábra).

2.1.6. ábra. Tér-idő hálózat. Az ` állomás csúcsaihoz tartozó legkésőbbi üresjárat-élek.

Az ábrákon könnyen ellenőrizhető, hogy ezzel a redukcióval bármely két kompatibilis for-

duló közötti kapcsolat továbbra is biztośıtva van, esetleg közvetetten (azaz kell üresjárat-,

és várakozás-élt is használnunk az eléréshez). A tér-idő hálózat esetében is minden jármű
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menettervének megfelel egy út a gráfban, de nem feltétlenül egyértelműen. Sőt, a cir-

kulációs-élt (és a szükséges depó-éleket) hozzávéve, minden menetterv egy kört alkot. Ezzel

a menettervek együttesen egy áramot határoznak meg a gráfban.

2.1.3. SDVSP

Késźıtsük el a fordulókhoz a kapcsolat alapú hálózatot. Jelölje cij a jármű működési

költségét az ij élen. A járművekre vonatkozó fix költséget a forrásból induló élekre ı́rjuk.

Legyen yij döntési változó az ij élen, hogy azt használja jármű vagy sem:

yij =

{
1 ha egy jármű az i forduló után közvetlenül a j fordulót teljeśıti

0 különben

Ekkor a SDVSP feladat a következő, kvázi-hozzárendelési feladatként ı́rható fel [40]:

min
∑
ij∈A

cijyij (2.1)

∑
j:ij∈A

yij = 1 ∀ i ∈ T (2.2)

∑
i:ij∈A

yij = 1 ∀ j ∈ T (2.3)

yij ∈ {0, 1} ∀ ij ∈ A (2.4)

A (2.1)-(2.4) feladat felfogható úgy, mint egy minimális költségű folyam keresése (ahol a csú-

csokon adottak alsó-felső korlátok), de párośıtási feladatként is lehet rá tekinteni. A SDVSP

feladat tehát polinom időben megoldható. Leggyakrabban Freling et al. [16] Aukciós algo-

ritmusát alkalmazzák a feladat megoldására.

A SDVSP feladat modellezéséhez és megoldásához a tér-idő hálózatos megközeĺıtés is alkal-

mazható. Ekkor minden forduló-élre alsó és felső korlátként 1-t ı́rva egy minimális költségű

megengedett áram keresésével oldható meg a feladat.

2.1.4. MDVSP

Az egy-depós esettel szemben a MDVSP feladat NP-nehéz, már két depó esetén is [3]. A

MDVSP feladat nem játszik fontos szerepet a dolgozatban, ezért nem adunk róla részletes

modellezési és megoldási módszereket, csupán egy rövid áttekintést nyújtunk.

A MDVSP feladat modellezése a legtöbb esetben többtermékes folyamként történik [33] [35]

[38], ahol minden depóra feléṕıtünk egy hálózatot, melyeket egy multigráffá kombinálunk.

Az egészértékű feladat során általában két t́ıpusú változót használunk: egyiket arra, hogy a

fordulókat a depókhoz rendeljük, másikat pedig a folyamfeltételek teljeśıtésére.

Löbel [35] kapcsolat alapú hálózatot használt a modellezéshez. Az élek nagy száma miatt

egy speciális Lagrange árazási eljárással oldotta meg a feladatot. Kliewer et al. [33] tér-idő
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hálózatot használt. Mivel ebben a megközeĺıtésben a üresjárat-éleket drasztikusan sikerült

redukálni (97-99%-kal), ezért egy MIP-solver seǵıtségével oldották meg a feladatot.

2.2. Vezető ütemezés

2.2.1. A vezető ütemezés feladata

A vezető ütemezés (Crew Scheduling Promlem, CSP) során a járművekhez kell vezetőket ren-

delnünk a vezetőkre vonatkozó költségek minimalizálásával. A vezetők nem csak a depóban

kezdhetik/fejezhetik be a szolgálatukat/szünetüket, hanem bizonyos kijelölt állomásokon,

úgynevezett átszállási pontokon. A jármű ütemezés során meghatározott menetterveknél

egy-egy jármű blokkon belül több átszállási lehetőség is adott lehet a vezetők számára. Két

átszállási pont közötti részt (fordulók, üresjáratok, beállások/kiállások, várakozások soro-

zatát) vezető feladatnak (röviden: feladatnak) nevezünk. Tulajdonképpen a vezető ütemezés

során ezekhez a feladatokhoz kell vezetőt rendelnünk, ezzel összeálĺıtva egy-egy vezető be-

osztását. A 2.1.1. ábrán olyan példa látható, ahol a depón ḱıvül az átszállási pontok csak

az A illetve D állomások lehetnek. Ekkor az első jármű blokk hét, a második pedig három

feladatból áll össze.

A beosztások megengedettségére különböző feltételek adhatók. Megemĺıtünk most néhány

tipikus megkötést, mint például a megosztás időtartamára vonatkozó alsó-felső korlát. A

vezetők számára biztośıtani kellhet egy hosszabb ebédszünetet vagy több, kisebb szüne-

tet. Ezek a beosztást munkarészekre osztják. Egyrészt a szünetek/munkarészek számára,

időtartamára is vonatkozhatnak alsó-felső korlátok, másrészt a vezető munkával töltött

idejére (beosztás hossza mı́nusz a szünetek időtartama) is adhatók korlátok.

A vezetők bérezése általában egy fix, illetve a munkaidőből számı́tott összegből áll össze.

2.2.2. CSP

A vezető ütemezés feladat NP-nehéz még azokban az esetekben is, mikor kizárólag a beosztás

hosszára, vagy a munkával töltött időre vannak korlátaink [17] [18].

A CSP feladatot általában halmaz part́ıcionálási/fedési feladatként fogalmazzák meg, és

oszlopgenerálással oldják meg. Ennél a megközeĺıtésnél a beosztásra vonatkozó feltételekkel

csupán az árazási feladat során kell foglalkoznunk. A fő probléma LP-relaxációval és Lag-

range relaxációval is megoldható, mindkét esettel találkozhatunk a szakirodalomban ([9] [11]

illetve [6] [15]).
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2.3. Egy vezető ütemezési probléma

Az alábbi szakaszban egy vezető ütemezési problémát ismertetünk részletesen, melynek imp-

lementációját is elkésźıtettük. A szakasz végén a futási eredményeket mutatjuk be.

2.3.1. A probléma ismertetése

Eddig csak általánosságban beszéltünk a vezető ütemezési feladatról, de most egy speciális

változatát fogjuk vizsgálni. Tegyük fel, hogy van egy központi állomásunk, és a menetrend-

ben szereplő fordulók olyanok, hogy a központi állomáson kezdődnek és fejeződnek be. Tehát

amikor egy jármű egy fordulót teljeśıt, azalatt most azt értjük, hogy a központi állomásról

elindul (egy másik végállomásig), majd a központi állomásra tér vissza.

Tegyük fel, hogy a jármű ütemezési rész befejeződött. Az előző megkötések miatt a vezető

feladatok is a központi állomáson kezdődnek/fejeződnek be, ı́gy csak a központi állomás

lehet átszállási lehetőség a vezetők számára.

A célunk minden feladathoz vezetőt rendelni úgy, hogy a lehető legkevesebb vezetőt hasz-

náljuk. A vezetők beosztására a következő feltételeket vesszük figyelembe:

• Egy vezető munkaideje (a beosztás időtartama) legalább L, legfeljebb U perc lehet.

• Minden vezető számára biztośıtanunk kell pontosan egy, legalább bl, legfeljebb bu

perces ebédszünetet.

• Az ebédszüneten ḱıvül nem lehet b percnél hosszabb szünete a vezetőnek. (A b percnél

rövidebb szüneteket átszállásnak nevezzük.)

Ha egy beosztásra az előző feltételek teljesülnek, akkor a beosztást megengedettnek nevezzük.

2.3.2. A probléma modellezése

Fedési feladat

A problémát a szokásos módon, fedési feladatként fogalmazzuk meg. Jelölje K a megen-

gedett beosztások halmazát, K(i) pedig az i feladatot tartalmazó megengedett beosztások

halmazát. Egy k ∈ K beosztás költségét jelölje fk (esetünkben fk ≡ 1). Legyen xk a

megengedett beosztásokhoz tartozó döntési változó:

xk =

{
1 ha a k beosztáshoz rendelünk vezetőt

0 különben
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A fedési feladat:

min
∑
k∈K

xk (2.5)∑
k∈K(i)

xk ≥ 1 (2.6)

xk ∈ {0, 1} ∀ k ∈ K (2.7)

Hálózat

Az árazási problémához a következő hálózatot késźıtjük el, mely lényegében egy kapcsolat

alapú hálózat a feladatokhoz. Minden w feladatnak felveszünk egy w′w′′ iránýıtott élt.

Felvesszük az s és t csúcsokat. Ha egy vezető a w1 és w2 feladatokat teljeśıteni tudja egy

átszállás vagy egy ebédszünet közbeiktatásával, akkor behúzzuk a w′′1w
′
2 élt. Az eddigi élek

l hossza a megfelelő esemény időtartama lesz. Végezetül minden w feladatra behúzzuk az

sw′ és az w′′t éleket, melyek 0 hosszúak lesznek.

Ebben az aciklikus iránýıtott gráfban egy st utat nevezzünk megengedettnek, ha hossza L

és U közé esik, illetve pontosan egy (ebédszünetnek megfelelő) ebéd-élt tartalmaz. Ezzel

kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést adtunk a megengedett beosztások és a megengedett

st utak között.

2.3.3. A probléma megoldása

Első lépésként tekintsük a (2.5)-(2.7) feladat LP-relaxáltját, melyben a (2.7) feltételek he-

lyett annyit teszünk fel, hogy xk ≥ 0 (∀ k ∈ K). Ekkor persze minden optimális megold-

ásra 0 ≤ xk ≤ 1 is teljesül. A megoldás során oszlopgenerálást alkalmazunk. A kezdeti

oszlopkészletünk olyan (nem megengedett) beosztásokból áll, melyek 1-1 feladatot tartal-

maznak. Mivel ezek nem megengedett beosztások, ezért a célfüggvénybe nagy költséggel

vesszük be őket, hogy optimális megoldás ne tartalmazza.

Az aktuális K ′ oszlopkészlettel megoldjuk az LP-relaxáltat. Jelölje ȳ az optimális duál

megoldást. Egy k megengedett beosztás redukált költsége ekkor:

f̄k = 1−
∑

w∈W (k)

ȳw

ahol W (k) a k beosztásban szereplő feladatok halmaza. Definiáljunk a hálózat élein egy

költségfüggvényt:

cij =

{
−ȳw ha ij a w feladatnak megfelelő él

0 különben

Ezek alapján egy megengedett beosztás redukált költsége negat́ıv, ha a neki megfelelő meg-

engedett st út c szerinti költsége kisebb, mint -1. Ezért, hogy eldöntsük létezik-e negat́ıv
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Erőforrás felhasználás

Az ij él t́ıpusa Költség Ebéd Hossz

Feladat-él −ȳw 0 lij

Átszállás-él 0 0 lij

Ebéd-él 0 1 lij

2.3.1. táblázat. A hálózatra vonatkozó adatok

redukált költségű oszlop, megkeressük a legolcsóbb megengedett st utat. Ha ennek költsége

kisebb, mint -1, akkor a neki megfelelő oszlopot hozzávesszük a jelenlegi oszlopkészlethez. A

legolcsóbb megengedett st út keresése egy erőforrás korlátos legrövidebb út keresése két

erőforrással. Érdemes kiemelni, hogy az oszlopgenerálás során a hálózat nem változik,

csupán a kölségfüggvény módosul. A hálózatra vonatkozó adatokat a 2.3.1. táblázatban

foglaljuk össze. Az LP-optimum elérése után az addigi oszlopkészlettel megoldjuk az fedési

feladatot. Az eddig léırt módszert a 2.1. Algoritmus foglalja össze.

Algoritmus 2.1 A vezető ütemezési probléma megoldása

1: Inicializálás

Kiindulunk a K ′ oszlopkészletből.

2: LP-relaxált megoldása

Megoldjuk az aktuális oszlopkészlettel az LP-relaxált feladatot

3: Árazási feladat

Erőforrás korlátos legrövidebb út keresésével negat́ıv redukált költségű oszlopot ke-

resünk. Ha találunk ilyen oszlopot, akkor hozzávesszük a jelenlegi oszlopkészlethez és a

2. lépéshez ugrunk. Egyébként a 4. lépéssel folytatjuk.

4: Egészértékű megoldás keresése

A jelenlegi oszlopkészlettel megoldjuk a halmaz fedési problémát.

2.3.4. Implementáció

A probléma megoldására két implementációt késźıtettünk. A két implementáció közti leg-

fontosabb különbséget az árazási feladat megoldása jelentette.

I. Algoritmus

Az I. Algoritmus implementációja Mosel programozási nyelven történt. Feléṕıtettük a

fedési problémát, majd az árazási feladathoz tartozó problémát. Az árazási feladatot, mint

egészértékű feladatot oldottuk meg.
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II. Algoritmus

A II. Algoritmus implementációja C++ nyelven történt, a LEMON könyvtár [34] felhaszná-

lásával. Feléṕıtettük a fedési problémát, majd az árazási feladathoz tartozó hálózatot. Az

árazási feladat megoldása az 1.3.3. alszakaszban bemutatott eljárással történt.

2.3.5. Tesztelés, eredmények

A teszteléshez a BKV menetrendjeiből késźıtettünk inputokat. A tesztelést 1.86 GHz-es

Intel Pentium Dual CPU T2390 processzorral; Windows 7 operációs rendszeren végeztük.

Az egészértékű feladatok megoldására a FICO Xpress Optimization Suite 7.3.0 verzióját

használtuk.

A következőkben 4 inputon történő tesztelés eredményeit mutatjuk be. Az A és B (ki-

sebb) inputok buszokhoz, villamosokhoz tartozó délelőtti feladatokat tartalmaznak, a C és

D (nagyobb) inputok pedig buszokhoz, villamosokhoz tartozó egész napos feladatokat tar-

talmaznak. A 2.3.2. Táblázat tartalmazza az egyes inputokban szereplő feladatok számát,

illetve a hozzájuk tartozó hálózatok adatait.

Feladatok száma Csúcsok száma Élek száma

A Input 19 40 100

B Input 30 62 185

C Input 86 174 728

D Input 105 212 963

2.3.2. táblázat. Az egyes inputokhoz tartozó hálózatok adatai

A két algoritmus összehasonĺıtása

Az I. és a II. Algoritmus az árazási feladat megoldásában tér el lényegesen. Az I. Algoritmus

esetén az RCSP feladatot egészértékű programként oldottuk meg minden egyes iterációban.

Ez azt jelenti, hogy minden egyes oszlop generálása egy olyan korlátozás és szétválasztás

eljárással történt, amelynél minden csúcsban egy (kisebb) egészértékű feladatot oldottunk

meg. A II. Algoritmus esetén pedig olyan korlátozás és szétválasztás algoritmust alkalmaz-

tunk, melynél a csúcsokban csupán könnyen számolható teszteket hajtottunk végre, egy

néhány iteráción át futtatott szubgradiens algoritmusból kapott értékek seǵıtségével.

Azt feltételeztük tehát, hogy a II. Algoritmus hatékonyabb lesz az I. Algoritmusnál. Ennek

vizsgálatához mindkét algoritmus futása esetén megmértük az oszlopgenerálás idejét.
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Átlagos futási idő Új oszlopok száma OPTLP OPTIP

I. Algoritmus 0,8 másodperc 19 7 7

II. Algoritmus 0,1 másodperc 17 7 7

2.3.3. táblázat. Futási eredmények (A Input)

Átlagos futási idő Új oszlopok száma OPTLP OPTIP

I. Algoritmus 2,1 másodperc 36 10 10

II. Algoritmus 0,3 másodperc 38 10 11

2.3.4. táblázat. Futási eredmények (B Input)

Tesztelés kisebb inputokon. A futási eredményeket az A és B inputokra a 2.3.3. illetve

a 2.3.4. Táblázat tartalmazza. A várakozásoknak megfelelően a II. Algoritmus 7-8-szor

rövidebb idő alatt végzett az oszlopgenerálással, habár közel ugyanannyi új oszlopot generált

mindkét algoritmus. Azonban ilyen rövid (pár másodperc) futási időkből hosszabbtávú

következtetést még nem szabad levonni.

Érdemes megfigyelni, hogy az I. Algoritmus mindkét esetben előálĺıtotta az egészértékű

optimumot, a II. Algoritmus pedig a második esetben csak eggyel több vezetőt használt.

Tesztelés nagyobb inputokon. A futási eredményeket a C és D inputokra a 2.3.5. il-

letve a 2.3.6. Táblázat tartalmazza. Az eredmények alapján most már hatékonyabbnak

nyilváńıthattuk a II. Algoritmust az I. Algoritmussal szemben. A II. Algoritmus 3-4-szer

gyorsabban érte el az LP-optimumot annak ellenére, hogy 20-40%-kal több új oszlopot

álĺıtott elő. A II. Algoritmus esetén egyetlen oszlop generálása átlagosan 5-ször rövidebb

idő alatt történt, mint az I. Algoritmus esetén.

Megfigyelhetjük, hogy mindkét algoritmus ugyanolyan jó egészértékű megoldást álĺıtott elő

a C, D inputokon, sőt a D input esetén elérték az optimumot.

Átlagos futási idő Új oszlopok száma OPTLP OPTIP

I. Algoritmus 131,2 másodperc 124 11 13

II. Algoritmus 36,6 másodperc 170 11 13

2.3.5. táblázat. Futási eredmények (C Input)
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Átlagos futási idő Új oszlopok száma OPTLP OPTIP

I. Algoritmus 794,5 másodperc 310 13,125 14

II. Algoritmus 165,2 másodperc 374 13,125 14

2.3.6. táblázat. Futási eredmények (D Input)

A II. Algoritmus vizsgálata

A 1.3.3. alszakaszban azt ı́gértük megvizsgáljuk, hogy a korlátozás és szétválasztás során

használt tesztek mennyire gyorśıtják az algoritmus futását. Ennek most jött el az ideje.

A (TEST4) és (TEST5) tesztek arra szolgáltak, hogy a szubgradiens algoritmus során kapott

legjobb megoldáshoz tartozó perturbált költségfüggvény seǵıtségével kiküszöbölhessünk bi-

zonyos részfákat a korlátozás és szétválasztás eljárásban. Az előző 4 inputon futtattuk a II.

Algoritmust úgy, hogy a csúcsokban mindkét tesztet elvégeztük ({4, 5}), csak az egyik tesz-

tet végeztük el ({4} és {5}) illetve egyik tesztet sem végeztük el (∅). A futási eredményeket

a 2.3.7. Táblázat tartalmazza.

{4, 5} {4} {5} ∅

A Input
Futási idő (másodperc) 0,11 0,12 0,19 0,12

Összes csúcs (darab) 3 102 5 688 9 273 24 638

B Input
Futási idő (másodperc) 0,26 0,27 0,39 0,25

Összes csúcs (darab) 6 440 22 551 22 780 97 632

C Input
Futási idő (másodperc) 36,6 85,8 NaN NaN

Összes csúcs (darab) 1 444 458 55 941 925 NaN NaN

D Input
Futási idő (másodperc) 39,6 295,2 NaN NaN

Összes csúcs (darab) 1 077 458 164 734 731 NaN NaN

2.3.7. táblázat. Futási eredmények (Tesztek)

Mindenekelőtt megvizsgáltuk, hogy a futási időt hogyan befolyásolják az egyes tesztek ki-

kapcsolásai. Az A és B (kisebb) inputok esetén jelentős különbség még nem volt tapasztal-

ható. A C és D (nagyobb) inputokon esetében már a (TEST5) kikapcsolása is jelentősen

megnövelte a futási időt. A C input esetében több mint 2-szer tovább tartott az oszlopge-

nerálás folyamata, mı́g a D input esetén közel 7,5-szer több időt vett igénybe az LP-optimum

megtalálása. A (TEST4) kikapcsolása esetén pedig nem ért véget az algoritmus futása 10
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perc alatt sem. A (TEST4) azért is olyan jelentős, mert ez igazából két tesztet foglal magába:

mindkét erőforrásra vonatkozóan egyet-egyet.

Azt már az eddigi eredmények alapján is kijelenthettük, hogy a (TEST4) és a (TEST5)

tesztek elengedhetetlen eszközei az eljárás hatékony, gyors működésének. A tesztek ki-

kapcsolása esetén a hosszabb futásidőt természetesen az jelentette, hogy egy-egy oszlop

generálásakor a korlátozás és szétválasztás algoritmusban nem tudtunk bizonyos részfákat

kiküszöbölni. Megnéztük ezért azt is, hogy az egyes tesztek kikapcsolása mennyivel növelte

meg a korlátozás és szétválasztás fában megvizsgált csúcsok számát. Az erre vonatkozó

adatokat is a 2.3.7. Táblázat tartalmazza.

Már a legkisebb A input esetén is megfigyelhető az egyes tesztek hatékonysága. Mindkét

teszt kikapcsolása majdnem 8-szor több csúcs ávizsgálását eredményezte az összes korlátozás

és szétválasztás eljárást figyelembe véve. A B input esetén már egyetlen teszt kikapcsolása

során is 3,5-szer több csúcsot vizsgáltunk át, mı́g mindkét teszt kikapcsolása esetén 15-ször

többet. A nagyobb inputok esetén a (TEST5) kikapcsolása 38-szor illetve 163,5-szer több

csúcs átvizsgálásával járt együtt.



3. fejezet

Integrált jármű és vezető

ütemezés

Az előző fejezetben a jármű és a vezető ütemezési feladatokat szekvenciálisan oldottuk meg:

először a járműveket ütemeztük, majd a vezetőket. A járművek ütemezése során tehát

egyáltalán nem vettük figyelembe a vezetőket. Ezt a megközeĺıtést Bodin et al. [5] azon-

ban erősen kritizálta, ugyanis a vezetők összköltségei általában meghaladják a járművek

összköltségeit. Ezáltal előfordulhat, hogy egy optimális jármű ütemezéshez csak nagyobb

költséggel tudunk vezetőket rendelni, mint egy másik optimális (esetleg nem is optimális)

jármű ütemezéshez. Nézzünk erre egy egyszerű példát.

Példa. Tegyük fel, hogy adott 3 forduló, melyeket le kell fednünk, és két depó áll ren-

delkezésünkre. Az első forduló 8:00-kor indul az A állomásról, és 13:00-kor érkezik a C

állomásra. A második forduló a C állomásról megy a B állomásra, és 14:00-tól 15:00-ig tart.

A harmadik forduló pedig 15:30-kor kezdődik a B állomáson, és 21:30-kor fejeződik be az

A állomáson. Az első depóból az utazási idők az A, B illetve C állomásokra rendre 20, 50

illetve 30 perc, mı́g a második depóból ezen idők 50, 10 illetve 30 perc.

A beosztásokra a következő feltételeket tesszük. 1) Egy beosztás hossza legfeljebb 8 óra.

2) Egy beosztás ugyanazon depóban fejeződik be, mint ahol elkezdődött. Vagy ha mégsem

a depóban kezdődik/fejeződik be, akkor (az utazási időnek megfelelő) sétálási időt kell a

beosztáshoz adnunk. Minden jármű és vezető 1000 fix költséget von maga után, továbbá

1 költséget fizetünk minden olyan percért, amikor egy jármű utasok nélkül a depón ḱıvül

tartózkodik.

Először oldjuk meg a feladatot szekvenciálisan. Az optimális jármű ütemezés során az első

depóból teljeśıtjük mindhárom fordulót. Ennek költsége 1000+20+30+30+20 = 1100. Az

ehhez tartozó optimális vezető ütemezés során 3 vezetőt használunk, tehát a szekvenciális

30
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ütemezés összköltsége 1100 + 3000 = 4100. Két vezetővel azért nem tudjuk teljeśıteni a

feladatokat, mert az első beosztás 7:40-kor kezdődik az első depóban, tehát az 1) szabály

miatt legkésőbb 15:40-kor be kell fejeződnie. Mivel a B állomásról az első depóba 50 perc

az út, ı́gy ez a beosztás nem tartalmazhatja a második fordulót. Hasonló a helyzet az utolsó

fordulóval is.

De tekintsük azt a megoldást, amikor mindhárom fordulót a második depóból teljeśıtjük.

Ekkor már az ehhez tartozó feladatok 2 vezetővel megoldhatók, ı́gy az összköltség 2 · 1000 +

1000 + 50 + 30 + 30 + 50 = 3160. Ezzel a költségek 23%-át megtakaŕıtottuk! Már ezen a

kis példán is látható a szekvenciális ütemezés egy hátránya, mely a fő motivációt adta az

integrált jármű és vezető ütemezés alkalmazására.

Az integrált jármű és vezető ütemezés (Integrated Vehicle and Crew Scheduling Problem,

VCSP) során adottak a teljeśıtendő fordulók. Célunk a fordulókhoz járműveket rendelni,

a járművekhez pedig vezetőket oly módon, hogy az összköltség minimális legyen. Az egy-

depós integrált jármű és vezető ütemezés (Single-Depot Vehicle and Crew Scheduling Prob-

lem, SDVCSP) során egyetlen depóból kell a fordulókat teljeśıtenünk, mı́g a több-depós

integrált jármű és vezető ütemezésnél (Multiple-Depot Vehicle and Crew Scheduling Prob-

lem, MDVCSP) több depó áll rendelkezésünkre. A következő két szakaszban a SDVCSP

és a MDVCSP feladatok modellezési és megoldási eljárásait mutatjuk be. Előtte azonban

lerögźıtjük a következő feltételeket:

• (MDVCSP) Minden jármű pontosan egy depóhoz tartozik. Innen indul és itt fejezi be

a napi menetét.

• (MDVCSP) Minden vezető pontosan egy depóhoz tartozik. Kizárólag olyan járműve-

ket vezethet, melyek az adott depóhoz tartoznak.

• Egy vezető munkarésze pontosan akkor megengedett, ha időtartama teljeśıti az adott

alsó-felső korlátokat (azaz nincsen rá semmilyen más megkötésünk). Egy beosztás

megengedettsége kizárólag a következőktől függ: a beosztás hossza, a munkával töltött

idő, a munkarészek száma.

• Ha egy jármű menettervében két egymást követő forduló közötti szünet (várakozás/ü-

resjárat) olyan hosszú, hogy a jármű vissza tud állni a depó és újra kiállni, akkor ezt

meg is teszi.

• Minden forduló pontosan két átszállási lehetőséget tartalmaz: egyet a kiinduló állo-

máson illetve egyet az érkezési állomáson. (Tehát egy forduló teljeśıtése közben nem

válthatják egymást a vezetők.)

• Ha egy jármű a depón ḱıvül tartózkodik, akkor hozzá vezetőt kell rendelnünk. (Tehát

ha a jármű egy állomáson várakozik, akkor is jelen kell lennie egy vezetőnek.)
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• Egy vezető csak akkor válthat járművet, ha a szünetét megkezdi/befejezi.

3.1. SDVCSP

A jármű és vezető ütemezésre Patrikalakis és Xerocostas [41] egy heurisztikus módszereken

alapuló integrációt adtak. Az első teljesen integrált modellt és megoldási módszert Freling

[14] késźıtette el. Freling egészértékű modellje három részből állt: egy jármű ütemezési

részből, egy vezető ütemezési részből, illetve az ezeket összekapcsoló feltételekből. A meg-

oldás során Lagrange-relaxáción alapuló oszlopgenerálást alkalmazott. Freling megközeĺıtése

számos további cikk alapját adta [15] [26] [27]. Freling modelljének hátterében kapcsolat

alapú megközeĺıtés áll. A továbbiakban azonban egy tér-idő hálózaton alapuló modellel fog-

lalkozunk. A megoldási módszer lényegében mindkét esetben ugyanaz, de utóbbi esetben

lényegesen kevesebb feltételünk lesz.

3.1.1. Modellezés

Legyen T = {1, . . . , n} a fordulók halmaza, és D = (V,A) a hozzájuk tartozó tér-idő

hálózat. Jelölje Ã ⊂ A azon élek halmazát, amelyeken egyszerre kell járművet és vezetőt

is használnunk (ha használunk). Tehát Ã tulajdonképpen a depón ḱıvüli élekből áll. Le-

gyen c : A → R+ a járművekhez tartozó költségfüggvény, mely az Ã-beli éleken tipikusan

az utazási/várakozási idők függvénye, a cirkulációs-élen pedig a járművekre vonatkozó fix

költséget jelenti. Adott még a vezetőkre vonatkozó g : A → R+ költségfüggvény is, de a

modellben ezt közvetlenül nem használjuk. Az u : A → Z⊕ kapacitásfüggvény értéke a

fordulókon 1, egy kiállás élen pedig annyi, ahány forduló-él tartozik hozzá. Minden más

élen a kapacitás a depóból rendelkezésre álló járművek száma. Jelölje K a megengedett be-

osztások halmazát, illetve K(ij) ⊂ K az ij ∈ Ã élt tartalmazó beosztások halmazát. Legyen

Ã(k) ⊂ Ã a k ∈ K beosztásban szereplő élek halmaza. Egy k ∈ K beosztás költségét fk-val

jelöljük.

Kétféle döntési változót vezetünk be. Jelentse yij az ij élen áthaladó járművek számát,

illetve xk azt, hogy a k ∈ K beosztáshoz rendelünk-e vezetőt vagy sem. A SDVCSP feladat
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a következő egészértékű feladatként ı́rható fel:

min
∑
ij∈A

yijcij +
∑
k∈K

xkfk (3.1)

∑
j:ji∈A

yji −
∑
j:ij∈A

yij = 0 ∀ i ∈ V (3.2)

∑
k∈K(ij)

xk − yij = 0 ∀ ij ∈ Ã (3.3)

0 ≤ yij ≤ uij , yij ∈ N ∀ ij ∈ A (3.4)

xk ∈ {0, 1} ∀ k ∈ K (3.5)

A (3.1) célfüggvény a járművek és a vezetők összköltségét minimalizálja. A (3.2) és (3.4)

feltételek a jármű ütemezéshez tartozó áram-feltételek. A (3.3) feltételek kötik össze a jármű

és vezető ütemezési részeket: minden egyes élt pontosan annyi beosztással kell fednünk, mint

ahány jármű áthalad rajta.

3.1.2. Megoldási eljárás

A SDVCSP feladatot Lagrange relaxáción alapuló oszlopgenerálással oldjuk meg. Az eljárást

a 3.1. Algoritmus tartalmazza.

Algoritmus 3.1 Megoldási eljárás a SDVCSP problémára

1: Inicializálás

Meghatározunk egy K ′ kezdeti beosztás készletet. A t lépésszámlálót 0-ra álĺıtjuk.

2: Redukált feladat megoldása

Megoldjuk a Lagrange duális feladatot az adott oszlopkészlet mellett. A kapott alsó

korlátot és a multiplikátorokat eltároljuk.

3: Árazási feladat megoldása

Negat́ıv redukált költségű oszlop(ok)at keresünk. Ezeket hozzávesszük a jelenlegi osz-

lopkészlethez.

4: Leállási kritériumok ellenőrzése

Az 5. lépéssel folytatjuk, ha az alábbiak valamelyike teljesül:

Nem találtunk negat́ıv redukált költségű oszlopot

t > tmax

A célfüggvény értéke nem javult jelentősen az utolsó iterációk alatt

Egyébként t értékét eggyel növeljük és a 2. lépéstől folytatjuk.

5: Megengedett megoldás előálĺıtása

A legjobb megoldást alapul véve, álĺıtjuk elő a SDVCSP feladat egy megengedett meg-

oldását.
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3.1.3. A fő feladat

Először a (3.3) egyenlőséges feltételeket nagyobb vagy egyenlő (≥) feltételekre cseréljük.

Másodszor, az immár egyenlőtlenséges (3.3) feltételeket µ ≥ 0 multiplikátorokkal dua-

lizáljuk. A Lagrange feladat ekkor a következő:

Φ(µ) = Φx(µ) + Φy(µ)

ahol

Φx(µ) = min
∑
k∈K

xkf̄k

xk ∈ {0, 1} ∀ k ∈ K

illetve

Φy(µ) = min
∑
ij∈A

yij c̄ij∑
j:ji∈A

yji −
∑
j:ij∈A

yij = 0 ∀ i ∈ V

0 ≤ yij ≤ uij , yij ∈ N ∀ ij ∈ A

A redukált költségek:

f̄k = fk −
∑

ij∈Ã(k)

µij

illetve

c̄ij =

{
cij + µij ha ij ∈ Ã
cij különben

Induljunk ki egy K ′ kezdeti beosztás készletből, mellyel létezik a (3.1)-(3.5) feladatnak meg-

engedett megoldása (az egyenlőtlenséges feltételek mellett). A max
µ

Φ(µ) Lagrange duális

feladatot szubgradiens algoritmussal oldjuk meg. Adott µ multiplikátorok és adott K ′ osz-

lopkészlet mellett a Φy(µ) feladat egy minimális c̄-költségű megengedett áram keresése, a

Φx(µ) feladat esetén pedig az xk értékét 1-re álĺıtjuk, ha a k ∈ K ′ oszlop f̄k költsége nem-

pozit́ıv, egyébként pedig xk értéke 0 lesz.

3.1.4. Árazási feladat

Miután az adott oszlopkészlettel megoldottuk a Lagrange duális feladatot, a kapott multip-

likátorokat használjuk fel, hogy negat́ıv redukált költségű oszlopo(ka)t keressünk. (A 1.2.4.

alszakaszban léırtak miatt először egy multiplikátor jav́ıtási eljárást alkalmazunk). Mivel a

végleges jármű blokkok még nem ismertek, ezért a munkarészek száma nagyon nagy lehet.

Freling [16] és Huisman [26] két-fázisú oszlopgeneráló eljárást javasoltak. Az első lépésben



3.1. SDVCSP 35

a munkarészek generálása történt, és a második fázisban késźıtették el a megengedett be-

osztásokat.

Huisman a második fázisban egyszerűen összepárośıtotta a munkarészeket és kiválasztott

bizonyos negat́ıv költségű megengedett beosztásokat. A későbbiekben mi is ezt tesszük.

Megjegyezzük azonban, hogy ez az eljárás akkor hatékony, ha egy beosztás legfeljebb 2 vagy

3 munkarészből áll. Freling a második fázisban egy beosztás generáló hálózatot éṕıtett az

első fázis során generált munkarészekből. A legolcsóbb megengedett beosztás megtalálása

egy erőforrás korlátos legrövidebb út keresésére vezetett, melyet dinamikus programozással

oldott meg. Mindkét eljárás előnye, hogy egy iteráció alatt több új oszlop is hozzávehető a

jelenlegi oszlopkészlethez.

Freling és Huisman is kapcsolat alapú megközeĺıtést használtak a VCSP feladatra, és Fre-

ling a beosztás generáló hálózatot is kapcsolat alapú hálózatként éṕıtette fel. Ezzel szemben

Steinzen [42] már a generáló hálózatot is tér-idő hálózatos megközeĺıtéssel éṕıtette fel (az

MDVCSP feladtra).

3.1.5. Megengedett megoldás előálĺıtása

Mivel bizonyos feltételeket relaxáltunk, ezért az a megoldás amit az eddigi fázisok végeztével

kaptunk, nem feltétlenül megengedett. (A szubgradiens algoritmus során esetleg előálĺı-

tottunk néha megengedett megoldásokat, azok viszont ’messze’ lehetnek az optimumtól.)

Ezért olyan megengedett megoldást szeretnénk előálĺıtani, amely nem növeli túlzottan a

célfüggvény értékét.

Freling et al. [15] és Huisman [26] a legjobb alsó korláthoz tartozó jármű ütemezést lerög-

źıtették, és erre megoldották a vezető ütemezés feladatot.

3.1.6. Futási eredményeink

Az alábbi alszakaszban a SDVCSP feladat megoldására elkésźıtett implementációnk futási

eredményeit mutatjuk be. A tesztelést 1.86 GHz-es Intel Pentium Dual CPU T2390 pro-

cesszorral, 2GB memóriával, Windows 7 operációs rendszeren végeztük. Az implementáció

C++ nyelven történt a LEMON [34] könyvtár felhasználásával. Az egészértékű feladatok

megoldására a FICO Xpress Optimization Suite 7.3.0 verzióját használtuk.

Huisman adatok

A teszteléshez Huisman véletlen generált példáit [29] [26] használtuk, melyeket mások is

széleskörben alkalmaznak [27] [42] [43]. A példák eredetileg a több-depós feladathoz készül-

tek, de az egy-depós esetben is felhasználhatók. A példák két osztályba (A és B) vannak

sorolva. Az A osztályban szereplő fordulók rövidebbek, ezért a jármű blokkok és ezzel együtt
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a beosztások is több fordulót fednek le, mint a B osztályban szereplő példák esetén. Bizo-

nyos értelemben tehát a A osztályban szereplő példák bonyolultabbak, mint a B osztályban

szereplők.

Paraméterek

A probléma paramatéreinek megválasztásánál törekedtünk az eddigi irodalomban szereplő,

de főként Steinzen et al. [43] által használt paramétereket alkalmazni.

A célfüggvény a járművek és vezetők összköltségének minimalizálása, melyen belül a fő cél

a járművek és vezetők számának minimalizálása. Minden jármű és minden vezető (be-

osztás) használata 1000 fix költséget von maga után. Ezen felül, ha egy jármű a depón

ḱıvül tartózkodik, akkor percenként 1 költséget fizetünk utána, továbbá egy vezető minden

munkával töltött perce után 0.1 költséget fizetünk.

4 különböző beosztás-t́ıpust engedünk meg. Az ezekre vonatkozó adatokat a 3.1.1. Táblázat

tartalmazza.

T́ıpus
Early Day Late Split

min max min max min max min max

Kezdési idő 8:00 13:15

Befejezési idő 16:30 18:14 19:30

Munkrész hossza 0:30 5:00 0:30 5:00 0:30 5:00 0:30 5:00

Szünet hossza 0:45 0:45 0:45 1:30

Beosztás hossza 9:45 9:45 9:45 12:00

Munkával töltött idő 9:00 9:00 9:00 9:00

3.1.1. táblázat. A beosztás-t́ıpusok adatai

Inicializálás. A kezdeti oszlopkészletünk nem megengedett beosztásokat tartalmazott, ı́gy

ezekre nagy költséget adtunk meg, és az oszlopgenerálás folyamata alatt, amint lehetett

töröltük őket.

Redukált feladat. A szubgradiens algoritmus során minden iterációban legfeljebb 100|T |
iterációt hajtottunk végre.

Árazási feladat. Az árazási feladat megoldása során az első fáziban legeneráltuk a mun-

karészeket. A második fáziban a legenerált munkarészeket párośıtottuk össze, és ellenőriztük,

hogy megfelelnek-e valamely beosztás-t́ıpus követelményeinek. Egy oszlopgenerálási fázisban

minden munkarészhez legfeljebb 1 új beosztást vettünk hozzá az eddigi készletünkhöz.
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Leállási kritériumok. Az oszlopgenerálás során legfeljebb |T | iterációt hajtottunk végre.

Leálltunk, ha nem találtunk több negat́ıv redukált költségű oszlopot, illetve ha az utolsó 10

iteráció alatt az alsó korlát kevesebb, mint 0, 2%-kal javult.

Megengedett megoldás. Az oszlopgenerálási fázis leállását követően az adott oszlop-

készlet mellett megoldottuk az egészértékű programot.

Futás eredmények

A 3.1.2. és 3.1.3. Táblázatok a Huisman [29] 80 fordulós B osztálybeli példáin történő futási

eredményeit tartalmazzák az első üresjárat-távolságot tartalmazó fájllal kombinálva. Min-

den példánál mind a 4 depóhoz 1-1 inputot késźıtettünk. Az első három oszlop az elkésźıtett

tér-idő hálózat fontosabb paramétereit tartalmazza: csúcsok száma (#Csúcsok), élek szám

(#Élek) illetve a fontos élek száma (#Fontos élek), melyek alatt az Ã-beli éleket értjük.

Ezen paraméterek szerint nincs nagy különbség a hálózatok között.

A következő három oszlop az oszlopgenerálási fázisra vonatkozik: megmértük az oszlop-

generálás idejét (CPU (o.g.)) (másodperc), megnéztük az iterációk számát (#Iterációk),

illetve azt, hogy az iterációk alatt összesen hány beosztást generáltunk le (#Beosztások).

Az oszlopgenerálási folyamat átlagosan 260,7 másodpercig tartott, és átlagosan 2543,7 be-

osztást generáltunk le.

Az utolsó három oszlop tartalmazza a megengedett megoldás keresésére vonatkozó adato-

kat: megmértük az egészértékű program megoldásának idejét (CPU (mip)) (másodperc),

és megnéztük, hogy a megtalált megoldás során hány járművet (#Járművek) illetve ve-

zetőt (#Vezetőt) használtunk. A végső oszlopkészlettel megoldott feladat átlagosan 143

másodpercig tartott, de nagy szórás figyelhető meg az értékek között.
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3.2. MDVCSP

Az első modellt Huisman [26] majd Huisman et al. [27] késźıtették el a MDVCSP feladatra.

(Előtte Gaffi és Nonato [19] is késźıtett egy több-depós integrált jármű és vezető ütemezési

modellt egy távolsági közlekedési feladatra, de a szorosabb megkötések miatt a probléma

eltért az általános esettől). A szerzők Freling [14] egy-depós modellje alapján késźıtették el

két saját modelljüket. A megoldási eljárás szintén Freling [14] módszerén alapult.

Mesquita és Paias [37] is két modellt késźıtett Huisman [26] modellje alapján, bár ők meg-

engedték, hogy egy vezető bármely depóból vezethessen járművet, és bármikor válthasson

járművet. A jármű ütemezés részt több-termékes folyam feladatként ı́rták fel, a vezető

ütemezés részt pedig halmaz fedési/part́ıcionálási feladatként. A megoldás során oszlop-

generálást alkalmaztak, ahol az árazási feladat erőforrás korlátos legrövidebb út keresésére

vezett vissza. Ezt dinamikus programozási eljárással oldották meg, végül egy MIP-megoldó

seǵıtségével álĺıtottak elő megengedett megoldást.

A MDVCSP feladatra az első tér-idő hálózatos megközeĺıtést Gintner [23], majd Steinzen

[42] illetve Steinzen et al. [43] alkalmazták. A következőkben Steinzen et al. [43] modelljét

ismertetjük.

3.2.1. Modellezés

Legyen T = {1, . . . , n} a fordulók halmaza, D = {1, . . . ,m} pedig a depóké. Legyen Dd =

(V d, Ad) a d ∈ D depóhoz tartozó tér-idő hálózat. Jelölje Ãd ⊂ Ad azon élek halmazát,

amelyeken egyszerre kell járművet és vezetőt is használnunk (ha használunk). Legyenek cd :

Ad → R+ a járművekhez tartozó, gd : Ad → R+ a vezetőkre vonatkozó költségfüggvények.

Az ud : Ad → Z⊕ kapacitásfüggvény értéke a fordulókon 1, a kiállás éleken pedig annyi,

ahány forduló-él tartozik hozzájuk. Minden más élen a kapacitás a d depóból rendelkezésre

álló járművek száma. A d ∈ D depóra jelölje Kd a megengedett beosztások halmazát,

Kd(ij) ⊂ Kd az ij ∈ Ãd élt tartalmazó beosztások halmazát, illetve Ãd(k) ⊂ Ãd a k ∈ Kd

beosztásban szereplő élek halmazát. Egy k ∈ Kd beosztás költségét fdk -val jelöljük. Ad(t)

jelölje a t ∈ T fordulót reprezentáló élt a d depóban (Ad(t) üres halmaz, ha a t forduló nem

teljeśıthető a d depóból).

Kétféle döntési változót vezetünk be. Jelentse ydij az ij ∈ Ad élen áthaladó járművek számát,

illetve xdk azt, hogy a k ∈ Kd beosztáshoz rendelünk-e vezetőt vagy sem. A MDVCSP feladat
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a következő egészértékű feladatként ı́rható fel:

min
∑
d∈D

∑
ij∈Ad

ydijc
d
ij +

∑
d∈D

∑
k∈Kd

xdkf
d
k (3.6)

∑
d∈D

∑
ij∈Ad(t)

ydij = 1 ∀ t ∈ T (3.7)

∑
j:ji∈Ad

ydji −
∑

j:ij∈Ad

ydij = 0 ∀ d ∈ D, ∀ i ∈ V d (3.8)

∑
k∈Kd(ij)

xdk − ydij = 0 ∀ d ∈ D, ∀ ij ∈ Ãd (3.9)

0 ≤ ydij ≤ udij , ydij ∈ N ∀ d ∈ D, ∀ ij ∈ Ad (3.10)

xdk ∈ {0, 1} ∀ d ∈ D, ∀ k ∈ Kd (3.11)

A (3.6) célfüggvény a járművek és a vezetők összköltségét minimalizája. A (3.8) és (3.10)

feltételek a jármű ütemezéshez tartozó áram-feltételek. A (3.9) feltételek kapcsolják össze

a jármű és a vezető ütemezési részeket. A (3.7) feltételek teremtik meg a depók közötti

kapcsolatokat: minden egyes fordulót pontosan egy depóból kell fednünk.

3.2.2. Megoldási eljárás

A következőkben Steinzen et al. [43] megoldási módszerét vázoljuk. Az eljárás alapja ha-

sonló az előző szakaszban bemutatotthoz (3.1. Algoritmus).

Először a (3.9) egyenlőséges feltételeket nagyobb vagy egyenlő (≥) feltételekre cseréljük.

Másodszor, az immár egyenlőtlenséges (3.9) feltételeket µd ≥ 0 multiplikátorokkal dua-

lizáljuk. Ezzel a Lagrange feladat ismét két különálló feladatra bomlik, azonban most az

egyik egy MDVSP feladat, mely NP-nehéz. Ezért a (3.7) feltételeket is dualizáljuk a π

multiplikátorokkal. A Lagrange feladatunk ı́gy a következő:

Φ(µ, π) = Φx(µ) + Φy(µ, π) +
∑
i∈T

πt

ahol

Φx(µ) = min
∑
d∈D

∑
k∈Kd

xdkf̄
d
k

xdk ∈ {0, 1} ∀ d ∈ D, ∀ k ∈ Kd

illetve

Φy(µ, π) = min
∑
d∈D

∑
ij∈Ad

ydij c̄
d
ij∑

j:ji∈Ad

ydji −
∑

j:ij∈Ad

ydij = 0 ∀ d ∈ D, ∀ i ∈ V d

0 ≤ ydij ≤ udij , ydij ∈ N ∀ d ∈ D, ∀ ij ∈ Ad
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A redukált költségek:

f̄dk = fdk −
∑

ij∈Ãd(k)

µdij

illetve

c̄dij =


cdij + µdij − πt ha ij ∈ Ãd, és létezik t ∈ T , hogy ij ∈ Ad(t)
cdij + µdij ha ij ∈ Ãd, és nem létezik t ∈ T , hogy ij ∈ Ad(t)
cdij különben

Adott K ′ beosztás-készletre a max
µ,π

Φ(µ, π) Lagrange duális feladatot szubgradiens módszer-

rel oldjuk meg. Adott K ′ oszlopkészlet és adott µ, π multiplikátorok mellett a Φx(µ) feladat

a nempozit́ıv redukált költségű oszlopok kiválasztása. Φy(µ, π) pedig |D| darab minimális

költségű áram-feladatot jelent.

Steinzen et al. [43] megoldották a MDVSP feladatot Kliewer et al. [33] módszerével, majd

a kapott jármű ütemezéshez depónként megoldotta a CSP feladatot. A vezető ütemezésből

kapott beosztások adták a K ′ kiinduló oszlopkészletet a MDVCSP feladathoz. A Lagrange

feladatot egy kissé módośıtott, legfeljebb 1000 iteráción keresztül futtatott szubgradiens

algoritmussal oldották meg. A legjobb megoldáshoz tartozó multiplikátorokat használták

fel, hogy új oszlopokat álĺıtsanak elő. Az oszlopgeneráláshoz Freling [16] és Huisman [26]

módszeréhez hasonlóan két-fázisú eljárást alkalmaztak. Első lépésben legenerálták a mun-

karészeket, majd ezekből (minden egyes beosztás-t́ıpushoz) egy tér-idő hálózatot késźıtettek

el. Az árazási feladat erőforrás korlátos legrövidebb út keresésére vezetett vissza az adott

hálózatokban, melyet 4-fázisú dinamikus programozási eljárással oldottak meg. Az eddig ka-

pott megoldásból (oszlopkészletből) kiindulva álĺıtottak elő megengedett megoldást a követ-

kezőképpen. Már csak a (3.9) feltételeket, mint egyenlőséges feltételeket relaxálták. A

Lagrange feladatban szereplő MDVSP feladatot ismét Kliewer et al. [33] módszerével ol-

dották meg. A megoldás megengedettségét egy heurisztikus árazás és szétválasztás eljárással

biztośıtották, ahol az oszlopgenerálás során bizony ydij változók értékét lerögźıtették.



Összefoglalás, kitekintés

Az 1. Fejezetben bemutattuk a dolgozatban felmerülő, alapvető kombinatorikus feladatokat

és módszereket. A fejezet végén részletesebben foglalkoztunk az erőforrás korlátos legrövi-

debb út feladattal.

A 2. Fejezetben a szekvenciális jármű és vezető ütemezés feladatait és megoldási módszereit

ismertettük. A fejezet végén egy speciális vezető ütemezési feladattal foglalkoztunk, és be-

mutattuk a megoldására elkésźıtett implementációnk futási eredményeit.

A 3. Fejezetben az integrált jármű és vezető ütemezés feladataival foglalkoztunk. Bemutat-

tuk a különböző feladatokat és a megoldási eljárásokat. Az egy-depós ütemezési feladatnál

ismertettük az elkésźıtett implementációnk futási eredményeit.

A témakör még mindig számos kih́ıvást tartalmaz. Továbbra is fő kutatási téma a minél

hatékonyabb eljárások kifejlesztése. Ebben az erőforrás korlátos út problémának is nagy

szerep jut, hiszen a legtöbb ütemezési feladat során valamilyen formában felmerült.
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