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Koszonetnyilvanitas

Ezuton is szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Kis Tamasnak azért a rengeteg
segitségért, tandcsért amit a TDK, a szakdolgozat, és tanulmanyaim kapcsan kaptam tole.
Ko6sz6n6m, hogy mindig tudott id6t szakitani rdam, kérdéseimmel barmikor felkereshettem,
leveleimre szinte azonnal valaszolt.

Szeretném megkoszonni barataimnak, hogy megértették ha néha fontosabbak voltak sza-
momra a tanulmanyaim. Koszonom csoporttarsaimnak, hogy tudtuk egymast segiteni az
egyitt toltott évek alatt. De legf6képpen sziileimnek, csaladomnak tartozom héalaval, amiért

sziintelenill tdmogattak tanulmanyaim soran.



Tartalomjegyzék

Bevezeto

1.

2.

Kombinatorikus optimalizalasi feladatok és mdédszerek

1.1. Kombinatorikus optimalizalasi feladatok . . . . . . . ... ... ... ... ..
1.1.1. Minimélis koltségt folyam, dram . . . . . . . ... ... ... ...
1.1.2. Legrovidebbutak . . . . . . . . . . ...
1.1.3. Tobbtermékes folyam . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.1.4. Halmaz partici6 és halmaz fedés . . . . .. . ... .. ... ... ...

1.2. Kombinatorikus optimalizalasi mdédszerek . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.1. Lagrange relaxacid . . . . . . . . . . . . . . e
1.2.2. Szubgradiens algoritmus . . . . . . . . . ... ...
1.2.3. Oszlopgenerdlds . . . . . . . . ... L
1.2.4. Lagrange relaxdcioval kombinalt oszlopgeneralds . . . . . ... . ...

1.3. Eroforras korldtos legrévidebb at . . . . . . . ..o oo
1.3.1. Az RCSP formalis felirasa . . . . . . .. ... ... ... ......
1.3.2. Megolddsi médszerek . . . . . . ..o Lo
1.3.3. Beasley és Christofides megoldasi médszere . . . . . . .. .. ... ..

Jarmii és vezets litemezés

2.1, Jarmu Utemezés . . . . . ... oL
2.1.1. A jarmii iitemezés feladata . . . . . .. ... ... L.
2.1.2. Modellezési eszkozok . . . . . . ..o o
2.1.3. SDVSP . . .
2.1.4. MDVSP . . . . e

2.2. Vezetd Gtemezés . . . . . . . ...
2.2.1. A vezet6 itemezés feladata . . . . . . ... oo
2.2.2. CSP . . . e

2.3. Egy vezeto iitemezési probléma . . . . . . ...
2.3.1. A probléma ismertetése . . . . . .. .. ... L.

iii

10
10
10
11



TARTALOMJEGYZEK

2.3.2. A probléma modellezése . . . . . . . .. ...
2.3.3. A problémamegolddsa . . . . ... ... Lo
2.3.4. Implementdcidé . . . . . . . ...
2.3.5. Tesztelés, eredmények . . . . . .. . ..o L Lo oL

3. Integralt jarmii és vezeto iitemezés

3.1. SDVCSP

3.1.1. Modellezés . . . . . . ..
3.1.2. Megoldasi eljards . . . . . . . . .o
3.1.3. Afgfeladat . . . . . . . . .
3.1.4. Arazdsifeladat . . . . . ...
3.1.5. Megengedett megoldas eléallitasa . . . . . . .. ... .. ... ... ..
3.1.6. Futasi eredményeink . . . . . . ... oo o

3.2. MDVCSP

3.2.1. Modellezés . . . . . . . .
3.22. Megolddsi eljards . . . . . . . . ... o

ésszefoglalés

Hivatkozasok

ii

23
24
25
26

30
32
32
33
34
34
35
35
40
40
41

43



Bevezeto

A jarmi és a vezetd litemezés a tomegkozlekedésbeli optimalizdlas legjelentésebb felada-
tai kozé tartozik, hiszen a jarmiivek és a jarmiivezetOk alkotjdk a kozlekedési vallalatok f6
eszkOztdrat. Az utébbi évtizedekben egyre nagyobb érdeklédés mutatkozott a tomegkozleke-
dési optimalizaldsra, és foként a szamitégéppel torténdé megoldasokra. Ennek egyik legfébb
oka, hogy a kozlekedési véllalatok szamara nagy koltségekkel jar egy jarmi haszndlata/kar-
bantartasa illetve a vezeték bérezése. Masrészt, mint latni fogjuk, a vezetok beosztdsara vo-
natkozo feltételek kezelése egyre bonyolultabb feladatokat eredményez, melyek manuélisan
torténdé megoldasa reménytelenné valik.

Egy kozlekedési vallalat tervezési folyamata altaldban négy fazisbdl all. A tervezési folya-

matot a 1. dbra szemlélteti.

jaratok, jératstiriségek

Menetrend készités

fordulék
A

y
| Jarm iitemezés I

jarmi blokkok, feladatok
A

I

Vezet§ litemezés

révidtavu beosztasok

v
Vezetd beosztés

hosszitavi beosztasok

1. dbra. Tervezési folyamat
Mindenekel6tt meghatarozzuk, hogy milyen jaratokat szeretnénk létrehozni, és milyen ja-

ratsirtiséggel. Példaul a forgalmasabb csomdpontokon &t célszerli tobb jaratot létrehozni,

nagyobb jaratslirtiséggel. Ezekre alapozva késziil el a fordulékbdl 4llé6 menetrend gy, hogy

il
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minden egyes forduléra adott az indulds/érkezési id§ illetve a kezdd-/végallomads.

A tervezés masodik fazisa a jarmi titemezés, melyben a menetrend készités sordn meg-
hatdrozott fordulékhoz kell jarmiiveket rendelniink. A jarmiivek kiilonb6z6 depékhoz tar-
tozhatnak. Egy depé alatt ugyanahhoz a garazshoz tartozd, és ugyanolyan tipusi (alacsony-
padlds, csuklds, stb.) jarmiiveket értiink. Minden egyes forduléra adott, hogy mely depébdl
teljesithetd (példdul a kérhdzak kozelében célszerii alacsonypadlds jarmiiveket hasznélni).
A jarmi titemezés soran kiilonbozé koltségeket kell figyelembe venni. Tipikus példa, hogy
minden jarmil hasznalata maga utéan von egy fix koltséget, és a megtett kilométerek alapjan
meghatarozott miikodési koltséget. Az iitemezés végeztével minden jarmiire kapunk egy
menettervet, amely a depdbdl indul és ott ér véget. A menettervre egy példat a 2. dbran
lathatunk. Lehetséges, hogy a jarmii tobbszor is visszatér a depdba. A jarm{ menettervének
egy depdtol-depdig tartd részét jarmii blokknak nevezziik. A jarmiivezetOk nem csak a
depéban, hanem bizonyos dllomasokon (atszéallasi pontokon) is megkezdhetik /befejezhetik a
szolgalatukat. Egy jarmi blokkon beliil tobb ilyen atszallasi lehetGség is adott lehet a ve-
zetd szamdra. Két egymdst kovetd atszallasi hely kozotti részt vezet6 feladatnak (réviden:
feladatnak) neveziink. A 2. dbran a depén kiviil csak az A illetve D dllomasokon engedjiik

meg a vezetOk atszalldsat.

p I | | T 1 D —TT 1 p
g A BB AC D CAA D E B AA B g
r H I B R P [ | I -
O | | (0] l ] O
500  7:00  9:00  11:00  13:00  15:00  17:00  19:00  21:00
A B A CA

[ ] FordulsA-bsiB-be || KidllasaDepobsia-ba Q] Uresjérar C-bdl A-ba

L1 jérmiblokk [ | Vezets feladat

2. abra. Egy jarmi menetterve

A harmadik fazisban a vezetOket kell beosztanunk a jarmi iitemezés sordn kapott felada-
tokra. Egy adott vezetohoz rendelt feladatok Osszességét a vezetd beosztasanak neveziink.
A beosztdsok megengedettségére kiillonbozo feltételek adottak, melyek fiigghetnek a kozle-
kedési vallalattdl, de az adott régié munkatorvényétdl is. A legtobb esetben egy beosztéds
t6bb (t6bbnyire kett vagy hdrom) munkarészbél kell, hogy élljon. Altaldban egy munkarész
alatt a vezet6 ugyanazt a jarmivet vezeti hosszabb sziinet nélkil. Tipikus feltételek, hogy
egy-egy munkarész, a munkarészek kozotti sziinet, illetve az egész beosztas idGtartamaéra

alsé-felsé korlatok adottak.
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Az els6 harom fazis soran dltaldban egy adott napot vesziink figyelembe. Példaul a menet-
rendeknél megkiilonboztethetiink munkanapokat és munkasziineti napokat, iskola el6adasi
napokat, stb. Gyakori, hogy hétf6tol-csiitortokig illeve pénteken eltéré menetrendeket kell
alkalmazni. A negyedik fdzisban azonban hosszabb idétavra terveziink. Itt a vezetSknek a
heti/havi beosztasat kell elkésziteni a vezetd litemezés sordn megkapott napi beosztdsokbol.
A dolgozatban csak a jarmi és vezet6 iitemezési részekkel fogunk foglalkozni. Az 1. Fe-
jezetben vélogatott kombinatorikus optimalizdlasi feladatokat és modszereket tekintiink at,
melyekkel a késébbi fejezetekben taldlkozni fogunk. Kiilon foglalkozunk az eréforras korlatos
legrévidebb 1t feladattal és megolddsaval, mert ez a probléma szdmos jarmii és vezetd tite-
mezési feladatnal felmeriil.

A 2. Fejezetben a szekvencidlis jarmi és vezetd iitemezéssel foglalkozunk. Ismertetjiik a
problémakat, és rovid irodalmi attekintést is nyujtunk a megolddsi mddszerekrél. A feje-
zet utolsé szakaszdban bemutatunk egy specidlis vezetd litemezési feladatot, melyhez két
implementaciot is készitettiink. A szakasz hatralevl részében a tesztelési eredményeinket
mutatjuk be.

A 3. Fejezetben az integralt jarmili és vezetd iitemezésrdl lesz sz6. Itt is ismertetjiik a
kiilénb6z6 problémakat, megoldasi mddszereket. Az egy-depés litemezéshez elkészitett imp-

lementaciénk futdsi eredményeirdl is itt szamolunk be.



1. fejezet

Kombinatorikus optimalizalasi

feladatok és modszerek

Az alabbi fejezetben olyan kombinatorikus optimalizalasi feladatokat és mddszereket ismer-
tetlink, melyek a késobbi fejezetekben el6fordulnak, illetve alkalmazni fogunk.

Az 1.1 szakaszban a teljesség igénye nélkiil bemutatjuk a minimalis koltségti folyam/dram
és a tobbtermékes folyam feladatokat. Szd lesz még legréovidebb utakrol, és ismertetjik a
halmaz fedés/particio feladatokat is. A feladatokat olyan formaban mutatjuk be, amilyenre
a késobbiekben sziikségiink lesz.

Az 1.2 szakaszban egy &dtfogd ismertetét nydjtunk a Lagrange relaxdciordl, a szubgradiens
algoritmusrdl, és az oszlopgenerdldasrol. Az oszlopgenerdlas Lagrange relaxacioval kombinalt
valtozatat is bemutatjuk.

Az eréforrds korldtos legrovidebb 1t feladat a 2. Fejezet végén kulcsszerepet jatszik, ezért a

feladat és megoldasi eljarasanak ismertetésére egy kiilon szakaszt aldozunk.
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1.1. Kombinatorikus optimalizalasi feladatok

Jelolés: a kovetkezékben D = (V, A) irdnyitott grafot jeldl.

1.1.1. Minimalis koltségii folyam, aram

Tegyiik fel, hogy van egy D = (V, A) hdlézatunk, és annak két kijelolt csiicsa: s és t.
Folyamon olyan z : A — Rg fiiggvényt értiink, hogy minden s és t-tél kiilonbozé j csticsra
teljesiil a megmaraddsi szabdly:

> oaig) =D a(ji)

iijEA ijic A
azaz tomorebb jeloléssel: 0.(j) = 6.(j). Egy z folyam nagysdgdn a 6,(s) — 0:(s) értéket
értjuk.
Ha a héalézatunkon adottak az [ : A — Rg, u : A — Rg alsé-fels6 kapacitas fiiggvények
(I < u), akkor egy z folyamrdl azt mondjuk, hogy megengedett, ha minden ij € A élre
1(ig) < z(if) < u(ij) teljesiil.
Ha a halézatunkon adott egy ¢ : A — R koltségfliiggvény is, akkor beszélhetiink egy x folyam
é(x) koltségérol:

&a) =Y elif)(i)
ijeA

A folyamokkal kapcsolatos egyik legalapvetébb feladat egy minimalis koltségli megengedett
folyam megkeresése. A problémat a kdvetkezd linedris program segitségével is megfogalmaz-
hatjuk:

min E CijTij

ijEA
Z Tij = Z Tji VjEV—{S,t}
iijeEA i:ji€A

lij <wzij <wyy  VijeA

Rendkiviil fontos kiemelniink a probléma egészértékiiségi tulajdonsdgdt [13]: ha az adott
korldtok (I és u) egészértékiek, akkor az optimdlis x folyam is vdlaszthatd egészértékinek.
A minimalis koltségii folyam megkeresésére tobb polinomalis algoritmus is rendelkezésiinkre
all (példaul Kapacitas-skdldzas, Halézati Szimplex algoritmus).

A folyammal rokon fogalom az dram. Aramon olyan x : A — Rg fliggvényt értiink, melynél
minden cstcsra teljestil a megmaradasi szabédly. Hasonléan értelmezziik a megengedett dram
fogalmat, és a minimalis koltségii megengedett aram feladatat, mely szintén rendelkezik
az egészértékiiségi tulajdonsiggal. Az el6z algoritmusokkal (Kapacitds-skdldzds, Halozati
Szimplex algoritmus) a minimaélis koltségli megengedett aram feladat is polinom idében

megoldhatd.
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1.1.2. Legrovidebb utak

A legrévidebb it probléma sordn egy D = (V) A) héldzat kijelolt s és ¢ pontjai kozott sze-
retnénk legrovidebb utat talalni egy ¢ : A — R tévolsdgfiiggvény szerint.

A feladat megfogalmazhaté egy 1-nagysdgu legolecsobb folyam kereséseként is. A tovabbi fe-
jezetekben viszont kizarolag aciklikus grafban fogunk legolcsébb utat keresni, és sziikséglink
lesz minden v cstics esetén a legrovidebb sv 1t d(v) hosszéra, ezért egy masik eljardst

vazolunk (1.1. Algoritmus).

Algoritmus 1.1 Legrovidebb utak aciklikus iranyitott grafban egy s forrasbol

1: Topologikus sorrend
Készitsiik el az aciklikus D graf topologikus sorrendjét.
2: Inicializdlds
Legyen d(s) =0, és d(v) = oo minden v € V' — s csticsra.
3: Legrovidebb utak
A topologikus sorrendben haladva egy adott v csdcsra d(v)-t a kovetkezSképpen
szamoljuk:

d(v) = muin{d(u) + c(uw) | uwv € A}

1.1.3. Tobbtermékes folyam

A folyam problémadra tekinthetiink gy, mintha egy termékbdl adott (legtobb) mennyiséget
szeretnénk eljuttatni s-bél t-be, bizonyos kapacitasokat teljesitve, esetleges koltségeket figye-
lembe véve. A tobbtermékes folyam probléméat ugy szemléltethetjiik, mint ha K kiilonbozé
terméket szeretnénk s-bol t-be szallitani, és minden egyes k termékre kiilon-kiilon adottak
a ck koltség és ¥, u” kapacitds fiiggvények. Tovabba adottak még az L és U kapacitds
fliggvények is, melyek minden élen az Osszkapacitdst korlatozzak. Az egészértékil tobb-

termékes folyam az aldabbi feladatként irhato fel:

K
; k .k
min E E Cii a5

k=1ijeA
foj: fol VieV—{st} Vk=1,...,K
itijEA 1:ji€A

l<ak <uf,  VijeA Vk=1,. K

=

2 eN VijeA

A tébbtermékes folyamra altaldban nem teljesiil az egészértékiiségi feltétel, tehat az xfj eN

feltételt elhagyva nem feltétlentil kapunk egészértékii megoldast (még akkor sem, ha minden
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kapacitds egész is). Az egészértékll tobbtermékes folyam NP-teljes, médr két termék esetén
is [21].
1.1.4. Halmaz particié és halmaz fedés

Tegyiik fel, hogy adott egy véges M halmazunk, és részhalmazain egy ¢ : 2™ — R kolt-
ségfiiggvény. A célunk az M halmaz olyan P particiéjat meghatdrozni, melynek é(P)

OsszkoOltsége minimélis.

Pep

A halmaz particié feladatot a kovetkezd egészértékii feladattal irhatjuk fel:

min Z CT; (1.1)

JEN
Z QijT; = 1 VieM (1.2)
JEN
zj € {0,1} VjeN (1.3)

ahol N jeloli M részhalmazainak halmazét, x; pedig a j € N részhalmazhoz tartozé dontési

valtozo.

1 ha a j részhalmaz tartalmazza az i elemet
aij = N
0 kilonben

B { 1 ha a j halmazt kivalasztjuk

Ly = e
0 kiilonben

Az (1.2) feltétel biztositja azt, hogy M minden eleme pontosan egy valasztott részhalmazhoz
tartozzon.

A halmaz fedési feladatndl is fedniink kell az M minden elemét, de nem k&veteljik meg
azt, hogy a fed6 halmazok particiét adjanak. A halmaz fedési feladatot gy irhatjuk fel
egészértékill feladatként, hogy az (1.2) feltételben *>’ jelet frunk. Megjegyezziik, hogy a
halmaz particié feladatban, illetve a halmaz fedési feladatban pozitiv koltségfiiggvény mellett
elegendé z; € N megkotéseket tenniink.

Mindkét feladat NP-nehéz [21].
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1.2. Kombinatorikus optimalizalasi médszerek

1.2.1. Lagrange relaxaci6

Tekintsiik a kovetkezé egészértékii feladatot:

Zp = min Z Cix; (1.4)
JEN
Z QT = d; Vie M (15)
JEN
Z bijxj =€ Vie My (16)
JEN
x5 € Ly VjeN (1.7)

Tegyiik fel, hogy az (1.5) feltételek komplikalt feltételek abban az értelemben, hogy Oket
kihagyva a feladat konnyen megoldhaté lenne.

A Lagrange relaxdcio alapotlete az, hogy a nehéz feltételeket kihagyjuk a feltételek koziil,
de nem-teljesiilésiiket a célfiiggvényben biintetjik. A komplikalt feltételeket beépitve a

célfiiggvénybe (relazdlva, dualizdlva) kapjuk a Lagrange feladatot:

ZLR(/\) = min Z c;jx; + Z)\Z d; — Z QT

JEN 1€ M4 JEN
Zbijszei Viée M
JEN
ahol A = (\;);enm, a komplikalt feltételekhez tartozé Lagrange szorzok (multiplikdtorok).
Egy j € N oszlop redukdlt koltsége (Lagrange kéltsége) ¢;:

Cj =Cj — E aij)\j

€M,

A megengedett megoldasok halmazat jellje X, és legyen X a relaxélt poliéder:

X = Z‘EZKVl‘Zbijxj:@iViEMg
JEN

X lEG]Rl_iVlleijl'jZGiVieMg
JEN

A Lagrange feladat az alabbi forméaba irhato:

ZLR(A) = min Z CijTj + Z Nid;

JEN i€ My

reX (1.8)
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Ha egyenliotlenséges feltételeket dualizalunk, akkor a megfelel6 multiplikdtorokra eldjel meg-

kotést tesziink. Példdul a Z ai;jx; > d; feltétel dualizdldsa esetén feltessziik, hogy A; > 0.
jeN

Konnyen lathatd, hogy tetszélegesen rogzitett A mellett Zpr(A) alsé korlétja az eredeti

feladat optimumaénak, azaz: Zpr(\) < Zip teljesiil. A legjobb alsé korldt megkeresését

Lagrange dudlis feladatnak nevezzik:
ZLD = m)?dX ZLR()\)

Megmutathaté [22], hogy a Lagrange dudlis optimuménak értéke legaldbb olyan jé alsé

korlatot ad az eredeti feladatra, mint az LP-relaxalt feladat optimuma:
Zrp < Zip < Z1p

illetve, ha X egész poliéder, akkor Zip = Zip teljesiil [39]. Tovabb4, a Lagrange duélis

feladat Z1p optimuma megegyezik az aldbbi feladat optimuméval [39]:

min Z cijxj‘ Z a;jr; =d; Vi€ M,z e conv(X)
JEN JEN
A Lagrange duélis feladat egy szakaszonként linedris, nem differencidlhaté konkév fiiggvény
maximalizaldsa. Megoldasara a legtobb esetben szubgradiens médszert alkalmaznak, melyet

a kovetkezd szakaszban ismertetiink.

1.2.2. Szubgradiens algoritmus

A gradiens mddszer egy iterativ eljaras differencialhaté fiiggvények szélséértékének megha-
tarozasara. FEgy kezdeti megoldasbdl kiindulva minden lépésben az adott pontbeli gradiens
segitségével hatarozzuk meg a kovetkez6 pontot. Egy nem differencidlhaté fiiggvény esetén
azonban a gradiens médszer nem miikodik, hiszen nem minden pontban létezik gradiens. A
szubgradiens médszer egy megoldédst nytjt a problémara.
Egy konkdv @ : RIMil — R fiiggvény A-beli szubgradiensén egy olyan s € RIMi| vektort
értiink, melyre

PN < @A) +sT(A=N)
teljesiil minden X € RIMil esetén. Ha ® nem differencidlhaté A-ban, akkor ott tébb szubgra-
diens is 1étezik. Jelolje OP(N\) a A-beli szubgradiensek halmazat. Az algoritmus ezek koziil
vélaszt egy tetszOlegeset. (Ha @ differencidlhaté A-ban, akkor O®(A) a A-beli gradiensb6l
all.)
A szubgradiens algoritmus alkalmazhat6 a Lagrange dudl feladat megolddséra, melyre most
egy keret algoritmust mutatunk (1.2. Algoritmus). A konvergencia biztositdsdra egy 7
lépéshossz paramétert is bevezetiink, melynek kezdéértékét 2-re allitjuk, és ha egy adott

szamu iterdcié alatt nem sikeriil javitani az alsé becslésiinkon, akkor 7 értékét megfelezziik.
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Algoritmus 1.2 Szubgradiens algoritmus Z1,r(\) maximalizaldsira

1:

Inicializdlds

Megadjuk a kezdeti A\’ multiplikdtorokat, beallitjuk az ¢ pontossigi paramétert, a t
lépésszamlalot O-ra allitjuk, és kiszamolunk egy heurisztikus Zyp fels6 korlatot az eredeti
feladatunkra.

Lagrange feladat megolddsa

Megoldjuk Zpg(AY)-t, és elmentjiik az z¢ optimdlis megold4st.

Felsé korlat frissitése

Ha 2! megengedett megoldds, és koltsége kisebb, mint Zyg, akkor frissitjiik Zyp értékét.
A 8t 1épés irdny meghatdrozdsa

Kiszamoljuk a szubgradienseket:

82 =d; — Z aisz» (Z S Ml)
JEN
Legyen 6% = st.

A wt lépéshossz meghatdrozdsa

. Zug — ZLr(\)
= 2
[[6°]

Multiplikatorok frissitése
AT = M4 w'lst (i € My)

Ledllasi kritériumok ellendrzése
Leallunk ha valamelyik kritérium teljestil:
st=0
81" < e
T<e¢
U 2 tmax
Zug — ZLr(A\f) < e
egyébként eggyel noveljik ¢ értékét, és a 2. 1épésre ugrunk.
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1.2.3. Oszlopgeneralas

Oszlopgeneralast abban az esetben alkalmazunk, ha a feladatunknak jelentésen sok osz-
lopa (véltozdja) van, vagy az oszlopok mindegyikét nem tudjuk egyszeriien el6allitani. A
médszert elszor Dantzig és Wolfe definidlta [7]. Az alapdtlet szerint egymds utdn megol-
dunk olyan redukélt problémakat, melyek az oszlopoknak csak egy kis részét tartalmazzék.
Miutdn egy ilyen problémét megoldunk, a dudlis informdciék alapjén vesziink 1j oszlopo(ka)t
a jelenlegi oszlopkészlethez. Egy 1j oszlop generalasanak feladatat drazdsi feladatnak nevez-
ziik.
Az oszlopgeneralds folyamatat az alabbi feladaton részletezziik:
min Z Cix;
JEN
Z ajrj=d; YieM (1.9)
JEN
z; >0 VjeN
A feladatot elSszor egy N° C N oszlophalmazon oldjuk meg, igy kapunk egy Z primél
megoldast, és egy @ dudl megolddst. Az T primdl megendegett a jelenlegi redukalt feladatra,
és 0 koordinatakkal kiegészitve primal megengedett az eredeti (1.9) feladatra is. Egy j € N
oszlop redukalt koltségét jeldle c;:
Cj =c¢j — Z QU
ieM

Ha nincs negativ redukalt koltségii oszlop N-ben, akkor @ dudl megengedett megoldédsa
(1.9)-nek is, tehat # optimdlis megoldésa (1.9)-nek. (Megjegyezziik, hogy N°-ban minden
oszlop redukalt koltsége nemnegativ.) Jelole k a legkisebb redukdlt koltségii oszlopot és

legyen & a k redukalt koltsége:
k = 1 Ci = C
arg jnélj{]l ¢ E=¢

Ha & > 0, akkor minden oszlop redukalt kéltsége nemnegativ.

A dudl megengedettség eldontéséhez tehat nem kell minden oszlopot ismerniink, elég meg-
keresniink a legkisebb redukélt koltséglit. Ha ez a legkisebb koltség nemnegativ, akkor az
elébb leirtak alapjan optimaélis megoldasunk van az eredeti feladatra, ha pedig a koltség
negativ, akkor az oszlopot hozzavessziik a jelenlegi oszlopkészlethez, és megoldjuk az 1j re-
dukalt feladatot. Az eljards gyorsitasa céljabol egyszerre tobb oszlopot is hozzavehetiink a

jelenlegiekhez, illetve kiilonboz6 drazdsi eljardsokat alkalmazhatunk [1].

1.2.4. Lagrange relaxaciéval kombinalt oszlopgeneralas

A gyakorlatban az oszlopgenerdlast legtobbszor az adott feladat LP-relaxaltjanak meg-

olddsdra alkalmazzdk, azonban az oszlopgenerdldas Lagrange relaxalt feladat megoldasara
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is alkalmas [28]. A dolgozatban mindkét alkalmazdsra fogunk példdt latni: el6bbire a 2.
fejezetben egy vezetd iitemezési problémanal, utébbira pedig a 3. fejezetben egy integralt
jarmi és vezeto titemezési feladat megolddsandl.

Térjlink vissza az (1.4)-(1.7) feladathoz és az (1.8) Lagrange relaxélthoz. Legyen (1.4)-(1.7)
LP-relaxaltjanak optimalis megoldasa T és az M feltételekhez tartozé optimélis dual meg-
oldds u. Megmutathatd, hogy az u-hoz tartozé Lagrange feladat optimuma megegyezik az
eléz6 LP-optimummal. Ennek ismeretében ahelyett, hogy optimélisan megoldandnk a re-
dukalt feladatokat (szimplex mddszerrel) a Lagrange dudlis feladatot oldjuk meg kozelitéen
(szubgradiens algoritmussal). A szubgradiens algoritmus befejeztével a Lagrange multip-
likatorok az aktualis redukalt feladat optimélis dudl valtozoinak egy kozelitését adjak. Ezek
utan ezen multiplikdtorokat hasznéljuk 1j oszlop kereséséhez.

Tobb dolog is indokolja az el6z6 modszer hasznalatat. Példaul a szubgradiens algoritmus
gyors, konnyli implementdlni, és az eljaras alatt lehetséges, hogy megengedett megoldast
allitunk el6. A moddszernél azonban felmeriil egy probléma. Mivel a dudl véltozdkra csak
egy kozelitést adunk, elképzelhetd, hogy a jelenlegi redukalt feladat oszlopkészlete negativ re-
dukalt koltségii oszlopot is tartalmaz. Ezért fennall a veszélye, hogy az oszlopgeneralas soran
olyan oszlopot allitunk eld, mely mér szerepel a jelenlegi oszlopkészletben. Ennek elkeriilése
érdekében gy modositjuk a multiplikatorokat, hogy a jelenlegi oszlopaink nemnegativ re-
dukalt koltségliek legyenek, de az alsé korlatunk ne csokkenjen. Az 1.3. Algoritmus olyan
példdn mutatja be az eljarast, ahol a (1.9) feladatban a;; € {0,1}, és az N° oszlopkészlet
mellett az M-hez tartozé feltételeket A multiplikdtorokkal dualizaltuk.

Algoritmus 1.3 Multiplikdtor mdédositasi eljaras

1: Negativ oszlopok keresése

Jelolje a negativ redukalt koltségii N%-beli oszlopok halmazat N'.
2: Multiplikdtor modositds

Vilasszunk egy N'-beli j oszlopot, melyre ¢; < 0.

e Legyen § =

o Vic M, aj;j =1 esetén legyen Aj := \; + 9
o Frissitsiik az eddig nem vizsgalt N'-beli oszlopok redukalt koltségét.

Ha létezik még negativ redukdlt koltségli oszlop N’-ben, akkor a 2. 1épéshez ugrunk,

egyébként leallunk.
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1.3. Eroforras korlatos legrovidebb 1t

Mint azt mér emlitettiik, az er6forras korlatos legrévidebb 1t (Resource Constrained Shortest
Path, RCSP) probléma kulcsszerepet jatszik a késébbi fejezetekben, hiszen szdmos jarmii és
vezetd iitemezéssel kapcsolatos probléma soran felmertil.

Az RCSP soran adott egy irdnyitott graf, és benne két kijelolt csiics. Az éleken adott egy
koltségfliggvény, és véges sok eréforras fliggvény, melyek az erdforras felhasznalasokat mérik
az adott élen. A célunk olyan legolcsébb utat taldlni a két kijelolt csics kozott, amelyen
az eréforras felhasznédlasok elére adott korlatok kozé esnek. A feladat NP-nehéz még abban
az esetben is, ha a graf aciklikus, egyetlen eréforrdsunk van, és minden élen az erdéforras

felhaszndlds és a koltség nemnegativ [24], [30].

1.3.1. Az RCSP formalis felirasa

Legyen D = (V, A) egy irdnyitott graf, és s,t € V két kijelolt pont. Adott az éleken egy
c: A — R koltségfiiggvény és r* : A — Rg erdforras fiiggvények (k = 1,...,K). Az
er6forrdsokhoz adottak Ly, Uy alsé-fels6 korlatok (k= 1,...,K). Egy P st utat megenge-

dettnek neveziink, ha az uton felhasznalt eréforrasok teljesitik a korlatokat:

Ly < (P)=> 1k <U, VEk=1,.. K
ijeEP

A célunk olyan megengedett P st utat taldlni, melynek koltsége: ¢(P) = Z ¢;; minimalis.
ijeP

1.3.2. Megoldasi mdédszerek

Cimkéz6 mébdszerek

A cimkéz6 modszerek hatterében a dinamikus programozas elve all. A graf minden egyes 4
csticsahoz cimkéket készitiink, melyek bizonyos si utakrol tartalmaznak informéaciékat, mint
példéul az addigi koltséget és az addigi eréforrds felhasznaldsokat. Kiilénb6z6 dominancia
szabalyok segitségével redukaljuk a csicsokndl a cimkék szamat, és az si utat tovabbépitve
csak a nem-dominalt cimkéket vessziik figyelembe, mig végiil elériink ¢-ig.

A cimkézbs médszereket f6ként az RCSP két specidlis esetére szokték alkalmazni. A WCSPP
(Weight Constrained Shortest Path Problem, [12], [31]) feladatra tekinthetiink gy, hogy
egyetlen (nemnegativ) eréforrdsunk van, és az eréforrds felhaszndldsra csak fels6 korlat adott.
A SPPTW (Shortest Path Problem with Time Windows, [8], [10]) esetében pedig az eréforrds
fliggvényiink azt mondja meg, hogy egy adott élen mennyi id6 végighaladni. Tovabba min-
den 7 csticson adott egy [a;, b;] idéintervallum gy, hogy az ¢ csicsot nem latogathatjuk meg

a;-nél el6bb, sem pedig b;-nél kés6bb, de a csicsokndl szabad varakozni.
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A cimkézos mddszer egyik elénye, hogy a t csicshoz elérve tobb megengedett utat is talal-
hatunk, igy ha egy oszlopgeneralas arazasi feladataként oldjuk meg, akkor egy iteracié alatt

tobb oszlopot is hozzavehetiink az addigi oszlopkészlethez.

Lagrange relaxacién alapulé moédszerek

Az eréforras korlatokat relaxdlva a probléma egy korlatok nélkiili legrovidebb ut keresésére
vezet vissza. A Lagrange relaxdcién alapulé megoldasok altaldban harom fazisbdl allnak:
1) Az RCSP optimumadra alsé és fels6 korldtokat szamolunk (elébbit a relaxalt feladat meg-
oldasaval), 2) ezek segitségével redukdljuk a grafot, 3) bezdrjuk a dualitds rést.

Handler és Zang [24] végosikos eljardssal oldottdk meg a Lagrange dudlis feladatot, és
K-legrovidebb it keresésével hatdroztdk meg az optimumot. Beasley és Christofides [2]
szubgradiens algoritmussal oldottdk meg a dudl feladatot, majd korlatozas és szétvalasztas
eljarassal keresték meg az optimumot. Mehlhorn és Ziegelmann [36] szubgradiens algorit-
mus helyett hull médszert alkalmaztak, és végiil az optimumot K-legrovidebb 1t keresésével

hatéroztak meg.

Korlatozas és vagas mddszerek

Garcia [20] a WCSPP feladatra LP-alapti megkozelitést hasznélt és az egész megolddsokra
1j, érvényes egyenl6tlenségekkel erCsitette az LP-feladatot. Ezeket felhasznalva készitett

korlatozés és vagas eljarast az RCSP feladatra.

1.3.3. Beasley és Christofides megoldasi médszere

A kovetkez6kben Beasley és Christofides [2] megolddsi médszerét ismertetjiik. Az eljardst
olyan véltozatban irjuk le, melyben feltessziik, hogy a grafunk aciklikus. Azért éliink ezzel a
feltevéssel, mert a késobbi fejezetekben kizarélag aciklikus grafokon kell az RCSP feladatot
megoldanunk.

Az eljaras soran az RCSP feladatot egészértékli programozasi feladatként irjuk fel. A meg-
oldashoz relaxaljuk az ertforras korlatokat, igy egy feltétel nélkiili legolcsobb 1t feladatot
kapunk, melyet mar polinomidlsan meg tudunk oldani. A Lagrange alsé korldt javitasara
szubgradiens algoritmust alkalmazunk, de nem térekediink az alsé korlat maximalizasara,
csupan néhany iteracién keresztiil futtatjuk az eljarast. Ha az adott iteracidk sordn nem
kapunk optimaélis megoldast, akkor az eljards soran kapott legjobb megoldédssal és a hozza
tartozé multiplikdtorokkal szamolunk tovébb, és korldtozas és szétvalasztas algoritmussal

szamoljuk ki az RCSP feladat optimélis megoldasat.
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Feliras egészértéku feladatként

Minden ij élhez rendeljiink egy x;; binaris valtozét, mely azt mondja meg, hogy az él benne

van-e az optimalis itban vagy nincsen:

0 kiulénben
Ezek utan az RCSP feladatot a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

min Z Cij T4 (110)

{ 1 ha az 4j él benne van az optimélis itban
xij =

ijEA
Lkg erjxijSUk k:L...,K (111)
ijEA

Z Tij = Z Zjs VjeV —{st} (1.12)

it ijEA i Ji€A
> oag=1 (1.13)

J: sjEA

Tij € {0,1} Vije A (114)

Az (1.12)-(1.14) feltételek biztositjak azt, hogy azon élek, melyeken az x véltozd 1-t vesz
fel értékiil, valéban egy st utat hatdrozzanak meg. Az (1.11) feltétellel érjiik el, hogy az st
uton az erdforrds korlatok teljesiiljenek. A célfiiggvény pedig az it koltségét minimalizélja.
Megjegyezziik, hogy ebben a felirdsban kihasznéltuk, hogy a grafunk aciklikus, ugyanis egyéb
esetben akar egy st séta is kielégithetné a feltételeket. Ekkor a fenti feladathoz még bizonyos

vagas-feltételeket is hozza kellene venniink.

Lagrange feladat

Dualizaljuk az eréforras korlatokat gy, hogy a fels6 korlatokhoz s, > 0, az alsé korlatokhoz
tr > 0 Lagrange-szorzokat rendeliink. Ekkor a Lagrange feladat (LLBP) az aldbbi alakba

irhaté:
K K
min Z (Cij + Z(tk — S]QTZ) T + Z(SkLk — t,Ug)
k=1

ijeA k=1
E Tii = E i, VijeV —{st

i 1JEA i JIEA

Z .Z‘szl

j: sjeA
l‘ijE{O,l} Vije A

A célfiiggvényben szereplé utolsé tag konstans, tehdt az (LLBP) probléma egy legolcsébb

st it meghatarozésa a C' perturbdlt koltségfliggvény szerint:

K
Cij =i + Z(tk — sk)rfj
k=1
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Szubgradiens algoritmus
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

Zmax: az eddig talalt legjobb alsé korlatunk az LLBP feladatra
Zup:  az eddig talalt legjobb felsé korlatunk az RCSP feladatra
B: iteracié szamléld

Brax: maximalis iteracidk szama,

A szubgradiens médszer leirasat az 1.4. Algoritmus tartalmazza.

Korlatozas és Szétvalasztas eljaras

A korldtozds és szétvalasztas eljards el6tt célszerti lehet kiilonbozé redukcids teszteket el-
végezni, melyek kizarhatnak bizonyos éleket, amelyeket optimalis st it nem tartalmazhat.
Ezzel a korlatozas és szétvélasztds eljaras soran egyes részfakat meg sem kell vizsgalnunk.

A korlatozas és szétvélasztés eljaras soran az RCSP feladatra egy optimaélis st utat kerestink.
Ehhez az s cstcsbdl indulva épitiink utat. Egy aktudlis si utnal kiilonbozé tesztekkel el-
lendrizziik, hogy befejezhetd-e optimalis st tttd. A tesztek sordn felhasznaljuk a szubgradi-
ens algoritmus soran eltdrolt legjobb multiplikdtorokat. A tesztek jelentésen gyorsithatjdk

az eljaras futdsat, és ezt a 2.3.5. alszakaszban meg is vizsgdljuk.

Er6forras teszt. Jeldlje Rf’j azt a legkevesebb mennyiséget a k. er6forrasbdl, amelyet az
i csticsbdl a j-be el tudunk vinni (azaz Rfj a legrovidebb ij 1t hossza, ahol a tavolsagokat
a k eréforrds felhaszndlasok adjék). Megjegyezziik, hogy az Rfj értékeket elég egyszer, a
korlatozas és szétvalasztas eljaras elott kiszamolni, és az értékeket eltarolni.

A grafbdél minden olyan ij él elhagyhatd, melyre a kévetkezo teljesiil valamely k eréforras

esetén:
RE +1f + R > Uy (TEST 1)

A teszt azt vizsgdlja meg, hogy a k. eroforrds esetén mennyi a lehetd legkevesebb eréforras
felhasznalds azon st-utakon, melyek az ij élt tartalmazzak. Ha ez az érték nagyobb, mint
a k. ertforras fels6 korlatja, akkor az ¢j kikiiszobolhetd, hiszen egyetlen megengedett st 1t

sem tartalmazhatja.

Koltség teszt. Jelolje D;; a legolcsobb ij Gt hosszat a C™** koltségfiiggvény szerint. Meg-
jegyezziik, hogy a D;; értékeket is elegendd egyszer kiszdmolni a korlatozas és szétvalasztas
eljaras elott.

Minden olyan 4 cstics elhagyhatd a grafbol, melyre a kévetkezo teljestil:

Ds; + Dit + Zorr > Zus (TEST 2)
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Algoritmus 1.4 Szubgradiens algoritmus az LLBP feladatra

1: Inicializdlds
Legyenek s, =t, =0 (k=1,...,K). Legyen Z.x = —00. Legyen B = 0.
2: Oldjuk meg az LLBP feladatot az aktudlis multiplikdtorokkal

A megoldast jelolje X, az aktudlis als6 korldtot Zig:

K
2B = Z Ci; Xij + Z(SkLk —t,Ug)
ijEA k=1
3: Also korldt frissitése
Ha Z15 > Znax, akkor legyen Z,.x = Z1.8.
4: Felsd korlat frissitése
Ha X megengedett megoldas az RCSP feladatra, akkor frissitjiikk Zyp-t:

ZyB = ZuB; E ci; Xij
ijeA
5. Megdllasi kritérium ellendrzése

Ha Z,,.x = Zus, akkor megallunk, hiszen optimalis megoldasunk van az RCSP feladatra.

6: Szubgradiensek kiszdmitdsa

Gy =Ly, — erjxij k=1,....K

ijEA
Hy=-Ug+ Y 15Xy k=1, K
ijEA
7. Multiplikatorok frissitése
Definialjuk a T 1épéshosszt:
7 (Zu — Z1B)

T =

K
> ((Gr)? + (Hi)?)
k=1
ahol 0 < 7 < 2 paraméter. A szubgradiensek a kévetkezdk lesznek:

s = max{0,sp + TG} k=1,....K
tk:max{O,tk—i—THk} k=1,....K

8: [terdciok szdmdnak ellendrzése
Noveljiik B értékét eggyel. Ha B < Bpax, akkor a 2. 1épéstdl folytatjuk az algorit-
must. Egyébként ledllunk és elmentjiik a legjobb megolddshoz (Z,ax-hoz) tartozé mul-

tiplikdtorokat (sp*®*,tJ**) és a megolddast. Jelolje C™* az sp®*, ¢ multiplikdtorokkal
K

perturbélt koltségfiiggvényt, illetve legyen Zopp = Z S Ly, — 7 Uy.
k=1
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Tovabbéa minden olyan ij él elhagyhaté a grafbol, melyre teljesiil a kovetkezo:
Dy, + C;?ax + Djt + Zorr > ZuB (TEST 3)

A tesztek sordn az i cstcsot (az ij élt) tartalmazé st-utak koltségére adunk alsé becslést a
perturbélt koltségfiiggvény segitségével. Ha a kapott érték nagyobb, mint az optimalis st
utra talalt legjobb fels6becsléstink, akkor az i csiics (az ij él) kikiiszobolhetd, hiszen nem

tartalmazhatja optimalis 1t.

Korlatozas és Szétvalasztds tesztek. A korldtozds és szétvilasztds eljards sordn min-
den korlatozas és szétvalasztas csticshoz tartozik a graf egy ¢ csicsa, és az addig felépitett si
ut. Jelolje ennek az si itnak a ¢ koltségfiiggvény szerinti hosszat w, a C™?* koltségfiiggvény
szerinti hosszat W. Jeldlje az si iton felhaszndlt eroforrds mennyiségét a k. erdforras szerint
By.

Minden olyan j csucs kikiiszobolheté az adott részfaban, melyre 1étezik ij él, és valamely k

eroforrasra a kovetkez6 teljesiil:
By + 1l + RS, > Uy, (TEST 4)

A teszt sordn azt vizsgédljuk, hogy mennyi a lehet6 legkevesebb felhasznalas a k. er6forrdasbél
az aktudlis st Gt egy st utta torténd kiegészitésénél. Ha ez az érték nagyobb, mint a k.
erdforras fels korlatja, akkor az adott részfiban a j csucs kikiiszobolhetd, hiszen nem tar-
talmazhatja optimalis 1t.
Tovabba minden olyan j csucs kikiiszobolhet6 az adott részfidban, melyre a kovetkezo tel-
jesil:

W + Dyj + Djt + Zowr > ZuB (TEST 5)

A teszt soran az si utbol kiegészitett st-utak hosszara adunk alsé becslést a perturbalt kolt-
ségfliggvény segitségével. Ha a kapott érték nagyobb, mint az optimélis st utra talalt legjobb
fels6becsléstink, akkor a j cstcs kikiiszobolhetd az adott részfaban, hiszen nem tartalmaz-

hatja optimaélis 1t.

Visszalépés. Amennyiben a korldtozds és szétvalasztds eljaras sordn egy si utat nem
tudunk folytatni (mert a tesztek minden lehetséges befejezést kikiiszoboltek), vagy Zip >

Zusp teljestl, akkor visszaléptink a korlatozas és szétvalasztas faban és folytatjuk az eljarast.



2. fejezet

Jarmu és vezeto utemezés

2.1. Jarmu utemezés

A bevezetében mar felvazoltuk a jarmii és a vezetd litemezés feladatait és az ezzel kapcsolatos

fogalmakat, de a kovetkez6 szakaszokban részletesebben is attekinjiik 6ket.

2.1.1. A jarmi iitemezés feladata

A jarmi tUtemezés (Vehicle Scheduling Problem, VSP) sordan a menetrendben szerepld for-
dulékhoz kell jarmiiveket rendelniink gy, hogy a jarmiivek 6sszkoltsége minimalis legyen.
Ehhez akar tobb dep6 is rendelkezésiinkre allhat.

Tekintsiik az i és j fordulokat. Az i forduld érkezési idépontja e;, célallomésa E;. A j fordulé
kezddallomasa S;, induldsi idépontja s;. Az E; és S; dllomésok kozotti utazasi id6 7;;. Az
(i,4) fordulépart kompatibiliseknek nevezzik, ha ugyanazon jarmiivel teljesithet6k ebben a
sorrenben, azaz e; + 7;; < s; teljesil. Egy jarml menetterve a hozzérendelt (paronként
kompatibilis) fordulékbdl, és bizonyos kidlldsokbdl/bedllasokbdl illetve tiresjdratokbdl 41l A
2.1.1. 4dbran egy jarmii menettervére lathatunk egy példat. A jarmi 5:00-kor 41l ki a depébdl
és 5:30-t61 12:30-ig forduldkat teljesit, majd ezutdn bedll a depdéba. 16:30-kor ismét kiall,
hogy két forduldt teljesitsen, végiil 20:00-kor befejezi a napi menetét. Két egymast kovetd
fordul6 kozott lehetséges, hogy nincs sziinet (példdul 8:30-t61 10:30-ig sziinet nélkiil teljesit
két fordulét), egyébként vagy egy adott dlloméson véarakozik a jarmi (példdul 6:30-t61 7:00-
ig a B allomdson), vagy két dllomas kozott utasok nélkiil kozlekedik (példdul 8:00-t61 8:30-ig
A-b6l C-be). A menetterv két jarmd blokkbdl &ll: 5:00-t61 13:30-ig illetve 16:30-t61 20:00-ig.
Minden egyes jarmu hasznalata egy fix koltséget von maga utan, illetve egy olyan mikodési

koltséget, amely a depobdl kint toltott idotol fiigg.

16
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2.1.1. abra. Egy jarmi menetterve

Egy-depds jarmii litemezés. Az egy-depds jarmii iitemezés (Single-Depot Vehicle Sche-

duling Problem, SDVSP) sordn egyetlen depébdl kell jarmiiveket rendelniink a fordulékhoz.

T6bb-depds jarmii titemezés. A t6bb-depds jarm titemezés (Multi-Depot Vehicle Sche-
duling Problem, MDVSP) sordn t6bb depé all rendelkezéstinkre, és minden forduléra adott,
hogy az mely depdkbdl teljesithet6. Minden forduléhoz pontosan egy depdébodl kell pontosan

egy jarmuvet rendelni.

2.1.2. Modellezési eszkozok

A jarmi ttemezés illetve az integralt jarmi és vezet6 iitemezés soran két, lényeges eltérd
megkozelitést szoktak alkalmazni, melyeket most be is mutatunk. Az elsében egy kapcsolat
alapt hélézatot (Connection Based Network, CBN) haszndlunk, a masodikban pedig egy tér-
id6 halézatot ( Time-Space Network, TSN). Mindkét esetben az adott hélézaton, egészértékii
feladatként fogalmazzuk meg az adott problémat. A tér-idé halézat elénye, hogy jelentésen
tudjuk csokkenteni az tiresjaratokat reprezentalé élek szamat, és ezzel a feladatban szereplo
feltételek szamat.

A kapcsolat alapu megkozelités tulajdonképpen a legkézenfekvébb modellezési forméaja a
probléménak, és elészeretettel haszndltédk a VCSP [15], és a MDVCSP feladatra is [26] [27].
A tér-idé hélzatos megkozelitést a MDVSP feladatra elséként Kliewer et al. [32] [33] vezette
be, habar 1égikozlekedésbeli iitemezési problémakndl mér régebben ismert médszer volt [25].
A MDVCSP feladatra elszor Gintner [23] alkamazta. A tér-id6 hélézat megjelenése egészen
1j megkozelitést adott mind a MDVSP [4] [32] [33], mind a MDVCSP problémékra [42] [43].

Kapcsolat alapa halézat

Legyen 7 = {1,2,...,n} a fordulék halmaza, D pedig a depéké. A kompatibilis parok
(iiresjaratok) halmazat jelolje E: E = {(i,j) : ¢« € T,j € T,(4,5) kompatibilis}. Egy
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2.1.2. abra. Kapcsolat alapt hélézat 4 fordul6hoz

adott d € D depdhoz a kdvetkezdképpen készitiink el egy G¢ = (V4, A4) kapcsolat alapi
halézatot. Minden egyes forduléhoz felvesziink egy fordulé-csiicsot, tovdbba az s? és t?
és csticsokat, melyek a depdt reprezentaljak. Az s¢ csticsbél minden fordulé-csicsba, és
minden fordulé-csiicsbél a t? csticsba hizunk egy irdnyitott élt. Két forduld-cstcsot pedig
akkor kotiink 6ssze iranyitott éllel, ha a nekik megfelel6 csiicsok kompatibilisek. Formélisan

ez a kovetkezot jelenti:
VE=Tu{s% 1%}, A= E'U(s" x T)U(T? x t7)

ahol 7% C T azon fordulék, melyek a d depébdl teljesithetéek, és E¢ C E a T¢ fordulékhoz
tartozo tiresjaratok. Egy jarmi menetterve ekkor kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethet6
egy std
alkotnak.

ttnak a halézatban, és a jarmiivek menettervei egyiitt belséleg diszjunkt s?t? utakat

A feladatban szerepld feltételeinek szaméanak (nagymértékil) csokkentése érdekében Huisman
[26] bevezette a rdévid és hosszi élek fogalmat. Feltessziik, hogy ha két egymdést kovetd
fordulé kozott az iiresjarati ido akkora, hogy a jarmiivel vissza tudunk térni a depdba és tjra
kiallni, akkor ezt meg is tessziik. Ekkor az iiresjarati élt hossza élnek nevezziik, egyébként
rovidnek.

A kapcsolat alapi hélézatra a 2.1.2. abran lathatunk példat.

Tér-id6 halézat

Legyen a fordulék halmaza 7 = {1,2,...,n} a depdk halmaza D = {1,2,...,m}. A d
dep6bél teljesithetd fordulék halmazit T%-vel jeloljiikk. A tér-idé hélézatra érdemes tgy
tekinteni, hogy minden csics a tér-id6 skalan helyezkedik el: hozzarendeliink egy idépontot
és egy allomdst (vagy a depot). A 2.1.3. dbrdn hat forduldhoz készitettiink el egy tér-
id6 halézatot. A kovetkezdkben részletesen leirjuk, hogy egy d € D depdhoz és az adott
fordulokhoz hogyan készitjiik el a tér-id6 halézatot.

Forduldk, be-, és kiallasok. Els6 1épésként minden fordulénak felvesziink egy forduld-

élt. Az él tovéhez/fejéhez a forduld induldsanak/érkezésének idépontjat és helyét rendeljiik.
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2.1.3. dbra. Tér-id6 hélézat 6 forduléhoz
Felvessziik még hozza a ki-, és bedllas éleket.

Id6évonalak. A hélézat csicsai méar adottak. Minden egyes alloméshoz és a depéhoz
készitiink egy idévonalat. Ez azt jelenti, hogy az adott &llomdshoz/depdhoz tartozé csi-
csokat az id6pontjuk szerinti névekvo sorrendben tekintjiik, és minden cstcsbdl hiizunk egy
élt a kovetkezd csicsba. Megjegyezziik, hogy (a depd kivételével) nem muszdj minden élt
behtzni, ugyanis nincs mindre sziikség ahhoz, hogy biztositsuk két kompatibilis forduld
kozotti kapcesolatot. Példaul az 2.1.3. abran a t3 és t5 forduldk kozott nincsen idovonalbeli
él behuzva, de a depén keresztiil a t3 €l fejébol a ts €l tove elérhetd.

A depé esetén az id6vonal utolsé csicsabdl huzunk egy cirkuldcids-€lt az idévonal elsé
csucsdba. Ez csak technikai megoldéas, hogy a késobbiekben folyam helyett dram-feladatként

fogalmazzunk meg bizonyos feladatokat.

I"Jresjératok. Most kovetkezik a tér-id6 halézat igazi er6ssége. Tekintslink egy k allomaést,
rajta azon csicsokkal, melyek valamely fordulok érkezési pontjai, illetve egy ¢ allomast,
rajta azon csucsokkal, melyek valamely forduldok indulési pontjai. Ha minden tiresjarati élt
kozvetlentil bevennénk a hélézatba, akkor a 2.1.4. dbran lathaté allapothoz jutnank, de az

iiresjarati éleket most két 1épésben redukaljuk.
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2.1.4. abra. Tér-id6 hélézat. A k és ¢ allomdasok kozti liresjarat-élek.

Elbszor a k dllomds minden (érkezési) csicsara csak a legelébb végzédd iiresjarat-élt tartjuk
meg (2.1.5. 4bra). Azaz minden olyan t* forduléhoz, mely a k &llomdsra érkezik, megke-

ressiik azt a legelébb kezd6dd ¢ fordulst, mely az ¢ dllomésrdl indul és kompatibilis t*-val.

AN\

S

2.1.5. dbra. Tér-id6 halézat. A k dllomas cstcsaihoz tartozd legels iiresjdrat-élek.

Miésodszor az ¢ éllomés (induldsi) csicsaindl csak az id6ben legkésébb kezd8d§ iiresjdraté-

leket tartjuk meg az el6zéek koziil (2.1.6. 4bra).

AR\
NN
ALV N

2.1.6. dbra. Tér-id6 hédlézat. Az £ allomés csicsaihoz tartozé legkésébbi tiresjarat-élek.

Az dbrakon konnyen ellenérizhetd, hogy ezzel a redukciéval barmely két kompatibilis for-
dul6 kozotti kapesolat tovabbra is biztositva van, esetleg kozvetetten (azaz kell iiresjarat-,

és vérakozds-élt is haszndlnunk az eléréshez). A tér-idé halézat esetében is minden jarmii
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menettervének megfelel egy Ut a grafban, de nem feltétleniil egyértelmiien. Sét, a cir-
kuldciés-élt (és a sziikséges depd-éleket) hozzdvéve, minden menetterv egy kort alkot. Ezzel

a menettervek egytittesen egy dramot hataroznak meg a grafban.

2.1.3. SDVSP

Készitstik el a fordulékhoz a kapcsolat alapt halézatot. Jeldlje c¢;; a jarmi miikodési
koltségét az ij élen. A jarmiivekre vonatkozé fix koltséget a forrasbdl induld élekre irjuk.

Legyen y;; dontési valtozé az ij élen, hogy azt hasznalja jarmi vagy sem:

1 ha egy jarmi az i fordul6é utan kozvetleniil a j fordulét teljesiti
y =
N 0  kiilsnben

Ekkor a SDVSP feladat a kovetkezd, kvazi-hozzdrendelési feladatként irhaté fel [40]:

min Z CijYij (2.1)

ijEA

d wy=1 VieT (2.2)
jijeA

> oyj=1 VjeT (2.3)
PijEA

Yij € {0,1} Vije A (2.4)

A (2.1)-(2.4) feladat felfoghaté Ggy, mint egy minimélis koltségii folyam keresése (ahol a csii-
csokon adottak alsé-fels6 korlatok), de parositési feladatként is lehet ra tekinteni. A SDVSP
feladat tehdt polinom id6ben megoldhaté. Leggyakrabban Freling et al. [16] Aukcids algo-
ritmusat alkalmazzdk a feladat megoldasara.

A SDVSP feladat modellezéséhez és megolddsahoz a tér-id6 halézatos megkozelités is alkal-
mazhaté. Ekkor minden forduld-élre alsé és fels6 korlatként 1-t irva egy minimélis koltségii

megengedett dram keresésével oldhaté meg a feladat.

2.1.4. MDVSP

Az egy-depés esettel szemben a MDVSP feladat NP-nehéz, mar két depé esetén is [3]. A
MDVSP feladat nem jatszik fontos szerepet a dolgozatban, ezért nem adunk rodla részletes
modellezési és megoldasi mddszereket, csupdn egy rovid attekintést nytujtunk.

A MDVSP feladat modellezése a legtobb esetben tobbtermékes folyamként toérténik [33] [35]
[38], ahol minden depdra felépitiink egy hdlézatot, melyeket egy multigraffd kombindlunk.
Az egészértéki feladat soran altalaban két tipusu valtozot hasznalunk: egyiket arra, hogy a
fordulékat a depdkhoz rendeljiik, mésikat pedig a folyamfeltételek teljesitésére.

Lébel [35] kapesolat alapi hélézatot hasznélt a modellezéshez. Az élek nagy szdma miatt

egy speciélis Lagrange drazdsi eljdrdssal oldotta meg a feladatot. Kliewer et al. [33] tér-id8
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hélézatot hasznalt. Mivel ebben a megkozelitésben a tliresjarat-éleket drasztikusan sikeriilt

redukélni (97-99%-kal), ezért egy MIP-solver segitségével oldottak meg a feladatot.

2.2. Vezeto utemezés

2.2.1. A vezeto iitemezés feladata

A vezetd titemezés (Crew Scheduling Promlem, CSP) sordn a jarmiivekhez kell vezetOket ren-
delniink a vezetdkre vonatkozé koltségek minimalizdlasaval. A vezeték nem csak a depéban
kezdhetik/fejezhetik be a szolgdlatukat/sziinetiiket, hanem bizonyos kijelolt allomasokon,
ugynevezett dtszdalldsi pontokon. A jarmi litemezés soran meghatarozott menetterveknél
egy-egy jarmu blokkon beliil tobb atszallasi lehetGség is adott lehet a vezetOk szamara. Két
atszallasi pont kozotti részt (forduldk, tresjaratok, bedlldsok/kidllasok, varakozdsok soro-
zatat) vezetd feladatnak (roviden: feladatnak) neveziink. Tulajdonképpen a vezetd litemezés
soran ezekhez a feladatokhoz kell vezet6t rendelniink, ezzel Gsszedllitva egy-egy vezeto be-
osztasat. A 2.1.1. abran olyan példa lathatd, ahol a depdn kiviil az atszallasi pontok csak
az A illetve D alloméasok lehetnek. Ekkor az els6 jarmii blokk hét, a masodik pedig harom
feladatbdl &ll 6ssze.

A beosztasok megengedettségére kiillonbozo feltételek adhatok. Megemlitiink most néhany
tipikus megkotést, mint példaul a megosztds idétartaméra vonatkozé alsé-felsé korlat. A
vezetOk szaméra biztositani kellhet egy hosszabb ebédsziinetet vagy tobb, kisebb sziine-
tet. Ezek a beosztdst munkarészekre osztjék. Egyrészt a sziinetek/munkarészek szamaéra,
id6tartaméra is vonatkozhatnak alsé-felsé korldtok, médsrészt a vezeté munkdval toltott
idejére (beosztds hossza minusz a sziinetek id6tartama) is adhaték korldtok.

A vezetOk bérezése altaldban egy fix, illetve a munkaidébdl szamitott Gsszegbdl &1l Gssze.

2.2.2. CSP

A vezet6 litemezés feladat NP-nehéz még azokban az esetekben is, mikor kizarélag a beosztas
hosszdra, vagy a munkaval toltott idére vannak korlataink [17] [18].

A CSP feladatot altaldban halmaz particiondldsi/fedési feladatként fogalmazzék meg, és
oszlopgenerélassal oldjak meg. Ennél a megkozelitésnél a beosztasra vonatkozé feltételekkel
csupan az arazasi feladat soran kell foglalkoznunk. A {6 probléma LP-relaxacioval és Lag-
range relaxaciéval is megoldhatd, mindkét esettel taldlkozhatunk a szakirodalomban ([9] [11]
illetve [6] [15]).
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2.3. Egy vezeto litemezési probléma

Az aldbbi szakaszban egy vezetd iitemezési problémat ismertetiink részletesen, melynek imp-

lementéaciéjat is elkészitettiik. A szakasz végén a futdsi eredményeket mutatjuk be.

2.3.1. A probléma ismertetése

Eddig csak altalanossagban beszéltiink a vezetd titemezési feladatrol, de most egy specidlis
valtozatat fogjuk vizsgdlni. Tegyiik fel, hogy van egy kozponti allomédsunk, és a menetrend-
ben szereplo forduldk olyanok, hogy a kozponti alloméason kezdédnek és fejezédnek be. Tehat
amikor egy jarmi egy forduldt teljesit, azalatt most azt értjiik, hogy a kozponti dlloméasrdl
elindul (egy mésik végallomésig), majd a kozponti dllomdsra tér vissza.

Tegyiik fel, hogy a jarmi litemezési rész befejezddott. Az eléz6 megkotések miatt a vezetd
feladatok is a kozponti dllomédson kezd6dnek/fejezédnek be, igy csak a kozponti allomds
lehet atszallasi lehetdség a vezetdk szdmara.

A célunk minden feladathoz vezet6t rendelni gy, hogy a leheté legkevesebb vezetét hasz-

naljuk. A vezeték beosztdsara a kovetkezd feltételeket vessziik figyelembe:
e Egy vezeté munkaideje (a beosztds id6tartama) legaldbb L, legfeljebb U perc lehet.

e Minden vezeté szaméra biztositanunk kell pontosan egy, legaldbb b;, legfeljebb b,

perces ebédsziinetet.

e Az ebédszilineten kiviil nem lehet b percnél hosszabb sziinete a vezetének. (A b percnél

r6évidebb szilineteket diszdlldsnak nevezzik.)

Ha egy beosztasra az el6z6 feltételek teljesiilnek, akkor a beosztdst megengedettnek nevezzik.

2.3.2. A probléma modellezése
Fedési feladat

A probléméat a szokasos modon, fedési feladatként fogalmazzuk meg. Jelolje K a megen-
gedett beosztdsok halmazét, K (i) pedig az i feladatot tartalmazé megengedett beosztdsok
halmazat. Egy k € K beosztds koltségét jelolje fi (esetiinkben fr = 1). Legyen zj a

megengedett beosztasokhoz tartozd dontési valtozo:

1 ha a k beosztashoz rendeliink vezet6t
T =
0 kiilénben
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A fedési feladat:

keK
> oa>1 (2.6)
keK (1)
xr €{0,1} Vke K (2.7)

Halézat

Az arazési probléméhoz a kévetkezd hédlézatot készitjiik el, mely 1ényegében egy kapcsolat
alapi hdlézat a feladatokhoz. Minden w feladatnak felvesziink egy w'w’ irdnyitott élt.
Felvessziik az s és t cstucsokat. Ha egy vezeto a wy és wy feladatokat teljesiteni tudja egy
atszéllas vagy egy ebédsziinet kozbeiktatdsdval, akkor behizzuk a wiw} élt. Az eddigi élek
l hossza a megfelel esemény idStartama lesz. Végezetiill minden w feladatra behizzuk az
sw' és az w''t éleket, melyek 0 hossziak lesznek.

Ebben az aciklikus irdanyitott grafban egy st utat nevezziink megengedetinek, ha hossza L
és U kozé esik, illetve pontosan egy (ebédsziinetnek megfeleld) ebéd-élt tartalmaz. Ezzel
kolesonosen egyértelmli megfeleltetést adtunk a megengedett beosztasok és a megengedett
st utak kozott.

2.3.3. A probléma megoldasa

Els6 1épésként tekintsiik a (2.5)-(2.7) feladat LP-relaxéltjat, melyben a (2.7) feltételek he-
lyett annyit tesziink fel, hogy zx > 0 (V k € K). Ekkor persze minden optimélis megold-
asra 0 < zp, < 1 is teljesiil. A megoldas sordn oszlopgenerdlast alkalmazunk. A kezdeti
oszlopkészletiink olyan (nem megengedett) beosztdsokbdl all, melyek 1-1 feladatot tartal-
maznak. Mivel ezek nem megengedett beosztasok, ezért a célfliggvénybe nagy koltséggel
vessziik be 6ket, hogy optimélis megoldéds ne tartalmazza.
Az aktudlis K’ oszlopkészlettel megoldjuk az LP-relaxdltat. Jelolje 4 az optimélis dudl
megoldast. Egy k megengedett beosztds redukalt koltsége ekkor:

fo=1=">" 7

weW (k)

ahol W (k) a k beosztdsban szerepld feladatok halmaza. Definidljunk a hélézat élein egy
koltségfiiggvényt:

—¥Jyw ha ij a w feladatnak megfelel6 él
Cij =
! 0  kiilonben

Ezek alapjan egy megengedett beosztas redukalt koltsége negativ, ha a neki megfelelé meg-

engedett st Ut ¢ szerinti koltsége kisebb, mint -1. Ezért, hogy eldontsiik létezik-e negativ
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Eréforréas felhaszndlas

Az ij él tipusa Koltség Ebéd Hossz
Feladat-€él — Y 0 li;
Atszallés-61 0 0 lij
Ebéd-él 0 1 Ui

2.3.1. tabldzat. A hil6zatra vonatkozé adatok

redukalt koltségli oszlop, megkeressiik a legolcs6bb megengedett st utat. Ha ennek koltsége
kisebb, mint -1, akkor a neki megfelel6 oszlopot hozzavessziik a jelenlegi oszlopkészlethez. A
legolcs6bb megengedett st Ut keresése egy eréforras korldtos legrovidebb 1t keresése két
eréforrdssal.  Erdemes kiemelni, hogy az oszlopgeneralas soran a hélézat nem valtozik,
csupan a kolségfliggvény médosul. A héaldzatra vonatkozé adatokat a 2.3.1. tablazatban
foglaljuk Ossze. Az LP-optimum elérése utan az addigi oszlopkészlettel megoldjuk az fedési

feladatot. Az eddig lefrt médszert a 2.1. Algoritmus foglalja Gssze.

Algoritmus 2.1 A vezet§ litemezési probléma megoldédsa

1: Inicializalds
Kiindulunk a K’ oszlopkészletbdl.

2: LP-relazdlt megolddsa
Megoldjuk az aktudlis oszlopkészlettel az LP-relaxalt feladatot

3. Arazdsi feladat
Eréforras korlatos legrovidebb ut keresésével negativ redukalt koltségii oszlopot ke-
restink. Ha talalunk ilyen oszlopot, akkor hozzavessziik a jelenlegi oszlopkészlethez és a
2. 1épéshez ugrunk. Egyébként a 4. 1épéssel folytatjuk.

4: FEgészértékid megoldds keresése

A jelenlegi oszlopkészlettel megoldjuk a halmaz fedési problémat.

2.3.4. Implementacio

A probléma megoldasara két implementaciot készitettiink. A két implementacié kozti leg-
fontosabb kiilonbséget az drazési feladat megoldédsa jelentette.

I. Algoritmus

Az 1. Algoritmus implementaciéja Mosel programozasi nyelven tortént. Felépitettik a
fedési problémat, majd az arazéasi feladathoz tartozé problémat. Az arazasi feladatot, mint

egészértéki feladatot oldottuk meg.
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II. Algoritmus

A TI. Algoritmus implementaciéja C++ nyelven tortént, a LEMON konyvtér [34] felhasznd-
lasaval. Felépitettiik a fedési problémat, majd az drazasi feladathoz tartozé halézatot. Az

arazasi feladat megoldésa az 1.3.3. alszakaszban bemutatott eljarassal tortént.

2.3.5. Tesztelés, eredmények

A teszteléshez a BKV menetrendjeibdl készitettiink inputokat. A tesztelést 1.86 GHz-es
Intel Pentium Dual CPU T2390 processzorral; Windows 7 operéaciés rendszeren végeztiik.
Az egészértékii feladatok megolddsara a FICO Xpress Optimization Suite 7.3.0 verzidjat
hasznaltuk.

A kovetkez6kben 4 inputon torténé tesztelés eredményeit mutatjuk be. Az A és B (ki-
sebb) inputok buszokhoz, villamosokhoz tartozé délel6tti feladatokat tartalmaznak, a C' és
D (nagyobb) inputok pedig buszokhoz, villamosokhoz tartozé egész napos feladatokat tar-
talmaznak. A 2.3.2. Tébldzat tartalmazza az egyes inputokban szerepld feladatok szamaét,

illetve a hozzajuk tartozé halézatok adatait.

Feladatok szama  Cstucsok szama  Elek szdama

A Input 19 40 100
B Input 30 62 185
C Input 86 174 728
D Input 105 212 963

2.3.2. tdblazat. Az egyes inputokhoz tartozé hilézatok adatai

A két algoritmus 6sszehasonlitasa

Az 1. és a Il. Algoritmus az drazési feladat megoldasdban tér el lényegesen. Az I. Algoritmus
esetén az RCSP feladatot egészértékii programként oldottuk meg minden egyes iteraciéban.
Ez azt jelenti, hogy minden egyes oszlop generaldsa egy olyan korlatozas és szétvalasztas
eljdrdssal tortént, amelynél minden csicsban egy (kisebb) egészértékii feladatot oldottunk
meg. A II. Algoritmus esetén pedig olyan korldtozas és szétvédlasztas algoritmust alkalmaz-
tunk, melynél a cstcsokban csupan kénnyen szamolhaté teszteket hajtottunk végre, egy
néhany iteracién at futtatott szubgradiens algoritmusbdl kapott értékek segitségével.

Azt feltételeztiik tehat, hogy a II. Algoritmus hatékonyabb lesz az I. Algoritmusnél. Ennek

vizsgalatahoz mindkét algoritmus futdsa esetén megmértiik az oszlopgeneralds idejét.
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Atlagos futési id6 Ijj oszlopok szama, OPTrp OPTip

I. Algoritmus 0,8 masodperc 19
I1. Algoritmus 0,1 masodperc 17

2.3.3. tdbldzat. Futdsi eredmények (A Input)

Atlagos futdsi id6 Ijj oszlopok szadma, OPTrp OPTip

I. Algoritmus 2,1 méasodperc 36 10 10
I1. Algoritmus 0,3 masodperc 38 10 11

2.3.4. tédblazat. Futdsi eredmények (B Input)

Tesztelés kisebb inputokon. A futdsi eredményeket az A és B inputokra a 2.3.3. illetve
a 2.3.4. Téblazat tartalmazza. A varakozdsoknak megfeleléen a II. Algoritmus 7-8-szor
rovidebb ido alatt végzett az oszlopgenerdlassal, habar kozel ugyanannyi 1j oszlopot generdlt
mindkét algoritmus. Azonban ilyen révid (par mésodperc) futdsi id6kbol hosszabbtavid
kovetkeztetést még nem szabad levonni.

Erdemes megfigyelni, hogy az I. Algoritmus mindkét esetben eléallitotta az egészértéki

optimumot, a II. Algoritmus pedig a masodik esetben csak eggyel tobb vezet6t hasznalt.

Tesztelés nagyobb inputokon. A futdsi eredményeket a C és D inputokra a 2.3.5. il-
letve a 2.3.6. Tébldzat tartalmazza. Az eredmények alapjin most mar hatékonyabbnak
nyilvanithattuk a II. Algoritmust az I. Algoritmussal szemben. A II. Algoritmus 3-4-szer
gyorsabban érte el az LP-optimumot annak ellenére, hogy 20-40%-kal tobb 1j oszlopot
allitott els. A II. Algoritmus esetén egyetlen oszlop generaldsa dtlagosan 5-szor révidebb
id6 alatt tortént, mint az I. Algoritmus esetén.

Megfigyelhetjiik, hogy mindkét algoritmus ugyanolyan j6 egészértékii megoldast allitott el

a C, D inputokon, sét a D input esetén elérték az optimumot.

Atlagos futési ido Uj oszlopok szama OPTpp OPTip

I. Algoritmus  131,2 méasodperc 124 11 13
IT. Algoritmus 36,6 masodperc 170 11 13

2.3.5. tabldzat. Futdsi eredmények (C Input)
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Atlagos futési id6 Ijj oszlopok szama, OPTrp OPTip

I. Algoritmus  794,5 mésodperc 310 13,125 14
IT. Algoritmus  165,2 méasodperc 374 13,125 14

2.3.6. tédblazat. Futdsi eredmények (D Input)

A T1I. Algoritmus vizsgalata

A 1.3.3. alszakaszban azt igértiik megvizsgaljuk, hogy a korlatozas és szétvélasztas soran
hasznalt tesztek mennyire gyorsitjak az algoritmus futasat. Ennek most jott el az ideje.

A (TEST4) és (TESTS5) tesztek arra szolgéltak, hogy a szubgradiens algoritmus sordn kapott
legjobb megoldashoz tartozd perturbalt koltségfliggvény segitségével kikiiszobolhessiink bi-
zonyos részfakat a korlatozas és szétvalasztés eljardsban. Az el6z6 4 inputon futtattuk a II.
Algoritmust gy, hogy a csicsokban mindkét tesztet elvégeztiik ({4,5}), csak az egyik tesz-
tet végeztik el ({4} és {5}) illetve egyik tesztet sem végeztiik el (). A futdsi eredményeket

a 2.3.7. Tablazat tartalmazza.

{4,5} {4} {5} 0

A Tnput Futdsi id6 (mésodperc) 0,11 0,12 0,19 0,12
nput ..
P Osszes cstics (darab) 3102 5688 9273 24638
Futdsi id6 (masodperc) 0,26 0,27 0,39 0,25
B Input ..
Osszes cstics (darab) 6440 22551 22780 97632
 Tuout Futdsi id6 (mésodperc) 36,6 85,8 NaN NaN
nput ..
P Osszes cstics (darab) 1444458 55941925 NaN  NaN
Futdsi id6 (mésodperc) 39,6 295,2 NaN  NaN
D Input

Osszes cstics (darab) 1077458 164734731 NaN  NaN

2.3.7. tablazat. Futdsi eredmények (Tesztek)

Mindenekel6tt megvizsgaltuk, hogy a futasi id6t hogyan befolyédsoljak az egyes tesztek ki-
kapcsoldsai. Az A és B (kisebb) inputok esetén jelentds kiilonbség még nem volt tapasztal-
hat6. A C és D (nagyobb) inputokon esetében mar a (TESTS5) kikapcsoldsa is jelent&sen
megnovelte a futdsi idét. A C input esetében tobb mint 2-szer tovabb tartott az oszlopge-
neralds folyamata, mig a D input esetén kozel 7,5-szer tobb idot vett igénybe az LP-optimum

megtaldldsa. A (TEST4) kikapcsoldsa esetén pedig nem ért véget az algoritmus futdsa 10
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perc alatt sem. A (TEST4) azért is olyan jelentds, mert ez igazabdl két tesztet foglal magéba:
mindkét er6forrdsra vonatkozoan egyet-egyet.

Azt mér az eddigi eredmények alapjdn is kijelenthettiik, hogy a (TEST4) és a (TEST5)
tesztek elengedhetetlen eszkozei az eljardas hatékony, gyors miikodésének. A tesztek ki-
kapcsoldsa esetén a hosszabb futdsidét természetesen az jelentette, hogy egy-egy oszlop
generalasakor a korlatozas és szétvalasztas algoritmusban nem tudtunk bizonyos részfakat
kikiiszobolni. Megnéztiik ezért azt is, hogy az egyes tesztek kikapcsoldsa mennyivel novelte
meg a korlatozas és szétvalasztas faban megvizsgdlt csicsok szamat. Az erre vonatkozd
adatokat is a 2.3.7. Tablazat tartalmazza.

Mar a legkisebb A input esetén is megfigyelhetd az egyes tesztek hatékonysdga. Mindkét
teszt kikapcsoldsa majdnem 8-szor tobb cstcs dvizsgaldsat eredményezte az Gsszes korlatozas
és szétvalasztas eljarast figyelembe véve. A B input esetén mar egyetlen teszt kikapcsoldsa
soran is 3,5-szer tobb csicsot vizsgaltunk at, mig mindkét teszt kikapcsoldsa esetén 15-szor
tébbet. A nagyobb inputok esetén a (TESTS5) kikapcsoldsa 38-szor illetve 163,5-szer tobb

csucs atvizsgalasaval jart egyiitt.



3. fejezet

Integralt jarmi és vezeto

utemezés

Az el6z6 fejezetben a jarmii és a vezet6 ilitemezési feladatokat szekvencidlisan oldottuk meg:
el6szor a jarmuveket ltemeztilk, majd a vezetOket. A jarmivek litemezése sordn tehat
egyaltaldn nem vettiik figyelembe a vezetéket. Ezt a megkozelitést Bodin et al. [5] azon-
ban erdsen kritizalta, ugyanis a vezetOk Osszkoltségei altaldban meghaladjék a jarmiivek
Osszkoltségeit. Ezéltal eléfordulhat, hogy egy optimadlis jarmi iitemezéshez csak nagyobb
koltséggel tudunk vezetéket rendelni, mint egy mdsik optimélis (esetleg nem is optimadlis)

jarmi ttemezéshez. Nézzilink erre egy egyszert példat.

Példa. Tegyiik fel, hogy adott 3 forduld, melyeket le kell fedniink, és két depd all ren-
delkezésiinkre. Az els6 fordul6é 8:00-kor indul az A &llomasrdl, és 13:00-kor érkezik a C
allomasra. A mésodik fordulé a C' dllomasrdl megy a B allomaésra, és 14:00-t61 15:00-ig tart.
A harmadik fordulé pedig 15:30-kor kezdédik a B alloméason, és 21:30-kor fejezédik be az
A alloméson. Az els§ depdbdl az utazédsi id6k az A, B illetve C' allomésokra rendre 20, 50
illetve 30 perc, mig a masodik depébdl ezen idck 50, 10 illetve 30 perc.

A beosztasokra a kovetkezo feltételeket tessziik. 1) Egy beosztds hossza legfeljebb 8 éra.
2) Egy beosztds ugyanazon depdban fejez6dik be, mint ahol elkezd8dott. Vagy ha mégsem
a depdban kezdddik/fejezédik be, akkor (az utazédsi idonek megfeleld) sétélasi idét kell a
beosztdshoz adnunk. Minden jarmi és vezeté 1000 fix koltséget von maga utdn, tovabba
1 koltséget fizetiink minden olyan percért, amikor egy jarmi utasok nélkiil a depdén kiviil
tartézkodik.

Elészor oldjuk meg a feladatot szekvencidlisan. Az optimalis jérmi {itemezés soran az elsé
depdbdl teljesitjiik mindharom fordulét. Ennek koltsége 1000420+ 30+ 30+ 20 = 1100. Az

ehhez tartozé optimélis vezeto litemezés sordan 3 vezetét hasznalunk, tehat a szekvencidlis

30
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itemezés Osszkoltsége 1100 + 3000 = 4100. Két vezetével azért nem tudjuk teljesiteni a
feladatokat, mert az elsé beosztds 7:40-kor kezdddik az elsé depdéban, tehdt az 1) szabdly
miatt legkésébb 15:40-kor be kell fejezédnie. Mivel a B allomasrdl az elsé depdba 50 perc
az Ut, igy ez a beosztds nem tartalmazhatja a mésodik fordulét. Hasonlé a helyzet az utolsé
forduléval is.

De tekintsiik azt a megoldédst, amikor mindharom fordulét a méasodik depdbdl teljesitjiik.
Ekkor mar az ehhez tartozo feladatok 2 vezetovel megoldhatdk, igy az 6sszkoltség 2 - 1000 +
1000 + 50 + 30 + 30 + 50 = 3160. Ezzel a koltségek 23%-4t megtakaritottuk! Mar ezen a
kis példén is lathaté a szekvencidlis litemezés egy hatranya, mely a f6 motivaciot adta az
integralt jarmi és vezetd litemezés alkalmazdsara.

Az integrélt jarmi és vezetd itemezés (Integrated Vehicle and Crew Scheduling Problem,
VCSP) soran adottak a teljesitendé fordulék. Célunk a fordulékhoz jarmiiveket rendelni,
a jarmivekhez pedig vezetOket oly mdédon, hogy az Osszkoltség minimalis legyen. Az egy-
depds integralt jarmii és vezetd iitemezés (Single-Depot Vehicle and Crew Scheduling Prob-
lem, SDVCSP) sorén egyetlen dep6bdl kell a forduldkat teljesiteniink, mig a tébb-depds
integralt jarm{i és vezetd iitemezésnél (Multiple-Depot Vehicle and Crew Scheduling Prob-
lem, MDVCSP) t&bb depé all rendelkezésiinkre. A kovetkezd két szakaszban a SDVCSP
és a MDVCSP feladatok modellezési és megoldési eljarasait mutatjuk be. Elétte azonban

lerogzitjiik a kovetkezo feltételeket:

e (MDVCSP) Minden jarmi{i pontosan egy depéhoz tartozik. Innen indul és itt fejezi be

a napi menetét.

e (MDVCSP) Minden vezetd pontosan egy depéhoz tartozik. Kizardlag olyan jarmiive-

ket vezethet, melyek az adott depéhoz tartoznak.

e Egy vezeté munkarésze pontosan akkor megengedett, ha id6tartama teljesiti az adott
alsé-fels§ korldtokat (azaz nincsen rd semmilyen més megkotésiink). Egy beosztés
megengedettsége kizardlag a kovetkezoktol fliigg: a beosztas hossza, a munkaval toltott

id6, a munkarészek szama.

e Ha egy jarmii menettervében két egymdst kovetd forduld kozotti sziinet (varakozds/ -
resjarat) olyan hosszi, hogy a jarmi vissza tud &llni a depé és djra kidllni, akkor ezt

meg is teszi.

e Minden fordulé pontosan két atszallasi lehetéséget tartalmaz: egyet a kiinduld allo-
méson illetve egyet az érkezési dllomdson. (Tehét egy forduld teljesitése kozben nem

valthatjdk egymast a vezetdk.)

e Ha egy jarmi a depén kiviil tartézkodik, akkor hozza vezet6t kell rendelntink. (Tehat

ha a jarmi egy allomdson varakozik, akkor is jelen kell lennie egy vezetének.)
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e Egy vezetd csak akkor vélthat jarmiivet, ha a sziinetét megkezdi/befejezi.

3.1. SDVCSP

A jarmi és vezetd litemezésre Patrikalakis és Xerocostas [41] egy heurisztikus mddszereken
alapulé integraciot adtak. Az elsd teljesen integralt modellt és megoldasi médszert Freling
[14] készitette el. Freling egészértékii modellje hdrom részbdl &llt: egy jarmii litemezési
részbdl, egy vezetd litemezési részbol, illetve az ezeket Osszekapcsold feltételekbol. A meg-
oldas soran Lagrange-relaxacion alapuld oszlopgeneralast alkalmazott. Freling megkozelitése
szdmos tovébbi cikk alapjat adta [15] [26] [27]. Freling modelljének hatterében kapcsolat
alapu megkozelités all. A tovabbiakban azonban egy tér-id6 halézaton alapulé modellel fog-
lalkozunk. A megolddsi mddszer lényegében mindkét esetben ugyanaz, de utobbi esetben

lényegesen kevesebb feltételiink lesz.

3.1.1. Modellezés

Legyen T = {1,...,n} a fordulék halmaza, és D = (V,A) a hozzdjuk tartozé tér-id8
halézat. Jelolje A C A azon élek halmazat, amelyeken egyszerre kell jarmfivet és vezetst
is haszndlnunk (ha haszndlunk). Teh4t A tulajdonképpen a depén kiviili élekbél ll. Le-
gyen ¢ : A — R, a jarmiivekhez tartozé koltségfiiggvény, mely az A-beli éleken tipikusan
az utazdsi/vérakozési id6k fiiggvénye, a cirkuldciés-élen pedig a jarmiivekre vonatkozd fix
koltséget jelenti. Adott még a vezetOkre vonatkozé g : A — Ry koltségfiiggvény is, de a
modellben ezt kozvetleniil nem hasznaljuk. Az u : A — Zg kapacitdsfliggvény értéke a
forduldkon 1, egy kidllas élen pedig annyi, ahdny fordulé-él tartozik hozza. Minden maés
élen a kapacitds a depobdl rendelkezésre 4ll6 jarmiivek szama. Jelolje K a megengedett be-
osztasok halmazét, illetve K (i) C K azij € A élt tartalmazé beosztésok halmazat. Legyen
[l(k) C A a k € K beosztasban szerepld élek halmaza. Egy k € K beosztés koltségét fr-val
jeloljik.

Kétféle dontési valtozot vezetiink be. Jelentse y;; az ij élen athaladé jarmiivek szamat,

illetve xy azt, hogy a k € K beosztashoz rendeliink-e vezetot vagy sem. A SDVCSP feladat
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a kovetkezd egészértékii feladatként irhato fel:

min Z YijCij + Z l'kfk (31)

ijeEA keK
Zyji— Zyijzo VieV (3.2)
jiji€A jrijcA
Z ok—yy =0 VijeA (3.3)
ke K (if)
0 <wij <wugj, yi5 € N VijeA (34)
z, € {0,1} Vke K (3.5)

A (3.1) célfiiggvény a jarmiivek és a vezeték Osszkoltségét minimalizélja. A (3.2) és (3.4)

feltételek a jarmi titemezéshez tartozé aram-feltételek. A (3.3) feltételek kotik Gssze a jarmii

és vezetl litemezési részeket: minden egyes élt pontosan annyi beosztassal kell fedniink, mint

ahany jarmu athalad rajta.

3.1.2. Megoldasi eljaras

A SDVCSP feladatot Lagrange relaxacién alapuld oszlopgeneraldssal oldjuk meg. Az eljarast

a 3.1. Algoritmus tartalmazza.

Algoritmus 3.1 Megoldasi eljaras a SDVCSP problémara

1:

Inicializdlds
Meghatdrozunk egy K’ kezdeti beosztds készletet. A ¢ 16pésszamlalét 0-ra dllitjuk.
Redukdlt feladat megolddsa
Megoldjuk a Lagrange dudlis feladatot az adott oszlopkészlet mellett. A kapott alsd
korlatot és a multiplikatorokat eltaroljuk.
Arazdsi feladat megolddsa
Negativ redukélt koltségii oszlop(ok)at keresiink. Ezeket hozzavessziik a jelenlegi osz-
lopkészlethez.
Ledlldsi kritériumok ellendrzése
Az 5. lépéssel folytatjuk, ha az aldbbiak valamelyike teljesiil:
Nem talaltunk negativ redukalt koltségli oszlopot
t > tmax
A célfliggvény értéke nem javult jelentésen az utolsd iteracidk alatt
Egyébként ¢ értékét eggyel noveljik és a 2. 1épéstol folytatjuk.
Megengedett megoldds elddllitdsa
A legjobb megoldast alapul véve, allitjuk el a SDVCSP feladat egy megengedett meg-

oldéasat.
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3.1.3. A f6 feladat

Elészor a (3.3) egyenldséges feltételeket nagyobb vagy egyenld (>) feltételekre cseréljiik.
Mésodszor, az immér egyenl6tlenséges (3.3) feltételeket p > 0 multiplikdtorokkal dua-
lizaljuk. A Lagrange feladat ekkor a kovetkezd:

ahol
Oy (p) = min Y zpfi
keEK
z,€4{0,1} VkeK
illetve

@, (1) = min Z YijCij

ijEA
Zyji—ZyijZO VieV
JijicA jijeA

0<wyi <uij, y;; EN  Vije A

A redukalt koltségek:
fr=fx - Z Hij
ijeA(k)

illetve

_ cij + lij haijefl

i = { Cij kulonben
Induljunk ki egy K’ kezdeti beosztds készletbdl, mellyel létezik a (3.1)-(3.5) feladatnak meg-
engedett megolddsa (az egyenlétlenséges feltételek mellett). A max ®(u) Lagrange duélis
feladatot szubgradiens algoritmussal oldjuk meg. Adott p multiplilf{étorok és adott K’ osz-
lopkészlet mellett a ®,(u) feladat egy minimadlis ¢-koltségli megengedett aram keresése, a
®, (1) feladat esetén pedig az x) értékét 1-re allitjuk, ha a k € K’ oszlop fi koltsége nem-

pozitiv, egyébként pedig xj értéke 0 lesz.

3.1.4. Arazasi feladat

Miutén az adott oszlopkészlettel megoldottuk a Lagrange dudlis feladatot, a kapott multip-
likdtorokat hasznaljuk fel, hogy negativ redukélt koltségii oszlopo(ka)t keressiink. (A 1.2.4.
alszakaszban lefrtak miatt el6szor egy multiplikdtor javitdsi eljardst alkalmazunk). Mivel a
végleges jarmili blokkok még nem ismertek, ezért a munkarészek szama nagyon nagy lehet.

Freling [16] és Huisman [26] két-fazisi oszlopgenerald eljérést javasoltak. Az elsd 1épésben
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a munkarészek generdlasa tortént, és a masodik fazisban készitették el a megengedett be-
osztasokat.

Huisman a masodik fazisban egyszertien Osszeparositotta a munkarészeket és kivalasztott
bizonyos negativ koltségli megengedett beosztdsokat. A késébbiekben mi is ezt tessziik.
Megjegyezziik azonban, hogy ez az eljaras akkor hatékony, ha egy beosztéds legfeljebb 2 vagy
3 munkarészbol all. Freling a masodik fazisban egy beosztas generalé halézatot épitett az
els6 fazis sordn generalt munkarészekbol. A legolcs6bb megengedett beosztas megtalalasa
egy eréforrds korlatos legrovidebb 1t keresésére vezetett, melyet dinamikus programozassal
oldott meg. Mindkét eljards elénye, hogy egy iteracio alatt tobb 1j oszlop is hozzdvehetd a
jelenlegi oszlopkészlethez.

Freling és Huisman is kapcsolat alapt megkozelitést hasznaltak a VCSP feladatra, és Fre-
ling a beosztas general6 halézatot is kapcsolat alapi halézatként épitette fel. Ezzel szemben
Steinzen [42] mar a generdlé haldézatot is tér-idé hdlézatos megkozelitéssel épitette fel (az
MDVCSP feladtra).

3.1.5. Megengedett megoldas eldallitasa

Mivel bizonyos feltételeket relaxaltunk, ezért az a megoldds amit az eddigi fazisok végeztével
kaptunk, nem feltétleniil megengedett. (A szubgradiens algoritmus sorén esetleg el64lli-
tottunk néha megengedett megolddsokat, azok viszont 'messze’ lehetnek az optimumtdl.)
Ezért olyan megengedett megoldast szeretnénk eléallitani, amely nem noéveli tilzottan a
célfiiggvény értékét.

Freling et al. [15] és Huisman [26] a legjobb alsé korldthoz tartozé jarmii iitemezést lerog-

zitették, és erre megoldottdk a vezetd iitemezés feladatot.

3.1.6. Futasi eredményeink

Az alabbi alszakaszban a SDVCSP feladat megoldasara elkészitett implementaciénk futasi
eredményeit mutatjuk be. A tesztelést 1.86 GHz-es Intel Pentium Dual CPU T2390 pro-
cesszorral, 2GB memoridaval, Windows 7 operéacids rendszeren végeztiik. Az implementacié
C++ nyelven tortént a LEMON [34] konyvtar felhaszndldsdval. Az egészértékil feladatok
megoldasara a FICO Xpress Optimization Suite 7.3.0 verzidjat hasznaltuk.

Huisman adatok

A teszteléshez Huisman véletlen generdlt példait [29] [26] hasznéltuk, melyeket mésok is
széleskorben alkalmaznak [27] [42] [43]. A példédk eredetileg a t6bb-depds feladathoz késziil-
tek, de az egy-depés esetben is felhaszndlhatok. A példdk két osztélyba (A és B) vannak

sorolva. Az A osztalyban szerepld fordul6k révidebbek, ezért a jarmii blokkok és ezzel egyiitt
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a beosztdsok is tobb fordulét fednek le, mint a B osztalyban szerepl6 példdk esetén. Bizo-
nyos értelemben tehdt a A osztalyban szerepld példdk bonyolultabbak, mint a B osztalyban

szereplok.

Paraméterek

A probléma paramatéreinek megvalasztasanal torekedtiink az eddigi irodalomban szerepld,
de f6ként Steinzen et al. [43] 4ltal hasznalt paramétereket alkalmazni.

A célfiiggvény a jarmiivek és vezetdk Gsszkoltségének minimalizdlasa, melyen beliil a 6 cél
a jarmivek és vezetOk szdmdnak minimalizdldsa. Minden jarmd és minden vezets (be-
osztés) haszndlata 1000 fix koltséget von maga utén. Ezen felill, ha egy jarmi{i a depén
kivil tartézkodik, akkor percenként 1 koltséget fizetiink utana, tovabba egy vezetd minden
munkaval toltott perce utan 0.1 koltséget fizetiink.

4 kiilénbo6z6 beosztas-tipust engediink meg. Az ezekre vonatkozd adatokat a 3.1.1. Tablazat

tartalmazza.
Early Day Late Split

Tipus ; ; - -

min  max min max min max min max
Kezdési id6 8:00 13:15
Befejezési id6 16:30 18:14 19:30
Munkrész hossza 0:30  5:00 0:30  5:00 0:30  5:00 0:30 5:00
Sziinet hossza 0:45 0:45 0:45 1:30
Beosztéas hossza 9:45 9:45 9:45 12:00
Munkéval toltott idé 9:00 9:00 9:00 9:00

3.1.1. tdblazat. A beosztas-tipusok adatai

Inicializalas. A kezdeti oszlopkészletiink nem megengedett beosztdsokat tartalmazott, igy
ezekre nagy koltséget adtunk meg, és az oszlopgenerdlas folyamata alatt, amint lehetett

toroltuk oket.

Redukalt feladat. A szubgradiens algoritmus sordn minden iterdciéban legfeljebb 1007 |

iteraciot hajtottunk végre.

Arazasi feladat. Az drazési feladat megoldasa soran az els6 faziban legeneraltuk a mun-
karészeket. A masodik faziban a legeneralt munkarészeket parositottuk Gssze, és ellenoriztiik,
hogy megfelelnek-e valamely beosztas-tipus kovetelményeinek. Egy oszlopgeneralasi fazisban

minden munkarészhez legfeljebb 1 1j beosztast vettiink hozzé az eddigi készletlinkhoz.
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Leallasi kritériumok. Az oszlopgeneralds sordn legfeljebb |T| iterdciét hajtottunk végre.
Lealltunk, ha nem taldltunk tobb negativ redukalt koltségi oszlopot, illetve ha az utolsé 10

iterdcié alatt az alsé korlat kevesebb, mint 0, 2%-kal javult.

Megengedett megoldas. Az oszlopgenerdlasi fazis lealldsat kovetden az adott oszlop-

készlet mellett megoldottuk az egészértékii programot.

Futas eredmények

A 3.1.2. és3.1.3. Tébldzatok a Huisman [29] 80 fordulés B osztalybeli példdin torténd futdsi
eredményeit tartalmazzak az els6 liresjarat-tavolsagot tartalmazoé fajllal kombindlva. Min-
den példandl mind a 4 depdhoz 1-1 inputot készitettiink. Az elsé harom oszlop az elkészitett
tér-id6 halézat fontosabb paramétereit tartalmazza: csticsok szdma (#Cstcsok), élek szam
(#Elek) illetve a fontos élek szama (#Fontos élek), melyek alatt az A-beli éleket értjiik.
Ezen paraméterek szerint nincs nagy kiilénbség a halézatok koézott.

A kovetkezd hdarom oszlop az oszlopgeneraldsi fazisra vonatkozik: megmértiik az oszlop-
generalds idejét (CPU (o.g.)) (mdsodperc), megnéztiik az iterdcidk szémat (#Iterdcidk),
illetve azt, hogy az iterdciok alatt Osszesen hany beosztast generdltunk le (#Beosztdsok).
Az oszlopgeneralisi folyamat atlagosan 260,7 masodpercig tartott, és atlagosan 2543,7 be-
osztast generaltunk le.

Az utols6 harom oszlop tartalmazza a megengedett megoldas keresésére vonatkozd adato-
kat: megmértiik az egészértékli program megolddsinak idejét (CPU (mip)) (mésodperc),
és megnéztik, hogy a megtaldlt megoldds sordn hany jarmiivet (#Jdrmiivek) illetve ve-
zet6t (#VezetSt) hasznaltunk. A végsé oszlopkészlettel megoldott feladat dtlagosan 143

masodpercig tartott, de nagy szoras figyelheté meg az értékek kozott.
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3.2. MDVCSP

Az elsé modellt Huisman [26] majd Huisman et al. [27] készitették el a MDVCSP feladatra.
(Elétte Gaffi és Nonato [19] is készitett egy tObb-depds integralt jarmi és vezetd iitemezési
modellt egy tavolsagi kozlekedési feladatra, de a szorosabb megkdtések miatt a probléma
eltért az dltaldnos esettél). A szerzdk Freling [14] egy-depds modellje alapjan készitették el
két sajat modelljiiket. A megolddsi eljards szintén Freling [14] mddszerén alapult.
Mesquita és Paias [37] is két modellt készitett Huisman [26] modellje alapjan, bar 6k meg-
engedték, hogy egy vezetd barmely depdbdl vezethessen jarmiivet, és barmikor valthasson
jarmivet. A jarmi ltemezés részt tobb-termékes folyam feladatként irtdk fel, a vezetd
litemezés részt pedig halmaz fedési/particiondldsi feladatként. A megoldds sordn oszlop-
generalast alkalmaztak, ahol az arazasi feladat eréforras korlatos legrovidebb ut keresésére
vezett vissza. FEzt dinamikus programozasi eljarassal oldottak meg, végiil egy MIP-megoldd
segitségével allitottak elé megengedett megoldast.

A MDVCSP feladatra az els§ tér-idé halézatos megkozelitést Gintner [23], majd Steinzen
[42] illetve Steinzen et al. [43] alkalmaztak. A kovetkez&kben Steinzen et al. [43] modelljét

ismertetjiik.

3.2.1. Modellezés

Legyen 7 = {1,...,n} a forduldk halmaza, D = {1,...,m} pedig a depéké. Legyen D? =
(V4 A%) a d € D depbhoz tartozé tér-idé halézat. Jeldlje A c A% azon élek halmazat,
amelyeken egyszerre kell jarmiivet és vezetét is haszndlnunk (ha hasznalunk). Legyenek c? :
A? — R, a jarmiivekhez tartozé, g¢ : A7 — R, a vezetékre vonatkozé koltségfiiggvények.
Az u? . AY — 74 kapacitésfiiggvény értéke a forduldkon 1, a kidllis éleken pedig annyi,
ahany fordul6-€él tartozik hozzdjuk. Minden mas élen a kapacitds a d depébdl rendelkezésre
allé jarmiivek szama. A d € D depéra jeldlje K¢ a megengedett beosztdsok halmazt,
K%(ij) € K% az ij € A4 élt tartalmazé beosztasok halmazat, illetve A%(k) ¢ A% a k € K¢
beosztdsban szerepls élek halmazdt. Egy k € K? beosztds koltségét fi-val jeldljiik. A(t)
jelolje a t € T fordulét reprezental élt a d depdban (A%(t) iires halmaz, ha a t fordulé nem
teljesithetd a d depdébol).

Kétféle dontési valtozot vezetiink be. Jelentse ygj az ij € A% élen athaladé jarmiivek szamét,

illetve z¢ azt, hogy a k € K% beosztéshoz rendeliink-e vezett vagy sem. A MDVCSP feladat
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a kovetkezd egészértékii feladatként irhato fel:

minz Z yhed + Z Z z i (3.6)

deD ije Ad deD ke K?
> wh=1 VteT (3.7)
deD ije Ad(t)
d d __ . d
Sooyh— > yh=0 VdeD, VieV (3.8)
jijie Ad jrjeAd
Z af—yh=0 VdeD, Vije A (3.9)
keKd(ij)
0<yd<ul, ylheN vVdeD, vije A’ (3.10)
¢ €{0,1} VdeD, VkeK? (3.11)

A (3.6) célfiiggvény a jarmiivek és a vezet8k OsszkoOltségét minimalizdja. A (3.8) és (3.10)
feltételek a jarmi iitemezéshez tartozé dram-feltételek. A (3.9) feltételek kapcesoljdk Ossze
a jarmi és a vezetd litemezési részeket. A (3.7) feltételek teremtik meg a depdk kozotti

kapcsolatokat: minden egyes fordulét pontosan egy depdbdl kell fedniink.

3.2.2. Megoldasi eljaras

A kovetkez6kben Steinzen et al. [43] megoldédsi mddszerét vazoljuk. Az eljards alapja ha-
sonl6 az el6z6 szakaszban bemutatotthoz (3.1. Algoritmus).

Elészor a (3.9) egyenlOséges feltételeket nagyobb vagy egyenld (>) feltételekre cseréljiik.
Mésodszor, az immar egyenltlenséges (3.9) feltételeket u? > 0 multiplikdtorokkal dua-
lizaljuk. Ezzel a Lagrange feladat ismét két kiilonall feladatra bomlik, azonban most az
egyik egy MDVSP feladat, mely NP-nehéz. Ezért a (3.7) feltételeket is dualizéljuk a 7
multiplikatorokkal. A Lagrange feladatunk igy a kovetkezo:

O(p,m) = D) + Oy (1) + Y

€T
ahol
@) =min Y Y i
deD ke K4
zle€{0,1} VdeD, VkeK?
illetve

D, (p,m) = minz Z y?jégj

deDije Al
Soyhi— > yh=0 VvdeD, Viev?
jijie Ad jijeAd

0<yf <ul, yeN VdeD, VijeA?

?
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A redukalt koltségek:
== > u

ijeAd(k)
illetve
c;-ij + ufj —m  haije A4, éslétezik t € T, hogy ij € Ad(t)
Efj = cfj + ij ha ij € A4, és nem létezik t € T, hogy ij € A%(t)
cd kiilénben

ij
Adott K’ beosztas-készletre a max ®(u, ) Lagrange dudlis feladatot szubgradiens mddszer-
rel oldjuk meg. Adott K’ oszlo;l;észlet és adott p, m multiplikdtorok mellett a @, (u) feladat
a nempozitiv redukélt koltségli oszlopok kivélasztasa. ®,(u, ) pedig |D| darab minimaélis
koltségui aram-feladatot jelent.

Steinzen et al. [43] megoldottédk a MDVSP feladatot Kliewer et al. [33] médszerével, majd
a kapott jarmi iitemezéshez depénként megoldotta a CSP feladatot. A vezetd iitemezésbil
kapott beosztdsok adtak a K’ kiindul6 oszlopkészletet a MDVCSP feladathoz. A Lagrange
feladatot egy kissé modositott, legfeljebb 1000 iteracién keresztiil futtatott szubgradiens
algoritmussal oldottdk meg. A legjobb megoldashoz tartozé multiplikatorokat hasznaltdk
fel, hogy 1j oszlopokat &llitsanak el6. Az oszlopgeneréldshoz Freling [16] és Huisman [26]
modszeréhez hasonléan két-fazisu eljarast alkalmaztak. Elso 1épésben legeneraltak a mun-
karészeket, majd ezekbdl (minden egyes beosztds-tipushoz) egy tér-id6 halézatot készitettek
el. Az arazasi feladat eréforras korlatos legrovidebb t keresésére vezetett vissza az adott
halézatokban, melyet 4-fazisi dinamikus programozasi eljarassal oldottak meg. Az eddig ka-
pott megolddsbdl (oszlopkészletbél) kiindulva éllitottak el megengedett megolddst a kovet-
kez6képpen. Mdr csak a (3.9) feltételeket, mint egyenléséges feltételeket relaxaltdk. A
Lagrange feladatban szerepld MDVSP feladatot ismét Kliewer et al. [33] mddszerével ol-
dottdk meg. A megoldas megengedettségét egy heurisztikus drazds és szétvdlasztas eljardssal

biztositottak, ahol az oszlopgeneralas soran bizony yfj valtozdk értékét lerogzitették.



ésszefoglalés, kitekintés

Az 1. Fejezetben bemutattuk a dolgozatban felmeriilé, alapveté kombinatorikus feladatokat
és modszereket. A fejezet végén részletesebben foglalkoztunk az eréforrds korlatos legrovi-
debb ut feladattal.

A 2. Fejezetben a szekvencidlis jarmii és vezetd iitemezés feladatait és megoldédsi mddszereit
ismertettiik. A fejezet végén egy specidlis vezet6 litemezési feladattal foglalkoztunk, és be-
mutattuk a megoldasara elkészitett implementaciénk futdsi eredményeit.

A 3. Fejezetben az integralt jarmi és vezetd litemezés feladataival foglalkoztunk. Bemutat-
tuk a kiilonboz6 feladatokat és a megoldasi eljarasokat. Az egy-depds titemezési feladatnal
ismertettiik az elkészitett implementdciéonk futési eredményeit.

A témakoér még mindig szdmos kihivédst tartalmaz. Tovabbra is f6 kutatdsi téma a minél
hatékonyabb eljarasok kifejlesztése. Ebben az eréforras korlatos tt problémanak is nagy

szerep jut, hiszen a legtobb litemezési feladat soran valamilyen formaban felmertilt.
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