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Bevezeto

A dolgozatban diszkrét és folytonos ideji ontaszité folyamatok hatareloszlastéte-
leit és lokalis idéit targyaljuk. Ontaszité sztochasztikus folyamatnak nevezziik azokat
a véletlen folyamatokat, melyek kisebb valoszintiséggel mennek a korabban gyakrab-
ban felvett értékekbe. A kapcsolodo szakirodalom és a jelen munka is azon speciélis
esettel foglalkozik, amikor a dinamikat tetszdéleges id6pontban csak a kozvetlen kor-
nyezetben 1év6 allapotok gyakorisdga hatarozza meg. Ezt a folyamatosztalyt a true,
vagy myopic, azaz valodi, vagy rovidlatd ontaszitoé folyamatok osztalyanak nevezziik.

Egy folyamat lokalis idején az id6 azon (fiiggvény értéki) fiiggvényét értjiik, amely
a folyamat értékeinek el6fordulasi gyakorisagat irja le. A dolgozatban tehat azon
eseteket vizsgaljuk, amikor ¢ € R-ben egy tovabblépési valdszintiséget a t-hez tartozo
lokalis idének csupan a folyamat t-beli értéke koriili értékei befolyasoljak.

Diszkrét esetben a lokalis id6k szamlalhatjak a felvett értékek gyakorisagait is, de
a szomszédos értékek kozti atlépések szamat is. Nevezziik az el6bbit cstcs szerint, az
utobbit pedig él szerint 6ntaszito folyamatnak.? A téméaval foglalkozo egyik legkorabbi
cikk, [1] a cstcs szerint lokalis idSket tekinti és tobb dimenziora kiterjesztve sejtéseket
fogalmaz meg a hatareloszlasokra vonatkozoan, miszerint

(1) 1 dimenziéban X (t)t~?/3-nak van hatéreloszlasa, ami Gausstol eltérd;

(2) 2 dimenziéban X (t)t~'/?(logt)¢-nak van hatareloszlasa, ami Gauss?;

(3) 2-nél magasabb dimenzioban X (¢)t~'/2-nak van hatareloszlasa, ami Gauss, te-

hat teljesiil a centralis hatareloszlastétel.

A sejtés (1) része az él szerint ontaszité folyamatra [11]-ben bizonyitva van, de az
eredeti csucs szerinti esetben csak a lokalis id6 hatarértékerdl olvashatunk [10]-ben.
A (2) részrdl fizikus vonatkozasban van eredmény (¢ értékére, a (3) sejtés bizonyitéasa
pedig [7]-ben talalhato.

A hatareloszlas mellett felmertil a kérdés, hogy hogyan hatarozhaté meg a diszk-
rét idejd és értéki folyamatok folytonos valtozata. A szimmetrikus bolyongas és

a Wiener-folyamat kapcsolatanak mintajara az ontaszitd sétak is skaldzhatok ugy,

1Szakirodalomban site-, illetve bond-repulsion.
2¢ konstans értéke nem ismert.



hogy hatarértékként egy, a sétdhoz hasonl6 tulajdonségokkal rendelkezd folytonos fo-
lyamatot kapjunk. Az egy dimenzios él szerint Ontaszité véletlen sétanak folytonos
valtozatarol és egyben a hatareloszlasrol is [9]-ben olvashatunk. A dolgozat jelentds
részében ezt a folyamatot vizsgaljuk, illetve ennek lokalis idejét.

Kiindulasként definidlunk egy (X,,),en €l szerint 6ntaszitod sétat, és mutatunk egy
konstrukciot, melyben egy véletlenszertien alakult labirintus bejarasanak x-koordiné-
taja felel meg a sétdnak. A labirintushoz hasonlé konstrukciobol kiindulva megha-
tarozunk egy folytonos ideji ontaszité folyamatot, ami alkalmas skalazassal a séta
hatérértékével azonos. A folytonos ontaszité folyamatot Osszevetjiik konstrukeidja-
nak egyik alapelemével, a Brown-mozgéssal.

A folyamatrol [5]-ben bemutatott tételt a 3. fejezetben ismertetjiik. Az eredmény
egy adott t id6ponthoz tartozo lokélis id6 ismeretében a folyamat t-beli értékének
el6fordulési tartomanyat és az azon vett eloszldsat adja meg.

A tétel erGssége mérhets a tartoméany és a folyamat t-ig vett értékkészletének
aranyaval. Az arany eloszlasara bizonyos feltételek mellett also és folsG kozelitést
adunk. A kapcsolodo szémolasokat az 5. fejezetben mutatjuk be, majd a 6. fejezetben

szimulacios eredményekkel szemléltetjiik az ontaszito folyamat néhany tulajdonsagat.



1. fejezet

A TSRW konstrukciéja

Kétféle konstrukeiot adunk a true self-repelling random walkra (TSRW), azaz a
valodi Ontaszito véletlen bolyongasra, aminek atskaldzott hatarértékeként kapjuk a
folytonos ideji true self-repelling motion (TSRM) valodi ontaszité folyamatot. Az
elsé definici6 a tovabblépés szabalyat hatarozza meg a lokélis id§ segitségével. A
mésodik egy labirintust definial a sikon, aminek bejarasa x-koordinatajaban az on-
taszito bolyongast adja, y-koordinatajaban pedig a lokalis id6t. A fejezet alapvetGen

[5] alapjan irodott.

1.1. Konstrukecié a lokalis id6vel
Legyen E :=7Z +1/2 és

(e) 0,ha |e|—=1/2=0 mod (2);
ale) :=
—1,ha |e|—-1/2=1 mod (2).

1. Definici6o. Az n-ik lépésben az e € E ponthoz tartozo lokdlis 1ddt az aldbbi mddon
definidljuk.

I(n,e) =t {k € {0,....n— 1}, {Xk,)?kH} —{e—1/2¢+ 1/2}}

Valojaban a kényelmesebb jelolés érdekében a kovetkezd modositott lokalis id6t

fogjuk hasznalni:
l.(e) :=1(n,e) + a(e). (1.1)

Az n-ik lépésben most specialisan két pontban érdekel minket a moédositott lokélis
id6, igy ezekre kiilon jelolést vezetiink be. Legyen az ()?n)nzo folyamathoz és k > 0
lépéshez

o= (Xe—1/2)  6s  [F = L(Xp+1/2).



Az 6ntaszité bolyongés ennek segitségével meghatarozhato az atmenetvaloszintiségek-
kel.

1, hal; >
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(1.2)
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1.1. abra. Ontaszitoé bolyongas és lokalis ideje.

Jegyezziik meg, hogy kezdetben minden e € E\ {—1/2}-re |a(e) —a(e+1)| =1 és
a(—=1/2) = a(1/2). Ez részben 6roklédik a lokalis idére, ugyanis [[(n,e)—I(n,e+1)| =
1 minden n € N-re és minden ¢ € F \ {X, — 1/2}-re, e = X, — 1/2-re pedig
[(n,e)=l(n,e+1) € {—2,0,2}. Ez az észrevétel indukcioval igazolhato a 1épési szabaly
segitségével. Az elsd lépésre nyilvanvaloan teljesiil, mert a(—1/2) vagy a(1/2) eggyel
val6 modositasa nem rontja el a feltételeket. Altalanosan az n-ik lépésben X, — 1 /2-
ben a {2, 0, —2}-es eltérés a lépési szabaly miatt {1, —1}-re véltozik, e = X, —1/2-
ben pedig I(n + 1,e) —l(n + 1,e + 1) € {—2,0,2}, mivel modosul eggyel. Ezen
tulajdonsag alapjan a lokalis id6bdl leolvashatd az 6ntaszité folyamat utolso értéke.

Az észrevétel folytonos esetben nem igaz, ezért a hataratmenethez egy kicsit modo-

sitjuk a lokalis id6 fliggvényt.
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1.2. 4bra. Labirintus a fols¢ félsikon.

1.2. Konstrukcié labirintussal

s stz

egy labirintusra a fols6 félsikon. Legyen N* := NU{—1} és a kordbban mar bevezetett
E =7+ 1/2. Ezek segitségével tekintsiik a kovetkez6 halmazokat:

F:={(z—1/2,h) € E x N*: x + h paratlan};
B:=(ExN)\F

A 16ls6 félsikot (v —1/2,24+1/2) x (h—1,h+1) csticspontt 1 x 2-es téglalapokra
osztjuk. h ¢ {—1,0} esetén a téglalapok (x — 1/2,h) pontjaihoz 1/2 — 1/2 valoszi-
niséggel felfelé, illetve lefelé allo6 parhuzamos szakaszokat rendeliink. A felfelé allo
szakaszok az (v —1/2,h), (x+1/2,h+1) € Fésaz (r—1/2,h—1),(x+1/2,h) € B
pontok kozott mennek, a lefelé allok pedig az (x — 1/2,h),(x +1/2,h — 1) € F és
az (x — 1/2,h + 1),(x + 1/2,h) € B pontok kozott. A h € {—1,0} esetben de-
terminisztikusan hatérozzuk meg a parhuzamos szakaszokat a korabban bevezetett
a: F— {—1,0} figgvény segitségével. Minden e € E \ {—1/2} ponthoz rendeljiik
hozzéa az (e,a(e)) és az (e + 1,a(e + 1)) kozotti szakaszt és az adott téglalapon be-
lilli paArhuzamosat. Az igy kapott alakzatot a fols6 félsikon labirintusnak nevezziik,
amely elnevezést a tovabbiakban indokoljuk. Egy adott F-beli pontbdl tekintsiik azt
a diszkrét folyamatot, ami a ponthoz rendelt szakasszal indul és a szakasz masik vég-
pontjahoz rendelt szakasszal tér at a kovetkezd pontjara és igy folytatva novekszik a
folyamat. Ha az F' pontjaibdl jobbra inditott ilyen folyamatokat Osszességében néz-

ziik, akkor olyan egyszerd véletlen bolyongasokat kapunk, amelyek talalkozés esetén
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1.3. dbra. Ko6z0s pontban elnyel6dd elére folyamatok bejarasa.

egybeolvadnak, a 0-ban pedig elnyel6dnek. Véletlen bolyongasok ilyenfajta rendszere
coalescing simple random walks néven olvashato6 a szakirodalomban, a dolgozat pedig
elérehalad6 rendszerként hivatkozunk ré.

Hasonléan tekinthetjiik a B pontjaibdl balra inditott bolyongasokat is, amik szin-
tén Osszeolvadd, 0-ban elnyel6dé rendszert alkotnak. Ezt itt hatrafelé halad6 rend-
szernek nevezziik. Az el6re és a hatra halado rendszerek titkGzésmentességét a sza-
kaszok parhuzamos szerkesztése biztositja, tehat két szakasz talalkozasa csak azonos
iranyt rendszerben lehetséges. Igy tehat ha a (0,0) pontbol indulunk és jobb oldalrol
az el6re, balrél a hatra halado bolyongéasokat kévetjiik, egy labirintusszerid utvonalon
haladunk. Vegytik észre, hogy az el6rehalad6 rendszer folyamatait osztélyozhatjuk a
nullaba érkezés szerint. Ha egy rogzitett (z41/2,0) € F, x > 0 pontba fut6 folyamat-
osztalyt tekintiink, akkor a hozza tartoz6 bejaras csak egy zart teriiletet végigjarva
torténhet, ahogy azt az (1.2) abra is szemlélteti. Ebbdl latszik, hogy a labirintus
mindent bejar, mert minden el6re folyamat tartozik egy osztalyhoz és egy osztalyt
bejarva az ttvonal az eggyel jobbra 1évé ponthoz tartozo osztalynal folytatodik. Az
is latszodik az el6z6ekbdl, hogy a bejaras szintenként halad, vagyis egy (z, h) pontba
csak gy juthatunk el, ha el6tte jartunk (x, h —1)-ben is. Ez utobbi tulajdonség segit
abban, hogy a bejaras y-koordinatajat lokalis idéként értelmezziik.

A labirintus (0, 0)-b6l inditott bejarasa tgy is tekinthets, mint egy kétdimenzios
diszkrét ideji és értéki ()?n, ﬁn)nzo folyamat. Az igy kapott folyamat masodik ko-
ordinétajara igaz, hogy H, = (It +17)/2 a korabbi médositott lokalis id6 jelslésével.

Az n-edik lépéshez tartozo teljes lokalis id6t is lathatjuk az aldbbiakban. Vezes-
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1.4. abra. Az 1.2. abrabeli labirintus bejarasanak megfelel6 folyamat és lokalis ideje

a 20. lépésig.

siink be jeloléseket az elére és a héatra haladoé folyamatokra! Minden (eg, h) € F-re,
ahol h > 1 és minden e € E-re, ahol e > ey, jeldljiik XeO,h(e)—Vel az (eq, h)-bol indulod
elére halado folyamat e-beli értékét. Egy (eg,h) € B-bél indulé hatra folyamatot
egy e > ey pontjaban jeloljiink ugyanugy Xeo,h(e)—vel. Ekkor az n-edik lépésben ha
X,, = x, akkor a lokalis id6 (korabbi jeloléssel e +— [,(e)) minden e > z és e < x
esetén rendre XI+1/2,Z$(6) és Xx_1/27l; (e).

Ezt az Osszefiiggést pontosan a szintenkénti bejarasbol és a determinisztikus sza-
kaszok, illetve a lokélis id6 kezdeti értékének megfeleltetésébdl kapjuk. Felhasznalva,
hogy egy adott idéponthoz tartozo lokélis id6 az elébbi médon leolvashatd a labi-
rintusbol, lathato, hogy a folyamat elsé koordinataja azonos eloszlasu a TSRW els§
ami megfelel az origdot alsé oldaldban tartalmazo téglalap szakaszainak iranyéval.
Masodik lépésként iranyt tartva megy tovabb a folyamatunk, amit a determiniszti-
kus szakaszok allasa biztosit. Tegylik fel, hogy az n-ik lépésig az elsé koordinaté-
ban az (1.2) lépési szabéalynak megfeleléen mentiink. Ekkor a TSRW lokalis ideje
n-ig megfelel az el6bbieknek. Az (n + 1)-ik lépésben ha egy téglalap aljabol indu-
lunk, akkor Xgnﬂ/m(fg +1/2) = X)N(nfl/zl; (X, — 1/2), tehat déntési pontban
vagyunk és az (n + 1)-ik lépést a téglalapban 16v6 szakaszok iranya adja. Ha egy
téglalap kozepérdl indulunk az (n + 1)-ik 1épésben, akkor ha X)?n 1ot (X, +1/2) =
A%, _1/24; (Xn —1/2) 42, akkor a téglalap szakaszai csak (1,1) meredekségiiek lehet-
nek, hiszen Ag 2.0k (X, + 1/2) egy eldre folyamat pontja, tehat jo iranyba, lefelé



léptink. Hasonloan, ha X)?n+1/2,li (X, +1/2)+2 = X)?n—l/zl; (X, —1/2), akkor felfelé
lépiink.

A TSRW éa a szimmetrikus bolyongas kozotti 1ényeges eltérés hatareloszlasban
iitkozik ki. A TSRW hatéreloszlasét, illetve a Wiener-folyamattal valo Osszevetését

a tovabbi fejezetekben részletezziik.

10



2. fejezet

A TSRM konstrukci6ja

A diszkrét esethez képest a folytonos dntaszité folyamat konstrukcioja absztrakt,
nehezen érthet6. Annak érdekében, hogy atlathato legyen a folyamat definidlasdhoz
vezet$ ut, a bizonyitasokat nem részletezem. A diszkrét labirintushoz hasonl6é gon-
dolatmenet okan a TSRM-t és lokalis idejét egyidejtileg definialjuk. A konstrukecio [9)

alapjan torténik, ahol a bizonyitésok is megtalalhatok.

2.1. El6zetes definicidk és allitasok

2. Definicié. Legyen x* := max{(z,0)}, h € Ry és P, @ [1,00) = Ry, Ppp) 2-
ben h-bol induld Reflected/Absorbed Brownian motion (RAB), azaz visszaverd/elnyeld
Brown-mozgds, ha @, py(x) = h és [z, x1]-on 0-ban visszaverd Brown-mozgdsi, (x*, 00)-

en pedig 0-ban elnyeld Brown-mozgdsi.

3. Definicid. Legyen E := R x Ry €s (xj,h;) j = 1,2,..,p véges sok pontja E-nek,
tovdbbd legyenek RI-k xj-ben h;-bél induld fiiggetlen RAB folyamatok és CV := RP.
Rekurzivan definidljuk C7 folyamatokat a kévetkezdképpen.:

wj = inf{z > z;: R/ (z) € {C°(2),...,C" 1 (x)}};

vj :=min{k € {0,...,5 — 1} : Rj(wj) = Ok(wj)}Q

Ri(z), haz; <z <wj;
C%(z), haw; <z <oo.

C'(z) = (2.1)

Ekkor (C°, ..., CP)-t Finite family of Independent Coalescing RAB (FICRAB), vagyis

fliggetlen, dsszeolvado RAB-ok véges csalddjanak nevezziik.

Az igy kapott folyamatok tehat ha taldlkoznak, egyesiilnek, egyébként pedig fiig-

getlen visszaverd/elnyels Brown-mozgasok. Megjegyezziik, hogy (CY, ..., CP) eloszlasa

11



fiiggetlen a sorrendtdl, azaz, ha o egy permutacioja (0,1, ..., p)-nek, akkor (C?, ..., CP)
és (C°O) .. C°P) closzlasa megegyezik.
A FICRAB kapcsan megemlithetjiik a szakirodalomban Brownian webnek neve-

zett rendszert, mely alkalmazhat6 a voter model-ként ismert problémakérben is. ([2])

4. Definici6é. Legyen A C E nem dres és tekintsik a (x4, ha)aca pontokat. Ekkor
(C"aea (T4, ha)aca-bol indulé FICRAB, ha A minden véges (aq, ..., a,) részhalmazdra

Ha létezik bijekcio A és N kozott, akkor (C%) e 4 is permutécidinvarians. Legyenek
D:={LZ:qeNpe {207,297 +1,..,29} };
Frio={(z,hy) e ExR:y <z}
F~:={(z,h,y) e ExR:y >z}
E .= {D x D };

ahol D% jeloli a pozitiv diadikus tortek halmazat.

2.1. Tétel.
(i): Létezik olyan F* > (xz,h,y) — A (y) € Ry véletlen folyamat, amire:
(1) O\ eyer () h)oyes-bol induls FICRAB
(i2): Majdnem biztosan minden (x,h) € E-re Ay p)(z) = h.
)

(13): Majdnem biztosan minden E-beli (x1,h1), (22, ha)-re és z > y > max{xy, xo}-

re:

[)‘(xl,m)(y) < )\($2,h2)(y)] = P‘(m,hl)(’Z) < )‘($27h2)(’z>]' (22>
(i4): Majdnem minden x < y-ra h — Az n)(y), h € (0,00) balrdl folytonos.
(i1): Ha N := ()\/(%h))(x,h)GIE rendelkezik az eldzd tulajdonsdgokkal, akkor X és X' azo-

nos eloszldsii.
Jegyezziik meg, hogy (i2) és (i3) kévetkezményeként h +— A p)(y), h € (0,00)
nem negativ. A 2.1. tétel bizonyitasa [9] 8. fejezetében talalhato.
Vegyiink egy bijekciot N és E kozdtt és vegyik a 2.1. tétel szerinti (F),)n>0

(Z, hin ) n>0-bol indulo FICRAB-ot.

5. Definicio. Az eldrehaladé folyamatokat minden (z,h,y) € F™-ra a kovetkezdkép-
pen definidljuk :

M) (y) =sup{F.(y) :n >0, &, <z és F,(x) < h}. (2.3)

12



[9] 8. fejezetében lathatjuk annak igazolasat, hogy A jol definialt, valamint h +—
Aa,h)(y) tetszdleges & < y-ra (0,00)-en monoton névé és balrdl folytonos. A vizsga-

latdhoz minden x < y-ra legyen:

M(z,y) = {Aew(y):(2,h) €eEés z <l
M(y) = M(y,y).

M (z,y) arra szolgal, hogy ki tudjuk fejezni, hogy az x el6ttrsl indult el6rehalado

folyamatok az x és y k6zott mennyire olvaldnak Gssze.

2.1. Allitas.
(i): Minden x € R-re M(z) strd R, -ban.
(13): Minden valds © < y-ra M(x,y) korldtlan és lokdlisan véges.

(1i1): Tetszdleges x1 < x5 valdsokra
M(z1,22) = {A@py(22) : h € DL}

(1v): Minden (x,h) € E és minden € > 0-ra létezik n > 0, hogy &, < x és F,(x) €

(h — €, h), valamint minden y > x + e-re

A (y) = Faly)-
(v): Minden (x,h) € E-ra y — Az n)(y) folytonos [0, 00)-en.

Szemléletesen az allitas (i1) része szerint az elére folyamatok rogton végessé egye-
stilnek, (iv) alapjan pedig minden el6re folyamat rogton talalkozik egy, a diadikus
tortekbdl inditott folyamattal.

6. Definicio. Hdtrafelé halado folyamatnak nevezzik a kovetkezdt. Legyen (x, h,y) €
F~. Ekkor:

N (y) = sup{h’ >0 : Ay (y) < h}. (2.4)

Felhasznalva az (5) definiciot és a 2.1. allitas (i) részét, minden (z,h,y) € F-ra
Aoy (y) =sup{Fo(y) :n >0, T, <y és F,(x) < h}. (2.5)

[9] 9. fejezetében megtaldlhatoak azon bizonyitasok, miszerint a (—oo,z] > y +—
X(kx h)(y) folyamatok folytonosak, az el6re és a héatrafelé folyamatok egy valoszintiség-
gel nem keresztezik egymast, illetve hogy a [—x;,00) 3 y — Afﬁxi’hi)(—y), folyamatok
fiiggetlen RAB-ok mindaddig, amig nem egyesiilnek. Ugyanitt olvashatjuk a kdvet-

kez6 tétel bizonyitéasat is:
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2.2. Tétel. F* 3 (z,y,h) = Auw(y) és FF 3 (2,y,h) = N,y (—y) azonos elosz-

lasuak.

A és A" ugyan nem fiiggetlenek, de a kovetkezs speciélis esetben fennall a fligget-

lenség. Legyen rogzitett z € R mellett a
{Naay() 12>y > 2,h> 0}

altal generalt o-algebra F, , aminek a korabbiak alapjan {F,(y) : n <0, z, < y <
z} is generatorhalmaza. Az (F,())n>o0 csalad Markov-tulajdonsagu, mert fiiggetlen

RAB-ok egyesiilései, igy
{NewW) i 2 <y <a,h >0} (2.6)

fiiggetlen F.-t6l. a (2.6) altal generalt o-algebrat jeloljiik F-vel. Pontatlanul fogal-
mazva F, jeloli a z koordinata el6tt, F pedig a z utan keletkezé informaciot.

Tetsz6leges n > 0-ra és y > T,-re definidljuk a kovetkezét:

Fo(y) == Ag, nn ().

A 2.2. tétel alapjan y — I (—y), (—=Zn, h,)-bdl indulé FICRAB. F), és A mintdjéra
A* elsallithato (F))n>0-bol és ezzel F) generatora {F'(y) :m > 0,z > y < &,} is.
Mivel tetszdleges ny, no-re, amire x,, < z < Ty, , Iy, (2) és F,,(2) fliggetlenek, igy F,
és FF is fuggetlenek. Mivel F),(z) és F(z) eloszlasai nem atomosak, ezért majdnem

biztosan
Fu(2) £ Fi(2). (2.7)

7. Definicié.
I(x,h):= li%n sup {p € N: 3(z1, 1), ..., (2, h,) € E, hogy
ytz

Vi=1,..,p:% <Y, ANgh) (@) =h ésVz € [y,x), ANy ny)(2) < ... < /\(xmhp)(z)}
= li{nsup t{p € N:3ny,...,n, € N, hogy
ytx

Vi=1,.,p:% <y F(x)=héVzelyx)F,(2) <..<F,(2)}

I(x, h) szemléletesen az (z, h)-ban elszor talalkozo elére halado folyamatok szama.
Ennek megfelelgen definialhatjuk I*(x, h)-t a hatrafelé halado folyamatokra. A (2.7)
alapjan igy majdnem biztosan minden rogzitett x-re és minden h > O-ra I(z,h) =0
és I*(x,h) = 0 kozill az egyik teljesiil. Minden (z,h) € E-re [I(xz,h), I*(x, h)]-t
mondjuk a pont tipusénak, (I*(x,h) + I*(x,h) + 1)-et pedig a multiplicitasanak. A

kovetkezd allitasban Osszefoglaljuk, hogy milyen tipusti pontok fordulhatnak el6.
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2.2. Allitas.

(1): Egy rogzitett (x,h) € E majdnem biztosan 1 multiplicitdsi, azaz [0,0] tipusi.
(17): Legyen x € R rogzitett. Ekkor majdnem biztosan minden h > 0-hoz tartozo
(x,h) pont legfeljebb 2 multiplicitdsi, azaz [0,0], [0,1], vagy [1,0] tipusi.

(731): Egy valdsziniséggel minden (x,h) € E legfeljebb 3 multiplicitisu, azaz a kovet-

kezd tipusok valamelyike: [0,0],[0, 1],[1,0],[2, 0],[0, 2],[1, 1].

Az allitas bizonyitasa [9] 9.fejezetében olvashato.

8. Definicié.

— Y h Jh,y) € FT:
{ e (y) ha (2,h,y) 2.9

Az =
ny) Ny (y) ha (2,h,y) € F~.

A 2.2, tétel alapjan ExR > (z, h, y) — X(:p,h)(y) esExXR 3 (z,h,y) — X(,Lh)(—y)
folyamatok azonos eloszlastuak.
Keét E-beli (21, hi1), (za, ha) ponthoz tartozd Mg, ny)(y) €8 Ay, (y) sosem keresztezi

egymast. Ennek oka a kordbban mar szerepelt harom észrevétel:
1. Béarmely két el6re halado A folyamat talalkozasnal egyesiil.
2. Barmely két hatrafelé halado \* folyamat taldlkozasnal egyesiil.

3. Az el6re halado folyamatok nem keresztezik a hatrafelé halad6 folyamatokat.

2.2. Az id6 invertalhatosaga

9. Definicid. Tetszdleges (x,h) € B-hez definidljuk a kovetkezd halmazt:
D(x,h) == {(z',h) €E: k" > X (x)}. (2.9)

2.3. Allitas. Majdnem minden (x1,hy) # (x3, hy) E-belire pontosan egy teljesiil a
kovetkezdk kozil:
(1): (z1,h1) € D(x1,h1) C D(a, ha), (x2,ha) & D(x1,h1) és D(xa,he) \ D(z1,h1)
tartalmaz nem dres nyilt halmazt.
(i1): (z2,h2) € D(x2,ha) C D(x1,h1), (x1,h1) ¢ D(x2,hs) és D(xq,hy) \ D(xa,hs)

tartalmaz nem dres nyilt halmazt.
Vegyiink egy < relaciot E x E-n az alabbi modon.
[(z1, h1) < (22, he)] <= [(x1, h1) € D(x2, hy)].
Ez a 2.3. allitas alapjan egy teljes rendezést ad E-n.
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10. Definici6. Tetszdleges (x, h) € E-re legyen

T(z,h) :=|D(x,h)| = /OO X(wyh)(y)dy. (2.10)

—0o0

A 2.3. allitasbol kovetkezik, hogy T : E — R, egy valoszintiséggel injektiv.
2.3. Lemma. Egy valdsziniséggel {T(z,h) : x € E} sird R, -ban.

Bizonyitas. Legyen a < o Ry-beli, hogy T(E U (a,a’)) = (). Legyen tovabba
B = sup{T(E U [o,])} ¢s B = inf{T(E U [a,a])}.
valoszintséggel limy, o 7(0,h) = 0 és limpo T(0,h) = co. Vegylink egy (z,, hy,) és

B és B létezik, mert egy

egy (x,, h,) sorozatot, hogy

n''n

lim T(xp, hy) =5 & limT(x,, h) =0 (2.11)

)
nToo ntoo nron

D(z,h) minden (z,h)-ra korlatos, igy a monoton konvergencia tétel segitségével
B =| {D = Upso Dlamhn)} | 6 8 = {D' = Musp D&, hi)} |, abol | . | &
Lebesgue-mértéket jeloli. A (2.3) kovetkezményeként D C D' és D'\ D nem Lebesgue
0-mértéktd, ezért tartalmaz 3 E-beli pontot, amikre T'(x, h) € [3, 5']. T injektivitasat
felhasznalva kapunk egy (z,h) € D"\ D pontot, amire T(z, h) € (8, 3), tehat {T(E)}

strd R, -ban. 0J

2.4. Lemma. Vegyiink két kilonbizd E-beli (x, h), (z', h") pontot és hozzdjuk (2, hy,),

(z.,h.) sorozatot ést, t valds szamot, hogy

n’''n

liTm(xn, hyn) = (x,h), liTm(x;, h,)=(z,h) (2.12)
és
lim T(zp, hy) = t, lim T(z,,h,)="t. (2.13)
Ekkort #t.

Bizonyitas. Ha z = 2" és h+e < h' — ¢, akkor Ing, hogy minden n > ng esetén
(Tny hn) € D(z,h+¢) és (x,,h)) ¢ D(x,h' —¢), igy a 2.3. allitas alapjan (z,h—¢) €

D(z,,h,). Tehat n > ng-ra T(x,,h,) < T(x,h+¢e) < T(x,h —¢) < T(x,,h,),
amibdl persze t # t adodik.

/

n n n n

Ha z # o', azaz 3 r,q, 7, q € D%, hogy x <r < q < ¢ <r < a. Feltehets, hogy

T(2n, hy) és T(x,, h,) monoton sorozatok és hogy x, < r és 2, > r’ minden n € N-

re (van olyan részsorozat, amire teljesiil). T(zp,h,) és T(x,,h,) monotonitasabol

n»''n

a 2.3. allitds kovetkezmeényekeént A, 4.)(y) és X(:vil wy(y) is monoton. M(r,q) és
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M*(r',¢") majdnem biztosan lokalisan végesek és a 2.1. allitasaibol kovetkezik, hogy

dng >0,k >0, E > 0, hogy x}, > r és x}c > ¢’ és minden n > ng-ra

ANanhn) (YY) = Fr(y), ha y € [g,00),
)\(x/ ! )(y) = FI:/ (y), ha Y & (—OO,(]I).

n»n

A (2.7)-b6l adodik, hogy Fi(q) # Fys * (q), mivel 7 < ¢ < xN}C Tegyiik fel, hogy
Fi(q) > F(q). (Ellenkez eset hasonléan térgyalhato.) A 2.3. allitasbol kapjuk,
hogy n > ng-ra D(z,,,1,) C D(x,, hy,), tovabba

T(xp, hn) — T(x/n? h%) = / (X($n7yn) - X(a:;,y;))dy > /q (Fi(y) — E (y))dy > 0.
- ! (2.14)
Mivel t —t" a (2.14) limesze, ezért megkaptuk, hogy ¢ # t . O

Tekintsiink minden ¢ € [0, 00)-hez egy D, := T-([0,t]) = {(x,h) € E: T(x,h) €
[0,t]} figgvényt, ami szemléletesen a t id6hoz tartozo lokalis id6 alatti teriilet pontjait
jelenti. Mivel (z',h) € Dz, ,, & T(z,h) < T(x' W) & (x',h') € Dy, ezért

DT(a:,h) = D([E, h) (2.15)
A kovetkezd tétel osszefoglalja T : E — R, f6bb tulajdonsagait.

2.5. Tétel. T : E — R, majdnem biztosan:
(1): T injektiv és minden x € R-re a h — T(x,h) figguény szigorian monoton novd
és folytonos;
(17): T alulrdl félig folytonos, kovetkezésképpen Borel;
(731): T eldadllitja a Lebesque-mértéket olyanformdn, hogy minden t € R -re
| Dy |=t.

2.3. A TSRM és lokalis idejének definicioja

Most mar minden ismert a TSRM definialasahoz. Szemléletesen a folsG félsik azon
pontjat valasztjuk ki, amelybdl inditott RAB alatti teriilet megegyezik a folyamat
idejével. A definicioban az id6hoz rendelt sikbeli pont egyik koordinatajat adjuk

meg. A masik koordinata a folyamat lokalis ideje lesz az aktualis végpontban.

11. Definicié. TSRM-nek nevezziik a kévetkezdt, ahol t > 0 az iddt jelenti:

P, = ﬂ {(z,h) €E:T(z,h) € (t —e,t+¢)}. (2.16)

e>0
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A fenti definici6 minden ¢t > O-ra egyetlen pontot ad. Mivel kompakt halmazok
metszete nem iires, ezért csak azt kell belatni, hogy |P;| > 2 nem lehetséges. Ha
ugyanis vesziink két pontot, azokhoz létezik egy (,,, hy,) és egy (x,,, h, ) E-beli sorozat,

amik kiilonbézs E-beli ponthoz tartanak és limpee T(2p, hn) = limpree T, , hy,), ami

n’''n

ellentmond a 2.4. lemménak.

12. Definici6é. Minden t > 0-ra legyen P, := { Xy, H;}. Ekkor at — X; € R véletlen
fugguényt TSRM-nek nevezziik.

13. Definicié. Legyen minden (z,h) € E-hez
TH(x,h) := lig)l T(x,h+e¢),

illetve minden t > 0-hoz és y € R-hez
Li(y) :=sup{h >0:T(y,h) < t}.

A fenti L, megegyezik H;-vel és az X, folyamat lokalis idejét adjak. A kovetkezs két
tételben Osszefoglaljuk a lokalis id6 1étezését, folytonossagat és kapcsolatat az elére

és hatrahalado folyamatok rendszerével.

14. Definici6. Mindent > 0-ra és A C R Borel-halmazra az X eléforduldsi mértéke!

t
,ut(A) 2_/ 1{XS€A}d3-
0

A lokélis id6 a p; el6fordulasi mérték és a Lebesgue-mérték Radon—Nikodym-

derivaltja.

2.6. Tétel.
(1): Majdnem biztosan minden t > 0-ra p; abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre
és a striségfigguénye Ly().
(17): t — Li(+-) monoton novd figguény, mely a [0,00)-b6l a valds értékd, folytonos,

kompakt tartoji fiigguények osztdlydba képez.
2.7. Tétel. (Ray-Knight tétel) Egy valdsziniséggel minden (x,h) € E ésy € R-re
Lrgn(y) = Man (1): (2.17)
Tovdbbd eqy valdszindséggel minden (z,h) € E ésy € R-re

Lyt (e (y) = 161151 X(:c,h+a) (y)- (2.18)

lszakirodalomban occupation time density
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A 2.7. tétel bizonyitasa és egyéb részletek [9]-ben olvashatok. Diszkrét esetben
lattuk, hogy a lokalis id6nek egy adott pillanatban a folyamat értékéhez esé legko-
zelebbi indul6pontu el6re és hatrahaladd bolyongésok felelnek meg. A 2.7. tételben

lathatjuk ennek folytonos valtozatat.

A tétel elnevezése a Brown-mozgés lokalis idejére vonatkozé Ray—Knight tételbsl
ered, ahol a Brown-mozgas lokalis ideje a két dimenzios Bessel-folyamattal irhato le.
A diszkrét és folytonos Ontaszité folyamatok kapcsolata nem csak a labirintus
és a FICRAB kozotti hasonlosagban lathato. A kovetkezd tételben az (1.2) lépési

szaballyal lehet rokonsagot felfedezni.

2.8. Tétel. Tetszdleges (o, hy) € E-re

P —lim, o [[7@0h0) LelXo)oe) (LeXo)be) g

= = X7 (z9,h0) + % (infOSSST(l“O:hO) X5+ SUPo<s<T(x0,ho) XS) :

A TSRM lokalis ideje ugyan nem differencidlhato, de azért a 2.8. tételbdl azt
kapjuk, hogy a folyamat dinamikajat egy pszeudo derivalt ellenirdnya adja meg. Ezzel
a TSRW mindkét megkozelitését osszekapcsoltuk a TSRM-nel.
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3. fejezet

Utolso érték a lokalis 1d6

figgvényében

A fejezet lényegében [5] alapjan késziilt és az el6z6 két fejezet jeloléseit hasznélja.
A tovéabbiakban a TSRM egy adott id6pontban vett lokalis idejébdl szeretnénk ko-
vetkeztetni a folyamat utolso értékére. A kozponti allitas szerint folytonos esetben az
utolso érték egyenletes eloszlast egy adott intervallumon. ElGszor diszkrét esetben bi-
zonyitjuk az allitast a hatarértékre, majd a diszkrét és folytonos 6ntaszit6 folyamatok

hataratmenetével folytonos esetre is.

3.1. Egyenletes eloszlas a diszkrét hatarértékre

Célszerd bevezetniink egy modositott lokalis id6 fiiggvényt, ahol az a tulajdonsag,
hogy a folyamat utols6 értéke leolvashatd a folyamat lokalis idejébdl, megsziinik.
Legyen X, = z és I,(z + 1/2) — l(z — 1/2) = 0 esetén hiizzuk ssze z-ben a lokalis
id6t, vagyis minden z > y € E pontra legyen 1, (y) := l,,(y—1). Az |l,,(z+1/2)—1,(x—
1/2)| = 2 esetben iktassunk be egy 1j pontot. Legyen most l,,(z+1/2)—1,(z—1/2) =
2 és ly(z+1/2) = (l(x + 1/2) + l,(x — 1/2))/2 és minden x < y € E pontra
legyen [, (y) := l,(y — 1). Ezekkel a modositasokkal elértiik, hogy minden e € E-re
|l,(z +1/2) — l,(x — 1/2)| = 1 és ekdzben a hatareloszlason nem valtoztattunk. Mi

most csak az elsd esettel foglalkozunk, tehat amikor /7 = [. Legyen ekkor
(@) == 1(r = 1/2)1, 5 +l(z+1/2)1 5 .
Minden olyan pontban, amikor a labirintusban egy téglalap als6 oldaléat elérjiik,
dontési pontban vagyunk, azaz a tovabblépés iranya véletlen, tehat n végpont mellett
[t =1,. Minden olyan pontban pedig, amikor egy téglalap kozepébe lépiink, kovet-

niink kell az aktudlis szakaszok iranyat, azaz a lépés determinisztikus és [t # [ .
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Jeloljiik (N (k), k € N)-val a szamozott dontési pontokat, vagyis N(0) = 0 és minden
k>0-ra N(k+1):=inf{n > N(k) : [t =1 }.
3.1. Lemma.

N (k) + Hy

k= 9

(3.1)

Bizonyitas. Alkalmazzunk indukciot k-ra. k = O-ra N(0) = Hy = 0 miatt igaz a
lemma. Tegyiik fel, hogy k-ig igaz és tekintsiik a k& + 1 esetet. Ha N(k+ 1) = k + 1,
akkor H N(k+1) = H Ny + 1, mert figyelembe véve, hogy a kozéprél hiazott szakasz
a jobb oldalunkon van, csak felfelé, illetve szinten maradva léphetiink. A szinten
maradas viszont nem egy téglalap aljara juttatna a kovetkezs lépésben, tehat felfelé
lépiink.

Ha N(k+1) = N(k)+j valamely j > 2-re, akkor j—1 determinisztikus lépés volt.
Ebben az esetben pontosan az N (k) és az N(k + 1) — 1 1épésben maradunk szinten,
a kettd kozott pedig csokken az y koordinata értéke. Dontési pontbol ugyanis felfelé,
vagy lefelé haladva téglalap aljaba, azaz dontési pontba jutnénk, emellett két szinten
maradassal is ismét dontési pontba jutunk, amire csak N(k 4 1) — 1 lépésnél keriil
sor. Mindebbdl tehét Hy i1y = Hygy — (7 — 1) + 1= Hygy — j + 2, amibél a (3.1)

mar kovetkezik. O

Jeloljiik ®-vel azon f : Z — N fiiggvények halmazat, melyekre P(3k : f =1 N(k)) >
0. Tetszoleges f € ®-re legyen m_ = m_(f) := 1 + max{z € =N : f(z) = —1} és
my =my(f) :=min{z € N: f(z) = —1} — 1, valamint vegyiink egy @ := —1,c2711
fiiggvényt. Ekkor R\ (m_,my)-on f =a és [m_,m,]-on f > 0. f-nek az [m_,m,|-
beli nullhelyeit jeloljiik O(f)-fel. O(f) olyan pontokat tartalmaz, amelyekben a fo-
lyamat pontosan egyszer jart (de nem feltétlentil tartalmazza az Gsszeset).

Tekintsiik most az O(f) pontjai altal hatarolt intervallumokat. Ekkor a nulla
mindig széls§ intervallumba esik, mert z,, > 0 esetén a folyamat a minimum érték-
t6l eltekintve minden negativ értékben paros sokszor jart, x, < 0 esetén pedig a
maximum értéktdl eltekintve minden pozitiv értékben jart paros sokszor.

Ebbdl a meggondolasbol kapjuk a késébbiekben folytonos idére megfogalmazott
allitas azon részét, miszerint a lokalis id§ alapjan lesztikithet a folyamat lehetséges
utols6 értékének halmaza. A lesziikitett halmaz az a szélsé intervallum, amely a
nullat tartalmazo szélsé intervallum ellenkezd oldalan van. Ez a diszkrét esetben
kénnyen meggondolhatd, hiszen az intervallumok szélsé értékei mintegy bejaratként és
kijaratként tekintenddk. Az allitas kiterjed a az utolso érték lesziikitett intervallumon

beliili eloszlasara is. Nézziik ezt meg diszkrét esetben.
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Legyen I(f) az a széls6 intervallum, amely a nullat tartalmazé szélsé interval-
lum ellenkezé oldalan van. Minden x € I(f) N N-re vegyiik a kévetkezs események
halmazat:

B,y :={3k>0f =Inw ¢s Xnu) = z}.

Rogzitett = és f esetén ez azt jelenti, hogy e < z-re f(e +1/2) = 5\1-+1/2’f(x)(6)
és e > x-re fle—1/2) = Xm_l/z,f(x)(e). 5\x+1/27f(2) és 5\$_1/27f(m) fiiggetlen el6re és
héatra halado véletlen bolyongasok, amik (m_(f), my(f))-en 0-ban visszaverédnek,

ezen kiviil pedig 0-ban elnyel6dnek. Ez alapjan E, ; esemény valoszintsége

1\ (m=m-)=0(f)
) . (3.2)

P(E. ) = (5

Legyen f € ® és Xy(ry=n = z, tovabbd T(f) = > ,(f(y) —a(y)) az f és a
kozotti tertilet. Ekkor

n="T(f)+ f(z). (3-3)

Ezt onnan lathatjuk, hogy n a nem modositott lokélis id§ és annak kezdeti érté-
kének, a-nak a kiilonbsége, a modositott lokalis id6 pedig a lokalis id6t hiizza Gssze
f(z)-ben, igy n és T(f) eltérése valoban f(x).

A (3.1) és a (3.3) egyiitt adjak, hogy

n+ flz) _T(f)

k= ) = + f(x). (3.4)

Mivel T(f) <| f(z) |?, ezért azt kapjuk, hogy

L LN (3.5)

Tetsz6leges A € N-re legyen g4 egy A/2 varhato értéki geometriai eloszlasa valo-
szintiségi valtozo és jeloljiik (z4,v4(+))-val a ga-ban megallitott <)?N(qA), ZN(qA)(-))

part. Legyen tovabba us az I(y4)-n egyenletes eloszlast valoszintségi valtozo.

3.1. Allitas. f € ® ésx € I(f) esetén

P((za,7a() = (@, ) ;2 P ((wa,7a() = (2, f)). (3.6)

Bizonyitas. Egy f € ®-hez legyen k(x, f) egy « € I(f) végpont eléréséhez tartozo
dontési pontok szama. Felhasznélva a (3.2)-t kapjuk, hogy

]P(Ex,f7QA = k(&?, f)) =

=P (Ex,f) P(ga = k(z, f)) = (%)(nu—mf)—O(f) (1 B %)k(m,f)—l

o [vo
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A — oo esetén T(v4) — oo is teljesiil majdnem biztosan, ezért /T (v4) elhanyagol-
hato lesz T'(f) mellett. Tetsz6leges f € ®-re legyen

(! (m—m_)-0(f) o (P21 g
r(f) =13 A A

A (3.3)-t kihasznalva kapjuk, hogy minden f € ®-re és x € I(f)-re

(1 _ z) P ((a) = (2, f)

<1
A

p(f) B
A fentit kiatlagolva minden x € I(f)-re az adodik, hogy

(1_2) "D P ((ua74) = (2.) _ Pla=1)
= <

= <1.

p(f) p(f) [ 1(f) |
A fenti egyenl6tlenségek hanyadosa

(D =R =00 T

elég tehat azt belatni, hogy
9 T(f) 9\ ~VI()

A — o0 esetén. Alkalmazzuk a (3.3)-t a véletlenitett dontésszamra,

T'(ya T(va

(T) << % + VT (74).
Ekkor figyelembe véve, hogy g4 geometriai eloszlasa A/2 varhato értékkel a 3.1. &l-
litds mar adodik. OJ

3.2. Egyenletes eloszlas folytonos esetre

Az el6z6 részben belattuk, hogy diszkrét idében az utolso érték eloszlésa a lokalis
id6 fliggvényében egyenletes a lokalis id6 azon széls6 intervalluméaban, mely a 0-t
tartalmazo ellenkezd oldalan van.! Ez az eredmény kulcsfontossagt a most kovetkezd
tétel bizonyitasahoz. Legyen (Xi):>o TSRM, (A\¢)i>0 a lokalis id6, I; pedig A; azon
széls¢ intervalluma, amely a nullat tartalmazé intervallum ellenkezé oldalan van.
Mint majd az 5. fejezetben latni fogjuk, az intervallum 0.225 valészintiséggel a lokalis

id6 teljes tartoja, egyéb esetben viszont egy valdszintiséggel nem elfajulé.

LAz intervallumokat a nullhelyek vélasztottak el és folytonos esetben is igy értjiik a lokalis id6

intervallumait.
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3.2. Tétel. X, feltételes eloszldsa adott \(-) mellett egyenletes az I, intervallumon.

Egy Brown-mozgas t-beli feltételes eloszlasat a lokalis ideje mellett a szakiroda-
lomban Brownian burglar distribution-nak, azaz a Brown-rablé eloszldsanak nevezik.
Elképzelve, hogy egy rablé Brown-mozgas szerint menekiil, és szamunkra csak a mér
latogatott helyek és a latogatasok gyakorisaga ismert, a Brown-rablo eloszlasa adja
a jelenlegi hollétének eloszlasat. Ha igy gondolunk az eléz6 tételre, akkor azt mond-
hatjuk, hogy a TSRM szerint menekiil§ rablé I-ben optimalisan bujkal. A 3.2 tétel
diszkrét esetben csak hibaval all fenn, ami hatérértékben elenyészik. A TSRW és
TSRM hataratmenete nem trivialis. A TSRW és a TSRM véges dimenzios elosz-
lasainak konvergenciaja [9]-ben olvashato, mig a diszkrét és folytonos elére, illetve
hatrahalado rendszerek eloszlasbeli konvergencidja [8]-ban talalhaté. Dolgozatom-

ban [5] szerint haladok tovabb a 3.2. tétel alabbi formajat bizonyitva.

3.3. Tétel. Legyen 7 eqy X-tdl fiiggetlen 1 vdrhato értéki exponencidlis eloszldsi
valdszindségi vdltozo. Ekkor X, feltételes eloszldsa A, (-) mellett egyenletes az I, in-

tervallumon.
Bizonyitas. A bizonyitas az alabbi lemman mulik.

3.4. Lemma. Legyen ()Afn)nzo TSRW és qa eqy X -t6l fiiggetlen A/2 vdrhato értékid
geometriai eloszldsi valdsziniségi vdltozd. Ekkor az eloszldsbeli konvergencidt <, -vel
jelolve,

(A7 X A Pl (A7), AP (I, ) == (X, A (). 1) (38)
Bizonyitas. Legyen C' := {folytonos, kompakt tartoju, R — R fiiggvények}, to-
vabba definialjunk minden ® : R x C'xR? — R korlatos folytonos linearis funkcionalra

egy skalazo funkcionalt a kovetkezdképpen:
O (2,1(-), 1) i= B(A™Pangayy A B (AY3), A7230).

Fejezziik ki a tételbeli harmasok ®4 funkcionaljanak varhaté értékét. Legyen F
az olyan (z, h) € Z x N pontok halmaza, melyre x + h paros. Legyen tovabba minden
(x,h) € Fre f,p € ¢ az (x + 1/2) pontbol indul eldrehalado és az (z — 1/2)-bdl
indul6 hatrahalado folyamatok konkatenacioja. Ezen jelolésekkel a (3.4) egyenlGséget
felhasznalva kapjuk, hogy

E ((I)A()?N (qa) ZN QA)('>7[<ZN(CIA)>> =

= S E (@8 fan . o) i) Blas = ) =

k= O(xheF

- Z Z E(q)A(xvfz,h(')vI(fz,h)) (1_2/A) (o) +2)/2 1) (39)

(z,h)EF
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Minden (z,h) € R x R*-ra vezessiik be azon (z4,h?) € F, melyekre A?3z €
(24, 24 4+ 1) 6s AV3h € [h, kA + 1), ha 24 paros, illetve AY3h € [h4 — 1, h*), ha 24

péaratlan, tovabbd jeloljiik f4-val az f,a 4 skdlézottjat, azaz
FAC) = AT fraa (APF2),

Jelolje T4 az f4 és az atskalazott kezdeti lokélis id§ kozotti teriiletet. Ekkor

(3.9) atirhato a kovetkezd integral alakba:

/ / A2BA FAC) T(F4)) - (1 — 2/A)(A'TA+2’LA)/2*1) dr dh.  (3.10)

A folytonos esethez felhasznaljuk a 10 definiciot. A Fubini tétel, és a t = T'(x, h)

atiras segitségével a folytonos esetre vett hatarérték a kovetkezSképp irhato:
E (X, A\, 1)) =

= [E / e_t(I)(X“ >\(Xt,/\t(Xt))7 [(Xt)\t Xt) )dt)
0

= E(/ / e_T(:c,h)(I)(;L" )\(x,h)aIx,h)dh dx) =
— / / V®(2, Aoy, Lop)) dh d. (3.11)

Be kell latnunk tehat, hogy a (3.10) konvergal a (3.11)-hoz, amihez elGszor az
integrandusok konvergenciajat gondoljuk meg, majd a dominélt konvergenciatételt
alkalmazzuk. Az el6bbi a Szkorohod reprezentacids tételen milik. Eszerint ha ve-
sziink minden n > 0-hoz egy (SP)r>0, [n/2h]-bol indulé szimmetrikus bolyongast és
vessziik ezeknek az S™(.) := n~Y 35’[’;2/3.] atskalazottjat, akkor S™ majdnem biz-
tosan konvergal egy h-bol indulé standard Brown-mozgashoz. Ebbél kévetkezik az
A2BxA — 2, mint a kiindulépont és f4 — A(z,h), mint a trajektoria konvergencidja,
mivel a tiikrozott folyamatok is egy valdszintiséggel konvergalnak. [ konvergenci-
ajahoz még sziikséges egy (x,h)-bol inditott B Brown-mozgas azon tulajdonsaga,
miszerint ha megallitjuk a 0-szint elsé elérésénél és tjrainditjuk, akkor majdnem biz-
tosan rogton elGjelet valt. Ennek koszonhetSen a lokalis id6k nullhelyei hatérértékben
megegyeznek, igy [-ben is vehetiink hatéarértéket.

A dominalt konvergenciatételhez elég latnunk, hogy a (3.10) feliilrél korlatos, ami
teljesiil ||®||ooe @) korlattal egy nagy A-tol kezdve valamely ¢ > 0 konstanssal.
Ezzel belattuk a 3.4. lemmat. 0

Mivel a 3.1. allitas szerint a diszkrét ontaszito folyamatra hatarértékben igaz az
utolsé érték I-beli egyenletes eloszlasa, ezért a 3.4. lemma alapjan belattuk a 3.3.
tételt is. O

25



4. fejezet

A Brown-mozgas és a TSRM

Ebben a fejezetben a TSRM-t és a Brown-mozgést vetjiik 6ssze néhany f6bb tu-
lajdonsagot megvizsgalva. Az Gsszehasonlitast két érdekes kiilonbség motivalta. Az
els6, hogy a Browm-mozgas martingal, aminek egyik feltétele, hogy véges kvadratikus
variacioval rendelkezik. Ez a feltétel igaz egy altalanosabb fogalomra, a szemimart-
ingédlokra is. Szemimartingalok azok a folyamatok, melyek meghatarozhatok szto-
chasztikus differencidlegyenlet altal. A TSRM kiviil esik ezen folyamatok koérébdl,
ami megmagyarazza a 2. fejezetben végigvett koriilményes konstrukeiot.

A masodik érdekes kiilonbség, hogy mig a Brown-mozgasnak egy valdszintiséggel
nincs lokalis névekedési pontja, addig a TSRM-nek egy valoszintiséggel van, illetve egy
rogzitett id6pontig nézve a folyamatot pozitiv valdszintiséggel van globalis névekedési
pont is. A TSRM lokalis id6 fliggvényei visszaver6dé Brown-mozgésok, amiben a
belsd nullhelyek pontosan az adott idépontig vett globalis novekedési pontok. Ebbél
azt is megkapjuk, hogy a globalis novekedési pontok torlodva jelentkeznek.

A fejezetben nem tudunk teljes kord 6sszehasonlitast végezni, mivel szamos olyan
tulajdonsag, melyet a Brown-mozgasra mar tudunk, a TSRM-re még ismeretlen. X
és H a 12. definicibban bevezetett TSRM-t, valamint annak lokalis idejét jeloli.

Allitasok elemi tulajdonsagokrol
4.1. Allitas.
(1): Majdnem biztosan t — (Xy, Hy) folytonos [0, 00)-en és (Xo, Hy) = (0,0).
(17): Egy valdsziniséggel tetszdleges x € R-re a {t € Ry : Xy = x} halmaz nem
korldtos.
(1ii): At— (Xy, Hy) és at— (—Xy, Hy) folyamatok azonos eloszldsiak.
(iv): Tetszéleges a > 0 valds szamra a t +— (Xu, Hy) és a t — (a?*Xy,a'/®Hy)

folyamatok azonos eloszldsiak.
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Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy léteznek (t,)n>0, (£, )n>0 t > 0-hoz tart6
sorozatok, hogy lim, oo Xy, 7# limytee Xy . Ekkor mivel (Xi, Hy)-t szuprémumként

definialtuk, ezért léteznek (T, hak) 6s (2, 4, hy, ) sorozatok, hogy

Il‘iTm(xn’kj hn,k) - (th7 th) ) llg%]*m T(l‘n’k, hn,k) - tTL; (41>
%}Tm(x,n,k’? h;z,k) = (Xt:l> Ht;) ) llﬂle T(ﬂf;,k, h;z,k) = t;z‘ (4.2)

Diagonalis kivalasztassal tudunk adni (k,),>0 sorozatot, hogy a mentén

’ ’

T(n s hng,) =1 = T(:cmk,n, n,kn) és

TlLiTIOnO(xn,km Pok,) = }LiTrglo<th’ Hy,), ETro%@;’k"’ h;z,kn) = }Liglo(Xt;a Ht;)v
ami ellentmond a a 2.4. lemmanak. Ha a folyamat (x, h) # (0,0)-bol indulna, akkor
az ebbdl inditott RAB alatti tertilet definici6é szerint minden € > 0-nal kisebb lenne,
azaz 0 lenne, ami lehetetlen. Ezzel az (i) részt belattuk.

Az (ii) részhez azt kellene igazolnunk, hogy majdnem biztosan minden z € R-
re limyyoo T'(x, h) = +00. Vegylnk egy ekvidisztans felosztast y-tengelyen. Durva
also becslésként a felosztas szeleteken tekintsiik azon teriileteket, melyek a felosztas
pontjaiban 0-ba tolt trajektoridkbol szarmaznak. Ekkor végtelen sok fiiggetlen azonos
eloszlast, egy valoszintiséggel pozitiv teriileteket adunk Gssze, ami egy valdszintiséggel
végtelen. (ii) azt mondja ki, hogy a TSRW a Brown-mozgéashoz hasonloan minden
allapotba egy valdszintiséggel visszatér.

(7i1) &llitas kozvetlen kovetkezménye a 2.2. tételnek, mert X; és —X,; loka-
lis ideje kozotti kapcsolat éppen Acx, m)(y) = A_x, my(—¥), illetve iy, 4 (y) =
A= x,, 1) (—Yy) attol fiiggden, hogy X; > y, vagy x; < y.

A tétel utolso része a skalazasi tulajdonsag, ami a Brown-mozgas skalazasi tulaj-
donsagan alapszik. Vegytink egy (X, H;)-bol inditott RAB folyamatot, ami alatti
teriilet pontosan t és jeloljiik magat a folyamatot W-vel. Tekintsiik tovabba az
(a*3X,,a'/3H,)-bdl inditott atskalazottjat, ami alatti teriilet a®/3 — a'/3t = at. Azt
kellene latnunk, hogy az atskalazott folyamat RAB folyamat maradt, vagyis, hogy
W(s) = a'*W(a=?/3s) is RAB. Ezt pedig pontosan a Brown-mozgas skalazasi tulaj-
donséagéabol kapjuk.

Jegyezziik meg, hogy (iv) szoros kapcsolatban &ll azzal, hogy a TSRM 3/2 rend-

ben véges variacidji, amit a a 4.1. tétel foglal magéaba. O

A kovetkezd tétel a TSRM 3/2-beli véges variaciojarol szol, ami egyben igazolja a

fejezet elején tett kijelentést is, miszerint az ontaszité folyamat nem szemimartingal.
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Vezessiink be minden € > 0-hoz egy megéllasi id§ sorozatot és hozza minden ¢ > 0-ra

egy valoszintiségi valtozot a kévetkezSképpen:
0g:=0, 0 :=inf{t >0, | :|X,— Xp:_|=¢}.
N{ :=sup{n >0:06; <t}.
4.1. Tétel.
(i): Minden (x,h) € E-re

2T (x, h)

P —lim &P Ni oy =

(17): Minden t > 0-ra

P — lim Xg — X P2 =P —1lime?/?Ne =
E\LO Z | 0n 6n71| EJ,O t
n<Ny

B

A bizonyitas megtalalhato [9] 7. fejezetében.

A 2/3-os skalazasi kiteve és egyes szamolasi eszk6zok révén kapcesolatba hozhato
a TSRM a KPZ (Kardar-Parisi-Zhang) folyamatosztéllyal, amely a KPZ nemlineéris
sztochasztikus egyenletet kielégits folyamat vonzasi kore. A mélyebb Osszefiiggés még
nyitott kérdes. (|6])

Markovitas és kovetkezményei

Eszrevehetjiik, hogy a 4.1. tétel altalaban (X, H,) parrél tesz allitast, nem kiilon
az Ontaszitd folyamatrol. A 4.1. tételben ez pusztéan azért van, hogy minél tobbet
megtudjunk a lokélis id6rdl is, de a tételt magara X;-re is lehetne vonatkoztatni. Ez
a rész tobbek kozott a markovitasrol szol, ami azonban mar nem &ll fent ¢ — X;-re,
csak a t — (X, Hy) parral. Az, hogy X; nem Markov tulajdonséagt, nyilvanvalo, hi-
szen tetszoleges id6pontban a tovabblépés az egész multtol fuge. A t — (X, Hy) par
markovitasanak igazolasa [9] 5. fejezetében olvashato, de megemlitjiik, hogy a meg-
felels diszkrét folyamatpar markovitdsa mind az (1.2) tovabblépési szabaly alapjén,
mind pedig a labirintusos konstrukci6 alapjan trivialis.

A Brown-mozgas szamos tulajdonsiga az erés markovitasbol adodik. Ide soro-
lando, hogy barmely megéllasi id6bdl ujrainditva is Brown-mozgast kapunk, vala-
mint az ebbdl kovetkezd tikrozési elv, illetve az id6 inverzi6 is. [9] 7. fejezetében
olvashatunk azon megfigyelésrsl, miszerint t — (X, H;) Markov tulajdonsagan ke-

resztiil megmutathato, hogy az E-beli pontok tipusa? hogyan all dsszefiiggésben a

illetve t — Hy-re is, hiszen a a 2.7. tétel alapjan t — H, RAB folyamat.
2Lasd a 7. definicié utani megjegyzést.

28



folyamat kivételes pontjaival, nevezetesen a lokalis szélsGértékekkel és a lokalis no-
vekedési pontokkal. Ez alapjan a lokalis novekedési helyek pontosan az [1,1] tipust
pontok x-koordinatéi, mig a lokélis minimum és maximum helyek rendre a [0, 2], [2, 0]
tipustak x-koordinatai. A lokalis minimumok és maximumok ilyen meghatarozasat
szemléletesen a diszkrét labirintus alapjan lehet latni, hiszen két el6re, illetve két
hatra folyamat taldlkozésakor a bejaras soran az z-tengelyen iranyvaltas torténik. A

tovabbiakhoz idézziik fel a tipus fogalmét.

I(z,h) = limy, supt{p € N: 3ny,...,n, € N, hogy
Vi=1,.,p:% <y F(x)=heésVz € lyx)F,(2) <..<F,(2)}

I*(z, h) = lim,, supi{p € N : 3ny,...,n, € N, hogy
Vi=1,..,p:3; >y, F(x) =hé Vz e (2,y], Fh(2) <..<F,(2)}

Egy (z,h) € E pont tipusan az [I(x,h), I*(z,h)] szampart értjiikk. Az [1,1] ti-
pusu pontok rogzitett elsé koordinatara stirtin fordulnak els. ElGszor lassuk be, hogy
azon pontok, melyekre I(x,h) = 1 stirtin fordulnak el6. Legyen ugyanis (F)ren az
E \ {0}-bél inditott FICRAB?. Indirekt tegyiik fel, hogy valamely 0 < h; < ho-re
((z, h1), (z, he)) intervallumon minden (x, h)re(n, ny) ponthoz létezik e, > 0, hogy
((x—e,h)) : 0<e<eyn he(0,00) tartomanyon csak véges sok (x,h)-ba érkezs
F;, fo-

lyamatot, ami ((z, hy), (x, hy)) intervallum kiilonb6z6 pontjéaba érkezik. A beérkezs

F; olvadjon 6ssze. Vegyiink két azonos els6 koordinataja pontbdl indulé Fj,,
pontokra hasznaljuk a (z, ), illetve a (z, h?) jelolést, a kiinduldsi pontokra pedig a
(x;, hyy ), illetve a (x;, hyy) jelolést. A 2.1. allitas (i) és (iv) része alapjan tudunk ugy
valasztani, hogy F;,, F;, végtelen sok Fj-val olvad 6ssze. Vegytink (z+x;)/2 els6 koor-
dinataja pontokbol indulo Fy-k koziil két olyat, amibe végtelen sok y € ((x+x;)/2, )
els6 koordinataju pontbdl induld Fi, megy tgy, hogy kiilonb6z6 (x,h) : h € (hy,, hi,)
pontba érkeznek. Ily modon kozelitve x-hez Fj-k méasodik koordinatabeli monotoni-
tasa miatt kapunk egy Fy-kbol allo sorozatpart, hogy a beérkezéstik ((z, hy), (x, ha))-
ben egymasba agyazott intervallumokat hataroznak meg, valamint az n-edik elem
végtelen sok ((z + x;)/2", x) X (h;,, hi,) tartomanybol induld Fi-val egyestil. A beér-
kezési pontok hatéarértékére igaz lesz, hogy minden n-re végtelen sok (x + z;)/2", z)
els6 koordinataju pontbol induld Fi-nak pontja. Jegyezziik meg, hogy két kiillonb6z6
pontot nem kaphatunk hatarértéknek, mert ekkor a koztes részen minden pontba az
elég kozeli pontokbol vald indulési Fji-k csak véges sokan lennének, ami ellentmond

az indirekt feltevésnek. Ahhoz, hogy a pont [1, 1] tipust legyen, ki kell egészitentink

3Két oldali visszaver6dé-elnyels Brown-mozgasok, melyek talalkozéas esetén elnyelGdnek.
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az el6bbi sorozatot. Mivel az E\ {0} pontjaibdl visszafelé nézve Fj-kat csak a 0 szin-
ten vett viselkedésiikben kiilonboztethetjiik meg, ezért az érvelés az x-t6l jobbra esé
pontokat és a beldliikk balra indulé Fj-kat tekintve is elmondhatd. Kezdd lépésnek
legyen € > 0, hogy A (z +¢€) # )\(x,hf)(x + ¢). Ha az el6z6ek szerint vesziink
sorozatot, de felvaltva tekintve jobbrol, illetve balrol a FICRAB-beli part, akkor a
beérkezési pontok hatarértéke mar [1, 1] tipusi lesz.

A [0,0], [1,0] és [0,1] tipust pontok x-koordinatai pontosan azok a helyek, ahol
a folyamat legalabb egy iranybol torlodo. A 2.2. tétel (i) része alapjan ezek egy
valoszintiségli halmazt alkotnak a fols6 félsikon. Elmondhaté tehat, hogy a Brown-
mozgéashoz hasonléan egy adott pontban egy valoszintséggel torlodas figyelhets meg.
A (2.7) kifejezésbdl és az el6bbibdl azt is megkapjuk, hogy E\IE pontjai egy valoszint-
séggel legalabb egy iranybol torlodasi ponjai a folyamatnak. Ebbdl kovetkeztethetiink
arra, hogy egy valosziniiséggel a TSRM semely intervallumon nem monoton, ahogy

a Brown-mozgés sem.

A novekedési pontokrol

A Brown-mozgasnak egy valoszintiséggel nincs lokalis névekedési pontja. Ezzel
szemben a TSRM-nek stirtin vannak lokalis névekedési pontjai, mi tobb tetszsleges
idépontig nézve kozel 0.775 valoszintiséggel 1étezik globalis névekedési pontja is. Vizs-
galjuk el6szor a globélis novekedési pontokat. Vegyiik észre, hogy a 3.2. tétel alapjan
a lokalis id6 bels6é nullhelyei megegyeznek a TSRM globalis névekedési pontjaival.
Tegyiik fel ugyanis, hogy a lokalis id6 valamely belsé 0-helye tobbszor latogatott.
Ekkor lenne olyan racionalis id6pont, hogy a nullhelyen masodszor mentiink at, tehét
egy bels6 intervallumban vagyunk. Ez ellentmondana a 3.2. tételnek. A kévetkezd
fejezetben targyaljuk, hogy a pontosan ketté nullhelyd lokalis id6 kozel 0.225 valo-
szintiséggel fordul els. Tudjuk azt is, hogy a lokalis id6 trajektoridja a tarton 0-ban
visszaver6dé Brown-mozgéas. Elmondhatd tehat a TSRM-rél, hogy megkozelitSleg
0.775 valoszintiséggel végtelen sok globalis novekedési pontja van, melyek torlodva
jelentkeznek. Az el6z6 részben megjegyeztiik, hogy E \ {0} halmaz tetszSleges rog-
zitett els§ koordinataja mellett egy stird részhalmaz egy valoszintséggel [1, 1] tipust.
Kihasznalva a 2.5. tétel (i) részét, kapjuk, hogy a lokalis novekedési pontok stiriin
helyezkednek el.
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5. fejezet

A lokalis 1d6 szélsd intervalluma

5.1. Egy intervallum esete

Az alfejezet [5] alapjan halad és a kovetkezd alfejezet felvezetéseként szolgal.

5.1. Allitas.

P(supp(M) =) =1 — %W ~ 0, 225. (5.1)

Annak érdekében, hogy lassuk, az eredmény milyen eszkdzoket kivan, a bizonyi-
tas vazlatat ismertetjik. A kiindulasi pont az id§ szerinti integralasrol ¢ = T'(x, h)
helyettesitéssel az x és h szerinti integralasra valé attérés. [5]-ben szereplé kisebb
meggondolasokkal és az el6z6 helyettesitéssel eljutunk a keresett valoszintiség kovet-

kez6 forméajahoz:

P(supp(N;) = ;) = 2/000 Ey, (g exp (— /; Btdt)> dh, (5.2)

ahol ¢ és ¢ fiiggetlen h-szintelérési idsk, B, pedig 0-ban h-bol indulo kétoldali Wiener-
folyamat. Az (5.2) kifejezésben az integralt felbonthatjuk 6sszeg alakra és a Wiener-
folyamat fiiggetlen névekménytisége miatt szorzat alakra bonthatjuk az integrandust

az (5.2)-ben az alabbi modon.

e (o (- [ 5 Bt ) ) - (exp (- / i But) ) =uien). 63

Ekkor v(h) kielégiti a

v (z) = 2xv(x)

differencialegyenletet, aminek a megoldéasa az Airy-fliggvény segitségével fejezhetd ki.
Errsl bévebben olvashatunk [3]-ban. A Wiener-folyamat erés Markov-tulajdonsagaval
és egy parcialis integralas segitségével u(-) kifejezhets v(-) fliggvényében. A szamolas

utolso lépései az Airy-fliggvény 0 és oo-beli ismeretén alapulnak.
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5.2. Intervallum arany

A 3.2. tétel szempontjabol az el6z6 részben taglalt eset pont azt foglalja magaba,
amikor a lokalis id6 ismerete nem ad 1j informaciot az utols6 értékre nézve. Felmertil
a kérdés, hogy a 3.2. tétel mégis mennyire erés. Ezt olyan értelemben vizsgaljuk, hogy
milyen eloszlast a megfelel§ szélsd intervallum hossza a lokalis id6 tartdjahoz képest.
Legyen I most a korabbi jelolést feliilirva a lokalis id6 tartdjanak hossza. Mivel a
folyamatunk 0-ra szimmetrikus és az egypupu esetet mar az el6zd részben elemeztiik,
igy most csak a jobbra eltolodott lokalis idejti folyamatokat tekintjiik, ahol legalabb
két pozitiv nullhely van. Jobbra tol6dott lokélis idén azt értem, ahol a lokalis id6ben
a 0 bal széls¢ intervallumba esik. Vegylink egy tetszGleges ilyen lokalis id6t és legyen a
0 utani els6 nullhely b, az 6ntaszit6 folyamat maximuma, azaz a lokalis id6 jobb széls§
nullhelye pedig 3. Tetsz6leges ¢ > 0-ra a [ — ¢ id6pontbhol nézve a lokélis idét RAB
folyamatot kapunk. Igaz tehat az, hogy 0 és [ kozott egy olyan Wiener-folyamat
abszolut értékének trajektoriaja huzodik, amelynek [-ban egy valdszintiséggel nem
torlédnak a nullhelyei. Legyen a b-bdl Gjrainditott abszolutértékes Wiener-folyamat

W, valamint legyen az utolsé intervallum hosszat mérd valoszintiségi valtozo (.

5.1. 4bra. Jelolések a szamolashoz.

Ekkor felbontva az eseményteret a 8 el6tti utolsé nullhely szerint

P(C <) = / P (Wi yy=06s Wiy o>0Vue(0,s) | Wy y=0)ds =
0

32



_ /x /s fwﬁfb—s’Wﬁfb (07 0) - fWﬁ—b—s7Wﬁ—b—u7W5—b‘WB—b7v:v€(0,u)>0(07 0, 0) du ds, (5'4)
0 0

Jws )
ahol fWil

nye. A nehézséget a szamlalo masodik tagja, a feltételes strtiségfiiggvény okozza.

r helyeinek ismert egyiittes stirtiségfiiggveé-

..........

Egy lehetség lenne valamely € > O-ra (8 — b — €)-bdl visszafelé nézni a folyamatot
és tekinteni a —Wjs_;_. szintelérési id6t feltéve, hogy Wj, = —Wjs_,_.. Azonban e-nal
0-hoz tartani nem tiinik konnyt feladatnak.

A strtiségfiiggvény als6 becslése

A dolgozatban a kiovetkezd Osszefiiggés felhasznélaséval also és f6ls6 becslésekre

toreksziink.

k
fwip o (@1, s wg) = HQfN(o,ij—ij_l)(iCj —xj-1),
j=1

ahol 79 = 0. Legyenek A, := {W, =0}, s € (b, ) események. Az események unidjara
vonatkoz6 Boole-egyenlétlenség és {(b, B)-n W > 0} = {U,c(8)As } Osszefiiggés alap-
jan kapjuk, hogy

fo(w, B,0) >
/m 4)(2n/2(F— b —a)) — 8/(2r\/27(F —b—2)(@ — w)u)

U
lip<p<g_pndu =

S5 ) e

{(52) -iaES) M e

Az integral tovabbirhato6 ¢ := u — 5, majd v := % helyettesitéssel a kovetkezSkép-

pen:

.

[ o=t | vemr=at= | -

Rogzitett 5 és b mellett tehat ( strtségfiiggvényére
205 —b)r \"? (B-b \"
fe(z, B,b) > { (m) —2 B-b—n) Lio<a<p-b}- (5.5)

33



also becslés adhato. Vegytik észre, hogy o < 27 esetén ez semmit nem mond, hiszen
ekkor az (5.5) negativ. Mivel a célunk ¢ és I ardnyanak a becslése, ezért ha I-t
noveljik, x > 27 lesztkitéssel a 0 koriili arany becslését veszitjiik el.

Tegyiik fel, hogy a lokalis id§ O-ban h és legyen a pozitiv és negativ 0 szintelérési
id6 rendre &1 és &n2. Szeretnénk B és b helyett behozni I-t, &, 1 + &2 Osszegen
keresztil. Tudjuk, hogy b = &0 és B = I — &p1. Legyen &, 1= &1 + &2, ekkor
az (5.5) atirhato

Y| {\/ T \/ o Msssr-gn dien | 1) =

Y=I-¢, /x ' \/YT:; (\/% - \/5) Lio<ay d(Y | I) (5.6)

alakba. (& ;)i=12 fliggetlen h-szintelérési idék, melyeknek az eloszlasa ismert. &,

stirtiségfiiggvényét konvolucioval kapjuk a kévetkezSképpen:

2

_n2 —h
he 2 he2G-v)
z) = 1, — | 14,0 du
Jfen(2) /]R {u=>0} (\/ﬁu?’ﬂ) {z-uz0} \/ﬂ(z—u)?’/?
z 2 G#Q_Zu)

h 4
- /0 o Tale — WP du = \/2—%/0 fe, (u(z =) du.  (5.7)

Most az 0Osszeg feltételes striiségfiiggvényre van sziikségiink amellett a feltétel

mellett, hogy &, < I. A feltételes stirtiségfiiggvény s > I-re 0, s < [ esetén pedig

Fo(s) = 22l

=
fo J: fh(z)dz
Az (5.6)-ba behelyettesitve a feltételes stirtiségfiiggvényt azt kapjuk, hogy

/; ( - (\/%‘ ﬁ)) ﬁf;h—gclzl{O<x} s

Kifejtve a strtségfiiggvényeket adodik, hogy

—h2s

I s h2 Suls—u) -3/2
2 _.eZu(s u)uS—u du
e
L \Vs—z\Vx L7 3 fu(z — )~ 2dudz

A levezetést az u-szerinti integralokkal folytatjuk. A helyettesitéseket az egyen-
16ségek folé irjuk, ezen kiviil pedig csak a paros fiiggvények integralasi szabélyat
alkalmazzuk.

s 2, S s/2 ___=h®s s 2 —3/2
et u(s — )] du " cZocam (S (YY) e -
4
0 5/2 S

(NI
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2

z:=(cos? y)~1 X IN2 _gp2 1 1 \2 —1/2
[ (e e () e
1 \s 2 vz

y:=arcsin 2—1 % —2n? S -2 % —2h2 S -2
S COS2 —_— d pr— 2 SC052 —_— d f—
ey ( 5 cosy Yy = ey ( 5 cosy Y=
_z 0

X IN2 _gp2 =22, 1y 95/2 2 00
= 2/ (—) e (Vz—1)"dz <Y 78_3/26 03 / e vV 2dv.
1 S 0

Az integral a

/ e dy = VZ3

[e.9]

Gauss integral kétszeresével egyenld, igy

S _r2% 27/271'1/2 —242
eZuls— [u(s — u)] " 2du = ——rn-e"s .
| et tuts — ) -

Kovetkezésképpen

1 ! 2 x 2
f(xh[) f23/262dz/< 52(8——1')( ;—\/§>)€s 1{0<$}d8_

(W)
f 2= 3/2672;2612 m

Ez a becslés x — [ esetén 0-t ad, tehat az intervallum arany 0 és 1-beli viselkedé-

—2hn2

e s ds 1{0§m}- (58)

sére az als6 becslésbdl nem tudunk kovetkeztetni. x € (2, I') esetén viszont rogzitett
I, h mellett a becslés pozitiv.
A strtiségfiiggvény folsé becslése

A Boole-egyenlGtlenség altalanositasaval, a szita formulaval tetszdélegesen finom
also és f0ls6 becslés kaphato fe(z, 5, b)-re. A kovetkezd

B s u
P{UscppAs}) < / A, ds — / / A, N A, dvdu
b o Jo

Osszefiiggésbdl adodo fols6 becslés fe(z, 5, b)-re nemnegativ = esetén az alabbiakban
lathato, ahol X := 3 —b. 1

/:C /u fWXﬂE,Wx (07 0) - fWX717WX7u7WX (O’ 07 0) + fWX*vaXf'umWvaaWX (07 07 O’ 0) dvdu

fWX (0)

LA primitiv fiiggvényeket program segitségével szamoltam, igy nem irok részletesebb levezetést.
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8 16

4
T u - + 2
:/ / (27r\/x(X x)) (27r\/271'(X z)(x—u)u) 47 \/X z)(xz—u)(u—v)v dv du —
0 0

2
V2 X

2X S | 2 2
- \ 7T(X—$)/o /0 NC \ 7T($—U)U+W\/(a?—U)(u—v)vdvduz

“\lx Q)ix/\/_ sziu) \/g;QTud“:
a7 -5 eve)

Az alsé becslésnél szamolt fe, strtségfiggvénnyel X = I — {,-ra attérve azt

kapjuk, hogy

fela,h, 1) < / x+4¢‘ 51222 g
f 2_3/26 > dZ S—LU

(5.9)
Jegyezziik meg, hogy rogzitett I, h mellett s > O-ra ez az érték pozitiv. Az

exponencialis tagot foliilrdl, illetve alulrél becsiilve a kdvetkezére jutunk. Legyen

3/2
x+4
Ch(xaj) = \/> !

Y

fzﬁngfd ET—)

I I o I
C’h(a:,f)ez/ g(s,:c)dsgCh(m,I)/ g(s, :U)e s ds<Ch(;U I)efglh / g(s,z)ds.

Felhasznélva, hogy

I 1 ds_2cos_1< :v/[)
z Sv/(s—1) B NG

z (5.9) kifejezés jobb oldala x — I esetén 0-hoz tart, ami valamelyest mutatja

, (5.10)

a 3.2. tétel josagat. Az exponencidlis tagot az (5.8)-ban alulrdl, az (5.9)-ben f6-
lilrsl becstilve 1éteznek olyan Cy(h, I), Cy(h, I) rogzitett h és I mellett valos véges
konstansok, hogy

Cl(h,l)/ g(s,z)ds < fe(z,h,I) < Cy(h, [)/ g(s,z)ds. (5.11)
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fc I-beli 0-hoz tartasanak nagysagrendje az (5.10) és az (5.11) segitségével megha-

1

tarozhato cos™!(+) 1-beli viselkedése altal. Mivel cos™ gyokds nagysagrendben tart

O—hOZ7 ezért
h ]
h]ﬂ fC(ZE, ) )

x—T ([ — x)1/4

—C, (5.12)

ahol C' < oo valds konstans.
A 16186 becslést © — 0 esetben vizsgalva az (5.10) segitségével azt is lathatjuk,
hogy f¢(0,h,I) < oo, hiszen

I ) o I
fe(0,h, 1) < glclg(l) C’h(:r;,I)/ g(s,x)e%ds <e 1o 31612% Cy(z, 1) / g(s,x)ds =

—2hn2
e 1 x 2
fOI 2326722 P (\/ﬁ SR “f

o2
e 7 4421
fOI 2320722 4y

fc also becslését az aranyra vonatkoztatva I novelésével tetszéleges e > 0-ra elér-

< 0. (5.13)

hets, hogy (e, 1)-en pozitiv legyen az arany siirtiségfiiggvénye. Osszevetve ezt azzal,
hogy a fols6 becslés [0, 1)-en pozitiv és véges, arra kovetkeztethetiink, hogy ezen a
tartomanyon ( eloszlasa folytonos.

A szita formulabol tudjuk, hogy tetszélegesen finom also, illetve f6ls6 korlat elér-

hetd, illetve az alabbi formulaval £k — oo esetén magat f(x, h, I)-t is megkapjuk.

/ox / - / 2 X u>2<(u_2—)§7)> g L

ahol u; = j, ha —j € N.
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6. fejezet
Szimulacios eredmények

A szimulaciot az 1.1. rész alapjan, az (1.2) 1épési szabaly szerint irtam. Minden
szimulacio 100000 lépésszamig futott. Osszesen 150143 darab 12 dimenziés adatbol
dolgoztam. A megfigyelések a dontési pontok szaméra, a 3.2. tételben szerepls [ in-
tervallum hosszara, a nullhelyek darabszamara, az 100000-ik lépés értékére, valamint
a minimumokra és maximumokra vonatkoztak. A minimumokat és maximumokat a
negyed, a fél, a haromnegyed és a teljes 1épéshosszakra kiilon figyeltem, és eszerint
négyrészben tekintettem a terjedelmet is. A lépést és a szimulécidszamot aszerint va-
lasztottam, hogy a hisztogramok mennyire simulnak. Az alabbi abra a maximumok
gyakorisagat mutatja sorok szerint 15000 és 150000 adatra, oszlop szerint pedig az
abran lathato 1épéshosszra kiértékelve. Minden megfigyelt adatra hasonldé mértéki

finomodast lehetett észrevenni.

5000 2500
2500
2500 2000 2000
2000 1500 2000
. 1500 1500
1000 1000 1000 1000
00 500 00 500
R B R e e ] R e i B e
0 1000 3000 0 2000 4000 BOOO 0 2000 6000 02000 6000 10000
- 25000
20000
25000 20000
20000 15000 20000
15000 1on00 15000 15000
10000 10000 10000
5000 5000 5000 5000
0 —r 1 1 1 0 1 1 1711 0 | I I B B 0 —r T 1T 1 1
0 1000 3000 0 2000 4000 00D 0 2000 EOOO 0 4000 000
25000 Iépés 50000 lépés 75000 Iépés 100000 Iépés

6.1. Abra. Maximum eloszldsanak finomodéasa adatnoveléssel.
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A 0 a lokilis id6ben széls6 intervallumban helyezkedik el, igy a balra tolodott
lokalis id6k hatasaként a 0 koril nagyobb a gyakorisdg. A 6.2. abran lathato a

jobbra tolodott lokalis idejti adatok maximumanak eloszlasal.

1400 =
1200 g
1000 - b
800
600
400

200

0 2000 4000 6000 8000 10000

6.2. 4bra. Maximum eloszlasa jobbra tolodott lokélis idSkre.

Az X (1) eloszlasarol és az ebben vett lokalis érték eloszlasarol [6]-ben olvashatunk.
Az eloszlasokat egy az Airy-fliggvény és Mittag—Leffler stirtiségfiiggvény segitségével
felirt differencidlegyenletek megoldasaiként kapjuk meg a Feynman—Kac formula se-
gitségével. A két eloszlas koziil a 6.3. abran csak az utolsoé érték hisztogramjat
lathatjuk atskalazas nélkiil.

Adott t > 0-ban X, siirtiségfiiggvényének altalanos jellegzetessége, hogy 0-ban
nem derivalhato és szigoru lokalis minimuma van, valamint 3000 és —3000 kornyé-
kén abszoliit maximum helyei vannak. Ennek okan mondhatjuk, hogy a TSRW és a
TSRM a 0-bol valo kilokédést sosem felejti el.

A 6.4. abra négy esetben szemlélteti a 3.2. tételben szerepld I intervallum hossza-
nak eloszlasat. Az elsé abra minden adatra vett kiértékelésbol, a masodik csak a tobb
intervallumi lokélis idejii adatokra adédott. A harmadik a 30-nal tébb, a negyedik
pedig a 100-nal tobb intervallum intervallumu lokélis id6k esetére adddott. A har-
madik és negyedik eset rendre koriilbeliil 75000, illetve 20000 adatra &allt fonn. A
3000 korili pup fokozatos eltiinése azzal magyardzhato, hogy az intervallumszamok

novekedésével az utolsé intervallum nagyobb valészintséggel esik egy torlodo nullhely

LAz el6z6 fejezetben B eloszlasanak felel meg.
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3000 — THTH, ~TH

2500 - Il I

2000 i m

1500

1000

500

-10000 -5000 0 5000 10000

6.3. abra. Az utolso6 érték hisztogramja.

halmaz kozelébe, ezaltal a hosszanak stirtiségfiiggvénye egyre inkabb a 0-ba koncentra-
lodik. Jegyezziik meg, hogy abban az esetben, amikor két nullhely van, két fiiggetlen
szintelérési id6 Osszegének a strtségfiiggvényét kellene a szint szerint kiintegralni,

ahol a szintelérési idék eloszlasa ismert.?

14000
12000 4000 7
15000 15000
10000 |
5000
5000 -
10000 | 10000
g000 - 2000
4000 -
5000 5000
1000
2000 -
o o - o =
—TTTT T — T — T
0 2000 4000 0 2000 4000 0 1000 5000 0 of000 3000

6.4. abra. [ hisztogramja a nullhelyek szamatol fliiggGen.

Az alabbi dbrakon az ontaszité folyamat kiterjedését abrazoljuk. A kiilonb6z6

2Az (5.7) kifejezésben ez a h szerint valo integralast jelenti.
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lépésszamokra vett abrabol a 2/3-os skalazas utan azt latjuk, hogy a lépésszamtol
fiiggetleniil kapunk egy eloszlast. A 6.6. abran a mar atskilazott adatok kiterjedé-
sét szemléltetjiik el6szor minden adatra, majd csak a tobbpupu trajektoriakra, végiil
pedig az egypupuakra. Eszrevehetd, hogy az elsé két esetben az eloszlas jellege nem
valtozik az adatok lesziikitésétsl, de egyértelmiien jobbra tolodik. Az egypupt ese-

tekben jelentGsen kisebb a kiterjedés és szimmetrikusabb az eloszlas.

25000 lépés 50000 lépés 75000 lépés 100000 lépés
7000 5
8000 12000 10000
£000 |
10000 aom
5000 BOO0
§000
4000 BOO0
4000 5000
3000 4
4000
2000 4 4000
2000 o
2000 o
1000 - 2000
- o - o~ o -
LI [ p——— T T 1 [ ——
1000 2000 3000 4000 1000 3000 5000 2000 G000 2000 6000 10000

6.5. abra. A range hisztogramja kiilonb6z6 lépésszamokra.

6000 — 1500

5000 5000
4000 1000
4000
3000
2000 = 500 o
2000
‘ “‘ N ‘ “ ‘
.I| "“lllllllln |I|| |||‘||I“|||.._ A o

g -

0s 10 15 20 25 30 35 0 08 10 12 14 16 18

6.6. dbra. A skalazott range hisztogramja kiilonb6z§ 1épésszamokra.

A szimulacié mozgatorugoja az 5. fejezetben targyalt szélsé intervallumhossz és

a kiterjedés aranyanak eloszlasa. Az 5. fejezetben belattuk, hogy az arany [0, 1)-en
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folytonos, 1-ben (1 — x)'/* nagysagrendben 0-hoz tart, valamint O-ban véges. Ezen
tulajdonsagokat a 6.7. dbran szemléletesen is lathatjuk. Mivel az eloszlas szamolasa
sorén feltételeket tettiink, valamint csak korldtokat szamoltunk, ezért a szimulacio

plusz informéaciét hordoz a 3.2. tétel erdsségét illetGen. Tudjuk, hogy az eloszlas

35000
30000
25000
20000
15000 —
10000

5000

o - I o o e o

l T l T T |
0o 0z 04 06 08 1.0

6.7. dbra. Intervallum arany.

keverék eloszlés, méghozza olyan kiosztés mellett, hogy kozel 0.225 valdszintiséggel
az 1 pontba koncentralodott eloszlast kapjuk, koriilbeliil 0.775 valoszintiséggel pedig a
[0, 1)-en egy folytonos eloszlast. A 6.7. abran azt lathatjuk, hogy az intervallum arany
gyakorisaga [0, 1)-en csokkend és lassan lecsengs. Az esetek 60%-aban kevesebb, mint
a fele, mig az esetek 43%-aban kevesebb, mint a negyede lett a széls6 intervallum a
kiterjedésnek.

Megemlitem végiil a dontési pontok szamanak megfigyelésének eredményét is. A
maximalis érték 5050 volt, a széras 7.9, a varhato érték pedig 5011. Ebbdl egy-
részt a (3.5) becslés durvasagat lathatjuk, valamint a (3.4) alapjan az utolso érték

gyakorisagara is kovetkeztethetiink.
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Osszefoglalas

A dolgozat diszkrét és folytonos ontaszitd folyamatok vizsgéalatéaval foglalkozik.
Kiindulasként kétféle megkozelitésben definidltunk egy él szerint 6ntaszito sétat, majd
a folytonos valtozat Osszetettebb konstrukcidjaval folytattuk. Ezutén [5] f6 eredmé-
nyét ismertettiik, mely a lokalis id6 értelmében meghatérozott utolso érték eloszlasé-
rol szol. Az 6todik fejezetben kiilonbozs feltételek mellett a 3.2. tétel hasznossagét
mérd eloszlast kiséreltiik meg minél pontosabban leirni. A szimulaciés eredmények
alapjan azt mondhatjuk, hogy bar a tétel kozel 0.225 valészintiséggel érdektelen, az
esetek 60%-aban az utolso érték elgfordulasanak lehetséges halmazat legalabb a felére
csokkenti.

A dolgozatban kitériink a Wiener-folyamat és a TSRM részleges 6sszehasonlita-
sara is, melyben két kiilonbséget hangsilyozunk: a szemimartingalok korébe tarto-
zast, illetve nem tartozast és a novekedési pontok eléfordulésat.

Kiegészitésként jegyezziik meg, hogy TSRM vonzasi korébe az (1.2) alapjan vett
TSRW-n kiviil a kévetkezs altalanositott 1épési szaballyal kapott folyamatosztaly is
beletartozik.

w(£6(n, j))
w(d(n, 5)) +w(=d(n, )’

P(Xp1 =j+1|Fp X, =j) = (6.1)
ahol F,, az {)?k :k=0,1,...,n} altal generalt o-algebra, d(n, j) az n-ben vett lokalis
id6 (j — 1/2) és (5 + 1/2)-beli értékeinek kiilonbsége, w pedig monoton névé nem
konstans valos fiiggvény.

Végezetiil érdemes megemliteni az ontaszité folyamatok ellentettjét, az onvonzod
folyamatokat. Az 6nvonzo sétak hatareloszlasa a vonzés erGsségétdl fiiggéen konstans,

vagy Brown-mozgésbol elGallithaté szemimartingal.
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