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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozatban, mint ahogy a cim is sugallja a negativ binomialis eloszlast fogom koriiljarni.
Ez az eloszlas azért fontos, mert tobb alkalmazasnal (példaul a biztositési kirszamoknal) megfi-
gyelték, hogy a negativ binomiélis eloszlés jol illeszkedik az adatokra, gyakran lényegesen jobban,
mint a természetesen adodd Poisson eloszlas. A jo illeszkedés egyik lehetséges magyarazata az,
hogy a negativ binomialis eloszlas egyben keverék Poisson eloszlas is (gamma keverdvel).

A szakdolgozatomban ismertetem a momentum moédszert, a maximum likelihood médszert,
a kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszert és a duplan kiterjesztett maximum kvazi-
likelihood moédszert. Ezeket a médszereket alkalmazom a negativ binomidlis eloszlas paraméte-
reinek a becslésére, majd generalt adatokat véve tesztelem ezeket a mdédszereket, végiil elemzem
és Osszehasonlitom a kapott eredményeimet a cikkekben latott eredményekkel.

A szimulaldshoz az R statisztikai programot hivtam segitségiil, melyben generaltam adott
parameéterekre egyre nagyobb elemszamu mintakat a negativ binomidlis eloszlasbol, majd ezekre
az adatokra lefuttattam a fent emlitett modszereket, és az eredmények kiilonboz§ statisztikai
mutatoéit tdblazatokba rendeztemn.

A 2. fejezetben az alland6 megfigyelésii ideji, a 3. fejezethen a valtozd megfigyelési ese-
tet vizsgalom. A 2. fejezet elején az egyetemen tanultak alapjan és Arato [2]| jegyzete alapjan
osszefoglalom a negativ binomialis eloszlas fontosabb tulajdonsagait, és [2| alapjan megmuta-
tom, hogy keverék Poisson eloszlas és speciélis (a,b, 0) eloszlasu. Az ezt kovets szakaszokban
kiszamitom a kiilonb6z6 modszerek altal kapott becsléseket, illetve a nem tanult kvazi-likelihood
modszereknél McCullach és Nelder [5] kényve, valamint t6bb cikk alapjan a modszereket is kicsit
részletesebben ismertetem. A megfelels szakaszokban a 3. fejezetben is kiszamolom a médszerek-
bél kapott becsléseket. Mindkét fejezet a szimulaciés eredményeket tartalmazé szakasszal zarul
(2.4. és 3.5. szakaszok). Ezekben Gsszehasonlitom eredményeimet egymassal, valamint a vizsgalt

cikkek eredményeivel. A 4. fejezetben réviden sszefoglalom a kapott eredményeket.



2. fejezet

A negativ binomialis eloszlas

Elgszor definidljuk a negativ binomidlis kicsit dltalanosabban a megszokottnal, ahogy a fel-
dolgozott cikkekben is szerepel. Erre azért van sziitkség, mert ezt az altalanosabb valtozatot lehet
sikeresen alkalmazni tobb kiilonféle modellben (példaul biztositasban, pénziigyi matematikéaban,
demografiaban), tovabb4 igy az én eredményeimet is jobban 6ssze lehet hasonlitani a cikkekben
lévs tablazatokkal. Az altalanosabb definiciénak is tébb valtozata létezik, viszont ezek csak pa-
raméterezésiikben kiilonbéznek egyméstol. Mivel nem akarjuk, hogy az atparaméterezés miatt
ad6djanak kiilonbségek az eredmények kozott, a feldolgozott cikkekben hasznalt paraméterezést
fogjuk hasznalni.

A definicié utan megadom néhany olyan ismert tulajdonsagéat a negativ binomialis eloszléas-
nak, amelyre sziikségiink lesz a tovabbiakban és megmutatom, hogy a negativ binomialis eloszlas

miért lesz keverék Poisson eloszlés.

2.1. Definicié. Y ~ NB (u, «) eloszlasu, ha

r (y—i—a_l) W
y'T (e t) \p+at

P(Y =y) = >y(1+au)—é, (2.1)
ahol y =0,1,2..., a > 0, u > 0.

Ekkor = E (Y) és D?>(Y) = p + ap?.
2.2. Definicié. A gamma fliggvényt a kovetkezs képlettel lehet definidlni:

F(S):/ t5~te L,
0

Parcialis integralassal a gamma fiiggvény alabbi szadmunkra igen fontos tulajdonsigihoz ju-

tunk:
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ha s > 1. Ezenkiviil ismert, hogy I' (1) = 1. Ebbdl a két tulajdonsagbol kovetkezik, hogy I' (n) =
= (n — 1), tehat a gamma fliggvény a faktoridlis fiiggvénynek egy folytonos kiterjesztése.

Ha a 2.1. Definici6 altal adott eloszlast atparaméterezziik tgy, hogy r = é, q= ﬁ ,
akkor az eloszlds azon paraméterezését kapjuk, ami sokkal jobban hasonlit a ,hagyomanyos"

valtozathoz:

2.3. Definici6. X ~ NB (r,q) eloszlast, ha

I'(r+mn)

P(X:n)zm

(1-9)"q", (2.2)

aholn=0,1,...,r>0,0<g< 1.

B(X) = %5, D*(X) = "%

2.4. Megjegyzés. Amennyiben r pozitiv egész, akkor n = X + r eloszlasa a ,hagyoményos”

negativ binomialis lesz, hiszen ekkor

r—1

n—1 T _n—r
P=m= ("2 ) a-ar e
ahol n=r,r+1,...

A tovabbiakban a 2.1. Definiciénak megfelelGen jeldljiik az eloszlasokat.
Felsoroljuk az eloszlas legfontosabb jellemzsit

1
— generatorfiiggvénye: G (z) = E (2¥) = (W(l_z)) “lel <1+ 071“

1
— momentumgeneralé fiiggvénye: M (t) = E (ety) = (W) Yt < —log ﬁ

Q=

— karakterisztikus fiiggvénye: ¢ (t) = E (eity) = <m> ,tER

mésodik momentuma: E (Y?) = p+ p? (1 + «)

— ferdesége: By (V) = —EO=BM))°  _ 2ap+1
ge: B1(Y) (B—e)?)E | Verrtn

_ 4
lapultséga: f2 (V) = % —3=6a+ ﬁ

Most megmutatjuk azt a jol ismert tényt, hogy a negativ binomiélis eloszlast megkaphatjuk,

mint keverék Poisson eloszlast.
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Legyen v egy ()\, é) paraméterti gamma eloszlas. Tovabba tegyiik fel, hogy n (t) rogzitett
v = v melletti feltételes eloszlasa egy vt paraméterd Poisson eloszlas. Ekkor 7 (¢) generatorfiigg-

vénye:

G (2) = B (B ("0]v)) = B (D) = L (£ (1 - 2)) =

_(Ht(Al—Z)); —<1+a0§(1—z)>;' (2.3)

Itt kihasznaltuk, hogy a Poisson eloszlas generatorfiiggvénye

Gy (2) = E (Zn(t)‘v> _ evt(e=1),

a gamma elosztas Laplace transzforméltja pedig

LV(S):()\j\—s)i'

Azt vessziik észre, hogy ez nem mas, mint a (%,a) parameétert negativ binomialis elosz-

las generatorfiiggvénye. Ezzel belattuk, hogy a negativ binomiélis eloszlas egyben egy gamma

keversvel ellatott keverék Poisson eloszlas.

Altalaban (numerikus szempontboél) nagyon jol hasznalhato a diszkrét eloszlasok kovetkezd

csaladja.
2.5. Definicié. A nem-negativ egész értéki £ valoszintiségi valtozo (a,b, 0) eloszlasi, ha
b
P(e=n)=(a+-]PE=n-1),
aholn=12,...
2.6. Megjegyzés. A fenti eloszlascsaladot Katz eloszlascsaladnak is szoktdk nevezni.

apu

ot ©s

A negativ binomialis eloszlas az (a,b, 0) eloszlasnak egy specidlis esete, ahol a =

_ p—op
b= ap+1-

2.1. Momentum modszer

Ezt a becslési eljarast altalaban akkor hasznaljuk, ha a minta eloszlasdnak sok ismeretlen
paramétere van. Mi most az eloszldsunk mindkét paraméterét szeretnénk becsiilni és bizunk a j6

kozelitésben.
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Az els6 két momentumot ismerjiik. £ (Y) = p, E (Y2) = p+ p? + ap®. Két egyenletiink van

két ismeretlennel, igy a két becslésre a kovetkez6t kapjuk, ha M;-vel jeloljiik az i-edik tapasztalati

momentumot :
,[jf - M17
. My — My — M}
= .

iz
Megjegyezziik, hogy sokszor, igy Clark és Perry [4] cikkében is, a masodik momentumot hasznalo
momentum modszeres becsléseket a szérasbél vezetik le a mésodik momentum helyett, és a
szorast a korrigdlt tapasztalati szorédssal becsiilik. Késébb szimulaciés eredményeinkbél 1atni
fogjuk, hogy ezzel a mddositassal valdoban pontosabb becslést kapunk, f6leg kis minta elemszam
esetén. A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy amennyiben D? jelsli a korrigalt tapasztalati
szorasnégyzetet, az igy kapott becslés a-ra:
4 DP-M
Mz
Most nézziik, hogy hogyan valtozik a becslésiink, ha az els6 és a harmadik momentumot
vessziilk. A harmadik momentum kiszdmitasidhoz a momentumgenerdld fiiggvényt hasznéltam,
mivel ha M (t) véges a t = 0 pont egy kornyezetében, akkor ott akarhanyszor derivalhato és ezek

a derivaltak a ¢ = 0 pontban az Y momentumait adjak.
E (YS) = M"(0) = 12 + 3u% + p + 2a%13 + 3ap® + 3ap’.

Az els6 momentumboél megkaptuk a p becslését, ezért a harmadik momentumnél a-ra egy ma-
sodfoki egyenletet kell megoldanunk. Igy a-ra két becslésiink is lehetne, de mivel a pozitiv, ezért

csak az egyik gyok lehet alkalmas.

_ —3M}E —3My + \/8M3My + M? — 6M} + M}
- 4AM? ’

fa%)

i = M.

2.2. Maximum likelihood moédszer

A paraméterek becslését ebben a médszerben az adott minta likelihood fiiggvény maximum-
helyének vagy a likelihood fiiggvény logaritmusanak a maximumhelyének megkeresésével hata-
rozzuk meg. A maximum likelihood médszer a paraméterbecslés egyik leggyakrabban alkalmazott
eljarésa, mivel torzitatlan és aszimptotikusan hatdsos. Ennek a moédszernek sajnos az a f6 hét-
ranya, hogy bizonyos esetekben a likelihood egyenletek nehezen oldhatoak meg, igy numerikus

kozelitest kell alkalmaznunk, ami kissé pontatlanna teszi a becslésiinket (és a futasidst is noveli).
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2.7. Definicidé. Legyen Pg a © paramétercsaladdal paraméterezett eloszldscsalad, melyben a
0 € O paramétert eloszlas striségfiiggvénye fy. Ekkor az Y = (y1, 92, ..., yn) fliggetlen, azonos
(Po-bol) szérmazo eloszlasi minta Ly : © — R likelihood fiiggvénye:

n

Ly (0) = [ fo (w:) .0 € ©.

i=1
A maximalizalas szempontjabol mindegy, hogy a likelihood fiiggvényt vagy annak a logarit-
musat maximalizaljuk, ezért vegyiik a negativ binomialis eloszlast és frjuk fel a log-likelihood

fliggvényét, majd probaljuk megbecsiilni az a paramétert.

n
zlog( (yi + 0 ) zlongyzlog 043 o (a) -
=1

n

— Z (yi +a ') log (1 + ap) (2.4)
i=1

A likelihood fiiggvény maximalizalasa szempontjabol a y i | log y;! tag egyaltalan nem jatszik
szerepet, ezért ez a tag elhagyhat6. Az sem véltoztat a becslésiinkon, ha leosztunk n-nel. Igy a

kovetkez6 kifejezéshez jutunk, amit szintén [-el jeldltink:

n TS|
I (a,p) = %Zlog (F(Fyz(;_l))> +glog (1) — (§+a ') log (1 + ap) + glog () (2.5)
i=1

Lawless [6] 1987-ben megmutatta, hogy a két gamma fiiggvény hanyadosanak a logaritmusa egy
olyan Osszeggel helyettesithet, amiben mar nincs sziikség a gamma fiiggvényre, igy a gamma

hanyados egy Osszegképlettel helyettesithets.

Tr ((yz + afl) /T (ofl) =a ! (1 + ofl) e (yZ -1+ ofl)

T (yi+a ) (1 i
log <(Fyla> Z log ( tav > Z log (1 + av) — y; log ()

Ebbél azt kapjuk, hogy

n Yi—

ZZlog 1+ av)+ylog (u) — (§+a71)10g(1+au). (2.6)
=1 v=0

Derivéalas utan pedig a kdvetkezSket kapjuk:
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8[ n Yl 1 (g +at

zlll—

Ha a (2.7) kifejezést egyenl6vé tessziik nullaval, akkor régton adodik, hogy a i = 7 egy jo
valasztés lesz. A (2.2) kifejezés zérushelyének egzakt meghatarozasa bonyolult, ezért helyette
numerikus kozelitést alkalmazunk. Mi a szimulécidink soran az R programmal a (2.6) képlet

altal adott log-likelihood fiiggvényt maximalizaljuk az a valtozéra a p = ¢ helyen.

2.3. Maximum kvazi-likelihood moédszer

Ebben a szakaszban McCullagh és Nelder [5] konyve alapjan ismertetjiik a maximum kvézi-
likelihood médszert, majd megadjuk a negativ binomidlis eloszlas kvazi-likelihood fiiggvényét.

A maximum kvazi-likelihood modszer hasonlé a maximum likelihood moédszerhez, csak annyi-
ban kiilonbézik téle, hogy ebben az esetben nem a likelihood fiiggvényt maximalizaljuk, hanem
egy hozza kozeli fiiggvényt. Azt gondolnank, hogy ebben az esetben rosszabb becslést fogunk kap-
ni a paramétereinkre, viszont a kvézi-likelihood fiiggvény maximumat kénnyebben hatarozzuk
meg, igy eléfordulhat, hogy legaldabb olyan jo becslést kapunk.

Legyen Y7 = (Y1,...,Yy) fiiggetlen mintdra E(Y) = p, X (Y) = oV (u), p = pu (8).

2.8. Definicié. Az l-ot kvazi-likelihoodnak nevezziik, ha

AD) 1) (-, 29

2.9. Megjegyzés. Altalaban ezt az egyenletet sziikségtelen megoldanunk, elég, ha

ol (B,y)
o5

aAzZaZ

DV (y—p(8) =0

egyenlet gyokeit hatdrozzuk meg, ahol D = 85

Negativ binomidlis esetben a szérasnégyzet V(u) = p + au?, és a kvézi-likelihood fiiggvény

T(M,y) = ylog (;wi—l) — élog(l + ap) alaku.




14 2.3. MAXIMUM KVAZI-LIKELIHOOD MODSZER

2.3.1. Kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszer

Ebben a szakaszban ismét McCullagh és Nelder [5] kényve alapjan ismerkediink meg a kiter-

jesztett maximum kvazi-likelihood médszerrel.

2.10. Definicié. Az lo-t kiterjesztett kvazi-likelihood fiiggvénynek nevezziik, ha
1
¢
Ahol @ jelsli a (2.9) differencialegyenlet megoldasat, azaz

_ [y H#
@ _/ V() it

Qo pedig az pu = y esetet, ¢ a szérds paraméter, mig a V(y) ismét az y szorasmatrixat jeloli.

(@ Qo) — 5 log (2n0V (1)) (2.10)

log =

A negativ binomialis eloszlas esetében altalaban a V(u) = ¢u (1 + ap), de a mi esetiinkben
¢ =1, ezért a V(i) = u+ au’t irjuk be a Q-ba és integraljuk ki.

_ 14+« 1+«
Q:/yud#:/<y_ y)du:ylog,u—( 5 y)log(1+a,u).

o+ o po 1+ap

Emiatt Qg = ylogy — (ﬁ%) log(1 + ay) lesz.
A kiterjesztett kvazi-likelihood fiiggvényt a negativ binomialis eloszlasra felirva azt kapjuk,

hogy

14+ ay 14+ ay 1
la(p, @) = ylog p— < - ) log(1+ap) —ylogy+ <a> log(1+ay)— log (27 (y + ay”))

2.11. Megjegyzés. [5] szerint a kiterjesztett kvazi-likelihood fiiggvényhez gy is eljuthattunk
volna, ha a negativ binomiélis eloszlas siirdségfiiggvényében szereplé faktoridlist a Stirling-
formulaval helyettesitjiilk, ami k! ~ v/2nkkFe *, tovabba a gamma fiiggvényt is kozelitjiik a

Stirling-formulaval.

A jobb kozelités érdekében viszont most a Stirling-formulanak egy eltoltjat hasznaljuk. Még-
pedig k! ~ /27 (k + c¢)kFe™", ahol ¢ = % Ez az eredeti felirdsunkban azzal ekvivalens, ha a
V(Y)-t helyettesithetjiik Vo (Y')-vel, ahol

W+’ teov+e)

V2(Y): 1/2(y+I/+C)

(2.11)

2.12. Megjegyzés. Ha a Vo(Y) helyébe befrjuk a ¢ = 0-t és v = L-t, akkor pont a V(Y)-t

[0}

kapjuk vissza, mivel

+v
,u—l-OéMQZ'u(MU )7

amibél a v = é—t kapunk.
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A fent megadott v és ¢ értéket beirva:

= R (D) @2 e ()
(3) w+5+35) (ay+1+9)

«

Ha V5(Y)-nal irjuk fel a kiterjesztett kvazi-likelihood fiiggvényiink az (yi, ..., y,) mintéra (ssze-

gezve), n-nel osztva, akkor a kovetkezst kapjuk:

Ly (1, ) = zn: !yilog <M> - (Hayl> log<1+au> - %log(%) —log (1 + o) —

i—1 Yi o 1+ ay;

1 1 1 o 1 o
—ilog (yi+6> —§log <1+6> +§log (ayi—kl—i-g) . (2.12)
Ezen kiterjesztett kvazi-likelihood fiiggvény derivaltjai a kovetkezdk:
o) 31+ ou] o)
ou —lp 1tapu ’
Oy (,0) | 1 1 <1+au> p(l+ay) v Yi
AN T _ _ 4+ £ _
Oa — a? 1+ ay; a(l+ap) o 1+ay
1 i+ 3
- N U — (2.14)
12(1+2)  2(ay;+1+2)

A (2.13) kifejezés nullhelyéb6l most is rogton adodik a § = [ valasztas. A (2.14) egzakt megol-
désa ismét bonyolult, ezért helyette ismét numerikus kozelitést alkalmazunk. Mi az R programinal
az l~2 fliggvény « szerinti maximumbhelyét kerestiik a p = ¢ helyen. A maximalizalés szempont-
jabol most is van olyan tag, amiket elhagyhatunk, mert nem befolyasoljak a maximum helyét.
Ilyen tagok az a-t nem tartalmazo tagok, példaul a —% log (27) vagy az y; log (i)
2.3.2. Duplan kiterjesztett kvazi likelihood moédszer

Lee és Nelder [7] 2001-ben bevezette a duplan kiterjesztett kvéazi likelihood modszert. A
lényeg, hogy tgy gondoltdk, hogy a Stirling-formula nem ad elég jo kozelitést, ezért a gamma
fiiggvény logaritmusara adnak egy ujabb kozelitést. A modszer alabbi leirdsat Saha és Paul [9]
cikkébdl vettem.

A kovetkezd kozelitést hasznaljuk:

1

1 1
logT ~ — =11 —log (2m) — — 2.1
osT ()~ (2= 3 ) o () + g log (2m) = + 13- (2.15)
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Irjuk be ezt a kozelitést a negativ binomialis eloszlas log-likelihood fiiggvényébe a gamma
fliggvény logaritmusa helyébe és a faktorialis helyébe.

A log-likelihood fiiggvényiink igy néz ki a kozelités utan:

n

1 1+ ay; 1

Iy () = [yz log (1) + <yz + ) log < ) — 5 log (14 ay:) —
P @ 14+ ap 2

Q 1 1

1 o
=2V log () + —— X2 og(20) | 2.1
<y 2) Og(y)+12(1+ayi) 12 12y QOg(W)] (2.16)

Nézziik ennek a parcialis derivaltjait:

W N z": <M(1?‘J£0¢M) - (1 +1CW>> 1

=1

da 1+ ay; a(l+ap) 202(1+ay) 222 12 (14 ay;)?

(2.18)

ol (p,a) il 1+ ap L YiTH 20y, +2—a  2—a  ay; (24 ay;)

A (2.17) derivalt megegyezik a maximum likelihood mddszerben kapott u szerinti (2.7) derivalt
n-szeresével, igy i = y megfelel§ valasztas lesz most is. A (2.18) kifejezés ismét til bonyolult,
igy numerikus kozelitéssel oldjuk meg a maximalizaldsi feladatot. Mi az R programmal az [3
fliggvény « szerinti maximumbhelyét kerestiik a pu = g helyen.

A maximalizalds szempontjabdl itt is vannak olyan tagok, amiket elhagyhatunk, mert nem

befolyasoljak a maximum hely keresését. Ezek a kovetkezdk: y; log (u), —% log (2) és _%yi'

2.4. Szimulacidk és eredmények

A szimulaciokat az R statisztikai programmal végeztiik. Elgszor generaltunk n elemszamu o
és p paraméteri negativ binomidlis eloszlast mintakat, majd ezekre futtattunk le az elgbbiekben
targyalt modszereket. A tablazatok tartalmazzak a lefuttatott eredeti” paramétereket, a becs-
lésként kapott & értéknek a statisztikai mutatoit (atlagat, medianjat, standard hibajat és alsé
illetve felsé kvartilisét) és azt, hogy héany értek lesz negativ a szimulaciok sorén.

Minden esetben kétféle szimulaciot hasznaltunk. Az egyik esetben 10000 szimuléciot futtat-
tunk allandé meéretd elemszam (n = 50) esetén ugy, hogy kozben valtoztattuk a u és az «
paramétereket. Az o és a p paramétereit és a szimulacié szamat is a feldolgozott cikkekben 1évg

paraméterekbdl vettiik, mert igy az eredményeink 6sszehasonlithatoak a feldolgozott cikkekben
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talalhato eredményekkel. Készitettiink egy kiegészitést is, ami tartalmazza a o = 0,1 és a = 0,05
paramétereket. Itt azt figyelhetjiikk meg, hogy kis szo6ras esetén mennyire jo kozelitéseket kapunk.

A masik esetben 1000 szimulaciot futtattunk allandd p és a paraméterekre, csak az elem-
szamot valtoztattuk. Itt is a cikkek voltak a paraméterekben a mérvadék. Ebben az esetben is
készitettiink egy kiegészitést, amiben az elemszamot vettiik nagyra. Ekkor azt tudjuk megfigyel-
ni, hogy mennyire nagy elemszam sziikséges a jo kozelitéshez, illetve nagy elemszam esetén van-e
kiilénbség a kiilonb6zd becsléseink kdzott.

Miel6tt az eredmények ismertetésébe fognank megjegyezziik, hogy amennyiben a becsléshez
fiiggvény maximalizalasara volt sziikség, igy a maximalizalast az R optimise nevi fliggvényével

végeztiik, és altalaban a maximum helyét a (—1/ max{yi, ..., yn}, 100) intervallumon kerestiik.

2.4.1. Momentum modszer

Az els6 szimulacioban a momentum modszer esetén azt varnank, hogy mivel nagy szimulacio
szammal dolgozunk, ezért az & becslések atlaga elég jol fogja kozeliteni az a-t. Sajnos ez a
becsléseinkb6]l nem latszik, s6t minél kisebb a-t becsiiliink, annal nagyobb eltérés mutatkozik a
két szam kozt, viszont a p ndvelésével egyre jobb becsléseket kapunk. Az eltérés oka, hogy a minta
elemszama, ami most 50, nem tul nagy, igy pontos becslést nem varhatunk. A p névekedésével
tapasztalhaté javulds oka az, hogy « a szérédsra jellemz§ paraméter és ha a pu-t noveljik, akkor
a szoras nd, igy a becslése is javulni fog. Mar itt megjegyezziik, hogy az eltérések azt mutatjik,
hogy a becslésiink torzit. Erre a felfedezésre késgbb adunk magyarézatot.

A 10000 szimulaciés momentum modszeres eredményeink, ami a 2.1. tablazatban lathato,
szinte minden esetben rosszabbak, mint a Clark és Perry [4] cikkben szerepld eredmények, amiket
a 2.2. tdblazat mutat. Ez lathat6 mind az 4tlagnal, mind a medidnnal, mind az alsé kvartilisek
esetében. Fzzel szemben a fels§ kvartilisek mindegyike kizelebb van a mi megfigyeléseinknél a
becsiilt a-hoz. Az als6 kvartilisek rosszabb eredménye mellett tébb negativ értéket is kaptunk
a becslésiink sordn. (Ezek mind a becslésiink torzitottsagat tamasztjak ala.) Példaul p = 1 és
a = 0,2 esetén a 2.2. tablazat megfelels sora szerint 2311 negativ érték adodott Clark és Perry
szimulécioja soran és az alsé kvartilis 0,009 lett mig a mi eredményeinket Ssszefoglald 2.1. tablazat
alapjan a szimulaciénk soran 3074 negativ érték adodott, igy az alsé kvartilis is negativ —0,035.
Bar eredményeink rosszabbak, a standard hiba a mi szimulédcidink sordn szinte minden esetben
kisebb, ami kisebb szorast mutat. Az eltérések és a becslésiink torzitottsdganak oka az, hogy mi
a masodik tapasztalati momentumot hasznaltuk, mig Clark és Perry [4] a korrigdlt tapasztalati
szorasnégyzetet. Bz magyardzza a kisebb szorast is, mivel a két becslés kozti eltérést a korrigalt
tapasztalati szorasnégyzet alkalmazésa okozza, ami (a becslés —Mj-es tagjarol eltekintve) egy

50/49-es szorzot jelent.
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7 @ Mean (&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,911 0,529 98 0,833 0,550 1,182
0,333 0,299 0,307 1557 0,259 0,086 0,467
0,2 0,170 0,258 2759 0,136 -0,008 0,317
3 1 0,949 0,348 0 0,897 0,708 1,134
0,333 0,314 0,148 42 0,299 0,211 0,400
0,2 0,188 0,115 301 0,176 0,107 0,257
5 1 0,952 0,316 0 0,904 0,737 1,113
0,333 0,319 0,120 1 0,305 0,235 0,390
0,2 0,191 0,087 17 0,182 0,130 0,243
10 1 0,957 0,287 0 0,914 0,757 1,105
0,333 0,323 0,098 0 0,313 0,254 0,381
0,2 0,193 0,063 0 0,187 0,149 0,232
15 1 0,955 0,279 0 0,913 0,762 1,100
0,333 0,322 0,089 0 0,312 0,259 0,374
0,2 0,194 0,056 0 0,189 0,154 0,228
20 1 0,963 0,277 0 0,919 0,771 1,107
0,333 0,322 0,085 0 0,314 0,262 0,371
0,2 0,195 0,054 0 0,190 0,157 0,228

2.1. tabldzat. 10000 szimuldcios momentum mddszeres becslésem n=50 minta elemszdm esetén

i «@ Mean (&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,949 0,539 81 0,870 0,579 1,226
0,333 0,320 0,306 1287 0,286 0,108 0,496
0,2 0,192 0,268 2311 0,162 0,009 0,348
3 1 0,968 0,353 0 0,916 0,722 1,157
0,333 0,327 0,152 27 0,312 0,220 0,416
0,2 0,198 0,117 249 0,186 0,116 0,268
5 1 0,977 0,320 0 0,930 0,756 1,144
0,333 0,329 0,122 1 0,316 0,244 0,399
0,2 0,198 0,089 12 0,189 0,135 0,251
10 1 0,973 0,289 0 0,927 0,768 1,130
0,333 0,330 0,098 0 0,320 0,261 0,389
0,2 0,198 0,066 0 0,192 0,152 0,238
15 1 0,979 0,283 0 0,939 0,782 1,125
0,333 0,330 0,090 0 0,319 0,267 0,383
0,2 0,199 0,059 0 0,193 0,158 0,234
20 1 0,978 0,277 0 0,935 0,784 1,123
0,333 0,330 0,086 0 0,321 0,268 0,380
0,2 0,200 0,055 0 0,194 0,161 0,233

2.2. tablazat. Clark és Perry [4] 10000 szimuldcios momentum mddszeres becslése n=50 minta elemszdam

esetén
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I «@ Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,843 0,547 152 0,751 0,468 1,113
0,333 0,269 0,309 1737 0,228 0,059 0,428
0,2 0,153 0,258 2888 0,118 -0,024 0,295
3 1 0,901 0,377 0 0,832 0,641 1,082
0,333 0,304 0,160 40 0,281 0,193 0,389
0,2 0,179 0,122 388 0,164 0,097 0,247
5 1 0,908 0,353 0 0,840 0,671 1,067
0,333 0,310 0,133 0 0,291 0,218 0,378
0,2 0,184 0,091 33 0,171 0,119 0,235
10 1 0,916 0,327 0 0,853 0,695 1,064
0,333 0,316 0,108 0 0,300 0,241 0,374
0,2 0,191 0,071 0 0,182 0,141 0,230
15 1 0,923 0,314 0 0,864 0,708 1,071
0,333 0,317 0,099 0 0,304 0,248 0,371
0,2 0,190 0,062 0 0,183 0,147 0,224
20 1 0,918 0,306 0 0,863 0,710 1,062
0,333 0,318 0,094 0 0,305 0,252 0,369
0,2 0,192 0,058 0 0,185 0,151 0,225

2.8. tdbldzat. 10000 szimuldcids (a harmadik momentum haszndlatdval kapott) momentum mddszeres

becslésem n=>50 minta elemszdm esetén

A 2.3. tablazat mutatja az els és a harmadik momentumbdl kapott becslésiinket. Ebben az
esetben nem meglepd, hogy szinte minden értékben rosszabb eredményeink sziilettek a mésodik
momentumra, épiil§ becslésiinknél. Ezt vartuk is, mivel a harmadik tapasztalati momentumot
egy-egy nagy érték a mintdban nagyon meg tudja névelni. Tehat ez a becslésiink kicsit jobban
torzitott és (altalaban) picit nagyobb standard hibajui, mint a méasodik momentumbol kapott
momentum modszeres becslés (2.1. tablazat). Erdemes megfigyelni, hogy p értékének novelésekor
ebben az esetben is jobb becslést kapunk.

A 2.4. és a 2.5. tablazatok mutatjak azon szimuléaciokat, melyekben a momentum mobdsze-
res becsléseinket még kisebb o paraméterd negativ binomidlis eloszlasokra alkalmaztuk. Szinte
ugyanazt kaptuk, mint az el6bb, ismét latszik a torzitas, a becslés javulasa p névelésekor, és hogy
a harmadik momentumbél kapott becslésiink kicsit rosszabb. Viszont picit meglepd, hogy a két
becsléssel majdnem ugyanazt az eredményt kaptuk o = 0,05-re a p = 20 esetben, és még p = 15

is csak egy-egy ezrednyi eltérés van a kapott értékek kozott.
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m « Mean (&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1101 0,070 0,228 4240 0,041 -0,084 0,200
0,05 0,027 0,214 4993 0,000 -0,116 0,148
3 10,1 0,092 0,091 1474 0,084 0,027 0,148
0,05 0,041 0,078 3255 0,034 -0,014 0,089
50,1 0,093 0,062 478 0,089 0,050 0,131
0,05 0,044 0,050 1942 0,040 0,008 0,075
10 | 0,1 0,096 0,042 23 0,093 0,067 0,121
0,05 0,046 0,030 456 0,043 0,025 0,065
15| 0,1 0,097 0,034 2 0,094 0,073 0,118
0,05 0,047 0,023 115 0,046 0,031 0,062
20| 0,1 0,097 0,031 0 0,094 0,076 0,116
0,05 0,048 0,020 20 0,046 0,034 0,060

2.4. tdbldzat. 10000 szimuldcids momentum mddszeres becslésem kiegészitése n=>50 minta elemszdm esetén

I « Mean (&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1] 01 0,056 0,230 4465 0,032 -0,102 0,180
0,05 0,013 0,216 5249 -0,009 -0,133 0,132
3 10,1 0,086 0,093 1722 0,076 0,019 0,141
0,05 0,038 0,080 3355 0,030 -0,017 0,085
50,1 0,091 0,066 578 0,083 0,045 0,129
0,05 0,042 0,052 2086 0,038 0,006 0,073
10 | 0,1 0,095 0,044 19 0,090 0,064 0,121
0,05 0,046 0,032 478 0,043 0,024 0,066
15| 0,1 0,096 0,036 1 0,092 0,070 0,117
0,05 0,047 0,024 99 0,045 0,030 0,062
20| 0,1 0,096 0,032 0 0,093 0,073 0,115
0,05 0,048 0,021 22 0,046 0,033 0,060

2.5. tdbldzat. 10000 szimuldcids (a harmadik momentum haszndlatdval kapott) momentum mddszeres

becslésem kiegészitése n=>50 minta elemszdm esetén

A fentiek tiikrében mar nem meglepd, hogy most az eredményeink 1000 szimulacional (2.6.
tablazat), mind az atlagnal, mind a medidnnal és mind az als6 kvartilisnél sokkal rosszabb értéket
mutatnak, mint a Clark és Perry [4] cikkben szerepld értékek (2.7. tablazat), hiszen erre ismét
magyarazatot ad a becslésiink torzitottsaga. Most f6leg az az érdekes, hogy sem az atlagnal, sem
a medidnnal nem jutottunk elég kozel az « értékéhez. Mig Clark és Perry [4] eredményeiben
csak az alsé kvartiliseknél lathatunk 6 negativ értéket, addig a mi eredményeinkben az alséd
kvartiliseknél 8 negativ, és az egész tablazatban (a p = 1 és a = 0,1 és o = 0,05 esetekhez

tartozé értékeket nem szamolva) 9 negativ eredmény szerepel, mivel egy esetben a median is
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I «a n | Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,574 0,958 249 0,400 0,000 0,987
20 0,816 0,811 88 0,666 0,300 1,182
30 0,823 0,617 42 0,701 0,401 1,109
50 0,909 0,545 15 0,814 0,539 1,188
110,333 |10 0,140 0,651 460 0,065 -0,259 0,400
20 0,225 0,459 342 0,179 -0,093 0,482
30 0,229 0,373 285 0,181 -0,012 0,436
50 0,304 0,319 153 0,259 0,088 0,458
11 02 |10 0,028 0,575 558 -0,012 -0,306 0,250
20 0,126 0,428 459 0,059 -0,167 0,330
30 0,139 0,323 365 0,111 -0,074 0,331
50 0,157 0,244 279 0,132 -0,008 0,282
11 01 |10]| -0,005 | 0,563 587 -0,063 -0,339 0,235
20 0,053 0,395 511 -0,003 -0,184 0,240
30 0,059 0,287 473 0,032 -0,136 0,213
50 0,074 0,228 422 0,063 -0,084 0,222
110,05 |10| -0,088 | 0,501 653 -0,172 -0,400 0,183
20 | -0,002 | 0,342 574 -0,031 -0,224 0,181
30 0,000 0,280 554 -0,020 -0,185 0,154
50 0,020 0,215 516 -0,001 -0,120 0,130
31 02 |10 0,144 0,249 288 0,097 -0,023 0,262
20 0,175 0,179 134 0,142 0,048 0,269
30 0,174 0,146 87 0,154 0,071 0,258
50 0,184 0,118 39 0,170 0,108 0,245

2.6. tdablazat. 1000 szimuldcios momentum modszeres becslésem

negativ (ha beleszamitjuk a p =1 és o = 0,1 és o = 0,05 eseteket is, akkor 26 negativ értéket
szamolhatunk Ossze). Vegyiik észre, hogy minél nagyobb elemszdmot valasztunk, annal jobb
lesz a becslésiink, és annél jobban kozelit Clark és Perry [4] eredményeihez, mivel anndl jobban
kozelit a tapasztalati szoras (ami megfeleltethet a tapasztalati mésodik momentumnak) és a
korrigalt tapasztalati szérasnégyzet. Viszont az n = 10 elemszdm annyira kicsi, hogy nagyon
rossz eredményeket mutat, sokkal rosszabbat, mint a Clark és Perry [4] eredményei, mivel ekkor

mér a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet alkalmazasa egy 10/9-es szorzot jelent.

A 2.6. és a 2.8. tablazatok az 1000 szimulaciés momentum modszeres becsléseinket tartal-
mazzak. Az els6 két momentumbol szarmazo becsléseink ismét jobb eredményeket adnak minden
vizsgalt esetben, de ezen méar nem lepddiink meg. Erdemes megfigyelni, hogy o = 1 és n = 10
esetén még a fels§ kvartilis sem éri el a becsiilt értéket, s6t a harmadik momentumot hasznalo
becsléstinknél még csak meg sem kozeliti. Ez a kevés elemszambol adodé nagyobb torzitas miatt

lehetséges.
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I @ n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,774 1,091 188 0,583 0,098 1,262
20 0,862 0,787 82 0,725 0,367 1,229
30 0,937 0,636 33 0,825 0,493 1,253
50 0,978 0,545 9 0,892 0,616 1,259
110,333 | 10 0,319 0,747 355 0,128 -0,166 0,638
20 0,293 0,494 263 0,228 -0,028 0,513
30 0,330 0,395 198 0,272 0,031 0,539
50 0,321 0,307 135 0,276 0,113 0,501
1] 02 |10 0,178 0,644 411 0,072 -0,213 0,419
20 0,192 0,454 358 0,109 -0,113 0,422
30 0,186 0,346 314 0,163 -0,058 0,375
50 0,215 0,267 218 0,189 0,023 0,373
31 02 |10 0,191 0,268 266 0,149 -0,008 0,349
20 0,201 0,185 104 0,169 0,076 0,292
30 0,196 0,157 71 0,175 0,089 0,274
50 0,197 0,112 26 0,187 0,122 0,260

2.7. tabldzat. Clark és Perry [4] 1000 szimuldcios momentum mddszeres becslése

A 2.9. és a 2.10. tablazatokban azt lathatjuk, hogy az n elemszémot nagyon megnéveltiik,
és eddig hiaba voltak becsléseink kevésbé pontosak immar az atlag, a median és a kvartilisek
is elég jol kozelitik a becsiilt paramétert. A masodik momentumbo6l kapott modszernél az atlag
mindhdrom minta elemszadmra nagyon kozel van a becsiilt paraméterhez. A harmadik momen-
tum segitségével kapott becslésiink esetében még ezres minta esetén tapasztalhaté némi eltérés,
f6ként nagyobb « esetén, viszont megallapithat6, hogy a két becslés is egyre jobban kozelit egy-
mashoz, sok jellemz§ paraméteriik megegyezik, s6t néhany kivételes esetben egy-egy paramétere
a harmadik momentumos becslésiinknek jobb.

Osszességében azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a mésodik momentum segitségével
kapott becslés jobb, mint a harmadik momentum segitségével kapott, viszont Clark és Perry
[4] korrigalt tapasztalati szordsnégyzetet hasznélo becslése még jobb, f6ként kis minta esetén. A
tovabbiakban csak a méasodik momentum segitségével kapott becslésiinket hasonlitjuk a tobbiek-
hez, mivel ez jobb a méasik momentum modszeres becsléstinknél, és tobb szimulaciés eredményt

ismeriink ra, mint amit Clark és Perry [4] ismertetett.
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I @ n | Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,428 0,770 286 0,319 -0,056 0,819
20 0,679 0,728 121 0,531 0,234 1,009
30 0,735 0,600 69 0,627 0,318 1,036
50 0,849 0,554 18 0,753 0,478 1,104
110,333 |10 0,055 0,548 530 -0,009 -0,265 0,310
20 0,175 0,455 390 0,094 -0,121 0,384
30 0,222 0,377 302 0,158 -0,034 0,415
50 0,263 0,317 197 0,207 0,046 0,435
1] 02 |10]| -0,035 | 0,503 600 -0,068 -0,328 0,187
20 0,075 0,388 484 0,013 -0,181 0,282
30 0,121 0,337 426 0,052 -0,106 0,303
50 0,149 0,268 310 0,112 -0,042 0,291
11 01 |10]| -0,091 0,434 669 -0,153 -0,328 0,116
20 0,024 0,361 532 -0,020 -0,233 0,201
30 0,027 0,289 511 -0,004 -0,173 0,178
50 0,053 0,227 460 0,026 -0,104 0,181
11005 (10| -0,134 | 0,410 702 -0,177 -0,405 0,082
20 | -0,046 | 0,320 642 -0,099 -0,249 0,091
30 0,001 0,284 558 -0,035 -0,191 0,153
50 0,013 0,214 549 -0,016 -0,127 0,137
31 02 |10 0,112 0,224 330 0,077 -0,037 0,218
20 0,139 0,169 201 0,118 0,023 0,233
30 0,163 0,142 100 0,146 0,061 0,248
50 0,180 0,121 33 0,167 0,096 0,250

2.8. tdbldzat. 1000 szimuldcids (a harmadik momentum haszndlatdval kapott) momentum mddszeres becs-

lésem
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m «a n Mean(é&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 1,001 0,124 0 0,992 0,913 1,076
10000 0,999 0,040 0 0,999 0,973 1,026
50000 1,000 0,017 0 1,000 0,988 1,011
110,333 | 1000 0,330 0,071 0 0,330 0,279 0,375
10000 0,333 0,022 0 0,332 0,317 0,347
50000 0,333 0,010 0 0,333 0,326 0,339
1] 02 1000 0,197 0,059 0 0,195 0,156 0,235
10000 0,200 0,018 0 0,199 0,188 0,212
50000 0,200 0,008 0 0,200 0,195 0,205
1] 0,1 1000 0,100 0,054 27 0,097 0,063 0,135
10000 0,100 0,016 0 0,100 0,090 0,110
50000 0,100 0,007 0 0,100 0,095 0,105
1] 0,05 | 1000 0,049 0,049 162 0,048 0,014 0,083
10000 0,049 0,015 1 0,048 0,040 0,059
50000 0,050 0,007 0 0,050 0,045 0,054
31 0,2 1000 0,200 0,026 0 0,200 0,183 0,217
10000 0,200 0,008 0 0,199 0,194 0,205
50000 0,200 0,004 0 0,200 0,197 0,203

2.9. tdbldzat. 1000 szimuldcids momentum mddszeres becslésem kiegészitése

I «a n Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 0,992 0,162 0 0,981 0,883 1,088
10000 1,002 0,052 0 0,999 0,964 1,036
50000 0,999 0,024 0 0,998 0,982 1,013
110,333 | 1000 0,329 0,077 0 0,324 0,273 0,380
10000 0,333 0,024 0 0,333 0,317 0,349
50000 0,333 0,011 0 0,333 0,326 0,341
1] 02 1000 0,199 0,067 0 0,196 0,152 0,237
10000 0,199 0,021 0 0,199 0,186 0,212
50000 0,200 0,009 0 0,200 0,194 0,206
11 0,1 1000 0,095 0,055 40 0,093 0,058 0,134
10000 0,100 0,018 0 0,101 0,088 0,113
50000 0,100 0,008 0 0,100 0,094 0,105
1] 0,05 | 1000 0,047 0,050 162 0,045 0,015 0,079
10000 0,051 0,016 1 0,050 0,040 0,061
50000 0,050 0,007 0 0,050 0,045 0,054
31 0,2 1000 0,200 0,029 0 0,198 0,180 0,218
10000 0,200 0,009 0 0,200 0,194 0,206
50000 0,200 0,004 0 0,200 0,197 0,203

2.10. tabldzat. 1000 szimuldcids (a harmadik momentum haszndlatdval kapott) momentum mddszeres

becslésem kiegészitése
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2.4.2. Maximum likelihood moédszer

Ebben a fejezetben elGszor Piegorsch [8] cikkbeli eredményeit fogom 6sszehasonlitani a kapott

eredményeinkkel, azutan Osszevetjik az el6z6 fejezetben kapott elsé és masodik momentumbol

szarmaz6 momentum modszeres eredményeinkkel

,u «@ Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,985 0,522 88 0,924 0,618 1,285
0.333 0,311 0,311 1502 0,280 0,097 0,488
0.2 0,178 0,276 2800 0,152 -0,008 0,341
3 1 0,985 0,302 0 0,954 0,772 1,167
0.333 0,325 0,146 38 0,312 0,222 0,412
0.2 0,192 0,114 279 0,183 0,112 0,259
5 1 0,988 0,260 0 0,963 0,803 1,148
0.333 0,324 0,112 0 0,315 0,245 0,392
0.2 0,193 0,083 25 0,186 0,135 0,245
10 1 0,986 0,218 0 0,968 0,833 1,120
0.333 0,326 0,087 0 0,320 0,264 0,381
0.2 0,195 0,061 0 0,190 0,152 0,233
15 1 0,989 0,211 0 0,974 0,839 1,116
0.333 0,327 0,081 0 0,321 0,270 0,378
0.2 0,195 0,054 0 0,191 0,157 0,229
20 1 0,988 0,203 0 0,976 0,846 1,114
0.333 0,327 0,075 0 0,321 0,273 0,374
0.2 0,196 0,050 0 0,192 0,160 0,227

2.11. tabldzat. 10000 szimuldcios mazimum likelihood becslésem n—50 minta elemszdm esetén

Ha megnézziik a 2.11. és a 2.12. tadblazatokat, akkor azt vessziik észre, hogy eredményeink
kizelitenek a Piegorsch [8] cikkben taldlhato eredményekhez. Ebben az esetben nem lehet jobbnak
mondani egyik szimulaciét sem, sem az atlagban, sem a medianban, sem az alsé kvartilisben, sem
a fels6 kvartilisben. A mi becsléseinknek nagyobb kicsit a szorasa, ezt a standard hibaboél tudjuk,
viszont az eltérés okat nem latjuk. Lehet, hogy a véletlenszam generator okozza a kiilénbséget.

A 2.1. és a 2.11. tablazatok alapjan elmondhatjuk, hogy a maximum likelihood mddszeres
becslésiink esetében szinte minden esetben jobb becslést kaptunk, mint a momentum méodsze-
res becslésiink esetében a p paraméter novelése esetén. Mi ezt vartuk a két becsléstél, mivel a
maximum likelihood médszerrél tudjuk, hogy aszimptotikus értelemben hatésos becslést ad.

A 2.4 és a 2.13. tablazatok azt mutatjak, hogy nagy u és kis a paraméterek esetén, a mo-
mentum moédszerrel és maximum likelihood moédszerrel végzett szimuliciok az alsé kvartilisek
sokszor mar megegyeznek egymaéssal. Ett6l még tovabbra is igaz az, hogy a maximum likelihood

becsléseink szinte minden esetben jobbak vagy legalabb olyan jok, mint a momentum modszeres
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I « Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,978 0,518 100 0,914 0,619 1,266
0,333 0,314 0,314 1512 0,278 0,096 0,495
0,2 0,179 0,281 2845 0,152 -0,013 0,347
3 1 0,986 0,303 0 0,959 0,773 1,166
0,333 0,322 0,145 34 0,308 0,221 0,412
0,2 0,191 0,112 302 0,181 0,112 0,261
5 1 0,987 0,258 0 0,963 0,806 1,141
0,333 0,326 0,113 0 0,318 0,246 0,395
0,2 0,194 0,084 25 0,187 0,135 0,245
10 1 0,986 0,222 0 0,967 0,831 1,119
0,333 0,327 0,088 0 0,318 0,264 0,380
0,2 0,195 0,061 0 0,191 0,152 0,233
15 1 0,989 0,210 0 0,973 0,839 1,121
0,333 0,327 0,080 0 0,321 0,270 0,377
0,2 0,195 0,054 0 0,192 0,157 0,229
20 1 0,986 0,202 0 0,972 0,842 1,111
0,333 0,326 0,076 0 0,320 0,272 0,374
0,2 0,196 0,050 0 0,192 0,161 0,226

2.12. tabldzat. Piegorsch [8] 10000 szimuldicids mazimum likelihood becslése n=>50 minta elemszdm esetén

m «@ Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1101 0,079 0,246 4170 0,053 -0,093 0,221
0,05 0,027 0,228 5037 0,000 -0,133 0,160
3101 0,093 0,091 1522 0,087 0,029 0,149
0,05 0,043 0,078 3065 0,038 -0,011 0,091
50,1 0,094 0,063 483 0,089 0,050 0,132
0,05 0,045 0,051 1934 0,041 0,008 0,076
10 | 0,1 0,096 0,040 19 0,093 0,067 0,122
0,05 0,048 0,031 447 0,045 0,026 0,067
15| 0,1 0,097 0,033 1 0,094 0,073 0,118
0,05 0,048 0,024 96 0,046 0,031 0,063
20| 0,1 0,097 0,030 0 0,095 0,076 0,116
0,05 0,048 0,020 17 0,047 0,034 0,061

2.13. tdbldzat. 10000 szimuldcios maximum likelihood becslésem kiegészitése n=>50 minta elemszdm esetén

becslések, bar ez a kép immar kissé arnyaltabb.
A 2.6 és a 2.14. tablazatokban az 1000 szimulaciés momentum moédszeres becsléseink és ma-
ximum likelihood becsléseink talalhatoak. A maximum likelihood becsléseink jobb eredményeket

mutatnak az atlagnal és a mediannal, viszont az alsé kvartiliseknél nagyjabol egyiitt mozog a két
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I n a | Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,883 1,466 250 0,569 -0,001 1,414
20 0,925 0,860 102 0,783 0,366 1,365
30 0,973 0,725 54 0,880 0,475 1,356
50 0,986 0,528 12 0,913 0,615 1,292
110,333 |10 0,286 1,194 472 0,041 -0,300 0,598
20 0,290 0,583 344 0,190 -0,100 0,565
30 0,301 0,427 255 0,241 -0,001 0,512
50 0,299 0,306 162 0,272 0,086 0,476
1] 02 |10 0,148 0,839 532 -0,014 -0,333 0,378
20 0,152 0,447 427 0,094 -0,157 0,377
30 0,161 0,370 377 0,113 -0,086 0,360
50 0,192 0,272 257 0,166 0,000 0,353
11 01 |10 0,062 0,755 594 -0,120 -0,486 0,316
20 0,096 0,455 493 0,014 -0,203 0,309
30 0,078 0,337 468 0,043 -0,154 0,261
50 0,081 0,246 412 0,057 -0,079 0,225
110,05 10| -0,033 | 0,587 648 -0,159 -0,500 0,213
20 0,012 0,420 577 -0,033 -0,264 0,210
30 0,006 0,305 551 -0,014 -0,212 0,176
50 0,029 0,231 496 0,010 -0,139 0,165
31 02 |10 0,167 0,271 305 0,118 -0,027 0,303
20 0,178 0,188 159 0,159 0,045 0,276
30 0,183 0,156 98 0,168 0,074 0,264
50 0,190 0,115 37 0,183 0,109 0,266

2.14. tablazat. 1000 szimuldcios mazimum likelihood becslésem

becslés, ami a kis elemszam miatt lehetséges. De a fels6 kvartiliseknél minden eredmény rosszabb,

mint a momentum médszeres becsléseinknél. Viszont ezen nem lep6diink meg, hiszen emléksziink,

hogy a momentum mddszernél az alacsony fels kvartilist a minta torzitottsaga adta. Az is ész-

revehetd, hogy a standard hiba a maximum likelihood modszeres becsléseinknél nagyobb, f6ként

kis mintara (n = 10,20 esetén.). Ezért szokés kis minta esetén inkadbb a momentum modszert

alkalmazni (persze inkabb a Clark és Perry [4] altal vizsgalt korrigalt valtozatot).

A 2.14 és a 2.15. tablazatok most is azt mutatjak — mint a 10000 szimulacional — hogy a

becslési értékeink nagyjabol egyforman mozognak Piegorsch [8] cikkben 1évs eredményeivel. Nem

lehet egyik becslést sem jobbnak mondani. Erdekes tény, hogy a mi becsléseink kozott pu = 1

esetben tobb negativ érték volt, viszont u = 3 esetben nekiink volt kevesebb negativ értékiink.

Kicsit megleps dolog, hogy a Piegorsch [8] cikkében tébbszor tapasztalhato, hogy a standard

hiba kisebb, viszont pont a legnagyobb standard hib4ja helyeken a mi eredményeink a jobbak.

A kiilénbségek itt is a véletlenszam generatorbol adédhatnak vagy a kis minta elemszam miatt.
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I @ n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,900 1,592 269 0,540 -0,014 1,355
20 0,991 0,926 100 0,814 0,365 1,467
30 0,950 0,660 47 0,836 0,512 1,320
50 0,993 0,517 9 0,938 0,634 1,261
110,333 | 10 0,290 0,908 461 0,127 -0,274 0,656
20 0,270 0,528 363 0,207 -0,114 0,574
30 0,294 0,423 251 0,256 ~1,0-1076 0,518
50 0,310 0,317 147 0,277 0,102 0,494
11 02 |10 0,127 0,798 570 -0,014 -0,333 0,378
20 0,152 0,476 425 0,089 -0,157 0,370
30 0,176 0,361 343 0,146 -0,078 0,375
50 0,185 0,285 267 0,147 -0,007 0,350
31 02 |10 0,147 0,263 321 0,106 -0,004 0,281
20 0,173 0,197 183 0,146 0,036 0,267
30 0,187 0,154 89 0,169 0,076 0,281
50 0,192 0,111 25 0,180 0,117 0,262

2.15. tdabldzat. Piegorsch [8] 1000 szimuldcids mazimum likelihood becslése

I a n Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 0,995 0,108 0 0,992 0,925 1,067
10000 1,002 0,033 0 1,001 0,979 1,023
50000 1,000 0,015 0 1,000 0,990 1,010
110,333 | 1000 0,329 0,066 0 0,327 0,283 0,375
10000 0,333 0,021 0 0,333 0,319 0,346
50000 0,333 0,010 0 0,333 0,327 0,340
1] 02 1000 0,199 0,055 0 0,199 0,161 0,236
10000 0,200 0,018 0 0,199 0,188 0,212
50000 0,200 0,008 0 0,200 0,195 0,206
11 0,1 1000 0,101 0,050 19 0,099 0,068 0,132
10000 0,099 0,016 0 0,099 0,088 0,110
50000 0,100 0,007 0 0,100 0,095 0,105
1] 0,05 | 1000 0,048 0,049 161 0,047 0,016 0,080
10000 0,051 0,015 0 0,050 0,041 0,060
50000 0,050 0,007 0 0,050 0,045 0,055
31 0,2 1000 0,200 0,025 0 0,201 0,182 0,218
10000 0,200 0,008 0 0,200 0,194 0,205
50000 0,200 0,004 0 0,200 0,198 0,203

2.16. tablizat. 1000 szimuldcios mazimum likelihood becslésem kiegészitése

A 2.9. és a 2.16. tablazatok azt mutatjak, hogy a nagy elemszam miatt a momentum modsze-
res becsléseink és a maximum likelihood mddszeres becsléseink méar kevésbé térnek el egyméstol

mind az atlagnal, mind a fels§ kvartilis esetében. A medidn és az als6 kvartilis esetében még azért
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a maximum likelihood médszeres becsléseink adnak jobb becslést, de észrevehetd az is, hogy a
momentum moddszeres becsléseink néhany esetben vannak olyan jok vagy jobbak, mint a maxi-
mum likelihood médszeres becsléseinkben. A standard hiba immar mindeniitt jobb a momentum

mobdszeres becslésre, mint azt a korabbi javulasbél is vartuk.

2.4.3. Kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszer

Ebben a fejezetben a kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszeres becsléseinket fogjuk
osszehasonlitani a Clark és Perry [4] cikkében taldlhato eredményekkel, majd megvizsgaljuk,
hogy valéban rosszabb becslést kapunk-e, mint a maximum likelihood becsléseink esetében, és
megnézziik, hogy ezek a becslések hogyan viszonyulnak a momentum moddszeres becsléseinkhez.

A kiterjesztett maximum kvézi-likelihood moédszer becslése esetében az R statisztikai prog-
rammal végrehajtott lefutas mar kevesebb id6t vett igénybe, mint amikor a maximum likelihood
modszer becslését futtattuk, hiszen a maximalizdlandé fliggvényiinkén egyszertsitést hajtottunk
végre. A lefutasi id6 f6leg nagy elemszamu minta esetén fontos. (Itt jegyezziik meg, hogy a mo-

mentum modszernél jobb futasids sehol sem varhato, hiszen ott maximalizalast nem végziink.)

7 o Mean(&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1,020 0,545 90 0,957 0,641 1,322
0,333 0,327 0,326 1498 0,289 0,094 0,516
0,2 0,187 0,280 2745 0,154 -0,008 0,347
3 1 1,006 0,309 0 0,974 0,788 1,189
0,333 0,325 0,147 41 0,311 0,223 0,412
0,2 0,194 0,116 292 0,185 0,112 0,267
5 1 1,001 0,265 0 0,977 0,814 1,161
0,333 0,328 0,113 1 0,319 0,248 0,398
0,2 0,192 0,084 32 0,186 0,133 0,244
10 1 0,994 0,225 0 0,974 0,833 1,132
0,333 0,329 0,088 0 0,323 0,267 0,384
0,2 0,196 0,062 0 0,191 0,152 0,235
15 1 1,002 0,215 0 0,988 0,851 1,135
0,333 0,327 0,080 0 0,322 0,272 0,378
0,2 0,195 0,054 0 0,192 0,157 0,229
20 1 0,995 0,207 0 0,978 0,851 1,125
0,333 0,328 0,076 0 0,323 0,275 0,376
0,2 0,195 0,050 0 0,192 0,160 0,227

2.17. tdblazat. 10000 szimuldcios kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslésem n=50 minta elemszdm

esetén

A kiterjesztett maximum kvézi-likelihood médszeres becsléseink, amit a 2.17. tablazat mutat,
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I « Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1,012 0,550 100 0,944 0,625 1,321
0,333 0,319 0,321 1567 0,284 0,094 0,506
0,2 0,185 0,280 2727 0,150 -0,012 0,349
3 1 1,001 0,311 0 0,971 0,781 1,192
0,333 0,325 0,147 34 0,312 0,222 0,415
0,2 0,193 0,116 293 0,181 0,112 0,264
5 1 1,005 0,266 0 0,979 0,816 1,167
0,333 0,326 0,115 1 0,317 0,246 0,396
0,2 0,193 0,085 19 0,188 0,132 0,246
10 1 0,997 0,228 1 0,978 0,836 1,136
0,333 0,329 0,089 0 0,322 0,267 0,385
0,2 0,196 0,061 0 0,192 0,153 0,234
15 1 0,999 0,214 0 0,983 0,849 1,132
0,333 0,328 0,079 1 0,322 0,272 0,376
0,2 0,197 0,054 0 0,194 0,159 0,231
20 1 0,995 0,207 0 0,978 0,849 1,125
0,333 0,328 0,076 0 0,324 0,274 0,376
0,2 0,196 0,050 0 0,193 0,161 0,228

2.18. tdbldazat. Clark és Perry [4] 10000 szimuldcids kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslése n=50

minta elemszdm esetén

nagyon jol kozelitik Clark és Perry [4] cikkbeli eredményeit az dsszes vizsgalt esetben, ami a 2.18.
tablazatban talalhato. Csak elég kevés eltérés tapasztalhatd, ami a véletlenszdm generdtor miatt
ad6dhatott.

Erdekes, hogy a 2.17. tablazat értékei azt mutatjak, hogy a maximum kvazi-likelihood mod-
szer becslései jobbak az atlagot, a mediant az alsé kvartilisek értékét és sok esetben a standard
hibét tekintve is, mint a maximum likelihood modszer becsléséi (2.11. tablazat). Ez azért nem
annyira meglepd, mert az egyszertibb fiiggvénynél az optimalizdlas kénnyebben elvégezhetd.

A 2.19. tablazat azt mutatja, hogy jobb becslést kaptunk most is a maximum kvazi-likelihood
modszeres esetben, mint a maximum likelihood modszer esetében (2.13. tablazat). Viszont az oo =
= 0,1 és a = 0,05 esetekben egyre tobbszor fordul el§ az, hogy a maximum likelihood becslésiink
eléri illetve jobb becslést ad, f6ként a medidnt tekintetében. Ez f6leg azért érdekes szamunkra,
mert az a paramétert csokkentve egyre rosszabb becslésre szamithatunk a maximum kvazi-

likelihood esetében.
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I « Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1] 0.1 0,086 0,243 4130 0,052 -0,089 0,224
0,05 0,038 0,229 5025 0,000 -0,131 0,167
301 0,091 0,091 1527 0,084 0,027 0,148
0,05 0,042 0,080 3215 0,035 -0,014 0,091
5 0,1 0,095 0,063 444 0,090 0,050 0,134
0,05 0,046 0,051 1834 0,042 0,010 0,078
10 | 0,1 0,097 0,041 13 0,094 0,068 0,122
0,05 0,047 0,030 454 0,045 0,026 0,066
15| 0,1 0,097 0,033 0 0,095 0,074 0,118
0,05 0,048 0,024 96 0,046 0,031 0,063
20| 0,1 0,097 0,030 0 0,095 0,076 0,116
0,05 0,048 0,020 16 0,047 0,034 0,061

2.19. tablazat. 10000 szimuldcids kiterjesztett mazximum kvdzi-likelihood becslésem kiegészitése n=50 minta

elemszam esetén

I « n | Mean(&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 1,081 1,742 259 0,635 0,000 1,584
20 1,030 0,947 108 0,840 0,381 1,511
30 1,028 0,741 43 0,886 0,538 1,403
50 1,034 0,573 9 0,952 0,618 1,374
110,333 | 10 0,356 1,116 490 0,064 -0,257 0,659
20 0,308 0,542 337 0,210 -0,088 0,556
30 0,295 0,427 263 0,221 -0,003 0,509
50 0,333 0,326 150 0,289 0,098 0,535
11 02 |10 0,172 0,924 574 -0,020 -0,288 0,365
20 0,173 0,450 454 0,079 -0,166 0,395
30 0,182 0,374 379 0,134 -0,102 0,387
50 0,182 0,267 268 0,145 -0,004 0,339
1 01 |10 0,086 0,744 653 -0,114 -0,360 0,288
20 0,068 0,415 540 -0,011 -0,235 0,233
30 0,072 0,312 496 0,000 -0,160 0,244
50 0,089 0,238 400 0,063 -0,085 0,233
1| 0,05 |10 0,031 0,642 673 -0,160 -0,360 0,214
20 0,017 0,362 596 -0,073 -0,257 0,202
30 0,037 0,284 548 -0,013 -0,178 0,183
50 0,031 0,216 521 -0,002 -0,130 0,149
3|1 02 |10 0,165 0,297 301 0,120 -0,024 0,291
20 0,173 0,189 168 0,145 0,041 0,271
30 0,183 0,149 91 0,164 0,084 0,268
50 0,193 0,114 30 0,178 0,115 0,264

2.20. tabldzat. 1000 szimuldcids kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslésem
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Meglep6, hogy kis a paraméter és egyre nagyobb p paraméter esetén mar a momentum méd-
szeres becsléseink (2.4. tablazat) is nagyon kozel vannak a becsléseinkhez, s6t el is érik azokat. Ez
azt mutatja, hogy ha valamilyen el6zetes kalkulaciobol tudjuk, hogy ilyen esetben vagyunk, akkor
elég a momentum modszeres becslésiinkre hagyatkoznunk, nem feltétlentil érdemes a maximum

kvazi-likelihood moédszert hasznalnunk.

I «a n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,992 1,693 270 0,554 -0,002 1,458
20 0,981 0,925 117 0,801 0,365 1,411
30 1,017 0,723 40 0,913 0,512 1,396
50 1,038 0,551 11 0,978 0,661 1,348
110,333 | 10 0,360 1,036 475 0,080 -0,252 0,653
20 0,288 0,534 339 0,200 -0,108 0,557
30 0,319 0,421 249 0,262 -0,002 0,539
50 0,319 0,318 157 0,273 0,098 0,509
11 02 |10 0,185 0,819 553 -0,023 -0,295 0,355
20 0,177 0,485 457 0,069 -0,175 0,399
30 0,177 0,365 377 0,131 -0,098 0,377
50 0,213 0,290 252 0,177 0,002 0,376
31 02 |10 0,161 0,284 335 0,115 -0,047 0,323
20 0,190 0,192 124 0,157 0,063 0,276
30 0,183 0,150 94 0,164 0,080 0,268
50 0,191 0,111 27 0,181 0,116 0,258

2.21. tdblazat. Clark és Perry [4] 1000 szimuldcids kiterjesztett mazimum kvdzi-likelihood becslése

A 2.20. tablazatban taldlhaté 1000 szimuldciés eredményeink nagyon jol kozelitik Clark és
Perry [4] a 2.21. tablazatban szerepls eredményeit mind az atlag, mind a median és mind a negativ
értékek szdménak esetében. Kicsit eltér a két tablazat a standard hibanal, az alsé kvartilis és a
fels6 kvartilisek értékeinél, de n < 50 esetén ez még nem jelent nagy eltérést. Picit meglepd viszont
az, hogy =1 és n = 10 esetben az & atlaga nagyon jol kozeliti az « értékét minkét esetben.
A 2.20. tablazatban megfigyelhet, hogy az o értékét csokkentve most sok negativ értékiink lett
a median és az als6 kvartilis értékeinél is.

Az elemszamot valtoztatva az el6bbi észrevételiink most is fennall, hiszen a maximum kvazi-
likelihood médszeres becsléseink jobbnak mondhatéak a maximum likelihood médszeres becslése-
inknél (2.14. tablazat) mind az atlag és mind az alsé kvartilis esetében, ezzel szemben a standard
hiba minden esetben nagyobb lesz. A median értékei egyre kisebb a-t véve jobban kozelitenek a

maximum likelihood modszeres becsléseinkhez.
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I «@ n Mean(&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 1,031 0,112 0 1,030 0,953 1,103
10000 1,032 0,036 0 1,030 1,007 1,057
50000 1,032 0,017 0 1,032 1,021 1,043
110,333 | 1000 0,336 0,067 0 0,334 0,288 0,379
10000 0,339 0,022 0 0,338 0,324 0,354
50000 0,340 0,010 0 0,340 0,333 0,345
11 02 1000 0,203 0,058 0 0,200 0,163 0,241
10000 0,203 0,018 0 0,203 0,191 0,214
50000 0,203 0,008 0 0,203 0,197 0,209
11 01 1000 0,102 0,051 18 0,101 0,066 0,135
10000 0,100 0,016 0 0,100 0,089 0,111
50000 0,100 0,007 0 0,100 0,095 0,105
1| 0,05 | 1000 0,050 0,048 154 0,049 0,015 0,082
10000 0,049 0,015 0 0,049 0,038 0,060
50000 0,050 0,007 0 0,050 0,045 0,055
3| 02 1000 0,203 0,026 0 0,201 0,185 0,220
10000 0,201 0,008 0 0,201 0,196 0,207
50000 0,201 0,004 0 0,201 0,198 0,203

2.22. tablazat. 1000 szimuldcios kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslésem kiegészitése

A 2.22. tablazat azt mutatja, hogy nem kapunk annyira pontos becslést nagy elemszam
esetén, mint a maximum likelihood moédszer (2.16. tablazat) és a momentum modszer - (2.9.
tablazat) esetében szinte semelyik jellemzot tekintve sem. Ezt az eredményt vartuk is, hiszen a
maximum likelihood fiiggvényiink eltolasa miatt eddig is kicsit rosszabb becslésre szamitottunk. E
miatt a kiterjesztett maximum kvézi-likelihood modszert f6ként kis elemszémi mintakra érdemes

alkalmazni.

2.4.4. Duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszer

Ebben a fejezetben fEként azt vizsgdlom, hogy a duplian kiterjesztett maximum kvazi-
likelihood modszer jobb vagy rosszabb becslést ad-e, mint a kiterjesztett maximum kvazi-
likelihood médszer. Ezutdn Osszevetjiik az eredményeinket a maximum likelihood moédszeres
becsléseinkkel és a momentum modszeres becsléseinkkel is. Saha és Paul [9] cikkében sajnos
az eredményeik nem tabldzatban vannak, hanem grafikusan abrazoltik 6ket, igy nem tudjuk
elég pontosan Gsszevetni az eredményeinket az 6 eredményeikkel és 6k csak az 1000 szimulacios
becsléseket hajtottak végre kis minta elemszam esetén.

A 2.23. tablazat azt mutatja, hogy rosszabb becslést kaptunk szinte az Gsszes atlag, az dsszes
medidn és az Osszes also kvartilis esetén, mint a 2.17. tablazatban taldlhaté maximum kvazi-

likelihood becsléseinknél. Megfigyelhetd, hogy o = 0,2 paraméternél a u novelése mellett az at-
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I « Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,932 0,469 73 0,883 0,605 1,213
0,333 0,312 0,307 1554 0,286 0,096 0,497
0,2 0,170 0,266 2862 0,145 -0,013 0,328
3 1 0,967 0,279 0 0,944 0,771 1,139
0,333 0,322 0,144 34 0,310 0,220 0,411
0,2 0,190 0,113 272 0,182 0,111 0,258
5 1 0,971 0,244 0 0,947 0,800 1,119
0,333 0,324 0,113 2 0,314 0,246 0,394
0,2 0,193 0,083 32 0,187 0,135 0,245
10 1 0,974 0,211 0 0,960 0,824 1,108
0,333 0,327 0,088 0 0,320 0,265 0,382
0,2 0,195 0,061 1 0,192 0,152 0,234
15 1 0,975 0,200 0 0,962 0,832 1,100
0,333 0,326 0,080 0 0,321 0,270 0,377
0,2 0,195 0,053 0 0,191 0,157 0,229
20 1 0,973 0,191 0 0,960 0,841 1,093
0,333 0,325 0,075 0 0,320 0,272 0,373
0,2 0,196 0,050 0 0,192 0,161 0,228

2.23. tabldzat. 10000 szimuldcidos dupldn kiterjesztett mazimum kvdzi-likelihood becslésem n=50 minta

elemszdam esetén

lagban egyre jobban kozeliti jelen becslésiink a kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood médszeres
becsléseinket. Osszességeben viszont a p paraméter névelésével sem jutunk jobb eredményhez,
mint a maximum kvézi-likelihood becslésnél. A negativ szamok nagyjabol egyforman mozognak,
viszont jobb eredményt kaptunk a standard hiba és a fels6 kvartilis esetében, tehat bar az atlag

rosszabb, a koriil kevésbé szérnak eredményeink.

De még a maximum likelihood modszeres becsléseinknél (2.11. tablazat) sem kapunk jobb
eredményt, kivéve a standard hiba és a felsd kvartilis esetében, mert ott jobbnak mondhato
a duplan kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood modszeres becslésiink (2.23. tablazat). A ne-
gativ szdmoknal csak kis eltérés tapasztalhat6. Sajnos hidba vartunk jobb becslés a maximum
likelihood médszeres becsléseinknél, a p paraméter novelése sem hozta meg a vart hatést, bar

megjegyzendd, hogy a kapott becslés a rosszabb atlag koril kevésbé szor.

Az o paramétert tovabb cstkkentve az el6bbi észrevételiink helyesnek bizonyul, mivel a 2.24.
tablazatban a duplan kiterjesztett maximum kvézi-likelihood moédszeres becsléseink atlagai
a 2.19. tablazatban lathato kiterjesztett maximum kvazi-likelihood becslések atlagat elGszor csak
kozelitik, és legalabb p = 15 paraméternél mar megegyeznek az értékek. Az el6bb rosszabb becs-

lést kaptunk a medianra, de most kis o esetén jobbat kaptunk, ugyanez mondhaté el az alsé
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m «@ Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1101 0,080 0,238 4194 0,054 -0,088 0,220
0,05 0,036 0,224 4949 0,006 -0,127 0,170
301 0,094 0,092 1492 0,086 0,029 0,149
0,05 0,042 0,079 3180 0,036 -0,013 0,091
5 0,1 0,093 0,062 500 0,089 0,050 0,132
0,05 0,045 0,051 1920 0,041 0,009 0,077
10 | 0,1 0,096 0,040 22 0,093 0,067 0,121
0,05 0,047 0,030 430 0,045 0,026 0,066
15| 0,1 0,097 0,033 0 0,095 0,073 0,118
0,05 0,048 0,024 90 0,047 0,031 0,063
20| 0,1 0,097 0,030 0 0,095 0,076 0,116
0,05 0,048 0,020 17 0,047 0,034 0,061

2.24. tdbldzat. 10000 szimuldcids dupldn kiterjesztett mazimum kvdzi-likelihood becslésem kiegészitése

n=50 minta elemszdm esetén

kvartilis esetén is. Cserébe viszont nagyon kozeli eredményeket kaptunk a fels6 kvartilis értékeire
és a standard hibéara.

A duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszeres becsléseink a maximum likeli-
hood modszeres becsléseinkhez (2.13. tablazat) képest mar p = 5 parameéternél megegyeznek az
atlag értékei, p > 5 paraméternél mar az alsoé és nagyjabdl a felsg kvartilisek is megegyeznek. A
median értékei is nagyon kozel vannak egymashoz. Levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy kis a
parameéter és novekvs p paraméter esetén a duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood méd-
szer a becsléseink alapjan ad olyan j6 becslést, mint a maximum likelihood mdédszer, de rosszabb
becslést ad, mint a kiterjesztett maximum kvazi-likelihood becslés.

Az 1000 szimulécidt elvégezve azt tapasztalhatjuk, hogy a 2.25. tablazatban most is dltalaban
rosszabb becslést kaptunk az atlag, a median és az als6 kvartilis tekintetében, mint a maximum
kvéazi-likelihood médszeres becsléseink esetében, amit a 2.20. tablazat mutat. Néha eléfordul egy-
egy jobb becslés is, de az f6leg a kis elemszamnak koészénhetd. A standard hiba viszont sokkal jobb
becslést ad, emiatt kisebb lesz a minta szordsa. A fels§ kvartilis esetében a = 0,2 paraméterig
jobb becslést kapunk, majd kisebb a-t véve rosszabb, de azért kozeli eredményeket kapunk.

Megleps eredményeket kapunk, ha megnézziik a duplan kiterjesztett maximum kvézi-
likelihood modszeres becsléseinket (2.25. tablazat) és a maximum likelihood modszeres becs-
léseinket (2.14. tablazat). Ha az als6 kvartilis esetét vizsgalva p = 1 és a = 0,2 paramétereknél
jobb becslést kaptunk a duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszeres becslések ese-
tén, mig a becsléseink t6bbi esetében rosszabbat. A medién értékeinél oo = 0,2 paraméternél jobb

becsléseket értiink el, és az a értékét csokkentve ugyanigy jobb eredményeket kaptunk, mint a
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I «@ n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,863 1,229 246 0,643 0,000 1,437
20 0,918 0,832 109 0,806 0,367 1,305
30 0,930 0,636 45 0,830 0,497 1,284
50 0,943 0,482 6 0,899 0,608 1,226
110,333 | 10 0,227 0,770 477 0,000 -0,285 0,462
20 0,265 0,470 339 0,198 -0,082 0,531
30 0,312 0,411 236 0,252 0,036 0,536
50 0,311 0,308 152 0,281 0,102 0,510
1] 02 |10 0,102 0,691 569 -0,073 -0,372 0,357
20 0,132 0,434 453 0,079 -0,199 0,367
30 0,166 0,350 384 0,112 -0,097 0,366
50 0,177 0,269 286 0,152 -0,016 0,346
11 01 |10 0,052 0,611 609 -0,126 -0,399 0,314
20 0,068 0,395 523 -0,003 -0,246 0,296
30 0,065 0,304 496 0,010 -0,156 0,246
50 0,090 0,245 398 0,067 -0,077 0,221
11 0,06 |10 -0,001 0,549 638 -0,194 -0,399 0,210
20 0,025 0,380 588 -0,067 -0,255 0,211
30 0,023 0,284 544 -0,018 -0,193 0,192
50 0,029 0,226 513 -0,002 -0,132 0,164
31 02 |10 0,161 0,267 292 0,118 -0,018 0,290
20 0,181 0,185 155 0,159 0,050 0,289
30 0,184 0,152 98 0,165 0,078 0,273
50 0,191 0,112 27 0,186 0,105 0,265

2.25. tablazat. 1000 szimuldcios dupldn kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslésem

maximum likelihood modszernél. Az atlag és a negativ szamok is hasonléan mozognak mindkét

tablazatban, viszont a standard hiba jelen esetben ismét jobb.

Nagy elemszami minta esetén o = 1 esetben a duplan kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood
modszeres becsléseink (2.26. tablazat) nem érték el a fels§ kvartilis értékénél az 1 értéket, igy
természetesen ebben az esetben nem is lehet jobb a becslés a kiterjesztett maximum kvazi-
likelihood modszeres becslésnél (2.22. tablazat), mivel a becslésiink ebben az esetben erdsen
torzitott. a > 1 esetén jobb becslést kaptunk mind az atlag, mind a medidn és mind az alsé
kvartilis értékeit tekintve.

A duplan kiterjesztett maximum likelihood modszeres becsléseinket tartalmazé 2.26. tablazat
a < 0,1 esetén jobb becslést kaptunk az atlag, a median és az als6 kvartilis esetében, viszont o =
= 0,1 paraméternél mar rosszabbak lettek a becsléseink, mint a maximum likelihood modszeres
becsléseink esetében, amit a 2.16. tablazat mutat. A standard hiba ismét picivel jobb, de az

eltérés mar nem olyan jelentds.
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I «@ n Mean(&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 0,964 0,100 0 0,961 0,896 1,031
10000 0,968 0,032 0 0,968 0,946 0,990
50000 0,967 0,014 0 0,966 0,957 0,977
110,333 | 1000 0,330 0,064 0 0,325 0,286 0,372
10000 0,332 0,021 0 0,332 0,318 0,346
50000 0,332 0,009 0 0,332 0,325 0,338
11 02 1000 0,197 0,059 0 0,195 0,157 0,238
10000 0,199 0,018 0 0,199 0,187 0,211
50000 0,199 0,008 0 0,200 0,194 0,205
11 01 1000 0,099 0,052 23 0,099 0,062 0,135
10000 0,100 0,016 0 0,100 0,089 0,111
50000 0,100 0,008 0 0,100 0,095 0,105
1| 0,05 | 1000 0,049 0,046 142 0,049 0,019 0,080
10000 0,050 0,015 0 0,050 0,040 0,060
50000 0,050 0,007 0 0,050 0,045 0,055
3| 02 1000 0,200 0,025 0 0,199 0,183 0,216
10000 0,200 0,008 0 0,200 0,195 0,205
50000 0,200 0,004 0 0,200 0,197 0,202

2.26. tabldzat. 1000 szimuldcios dupldn kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslésem kiegészitése

Itt is megallapithatjuk, hogy a duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood, ugyantigy,

mint a kiterjesztett, kis mintakra ad elfogadhato becslést, és ereje leginkdbb abban mutatkozik

meg, hogy becsléseink koziil a legkisebb standard hibaja. Ezért viszont azt az arat kell fizetniink,

hogy atlagban rosszabb kozelitést ad.



3. fejezet

A valtozé id6tartami megfligyelések

esete

Ebben a fejezetben is a negativ binomidlis eloszlasokkal fogunk foglalkozni, viszont most az
eseményeket t; ideig figyeljitk meg, ahol ¢; ~ E(0,2) egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo, igy
az események N B(t;u, ) eloszlastak. Ugyanazokkal a modszerekkel foglalkozunk most is, mint
amiket mar az elézd fejezetben ismertettiink. Arra keressiik a valaszt, hogy ha a mintavételkor
csak egy bizonyos ideig figyeljiik meg az eseményeket, akkor jobb vagy rosszabb becslést kapunk-e
a-ra. Ez a modell jobban kozeliti a valésagos helyzetet, hiszen egy adott megfigyelési idgszakban
a megfigyelt egyedek megfigyelési id6tartamai a legritkabb esetben egyenl@ek, mivel sok belépés
és kilépés is torténhet.

A valtozé idGtartalma megfigyelésekkel azért foglalkozunk, mert ez egy természetes paramé-
terezés, ami abbél ered, hogy a negat{v binomiélis eloszlas egyben keverék Poisson eloszlés, ahol
a Poisson eloszlas paramétere vt, ahol ¢t megfelel a fenti id6 paraméternek.

A kiilénbo6zg alfejezetekben megnézziik, hogy a modszerek miben valtoznak a megfigyelések
sordan. Majd ezekre lefuttatjuk a szimuldcidkat és ezeket az eredményeket Gsszevetjik az el6z6

fejezetek eredményeivel.

3.1. Momentum modszer

Ebben az esetben csak az els6 és a mésodik momentummal foglalkozunk, mivel lattuk, hogy
az els6 és a harmadik momentum nem ad jobb becslést. Mivel a kapott eredményeket sajat szi-
muléciés eredményekkel szeretnénk Osszehasonlitani a tapasztalati szérasbol eredé becsléssel nem
foglalkozunk, tovabb4, mivel a harmadik momentumra rosszabb becslést kaptunk mér korabban,

most azzal sem foglalkozunk.
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Legyen X ~ NB(tiu,«) valoszintségi valtozo, ahol a t; ~ E(0,2) valoszintségi valtozo.
Ekkor E(X) = tiu, D*(X) = t;u + tiap® és B(X?) = tyu + t24%(1 + ). Ebben az esetben a

megfigyeléseink nem azonos eloszlastak.

E X1+ ...+ X, _ Z?thi,u
n n

p (Mt X) T, (R0

A momentum médszerrel kapott becsléseink ezzel az atparaméterezett negativ binomialis elosz-

last valtozora a kovetkezok. a £ = > | L jeldléssel:
f= X/Ev
2v2 _ (F2%
fo XX
tQ(SE)Q

A momentum mddszer kiszamitdsakor felmeriilhet még egy olyan lehetdség, hogy abbél in-

dulunk ki, hogy rogzitett ¢; esetén ha X; ~ NB(t;u, ), akkor

X.
t;

X2
E <g> =220+ a).
2 t;

Ezekbdsl kapjuk, hogy

.1 X
2= — ) —
n ti ’
=1
1 n X 1 n X; n 1
o w il T RT 2aie1 a 2aield;
a9 — 2

Nem fiiziink tal nagy reményeket ehhez a becsléshez, mert ha a t; valészintiségi valtozd nagyon

kicsi, akkor bar valészintileg az X; valoszintiségi valtozénk és igy % nagy valészintiséggel 0 lesz,

7

mig a % tag nagyon nagy lesz. Ekkor a szamléalé elszallhat és nem kapunk pontos becsléseket.

3.2. Maximum likelihood moédszer

A maximum likelihood moédszer esetében ugyanugy a log-likelihood fliggvényt szamoljuk ki
és azt maximalizaljuk. Az atparaméterezett negativ binomialis eloszlastu valtozora a kovetkezo

log-likelihood fiiggvényt kapjuk:
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= (i + o ) log (1 +tiap) + > yilog (a) . (3.1)

i=1 i=1
A ST yilog (tip) tag felirhato >0 | yilog () + Y i, yilog (u) alakban, ezért ennek az
Osszegnek az elsé tagja elhagyhaté a maximalizaldskor. Az eléz6 fejezetben a maximalizalaskor
elhagyott tagok most is elhagyhatoak és az atalakitdsok most is elvégezhetGek. A likelihood

fliggvényiinket osszuk le szintén n-el.

n yi—1 n n
1 1
I (a, ZZlog (I+av)+ EZyilog ;Z yi +a )log(l—%tlau) (3.2)
i=1 v=0 i=1 =1
Derivalas utan pedig a kovetkezdket kapjuk:
al (v, u) tip
— 3.3
o Z u(1 + t o) p(l+tiap) )’ (3:3)
() _ 1'% tipe (i + ')
—_— = — — —l tia _— . 3.4
o« ;VZ 1+on Z 0g (1 +tiap) - 1+ t;ap (34)

A (3.3) derivalt nullhelyébdl rogton adodik, hogy a ji = ¢/t becslés jo lesz. A (3.4) kifejezés
egzakt nullhelyének meghatarozasa bonyolult, ezért ismét numerikus kozelitést kell alkalmaznunk.
Mi a korabbiakhoz hasonléan az R programmal az [ fliggvény maximumhelyét kerestiik a-ra a

=7/t helyen. Az a-tol fiiggetlen tagokat ez esetben is elhagyhatjuk.

3.3. Kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszer

Hasonloképpen szamoljuk ki a log-likelihood fiiggvényiinket az atparaméterezett negativ bi-
nomidlis eloszlés esetében is a kiterjesztett maximum kvazi-likelihood modszernél. A kévetkezot

kapjuk:

- tipt 14+ ay; 1+tap 1
il 1 —_— | = =1 2m) —1 1 i) —
lly 0g< ) < - )0g<1+ayi 5 log (27) —log (1 + ay;)

=

1 1 1 o 1 o
—log g+ ) - =1 (1 7) | ( +1 7) 35
20g(y+6> slog (L+ &) +5logayi+1+ ¢ (3.5)
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A log-likelihood fiiggvény derivaltjai a kovetkezok:

8l2(ﬂ,a):i_%_ 1+ayll (3.6)
op —~|p I+tiap]’
Oy (o) _N~| 1 (1+tiop) tip(tow) v v
Oa P o? 1+ ay; a(l+tiop) o 14y
SR T T (3.7)
12(14+2)  2(ay;+1+9) | ‘

A (3.6) derivalt nullhelyébdl régton adodik, hogy ugyanaz a becslésiink jo lesz, mint a maxi-
mum likelihood modszernél. Tehat i = g/t. A (3.6) kifejezés egzakt nullhelyének meghatérozésa
bonyolult, ezért ismét numerikus kozelitést kell alkalmaznunk. Mi a korabbiakhoz hasonléan az
R programmal az 5 fiiggvény maximumbhelyét kerestiik a-ra a u = g/t helyen. Az a-t6l fiiggetlen

tagok természetesen ismét elhagyhatoak.

3.4. Duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszer

A log-likelihood fiiggvényiink igy néz ki az dtparaméterezés utan:

= 1 1+ ay; 1
s (n0) = [yz- log (tip) + <yz + a) log <y> — 5 log (1 + i) —

pt 1+ tapn 2
1 o « 1 1
- /L - - 1 Z - T T T T 71 2 . .
(=5 ) 10800 + s~ 15 13— 51981 w>] (3.5)
Nézziik ennek a derivaltjait:
al3 (/La Oé) g Yi 1
—_— = - 3.9
o ; p(I+tiap) \l+tiap))’ (39)

ol (p, ) Zn: il o 1+ tiap Yyi —tip 20yi+2-—a  2—a  ay(2+ay)
o 1+ ay; a(l+tiap) 202(1+ay) 202 12(1 4 ay;)?

(3.10)

A (3.9) derivalt nullhelyébdl ismét adodik, hogy ugyanaz a becslésiink j6 lesz, mint a maxi-
mum likelihood modszernél. Tehat i = g/t. A (3.9) kifejezés egzakt nullhelyének meghatérozédsa
bonyolult, ezért ismét numerikus kozelitést kell alkalmaznunk. Mi a korabbiakhoz hasonléan az
R programmal az [3 fiiggvény maximumbhelyét kerestiik a-ra a u = g/t helyen. Az a-t6l fiiggetlen

tagok természetesen ismét elhagyhatoak.



42 3.5. SZIMULACIOK ES EREDMENYEK

3.5. Szimulaciok és eredmények

Ugyanazokat a szimulacidkat hajtottuk végre ugyanazokkal a moédszerekkel, mint az el6z6
fejezetben, viszont a momentum moédszer esetében a harmadik és az els6 momentum &ltal adott
becslést mar nem szimulaltuk. Elgszor a 10000 szimulaciés eredményeinket vizsgaljuk, majd az

1000 szimulacios becsléseket.

3.5.1. Momentum modszer

W «@ Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,886 0,605 196 0,785 0,472 1,171
0,333 0,292 0,323 1629 0,249 0,073 0,463
0,2 0,163 0,276 2894 0,130 -0,028 0,313
3 1 0,908 0,449 1 0,825 0,608 1,115
0,333 0,305 0,190 212 0,280 0,171 0,409
0,2 0,182 0,144 759 0,166 0,082 0,263
5 1 0,915 0,407 0 0,844 0,637 1,108
0,333 0,310 0,164 4 0,289 0,195 0,402
0,2 0,187 0,121 317 0,172 0,103 0,256
10 1 0,929 0,399 0 0,855 0,660 1,113
0,333 0,313 0,144 12 0,294 0,215 0,390
0,2 0,187 0,099 79 0,176 0,119 0,242
15 1 0,925 0,378 0 0,859 0,664 1,103
0,333 0,314 0,136 2 0,296 0,219 0,388
0,2 0,190 0,093 47 0,180 0,126 0,242
20 1 0,921 0,380 0 0,850 0,662 1,097
0,333 0,314 0,132 0 0,297 0,224 0,385
0,2 0,188 0,088 44 0,178 0,126 0,238

3.1. tabldzat. 10000 szimuldcids vdltozo iddtartamid momentum mddszeres becslésem n=50 minta elem-

szdm esetén

Azt vehetjiik észre, hogy a 3.1. tabldzat a vart eredményeket mutatja. A valtozé idGtartama
megfigyeléseknél rosszabb atlagot, standard hibat, medidnt és alsé kvartilist kaptunk, mint ami
a 2.1. tablazatban kaptunk. A hiba névekedését mutatja az is, hogy a felsd kvartilis esetében
megfigyelhets, hogy bar a u = 1 esetén a valtozé idGtartalmi megfigyelések esetében a becsiilt
a-hoz kozelebbi értéket kaptunk, viszont ez a mediantél tavolabb van, és a u noévekedésével a
becsiilt a-t6l is jobban eltavolodik, mint az id6ben nem viltozo esetben, de elég kozel marad
a 2.1. tablazat felss kvartilis értékeihez. Egy kicsit meglepd, hogy még > 10 esetén is ilyen sok

negativ értékiink van a szimulaci6é soran.
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Vegyes képet kapunk mostani eredményeink és az els6 és a harmadik momentum becsléseibdl
adodott 2.3. tabldzat eredményeinek Osszehasonlitasakor, mivel atlaghban jobb lett a kozelité-
siink, viszont standard hibaja mar nagyobb, és a negativ értékek szamat, a mediant illetve a

kvartiliseket, tekintve is ink&dbb a 2.3. tablazat hozhato ki gyGztesnek.

m «@ Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1101 0,071 0,234 4126 0,047 -0,092 0,203
0,05 0,028 0,221 4965 0,002 -0,124 0,153
3101 0,090 0,112 2143 0,080 0,012 0,156
0,05 0,041 0,097 3498 0,034 -0,026 0,100
5101 0,092 0,086 1308 0,085 0,032 0,145
0,05 0,044 0,072 2829 0,038 -0,006 0,088
10| 0,1 0,093 0,067 647 0,088 0,048 0,135
0,05 0,045 0,051 1886 0,041 0,009 0,076
151 0,1 0,094 0,060 405 0,089 0,053 0,131
0,05 0,046 0,043 1334 0,044 0,017 0,073
20 | 0,1 0,094 0,056 277 0,091 0,055 0,129
0,05 0,047 0,040 1032 0,045 0,020 0,071

3.2. tabldzat. 10000 szimuldcios vdltozo idétartami momentum mddszeres becslésem kiegészitése n=50

minta elemszdm esetén

Picit meglepd, hogy p = 1-re és kis a-ra kicsivel talan jobb becslést ad jelen modszeriink
a 3.2. tablazatot nézve, mint a 2.4. tablazatban vizsgalt. Viszont a nagyobb u esetén tovabbra is
a fix paramétertd becslés a jobb. Itt is megfigyelhets, hogy sokkal t6bb a negativ becslés, ahogy
a p értéke novekszik, példaul a 2.4. tablazat szerint p = 20 és a = 0,05 esetén csak 20 negativ
szam van, mig a 3.2. tdblazatban ebben az esetben 1032 negativ szam szerepel. Viszont a felss
és az als6 kvartilis is mind rosszabb eredményt mutat.

Ha Osszevetjiik a 3.2. tdblazat eredményeit a 2.5. tabldzat eredményeivel, akkor azt vehetjiik
észre, hogy itt is jobb becslést kapunk p = 1 esetében, viszont nagyobb p esetén mar tapasz-
talhaté a nagyobb a-ra méar ldtott tendencia, hogy a fix paraméteres becslés itt is kicsit jobb
becslést ad.

A 3.3. tablazat eredményeiben az lathat6, hogy kis minta esetén méar atlagban sem kapunk
jobbat, mint a 2.6. tablazat eredménye, csak néhany kivételes esetben. Eszrevehets, hogy sok
helyen alsé kvartilisnek is negativ az értéket adnak, ami Osszefiigg azzal, hogy viszonylag sok
negativ értéket kaptunk a szimulécié soran.

A nagy elemszam miatt mar nincs nagy kiilonbség a 3.4. tablazat eredményei és a 2.9. tablazat
eredményei kézott sem az atlag, sem a medidn sem pedig a fels§ kvartilis értékei kézott, viszont

rosszabb eredményeket kaptunk az alsé kvartilis és a standard hiba értékeire.
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I «@ n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,495 0,928 302 0,353 -0,089 0,893
20 0,759 0,826 137 0,599 0,201 1,134
30 0,828 0,787 79 0,661 0,310 1,152
50 0,883 0,615 20 0,777 0,447 1,198
110,333 | 10 0,086 0,637 522 -0,027 -0,308 0,362
20 0,243 0,492 338 0,162 -0,083 0,477
30 0,280 0,421 260 0,209 -0,009 0,501
50 0,287 0,320 172 0,251 0,070 0,444
1] 02 |10]| -0,004 | 0,564 573 -0,074 -0,332 0,242
20 0,132 0,446 425 0,072 -0,175 0,347
30 0,165 0,356 351 0,112 -0,068 0,340
50 0,173 0,276 261 0,137 -0,007 0,323
1] 01 |10]| -0,061 0,506 613 -0,121 -0,357 0,188
20 0,044 0,376 489 0,009 -0,207 0,230
30 0,055 0,320 479 0,015 -0,161 0,212
50 0,066 0,225 404 0,047 -0,094 0,198
110,05 |10| -0,096 | 0,472 662 -0,144 -0,388 0,143
20 | -0,002 | 0,355 546 -0,031 -0,237 0,172
30 | -0,003 | 0,265 546 -0,035 -0,188 0,147
50 0,008 0,204 507 -0,005 -0,137 0,134
31 02 |10 0,101 0,269 398 0,050 -0,078 0,237
20 0,159 0,225 241 0,128 0,002 0,277
30 0,165 0,185 184 0,147 0,037 0,263
50 0,186 0,140 73 0,170 0,090 0,267

3.8. tdbldzat. 1000 szimuldcids vdltozo iddtartamid momentum mddszeres becslésem

Az viszont kicsit meglepd, hogy a 3.4. tablazatban lathaté eredményeink szerint a 2.10. tab-
lazat eredményeihez képest most jobb a becslésiink f6leg nagyobb a-ra.

A 3.5. tablazatban lathatjuk, hogy a vartnal sokkal rosszabb becsléseket kaptunk az elézé
momentum modszeres esetiinknél, (amit a 3.1. tablazat foglal ossze). Megfigyelhetd, hogy a p
paraméter novelésével egyre jobb kozelitéseket kaptunk, de méar p > 5 esetén észrevehets, hogy
legjobban a medién kozeliti a becsiilt paramétert. A standard hiba is és a negativ értékek szama
is csokken a p novelésekor, u = 20 és a = 1 paraméterek esetén méar csak 287 negativ szdmunk
van, mig p = 1 és o = 1 paraméterek esetén 5967 negativ szamunk volt. A kvartilisekbdl és a
medianbdl latszik, hogy egy-egy kiugréd érték rontja csak le az atlagot és a standard hibat, ami
valészintileg annak felel meg, hogy egy-egy mintaba nagyon kis ¢; érték keriilt, és igy a %Z%
érték nagyon nagy lett.

A 3.6. tablazat azt mutatja, hogy kisebb «a értékeket nézve most is megfigyelhets a javulo

tendencia a becsléseinknél és méar nem szérdédnak olyan nagyon.
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I «@ n Mean(&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 1,001 0,157 0 0,989 0,885 1,102
10000 1,000 0,049 0 0,999 0,969 1,031
50000 1,001 0,022 0 1,000 0,987 1,015
110,333 | 1000 0,331 0,078 0 0,327 0,278 0,381
10000 0,334 0,024 0 0,334 0,319 0,349
50000 0,334 0,011 0 0,334 0,327 0,341
11 02 1000 0,198 0,065 0 0,194 0,156 0,239
10000 0,201 0,020 0 0,201 0,186 0,214
50000 0,200 0,009 0 0,200 0,194 0,206
11 01 1000 0,098 0,052 31 0,096 0,061 0,131
10000 0,099 0,017 0 0,099 0,088 0,111
50000 0,100 0,007 0 0,099 0,094 0,105
1| 0,05 | 1000 0,050 0,050 165 0,048 0,014 0,081
10000 0,049 0,015 0 0,049 0,038 0,059
50000 0,050 0,007 0 0,050 0,045 0,055
3| 02 1000 0,199 0,034 0 0,198 0,176 0,219
10000 0,200 0,011 0 0,200 0,193 0,208
50000 0,200 0,005 0 0,200 0,197 0,203

3.4. tdbldzat. 1000 szimuldcids valtozo iddtartami momentum mddszeres becslésem kiegészitése

m @ Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 -4,027 50,475 5967 -0,349 -1,977 0,579
0,333 | -10,060 | 475,820 7667 -0,958 -2,569 -0,063
0,2 -33,780 | 2364,722 8091 -1,080 -2,762 -0,236
3 1 -0,698 32,011 2416 0,545 0,027 0,954
0,333 | -0,811 10,804 5070 -0,008 -0,496 0,262
0,2 -2,425 120,943 6169 -0,122 -0,616 0,133
5 1 0,089 10,863 1338 0,709 0,390 1,019
0,333 | -0,551 16,137 3308 0,145 -0,126 0,325
0,2 -0,689 11,459 4626 0,024 -0,253 0,182
10 1 0,596 3,978 637 0,821 0,592 1,065
0,333 | -0,220 15,449 1635 0,236 0,107 0,351
0,2 -0,148 4,210 2589 0,118 -0,008 0,207
15 1 0,733 2,803 415 0,847 0,657 1,071
0,333 | -0,159 15,616 1114 0,265 0,168 0,359
0,2 -0,011 3,488 1708 0,145 0,064 0,216
20 1 0,641 11,961 287 0,865 0,689 1,086
0,333 0,167 2,234 782 0,280 0,196 0,364
0,2 -0,051 5,389 1318 0,156 0,089 0,217

3.5. tabldzat. 10000 szimuldcids vdltozd iddtartamid momentum mddszeres becslésem (a mdsodszorra is-

mertetett modszerrel) n=50 minta elemszdm esetén
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1 a | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
110,11 -4,352 30,597 8319 -1,177 -2,762 -0,318
0,05 | -4,564 60,625 8360 -1,206 -2,829 -0,354
3101 -1,127 9,603 7073 -0,212 -0,692 0,044
0,05 | -1,687 26,302 7571 -0,268 -0,792 -0,008
5101 -1,644 69,925 6072 -0,064 -0,347 0,084
0,05 | -14,410 | 1363,444 6940 -0,106 -0,391 0,036
10 | 0,1 -0,217 2,646 4059 0,031 -0,093 0,106
0,05 | -0,246 3,003 5536 -0,015 -0,140 0,057
15| 0,1 -0,462 19,902 2936 0,053 -0,022 0,108
0,05 | -0,254 5,945 4605 0,008 -0,065 0,055
20 | 0,1 -0,057 2,568 2211 0,068 0,013 0,111
0,05 | -0,193 3,775 3629 0,021 -0,030 0,057

3.6. tdbldzat. 10000 szimuldcids vdltozd idétartami momentum mddszeres becslésem (a mdsodszorra is-

mertetett modszerrel) kiegészitése n=50 minta elemszam esetén

m «@ n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 | -4,261 25,303 574 -0,240 -2,389 0,560
20 | -6,466 78,738 575 -0,251 -1,858 0,570
30 | -3,419 21,909 584 -0,358 -2,331 0,593
50 | -943,500 | 29698,673 580 -0,336 -1,992 0,575
110,333 | 10| -6,464 53,388 750 -0,698 -2,630 0,000
20 | -4,723 31,651 728 -0,757 -2,370 0,063
30 | -4,231 27,526 754 -0,861 -2,454 -0,017
50 | -2,841 11,427 786 -0,928 -2,536 -0,111
1] 02 | 10| -4,310 15,701 771 -0,760 -2,696 -0,073
20 | -6,318 59,663 770 -0,945 -2,648 -0,070
30 | -5,712 52,157 792 -1,012 -2,746 -0,140
50 | -4,102 33,160 788 -0,967 -2,632 -0,150
11 01 |10| -5997 51,219 788 -0,804 -2,928 -0,085
20 | -7,203 69,371 807 -0,973 -2,700 -0,215
30 | -6,513 91,613 795 -1,077 -3,001 -0,184
50 | -12,020 260,384 828 -1,208 -3,151 -0,306
11 0,05 | 10 | -10,290 200,636 810 -0,785 -2,645 -0,164
20 | -5,672 35,917 806 -1,039 -2,923 -0,218
30 | -6,672 78,564 818 -1,091 -2,974 -0,267
50 | -3,997 25,521 836 -1,188 -2,788 -0,386
3| 02 | 10| -1,566 18,423 597 -0,085 -0,478 0,150
20 | -2,288 30,029 583 -0,084 -0,488 0,166
30 | -2,072 28,854 607 -0,108 -0,683 0,150
50 | -1,012 8,343 629 -0,136 -0,617 0,125

3.7. tdbldzat. 1000 szimuldcids vdltozd iddtartamid momentum mddszeres becslésemn (a mdsodszorra is-

mertetett mddszerrel)
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A 3.7. tablazatunkban lathato, hogy a kis minta elemszam miatt nagyon nagy eltérések lehet
az atlag és a standard hiba értékei kozott is. Ez mutatja, hogy nagyon nagy kiugr6 értékek is
eléfordulhatnak a becslésben. A median és a kvartilisek egymastoél valo eltérései nem tul nagyok.

Lathatjuk, hogy u = 3 esetben a fels6 kvartilisek nem is érik el a becsiilni kivant o értékét sem.

“w « n Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 -2,435 14,508 770 -1,002 -2,483 -0,081
10000 | -4,742 46,058 839 -1,581 -3,233 -0,580
50000 | -2,648 61,411 864 -1,856 -3,331 -0,829
110,333 | 1000 -4,228 23,773 857 -1,618 -3,207 -0,662
10000 | -7,065 85,357 907 -2,257 -3,703 -1,332
50000 | -15,280 | 340,982 910 -2,694 -4,085 -1,718
1] 02 1000 -5,261 36,540 877 -1,808 -3,331 -0,878
10000 | -7,443 82,727 908 -2,425 -3,879 -1,453
50000 | -5,740 50,936 916 -2,790 -4,269 -1,880
1] 0,1 1000 -2,854 13,936 880 -1,772 -3,363 -0,887
10000 | -3,853 11,104 915 -2,560 -4,021 -1,562
50000 | -5,017 31,930 918 -2,792 -4,357 -1,823
1] 0,06 | 1000 | -13,870 | 210,142 894 -1,914 -3,593 -0,955
10000 | -3,925 16,191 903 -2,516 -4,013 -1,374
50000 | -3,894 10,180 922 -2,991 -4,418 -2,049
31 0,2 1000 -0,678 4,555 790 -0,373 -0,838 -0,068
10000 | -15,850 | 453,817 862 -0,610 -1,149 -0,266
50000 | -0,666 9,599 896 -0,703 -1,155 -0,385

3.8. tabldazat. 1000 szimuldcids vdltozd iddtartamd momentum mddszeres becslésem (a mdsodszorra is-

mertetett modszerrel) kiegészitése

Nem tdl meglep6 médon a 3.8. tablazatunk azt mutatja, hogy a minta elemszam noévelésével
nemhogy jobb, hanem sokkal rosszabb eredményeket kaptunk, mivel egy nagyobb mintdban még
inkabb el6fordulhat egy-egy nagyon kis ¢; érték. Negativ értékkel szerepel mind az 4tlag, mind
a median, mind az alsé és fels§ kvartilis is. Sajnos az is észrevehetd, hogy az o paraméter csdk-
kenésével abszolut nem mutat még kozeli eredményt sem az dtlag. A standard hiba nagysagabol

latszik, hogy nagyon sok kiugré értékiink van, ami a becslést nagyon elrontja.

3.5.2. Maximum likelihood médszer

Most megnézziik, hogy a valtozd idGtartamu megfigyelések milyen mértékben valtoznak a
maximum likelihood médszeres becsléseinkhez képest.

A viltozd id6tartamit maximum likelihood becsléseink, ami a 3.9. tablazatban talalhato,
nagyon jol kozelitik alulrél az atlagot, az alsé és a fels§ kvartiliseket és a standard hibat is, s6t

idénként még el is érik a fix paraméteri maximum likelihood becsléseinknél tapasztalt értékeket,
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I « Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,976 0,536 84 0,902 0,605 1,255
0.333 0,313 0,305 1313 0,273 0,107 0,483
0.2 0,176 0,259 2476 0,145 0,001 0,319
3 1 0,988 0,325 0 0,956 0,755 1,178
0.333 0,323 0,149 36 0,308 0,218 0,411
0.2 0,190 0,112 251 0,180 0,112 0,258
5 1 0,985 0,275 0 0,960 0,792 1,147
0.333 0,322 0,119 0 0,313 0,238 0,393
0.2 0,193 0,086 36 0,186 0,133 0,245
10 1 0,987 0,237 0 0,971 0,817 1,131
0.333 0,326 0,095 0 0,318 0,258 0,385
0.2 0,194 0,065 0 0,189 0,148 0,234
15 1 0,990 0,222 0 0,973 0,834 1,130
0.333 0,328 0,085 0 0,321 0,267 0,380
0.2 0,195 0,058 0 0,191 0,155 0,231
20 1 0,992 0,212 0 0,974 0,843 1,125
0.333 0,328 0,082 0 0,323 0,270 0,380
0.2 0,195 0,052 0 0,191 0,158 0,227

3.9. tabldzat. 10000 szimuldcios vdltozo idétartamid maximum likelihood becslésem n=50 minta elemszdm

esetén

ami a 2.11. tdblazatban talalhaté. Kicsivel kevesebb negat{v szam talalhat6, ennek koszonhetd,

hogy az alsé kvartilisek koézott nincs negativ értékiink.

Mivel ennyire kozeli eredményeket kaptunk a maximum likelihood moédszeres becslésekhez,
ezért nem meglepd, hogy az atlag és a median sokkal jobb, az als6é kvartilis értékei pedig &lta-
laban jobb eredményeket mutatnak a valtozéd idGtartamu becsléseinknél (3.9. tablazat), mint a
fix paraméteres momentum modszeres becsléseink esetében (2.1. tablazat), (és mint az fix pa-
ramétertinél rosszabb értékeket mutatéd valtozé paraméteres momentum modszeres becsléseink
esetében). Nagyon hasonlé eredményeket kaptunk a standard hibara. Erdekes viszont az a tény,
hogy a fels6 kvartilis « = 1 paraméter esetén most rosszabb, de a t6bbi « paraméterre mér
nagyon kozeli.

Megleps, hogy kisebb a paraméter esetén mar nem lehet éles kiilénbséget tenni a valtozo
idgtartamn (3.10. tablazat) és fix paraméteres (2.13. tablazat) maximum likelihood mddszeres
becsléseink kozott az atlag, a median, az alsé és fels§ kvartilis értékeinél. Kis p esetén a viltozo
paraméterdi esetben talalhatoak kicsit jobb értékek, mig nagyobb u esetén a fix paraméterd

esetben, de az eltérés nem jelentds.

Mivel ennyire kozeli eredményeket kaptunk a két maximum likelihood médszeres becsléseink
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m «@ Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1] 01 0,080 0,225 3908 0,052 -0,073 0,206
0.05 0,029 0,206 4832 0,008 -0,115 0,146
3|01 0,091 0,088 1385 0,082 0,029 0,143
0.05 0,041 0,073 3080 0,034 -0,011 0,086
5| 0.1 0,094 0,062 440 0,088 0,050 0,132
0.05 0,045 0,049 1830 0,041 0,010 0,074
10 | 0.1 0,095 0,042 24 0,092 0,066 0,121
0.05 0,046 0,030 462 0,044 0,024 0,065
15| 0.1 0,096 0,036 2 0,094 0,071 0,118
0.05 0,048 0,024 99 0,046 0,031 0,062
20| 0.1 0,096 0,032 0 0,094 0,073 0,116
0.05 0,048 0,021 21 0,046 0,033 0,060

3.10. tabldzat. 10000 szimuldcios vdltozo iddtartamid mazimum likelihood becslésem kiegészitése n=50

minta elemszdm esetén

kozott, ezért mar azt is tudjuk, hogy a valtozd idStartamia maximum likelihood médszeres becs-
léseink jobb eredményt adnak a momentum moédszeres eredményeknél, hiszen a fix paramétert
maximum likelihood médszeres eredményeink is jobb becslést adtak és a momentum moédszernél
lattuk, hogy a fix paraméteres momentum modszer jobb becslést adott, mint a valtozé idétartamu
momentum modszer.

a =1 és u =1 esetén kis minta elemszamra is nagyon jol kozelit az atlagban a 3.11. tabla-
zatban talalhaté valtozé id6tartamt maximum likelihood médszeres becslésiink és még a median
értékei is jobbak, mint a 2.14. tablazatban taldlhatoé fix paraméterd maximum likelihood modsze-
res becslésem. Kisebb a paraméter esetén hiaba kapunk jobb értéket szinte az 6sszes also és fels6
kvartilisre, sem a median, sem az atlag nem jobb. u = 3 esetben is ugyanugy rosszabb &atlagot
és mediant kaptunk. Erdekes viszont, hogy a standard hiba szinte minden esetben alacsonyabb

a valtozd paraméteres esetben.

Azt varnank, hogy kevés minta elemszam esetén a 3.3. momentum modszeres téablazat jobb
eredményt fog adni, mint a maximum likelihood mddszeres becsléseink. Tényleg jobb eredmé-
nyeket kapunk szinte az ¢sszes kvartilis esetében és sokkal kisebb standard hibat észleliink, mégis
sem az atlag, sem a median nem adott jobb becslés ebben az esetben. Ez kdvetkezik a momentum
modszeres becslésnél megfigyelt torzitasbol.

Az el6z6 észrevételeink, amit az 1000 szimuliciés maximum likelihood médszeres becsléseink
kozott tettlink a 3.12. tablazatot vizsgalva lathatd, hogy nagy minta elemszadmra is hasonléakat
mondhatunk el. Természetesen az atlag és a median értékei is méar alig térnek el a becsiilni

kivint « értékétsl a 3.12. tabldzat eredményeiben a véltozé idGtartamt maximum likelihood
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I «@ n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 1,036 2,133 256 0,570 -0,017 1,364
20 0,979 1,007 107 0,790 0,354 1,369
30 1,005 0,761 39 0,864 0,480 1,361
50 0,953 0,530 9 0,884 0,600 1,232
110,333 | 10 0,258 1,096 479 0,029 -0,333 0,526
20 0,284 0,554 306 0,206 -0,072 0,509
30 0,288 0,406 237 0,225 0,012 0,497
50 0,324 0,320 141 0,297 0,100 0,493
11 02 |10 0,139 0,801 531 -0,028 -0,333 0,336
20 0,148 0,450 403 0,079 -0,154 0,355
30 0,166 0,392 342 0,104 -0,069 0,313
50 0,180 0,245 237 0,152 0,007 0,339
11 01 |10 0,007 0,676 618 -0,158 -0,333 0,224
20 0,055 0,367 517 -0,012 -0,198 0,243
30 0,062 0,327 472 0,016 -0,139 0,200
50 0,080 0,227 399 0,050 -0,069 0,203
110,06 |10| -0,039 | 0,649 657 -0,174 -0,333 0,135
20 0,006 0,348 576 -0,053 -0,234 0,166
30 0,013 0,272 546 -0,034 -0,175 0,154
50 0,027 0,209 493 0,002 -0,119 0,142
31 02 |10 0,139 0,270 318 0,090 -0,039 0,261
20 0,169 0,189 185 0,144 0,033 0,263
30 0,184 0,152 85 0,160 0,079 0,267
50 0,188 0,112 24 0,173 0,108 0,262

3.11. tabldzat. 1000 szimuldcios vdltozo iddtartamid maximum likelihood becslésem

modszeres becslésiink esetében. Viszont most is megfigyelhetd, hogy a u = 1 és a = 1 paraméterek
esetét kivéve jobban kozelitenek a kvartilisek, mint a 2.16. tdblazat eredményei, amiben a fix
paraméteres maximum likelihood moédszeres becsléseink talalhatoak, és a standard hiba is kisebb.

Pontosan azokat az eredményeket kaptunk, mint amiket vartunk nagy minta elemszam esetén.
A 3.4. tablazat n = 1000 paraméter esetén rosszabb értékeket mutat, mint a 3.12. tablazatban
talalhaté maximum likelihood mo6dszeres becsléseink. Nagyon n paraméter esetén méar szinte
megegyeznek a két tdblazatban az atlag és a median értékei, viszont szinte minden esetben

kevesebb standard hibat kaptunk a maximum likelihood médszeres becsléstink soran.

3.5.3. Kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszer

Ebben az esetben is kicsit rosszabb becslést vartunk. Meglepd mdédon a 3.13. tablazatunk
azt mutatja, hogy a valtozé idétartami maximum kvazi-likelihood médszeres becsléseink p = 1

esetben jobbat adnak a kvartilisek és a standard hiba esetében, mindemellett a negativ szamok
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I «@ n Mean(&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 0,994 0,114 0 0,988 0,916 1,066
10000 1,000 0,036 0 0,999 0,977 1,024
50000 0,999 0,016 0 0,999 0,988 1,010
110,333 | 1000 0,332 0,065 0 0,329 0,288 0,375
10000 0,334 0,021 0 0,334 0,320 0,347
50000 0,333 0,009 0 0,333 0,328 0,340
11 02 1000 0,200 0,053 0 0,199 0,161 0,235
10000 0,201 0,017 0 0,200 0,189 0,212
50000 0,200 0,007 0 0,200 0,195 0,205
11 01 1000 0,098 0,045 11 0,099 0,066 0,129
10000 0,100 0,015 0 0,099 0,089 0,109
50000 0,100 0,007 0 0,100 0,095 0,104
1| 0,05 | 1000 0,050 0,043 117 0,049 0,022 0,079
10000 0,050 0,014 0 0,050 0,041 0,059
50000 0,050 0,006 0 0,050 0,046 0,054
3| 02 1000 0,199 0,025 0 0,198 0,183 0,216
10000 0,200 0,008 0 0,200 0,195 0,206
50000 0,200 0,004 0 0,200 0,198 0,202

3.12. tdblazat. 1000 szimuldcios vdltozo iddtartamu mazimum likelihood becslésem kiegészitése

is kevesebben vannak. Az atlag is mar o = 0,2 esetben méar jobbat ad, mint a 2.17. tablazatban
talalhaté maximum kvézi-likelihood moédszeres becsléseink. De a p paraméter névelésével mar
rosszabb becsléseket kapunk az Osszes megfigyelés esetén, viszont nagyon sokszor tapasztalhat-
juk, hogy a megfigyeléseink nagyon jol kozelitik a fix paraméteres maximum kvéazi-likelihood

moédszeres becsléseinkre kapott értékeket.

Ha megnézziik a valtozé id6tartamia maximum likelihood (3.9. tablazat) és kiterjesztett maxi-
mum kvazi-likelihood (3.13. tablazat) modszeres becsléseinket, akkor azt tapasztalhatjuk, hogy az
alsd és a felsd kvartilisek esetében viszonylag kevés eltérés mutatkozik. A p paraméter névelésével
az atlag is jobbnak mondhaté a standard hibédval egyiitt a kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood

modszeres becsléseink esetén.

A korabbi tapasztalataink fényében picit megleps moédon, de a 3.14. tablazatunkban mar
kis o paraméter esetén egyre tobbszor tapasztalhatjuk, hogy legaldbb olyan j6 vagy még jobb
becslést kaptunk, mint a 2.19. tablazatban 1évé maximum kvazi-likelihood médszeres becsléseink.

A maximum likelihood moédszeres becsléseink (3.10. tablazat) pu > 5 paraméter esetén szinte
megegyeznek az atlaghan és p > 10 paraméter esetén pedig a standard hiba is megegyezik a
kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood moédszeres 3.14. tablazatunk eredményeivel.

A 3.15. és a 2.20. tablazatok azt mutatjak, hogy a valtozo idGtartami becsléseinknél kevesebb

negativ szam jelenik meg. Ezzel 6sszefiiggésben az also kvartilisek is kdzelebb vannak a becsiilt
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I « Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1,016 0,561 70 0,943 0,625 1,315
0,333 0,317 0,305 1368 0,274 0,098 0,493
0,2 0,194 0,259 2419 0,154 0,005 0,334
3 1 1,009 0,336 0 0,972 0,774 1,199
0,333 0,324 0,151 43 0,311 0,217 0,415
0,2 0,189 0,114 278 0,179 0,109 0,258
5 1 0,999 0,281 0 0,971 0,801 1,168
0,333 0,327 0,121 0 0,315 0,241 0,400
0,2 0,193 0,087 23 0,185 0,132 0,246
10 1 1,002 0,243 0 0,983 0,832 1,151
0,333 0,326 0,094 0 0,320 0,260 0,384
0,2 0,195 0,065 0 0,189 0,150 0,234
15 1 1,002 0,229 0 0,982 0,841 1,141
0,333 0,328 0,087 0 0,322 0,267 0,382
0,2 0,195 0,057 0 0,190 0,156 0,230
20 1 0,998 0,215 0 0,982 0,846 1,131
0,333 0,326 0,081 0 0,321 0,270 0,377
0,2 0,196 0,053 0 0,192 0,158 0,230

3.18. tdbldzat. 10000 szimuldcids vdltozo iddtartami kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslésem

n=50 minta elemszdm esetén

I « Mean (&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1] 01 0,094 0,209 3902 0,057 -0,073 0,213
0.05 0,049 0,188 4817 0,009 -0,100 0,147
3|01 0,094 0,087 1328 0,085 0,033 0,147
0.05 0,042 0,072 3115 0,034 -0,011 0,084
5| 0.1 0,094 0,061 441 0,088 0,050 0,131
0.05 0,045 0,048 1798 0,041 0,011 0,074
10 | 0.1 0,095 0,042 27 0,091 0,066 0,121
0.05 0,046 0,030 462 0,044 0,025 0,065
15| 0.1 0,097 0,036 1 0,094 0,072 0,118
0.05 0,048 0,024 86 0,046 0,031 0,062
20| 0.1 0,097 0,032 0 0,095 0,074 0,118
0.05 0,048 0,021 20 0,046 0,033 0,061

3.14. tdblazat. 10000 szimuldcids vdltozo idétartami kiterjesztett mazimum kvdzi-likelihood becslésem ki-

egészitése n=>50 minta elemszdm esetén

paraméterhez, bar nem mindig, hiszen o« = 1 és y = 1 esetben és a u = 3 esetben rosszabb

értékeket kapunk. Az 4dtlag jobbnak mondhaté, de f6leg n = 10 esetén kapunk mas eredményt,
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I «a n | Mean(&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 1,119 2,122 256 0,559 -0,021 1,488
20 0,995 0,995 103 0,797 0,320 1,401
30 1,015 0,744 31 0,881 0,514 1,357
50 1,007 0,539 8 0,942 0,627 1,308
110,333 |10 0,350 1,283 469 0,039 -0,167 0,471
20 0,329 0,551 328 0,192 -0,073 0,551
30 0,336 0,434 216 0,254 0,039 0,507
50 0,330 0,322 123 0,273 0,097 0,491
1] 02 |10 0,241 1,194 534 -0,039 -0,167 0,407
20 0,193 0,461 415 0,071 -0,125 0,349
30 0,181 0,333 349 0,103 -0,075 0,337
50 0,191 0,250 234 0,151 0,011 0,333
11 01 |10 0,118 0,589 614 -0,115 -0,167 0,234
20 0,100 0,349 508 -0,008 -0,157 0,233
30 0,095 0,302 460 0,028 -0,125 0,222
50 0,105 0,220 386 0,066 -0,073 0,226
11 0,06 |10 0,088 0,635 636 -0,125 -0,167 0,163
20 0,046 0,351 610 -0,084 -0,167 0,149
30 0,057 0,255 519 -0,010 -0,125 0,173
50 0,047 0,184 476 0,009 -0,101 0,147
31 02 |10 0,148 0,247 333 0,086 -0,041 0,255
20 0,179 0,193 167 0,144 0,038 0,289
30 0,184 0,149 80 0,168 0,085 0,262
50 0,183 0,117 34 0,170 0,101 0,249

3.15. tdblazat. 1000 szimuldcios vdltozo iddtartami kiterjesztett mazimum kvdzi-likelihood becslésem

ami a kevés minta elemszambol adédhatott. Erdekes médon a median és a standard hiba o > 0,2
esetén mar jobba valik, mint a fix paraméteres maximum kvazi-likelihood mdédszeres becslésem

esetében.

Szamitottunk arra, hogy a maximum kvazi-likelihood médszer az o paraméter cstkkentésé-
vel jobb atlaghan szinte paraméter értékére, mint amit a 3.11. maximum likelihood médszeres
tablazatunkban 1év6 értékek. A kvazi-likelihood mddszer esetében t6bbszor figyelheté meg ki-
sebb standard hiba. A median is az o = 0,2 paramétert kivéve jobb kiézelitést adott, viszont a
kvartilisek most sem adtak jobb kozelitést, mint a maximum likelihood moédszer esetében.

A 3.16. tablazat esetében szinte minden esetben jobb becslést kapunk, mint a 2.22. tablazat
esetében, amelyekben a maximum kvazi-likelihood moédszernek a valtozé idGtartamu illetve fix
parameéterd eloszlasokhoz tartozd becsléseik taldlhatéak. De a nagy elemszam miatt til nagy
eltérés nem tapasztalhatd egyik statisztikai mutato esetében sem.

n = 1000 minta elemszam esetén rosszabb becsléseket kaptunk az atlag értékeire a maximum
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1 @ n Mean(&) | s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 1,030 0,121 0 1,026 0,951 1,102
10000 1,028 0,036 0 1,027 1,003 1,052
50000 1,029 0,017 0 1,028 1,017 1,040
10,333 | 1000 0,338 0,064 0 0,337 0,292 0,379
10000 0,338 0,021 0 0,338 0,325 0,352
50000 0,339 0,009 0 0,339 0,333 0,345
1| 02 1000 0,206 0,055 0 0,206 0,167 0,241
10000 0,202 0,018 0 0,202 0,189 0,214
50000 0,202 0,008 0 0,202 0,197 0,207
11 01 1000 0,101 0,049 14 0,099 0,065 0,133
10000 0,101 0,014 0 0,101 0,091 0,111
50000 0,101 0,007 0 0,101 0,096 0,105
1] 0,05 | 1000 0,048 0,043 131 0,045 0,018 0,074
10000 0,050 0,013 0 0,050 0,041 0,059
50000 0,050 0,006 0 0,051 0,046 0,054
3| 02 1000 0,200 0,024 0 0,200 0,183 0,216
10000 0,201 0,008 0 0,201 0,196 0,206
50000 0,201 0,003 0 0,201 0,199 0,203

3.16. tabldzat. 1000 szimuldcids vdltozo iddtartama kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becslésem ki-

egészitése

kvézi-likelihood moédszer esetében (3.16. tablazat), mint a maximum likelihood moédszer (2.16)
esetében, viszont kicsit meglepd, hogy nagyobb minta elemszam esetén mar alig kiilonboéznek
a statisztikai mutatok egyméstol. Nagyobb a paraméter esetén kisebb standard hibija van a
maximum kvézi-likelihood moédszeres becsléseinknek. Mihelyt cstkken az o paraméter értéke,
gy romlik a standard hiba is.

Erdekes, hogy a fix paraméteres esettel ellentétben most nagy mintakra is jol hasznalhaté a

kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood médszer.

3.5.4. Duplan kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood médszer

A =1 esetet kivéve picit rosszabb eredményeket kaptuk a 3.17. tdblazatban a valtozd id6-
tartamu duplén kiterjesztett maximum kvazi-likelihood moédszeres becslésiinknél az alsé és fels6
kvartilisekre és a standard hibara, mint a fix paraméteres duplan kiterjesztett maximum kvazi-
likelihood moédszeres becsléseinknél (2.23. tablazat), viszont az atlag és a median elég hasonld
értékeket tiikréz. Viszont, hogy a p paramétert novelve a kezdetben a standard hiba ismét javul
csakigy, mint a fix paraméteres esetben.

Ha megnézziik a valtozo idétartami duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszeres

becslésiinket és a kiterjesztett maximum likelihood maédszeres (3.9. tablazat) becsléseinket, akkor
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%)

I «@ Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 0,933 0,473 92 0,883 0,606 1,205
0.333 0,308 0,291 1282 0,276 0,100 0,478
0.2 0,179 0,255 2449 0,151 0,003 0,323
3 1 0,964 0,301 0 0,939 0,754 1,148
0.333 0,321 0,149 34 0,307 0,217 0,409
0.2 0,189 0,113 267 0,180 0,110 0,258
5 1 0,968 0,259 0 0,949 0,785 1,128
0.333 0,323 0,116 2 0,314 0,241 0,394
0.2 0,192 0,086 23 0,185 0,131 0,245
10 1 0,978 0,227 0 0,963 0,818 1,119
0.333 0,326 0,094 0 0,318 0,259 0,385
0.2 0,193 0,066 0 0,188 0,146 0,234
15 1 0,979 0,213 0 0,964 0,830 1,113
0.333 0,327 0,084 0 0,320 0,268 0,380
0.2 0,195 0,057 0 0,191 0,155 0,230
20 1 0,976 0,202 0 0,963 0,835 1,103
0.333 0,327 0,081 0 0,322 0,269 0,378
0.2 0,195 0,053 0 0,191 0,158 0,230

3.17. tabldzat. 10000 szimuldcids vdltozo iddtartami duplan kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becs-

lésem n=50 minta elemszdm esetén

I « Mean (&) s.e | No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1] 01 0,084 0,223 3860 0,058 -0,075 0,211
0.05 0,033 0,205 4865 0,006 -0,111 0,147
3|01 0,091 0,087 1364 0,082 0,031 0,143
0.05 0,042 0,074 3028 0,035 -0,010 0,087
5| 0.1 0,094 0,061 442 0,089 0,051 0,133
0.05 0,045 0,049 1742 0,040 0,011 0,075
10 | 0.1 0,096 0,042 25 0,093 0,067 0,122
0.05 0,047 0,030 434 0,044 0,025 0,065
15| 0.1 0,096 0,035 1 0,093 0,071 0,117
0.05 0,047 0,024 92 0,045 0,030 0,062
20| 0.1 0,097 0,032 0 0,094 0,074 0,118
0.05 0,048 0,021 24 0,046 0,033 0,061

3.18. tabldzat. 10000 szimuldcids vdltozo iddtartami duplan kiterjesztett maximum kvdzi-likelihood becs-

lésem kiegészitése n=>50 minta elemszdm esetén

azt vehetjiik észre, hogy mig az atlagban rosszabb becsléseink vannak, egyre kisebb « paramétert

véve az atlag egyre jobban kozelit az a paraméterhez. Ugyanez elmondhaté a medidn esetében.
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Ezzel szemben szinte mindenhol a standard hiba kisebb a duplan kiterjesztett maximum kvazi-
likelihood médszeres becslés esetben.

A 3.18. tablazatban jol lathato, hogy kisebb « paramétert véve a valtozo idétartamu dup-
lan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood modszeres becslésiink esete jobbnak mondhaté p < 5
paraméter értékénél, mint a fix paraméteres duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood mod-
szeres becslésiink (2.24. tablazat), mivel jobb eredményt kapunk a standard hibéra, a kvartilisekre
és majdnem olyan jokat az atlag s a median esetében. p > 10 esetén pedig rosszabb eredményeket
kapunk szinte az 0sszes statisztikai mutaté esetében.

Kicsit meglepd, hogy a kiilonbséget nem tapasztalunk kis o és névekvd p esetében a duplan
kiterjesztett maximum kvézi-likelihood médszeres becsléseink és a kiterjesztett maximum kvazi-

likelihood modszeres becsléseink (3.14. tablazat) kozott egyik statisztikai mutaté esetében sem.

I @ n | Mean(&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 10 0,816 1,261 272 0,510 -0,058 1,295
20 0,874 0,830 111 0,731 0,309 1,296
30 0,900 0,646 42 0,821 0,433 1,277
50 0,940 0,463 3 0,893 0,620 1,204
110,333 | 10 0,292 0,854 455 0,084 -0,261 0,567
20 0,285 0,488 298 0,192 -0,060 0,530
30 0,287 0,397 236 0,237 0,016 0,494
50 0,321 0,301 123 0,279 0,109 0,486
11 02 |10 0,131 0,627 525 -0,043 -0,294 0,340
20 0,155 0,430 417 0,070 -0,138 0,360
30 0,165 0,322 338 0,124 -0,073 0,342
50 0,182 0,254 238 0,150 0,006 0,326
11 01 |10 0,032 0,552 606 -0,121 -0,303 0,225
20 0,056 0,360 499 0,001 -0,205 0,216
30 0,072 0,284 461 0,029 -0,131 0,225
50 0,091 0,218 373 0,064 -0,070 0,223
110,05 |10| -0,024 | 0,528 667 -0,180 -0,308 0,126
20 0,015 0,319 566 -0,047 -0,218 0,161
30 0,026 0,270 530 -0,016 -0,178 0,161
50 0,038 0,202 484 0,013 -0,111 0,160
31 02 |10 0,153 0,288 326 0,092 -0,038 0,280
20 0,182 0,195 156 0,151 0,043 0,279
30 0,185 0,160 93 0,161 0,067 0,283
50 0,196 0,120 29 0,181 0,112 0,269

3.19. tablazat. 1000 szimuldcios vdltozo iddtartamid dupldn kiterjesztett mazimum kvdzi-likelihood becslé-

SeEmM
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Mivel a kiterjesztett maximum kvazi-likelihood médszeres becsléseink jobb becslést adtak,
mint a maximum likelihood mdédszeres becsléseink, és a duplan kiterjesztett maximum kvazi-
likelihood moédszeres becsléseink ugyanolyan jénak mondhaté, mint a kiterjesztett maximum
kvéazi-likelihood moédszeres becsléseink, ezért emiatt tudjuk, hogy jobb eredményeket kapunk.

1 =1és a < 1 paraméterek esetében megallapithatd, hogy szinte az Osszes 4tlag és kvartilisek
becslése, valamint a standard hiba értéke jobb a duplén kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood
modszeres becsléseinknél (3.19. tadblazat), mint a fix paraméteres duplan kiterjesztett maximum
kvézi-likelihood modszeres becsléseink (2.23. tablazat). u = 3 esetben rosszabba vélik a standard
hiba. o = 1 paraméter esetén a két modszer becsléseiben a standard hiba szinte megegyezik,
viszont a fix paraméteres tablazatunk jobb atlagot produkal.

Nem kapunk jobb becslést a duplan kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood médszeres becs-
léseink esetében, mint a kiterjesztett maximum kvazi-likelihood modszeres becsléseink (3.14.
tablazat) esetében sem az atlag, sem a median és sem a kvartilisek esetében, cserébe ekkor jobb

a standard hiba.

m «a n Mean (&) s.e No. of neg. values | Median | Lower quartile | Upper quartile
1 1 1000 0,972 0,107 0 0,971 0,898 1,037
10000 0,970 0,032 0 0,969 0,949 0,991
50000 0,970 0,015 0 0,969 0,961 0,979
110,333 | 1000 0,333 0,062 0 0,328 0,289 0,377
10000 0,332 0,019 0 0,331 0,319 0,345
50000 0,332 0,009 0 0,332 0,326 0,338
11 02 1000 0,198 0,055 0 0,198 0,160 0,233
10000 0,200 0,016 0 0,200 0,189 0,212
50000 0,200 0,007 0 0,200 0,195 0,204
11 0,1 1000 0,099 0,049 18 0,098 0,065 0,129
10000 0,099 0,014 0 0,100 0,090 0,109
50000 0,100 0,006 0 0,100 0,096 0,105
1] 0,05 | 1000 0,048 0,042 118 0,049 0,019 0,076
10000 0,049 0,013 0 0,049 0,041 0,058
50000 0,050 0,006 0 0,050 0,046 0,054
31 0,2 1000 0,201 0,025 0 0,201 0,184 0,218
10000 0,200 0,008 0 0,200 0,194 0,205
50000 0,200 0,004 0 0,200 0,197 0,202

3.20. tablazat. 1000 szimuldcios vdltozo iddtartamu dupldn kiterjesztett mazimum kvdzi-likelihood becslé-

sem kiegészitése

Nagy minta elemszam esetén is elmondhaté, hogy a valtoz6 id6tartam duplan kiterjesztett
maximum kvézi-likelihood modszeres becsléseink (3.20. téablazat) jobbak a standard hiba érté-

keiben és a felsé kvartilis értékeiben, és o > 0,1 paraméter esetében az atlag is jobbat ad, mint
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a fix paraméteres duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood modszeres becsléseink (2.24).
= 3 esetében a standard hibak megegyezik a két modszer kozott, viszont rosszabb az atlag a
valtozé id6tartamt duplan kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood médszeres becsléseinknél.

A duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood modszeres becsléseink esetében kisebb a
standard hiba, mint a kiterjesztett maximum kvézi-likelihood modszeres becsléseinknél (3.16.
tablazat), és nagyobb « esetén is jobbat kapunk az atlag becslésére, de az o paraméter csokken-

tésével mar az atlagok kozt nem mutatkozik kiilonbség.



4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban megismerkedtiink a negativ binomidlis eloszl4s paramétereinek lehetséges becs-
léseivel, t6bb momentum modszeres becsléssel, a maximum likelihood becsléssel és a kiterjesztett
illetve duplan kiterjesztett maximum kvézi-likelihood becslésekkel. Utdbbi ketts alapjaival kicsit

bévebben foglalkoztunk, mivel ezek a médszerek az egyetemi tananyagban nem szerepelnek.

A kapott becsléseinket az R statisztikai programmal szimulaltuk, és a szimulaciok eredmé-
nyeit tablazatokba rendeztiik. Ezen tdblazatokat egyméssal és a korabbi cikkek eredményeivel
hasonlitottuk Ossze a 2.4. szakaszban. A momentum moddszer esetében azt kaptuk, hogy a leg-
jobb becslést kis mintak esetén Clark és Perry |4] korrigalt tapasztalati szorasnégyzetet hasznélo
eredménye adja, mivel a mi becsléseink kicsit torzitottak. Azt is tapasztaltuk, hogy a harmadik
momentumbél szadrmazd becslésiink kicsit rosszabb, mint a masodik momentumboél szarmazok.
Ezt kévetGen megéllapitottuk, hogy az atlag tekintetében a legjobb becslést a maximum likeliho-
od moédszer adja, viszont a standard hib4ja jobb a kiterjesztett és a duplén kiterjesztett maximum
kvézi-likelihood modszereknek, igy sokszor (f6leg kis mintak esetén) érdemesebb ezeket hasznalni.

Ezt kovetGen attértiink a valtozo idejd megfigyelések esetére. A dolgozatnak ez a része 4j
vizsgalatnak tekinthetd, mivel a szakirodalomban ez az eset egyaltalan nem volt kutatva. Erre
is felirtuk a vizsgalt modszerek becsléseit, majd a kapott becsléseket szimulaltuk. A momentum
moédszer kicsit rosszabb becslést adott, mint a fix paraméteres eset. Ebben az esetben azt is
megvizsgaltuk, hogy mi a helyzet, ha az % momentumaibél indulunk ki. Ebben az esetben na-
gyon rossz becsléseket kaptunk, mivel volt néhény nagyon kiugrd érték. A maximum likelihood
modszer mar hasonlé eredményeket produkilt, mint fix paraméteres esetben. Meglepetést oko-
zott viszont, hogy a kiterjesztett maximum kvézi-likelihood médszer ebben az esetben tébbszor
jobb eredményt adott, mint fix paraméterre, és immar nagy mintara is jo6l hasznalhaté az eb-
bél kapott becslés, igy itt még inkabb ezt a becslést érdemes alkalmazni, a maximum likelihood

modszerrel szemben. A duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood modszerre azt kaptuk,
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hogy standard hibaja kicsit jobb a kiterjesztett maximum kvéazi-likelihood moédszerénél, viszont
picit jobban torzit. Igy idében valtozé megfigyelések esetén, amennyiben a torzitatlansag a cél
inkdbb a kiterjesztett maximum kvézi-likelihood mdédszert érdemes alkalmazni, mig ha kisebb
standard hibéat szeretnénk, akkor érdemesebb a duplan kiterjesztett maximum kvazi-likelihood
modszert alkalmazni. Annak is oriilhetiink, hogy ezen moédszerek mutatéi nem dllnak tavol a fix

parameéteres valtozataik mutato6itél, s6t tobb esetben egyértelmiien jobbak.
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