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1. fejezet

Bevezetés

A szakdolgozat szerkezete: Egy rovid bevezeté utdn egy-két sz6 elhangzik arrdl,
miért is van sziikség gyors parositasi algoritmusokra, milyen eszkozokkel dolgozunk
majd, illetve hogy a programozas soran hogyan sikeriilt a véletlent kezelni. Az ezt
koveto fejezetekben a gyors parositasi algoritmusok koziil ketto részletes elemzése
az onallo eredményt ezek megvaldsitasa jelenti. Végezetiil egyéb gyors parositassal
szolgald algoritmusok rovid attekintését tliztem ki célul a 4. fejezetet szanva erre.

Ezek mar egy fokkal altalanosabbak, maximalis silyi parositasokat adnak.

1.1. Motivacio

A szamitastechnika fejlédése, a rendszeroptimalizalasok igénye szdmos algorit-
mus és annak részét képzoé szubrutin fejlesztését és gyorsitasat hivta életre. Ezen
optimalizal6 faktorok kozé sorolhatdak az iitemezéselméleti kérdések, és azok része-
ként, a parositasi problémak. Egy példa:

Képzeljiik el, hogy céget vezetiink és gy dontiink, hogy a cégiinkén beliil elvég-
zendd rutinmunka egy részét kiosztjuk didkmunkasoknak. A HR-esiink tandcsara
2 hallgatét be is hivunk az irodéba, és hamar ki is deriil réluk, hogy mindket-
ten pontosan ugyanolyan joképességli gyerekek, akik alkalmasak lesznek a feladatra.
Orabérben fognak nekiink dolgozni, és addig tartjuk meg &ket, amig el nem vég-
zik a kiszabott munkét. Tehat szeretnénk, ha minél hamarabb teljesitenék, amit
kell. (Természetesen biztositjuk a feltételeit annak, hogy nekik is érdekiik legyen jol
dolgozni. Egy otlet: Hogy motivaltak legyenek minél elobb végezni, kijelolhetiink
egy magas Osszegrél indulé prémiumot, ami az id6 elérehaladtaval f(x) = 1/z-hez
hasonlé fiiggvény szerint csokken.)

Mivel igyeksziink minél kisebb befektetéssel minél nagyobb hasznot hajtani, ajan-



lott megtervezniink a foglalkoztatasukat. Célunk hogy amig ndlunk vannak, minél
optimdlisabban osszuk ki a rdajuk szabott feladatokat — lehetoleg ne legyen olyan,
hogy csak az egyikiik tud ténykedni, mert meg kell varja a mésikat. Készitiink egy
folyamatabrat. Az elvégzend6 munkakat ordnként teljesithetd szakaszokra bontjuk
és azokat az elemeket, amik egymdsutdnisaga megfellebbezhetetlen, nyillal kotjitk
ossze. A kiilonb6z6 munkak utolséd és els6 elemei kozott is nyillal jeloljik a fliggdsé-
gi viszonyt. Nyilvan azokon a munkakon tudunk majd idét nyerni, amik nincsenek
osszekapcsolva, vagyis pdrhuzamosan végezhetoek. Innentdl jo lenne egy program,
ami az gy nyert informdcikat betaplélva megmutatja, mit mikor kell kiosztani. Es
van ilyen.

Talan az olvasé még nem is sejti, de el is jutottunk egy algoritmussal megoldhato
itemezési problémahoz, konkrétan a P2|prec, p; = 1|Cyq, feladathoz. (Az absztrak-
ci6 mogodtt csupan ennyi rejlik: 2 ugyanolyan gépen, bizonyos precedenciafeltételeket
betartva, idéegységben mérheté munkdakat szeretnénk elvégezni ugy, hogy az a lehe-
t6 legkevesebb idébe keriiljon.) A megoldasban ez a feladat felhasznélja a parosités
fogalmat, mégpedig a fliggetlentil végezheté munkak pontjain. Ezzel tisztaztuk, mire
lehetnek jok a parositasok.

A gyorsasag sziikségességét pusztan egy erdsen torzitott példaval tudnam illuszt-
ralni, 1évén egy valdsagkozelibb példa til bonyolult lenne: Tegyiik fel, hogy van egy
borzasztéan nagy, borzasztéan bonyolult képletiink, amit n + 1 darab processzoron
szamolhatunk, mert a képletnek vannak olyan részei, amiket egymastoél fiiggetlentil is
elvégezhetiink. Orajelenként d miiveletet tud egy processzor feldolgozni, ez a d miive-
let legyen az, amiknek az elérése a lehetd legkonnyebb az adott processzor szamara.
Tegytik fel, hogy memoridban csak n miivelet fér el, ezt tudjuk csak fixen biztositani,
mert a tobbi hely kell a mar meghivott fliggvényeknek, eljarasoknak, mert tarhely
kell a szamitasok elvégzéséhez... Tehat a +1. processzort fogjuk felhasznalni arra,
hogy minden idopillanatban eldontsiik, a részfeladatok kozil melyiket melyik pro-
cesszor végezze el. Cél: az orajelenként el6allé paros grafbol minél tobb parositast
megtalalni egy orajel alatt. Ha olyan programra vagyunk, ami ezt az n processzort
maximalisan kihasznalja, sziikségiink lesz gyors parositd algoritmusra. A példan az
is latszik, hogy a ,,gyors parositasi algoritmusok” problémakor paros grafokra spe-
cializalt valtozata sem érdektelen.

Arra, amikor a kiindulé paros graf mar d-regularis is, inkdbb matematikai felhasz-
nalast mutatnék: ez a duplan sztochasztikus matrixokra mond valamit. A Birkhoff-
von Neumann-tétel mondja ki azt, hogy az ilyenek (ti. amik sor, illetve oszloposszege
1, elemei nemnegativak) eléallnak egységmatrixok konvex burkaként. Egy ilyen el6-

allitast tudunk megadni d-regularis paros graf d darab parositasaként.



1.2. El6zmények

1.2.1. Alapfogalmak

Legyen adott egy paros graf G = (X UY; E), melyben X = x1,29,...,2, és
Y = y1, Y2, .., Yn jelOlés mellett elmondhatd, hogy (x;, z;) ¢ E és (yi,y;) ¢ E sem-
milyen 7,5 € 0,1,...,n. Err6l végig feltessziik, hogy |X| = |Y| = n. Amikor azt
mondjuk, teljes parositast keresiink, akkor a graf £ élhalmazdnak olyan M részhal-
mazara vagyunk kivancsiak, amely minden pontot pontosan egyszer fed, elemszama

a pontszam fele.

1.2.2. Jelolések

A dolgozatban barhol is forduljon el6 a G, V', E, M jelolés, ezek sorban mindig
adott grafot, pontok és élek halmazat, illet6leg parositast fognak jelolni. Az n és m
jeloléseket megtartom pontszamnak és élszamnak. Egy élet, ha annak pontjai egy
pontosztalybdl valok (u, v)-vel, ha kiillonb6z6 pontosztalybdl valok (x,y)-nal fogom
jelolni, ahogy végig megtartom az V = X UY felbontast is, de ha nem akarom
hangsulyozni egy él milyen végpontokbdl all 6ssze, akkor egyszertien e-nek nevezem
majd.

Egy A métrix i. soranak j. elemére A;; formaban utalok, a determindnst és
rangfiigvényt det(A), illetéleg rang(A) szimbélumok jelzik. Mivel mindig egyértelmii
lesz hogy melyik matrixrél van szd, ezért a sorokra illetve oszlopokra csak szévegesen
(,i. sora”), kiilon jelolés nélkil fogok hivatkozni.

A futasi idok 6sszehasonlitasara fogjuk hasznalni a kévetkezd jeloléseket: O, ©,
olyan ¢ > 0 konstans és ng € Z,ng > 0 kiiszobérték, hogy minden n > ng esetén
|f(n)| < clg(n)]; f=0O(g), ha léteznek olyan ¢y, co > 0 konstansok és ng € Z, ahol
no > 0 kiiszobérték, hogy minden n > ng esetén c;1|g(n)| < |f(n)| < c2|g(n)|.

1.2.3. Az implementaciérdl roviden

A kédokat C++-ban irtam, néhany fiiggvényt felhasznalva a C++ Librarybol.
Console-ban forditottam a C++11-es szabvanynak megfelel6en. Ez a szabvany mar
képes volt a véletlenszamok generalasanak azt a formajat értelmezni, amit valasz-

tottam:

unsigned seed = chrono::system_clock::now().time_since_epoch().count();
default_random_engine generator(seed);

uniform_real_distribution<double> distribution(0.0,1.0);



Itt az elsé sor a generator magjat adja, a masodik a generatort inicializalja a
maggal, mig az utolsé definidlja az eloszlast. Eloszlast definialni csak egyszer le-
het, ugyanakkor nekem arra volt sziikségem, hogy tjra megadhassam azt a halmazt,
amelybol véletlen elemet valasztok. Ezért élve egy klasszikus programozasi modszer-
rel, ahelyett, hogy az {1,...,n} elemekbél valasztanék diszkréten — gondolva arra,
hogy n értéke valtozni fog — inkabb az = € [0, 1) valés eloszlasbdl kivalasztott véletlen

szamra vettem az |zn| értéket. Azaz a kévetkez6 kodsort alkalmaztam:

veletlenszam = int(distribution(generator)x*n);

Még egy trikk kellett, hogy egy folyamatosan fogyé halmaz elemeit rendre ki
lehessen valasztani. Mint lathatjuk a fentiekben, a halmaz 6sszefiiggoségét meg kell
tartsuk. Erre kétféle megvalositast is alkalmaztam, a korilményektol fiiggott, mikor
melyiket. Az egyik sordn egy pointertombot allitottam az {1,...,n} elemekre, és a
pointertémb indexe volt az, amit valdjaban generdltam. Igy, ha az {1,...,n} elemek
valamelyikére nem volt tobbé sziikség, akkor a ramutatd pointert az utolséd elemre
allitottam, és csokkentettem n-et n — 1-re. A masik mddszernél nem volt pointer-
tomb, csak az utolsd elem atmasolasa a mar sziikségtelenné valt helyére, valamint

az elemszam csokkentése.

1.2.4. Elérhetoség

A programok és a futtatasukhoz tartozo rovid leiras a az alabbi két linkrol érheté

el:

http://www.cs.elte.hu/~vazoadt/szakdolgozat/ford-fulk
http://www.cs.elte.hu/~vazoadt/szakdolgozat/gauss-elimin



2. fejezet

Gyors parositas Ford—Fulkerson

algoritmussal

Ez az [1] cikkben szerepl$ algoritmus egy nagyon egyszerii elgondolds, de csak
nagyon specialis grafokra hasznalhaté. Csak a regularis paros grafokra fut le tényleg
gyorsan — azaz, ha a két pontosztalyban minden egyes pontnak ugyanannyi szom-
szédja van. Ilyen graf esetén, ahogy azt latni fogjuk, mindig van teljes parositas,
ugyhogy a futds is mindig eredményes lesz.

Az algoritmus maga tekintheté gy, mint az O(nm)-es Ford-Fulkerson egy ran-
domizalt valtozata. Amitol ez gyors tud lenni, az az, hogy nem fiigg a varhato 1épés-
szam az élek szamatol. Vagyis n pont és m él esetén is O(nlogn)-es. Ehhez az kell,
hogy a grafban a pontok szomszédjai koziil konnyen lehessen random valasztani. A
grafabrazolast ezért szomszédlistaval célszerti megoldani.

Eloszor is idézziik fel azokat az elméleti eredményeket, amelyekre épit az algo-

ritmus...

2.1. A Ford—Fulkerson algoritmus

Legyen G = (X UY; E), | X| = |Y| = n péaros graf, amiben maximalis parositéast
kerestink (ha ennek az elemszama n, akkor ez teljes parositast fog adni). A problémét
maximalis folyam keresésére vezetjiikk vissza: iranyitsuk az éleket X-bol Y-ba, és
adjunk az iranyitott grafhoz még egy s pontot, amibdl vezessen él minden x € X
pontba és egy t pontot, amibe pedig vezessen él minden y € Y pontbdl. A kapott
halozat élein definialjuk a kapacitast egységesen 1-nek. Az M parositds egy éle ebben
a reprezentacioban 1 folyamértéknek felel meg, amely athalad a halézaton s-bol t-
be, és az adott élet tartalmazza. Ez az ttfolyam kijelol egy utat a grafban, ami a

folyamhoz tartozo rezidudlis grafban forditott irdnyu ttként jelenik meg.



AV

2.1. dbra. A grafon atmend folyam hatdsa a rezidudlisban.

2.2. dbra. A parositas valtozasa a folyam alapjan.

Emlékezziink vissza: a rezidudlis grafban mindig azt tartjuk szamon, hogy a fo-
lyam aktualis allapota mellett merre mennyi folyamértéket kiilldhetiink még. Amennyi-
ben egy €l also kapacitasa f, a felsd g, az élen atdramlé mennyiség pedig h, amelyre
f < h <g,az a rezidudlisban 0n. elore élen g — h fels6 és 0 also, illetve az n. vissza
élen h — f fels6 és 0 als6 kapacitasként jelenik meg. (Itt az elére csak annyit jelent,
hogy az eredeti graf irdnyitasaval megegyezd irdanyu, a vissza pedig azt, hogy ezzel
ellentétes.) Abban a speciélis esetben, ahol a fels§ kapacitas 1, az alsé pedig 0 és
egész mennyiséget kivanunk széllitani (tehdat minden élen 0-at, vagy 1-et), elég egy
darab él iranyitasaval reprezentdlni a rezidudlisban, hogy hova mennyit kiildhetiink
még: amerre mutat, arra lehet egyet, az ellentétes iranyba meg nem lehet semmit,

ezért azt ki is hagyhatjuk, ahogy azt az 2.1 abran latjuk.

A Ford-Fulkerson nével6 utakat keres ebben a rezidualisban, valamely utépito al-
goritmus felhasznalasaval, tipikusan BFS-sel. Ennek mentén kiild tovabbi folyamér-
téket az eredeti grafban, majd médositja a rezidualisbeli kapacitasokat az atkiildott
folyamérték fiiggvényében — a mi esetiinkben tehat megforditja az éleket. Egy ilyen
noéveld 1t a parositasban is noveld utat ad, melyben a vissza élek felelnek meg majd
a parositas éleknek, és az elore élek lesznek azok, amiket torliink a parositasunkbol,
lasd 2.2 abra.

A cikk még egy észrevételt ajanl: a noveld Gt sose hasznal olyan élet, ami s és egy

a parositott x € X kozott fut, mivel az ilyen él s-be mutat, hasonlo6 igaz y € Y és ¢



esetén. Ezért az s-be befelé, illetve a t-bdl kifelé mutato éleket akar el is hagyhatjuk.

El6szor is nem art latni, miért is van egyaltalan egy ilyen grafban teljes parositas.
Ahhoz, hogy ezt belassuk, hasznalni fogjuk a Hall-feltételt. Jelolje A C X-re
N(A) az A szomszédjainak halmazat Y-ban. A Hall-feltétel azt mondja ki, hogy
G=(XUY};E), |X| =|Y| =n esetén a teljes parositas 1étezéséhez sziikséges és
elegendd feltétel, ha |N(A)| > |A|] minden A C X részhalmazra.

1. Tétel. Ha G = (X UY; E) d-requldris pdros grdaf, melyre |X| = |Y| = n. akkor
IN(A)| > |A| minden A C X esetén.

Bizonyitds. Mivel A minden pontjanak d szomszédja van, d|A| él 1ép ki A-bol. Nem
til meglepé médon hasonléan d|N(A)| él 1ép ki N(A)-bdl is. A szomszédsig defini-
ci6jdnak koszonhetéen kapjuk, hogy d|A| < d|N(A)|. Az egyenlStlenség két oldalét

leosztva d-vel nyerjiik az allitast. O

Ez nem csak azt bizonyitja, hogy létezik teljes parositas, de részét képezi a ko-

vetkezo tétel bizonyitasanak is.

2. Tétel. Legyen G = (X U Y E) dsszefiiggd d-reguldris graf és legyen M egy n
nagysagundl kisebb parositds G-ben. Legyen H a fenti modon szdrmaztatott folyam
probléma, f az M-et leird folyam, valamint Hy a rezidudlis graf. Ekkor Hy minden

pontjabol van ut t-be.

Bizonyitas. Jelolje Xp az X és Y az Y azon részhalmazat, melybdl nem lehet
eljutni ¢-be irdnyitott aton. Mivel minden parositatlan y € Y-bél van irdnyitott él
t-be, ezért az Yp elemei sziikségképpen parositottak.

Minden v € V-re jeloljitk az M parositas adta parjat M(v)-vel. Ezzel a jeloléssel
élve elmondhat6, hogy minden y € Y-nak pontosan egy kilépd éle van Hy-ben,
mégpedig az, amelyik M (y)-ba megy. (Kezdetben ez a kilép6 él t-be mutatott, de
egy y-on athalado, t-be érkezdé Ut miatt modosult, amikor az 1t élei megfordultak
és az (M(y),y) él a pérositas részévé valt.) Ebbol az addédik, hogy y € Yp akkor
és csak akkor, ha M(y) € Xp, hiszen ha y-bol nem lehetett eljutni ¢-be, akkor
az altala mutatott pontbdl sem lehet, és a masik irany: ha az M(y)-bél nem lehet
eljutni t-be, az egyetlen pontbdl, ahova y-bdl el lehet jutni, akkor az y-bél sem lehet.
Kovetkezésképpen: |Yg| < |Xp|.

Masrészt minden x € Xp-bdl kiléps él y € Yp-ba kell 1épjen. (Az észrevétel
miatt azokat az éleket, amik x € X-bol s-be mutatnanak, toroltiikk, a maradék
csak y € Y-ba mutathat. Ha x € Xpg, akkor viszont a beldle kiépo élek olyan

y € Y-okba mutatnak, ahonnan nem lehet eljutni ¢-be, azaz ezekre az is igaz, hogy

9



y € Yg.) Ezért: N(Xp) C Yg, vagyis az 1. tétel felhasznaldsaval az kovetkezik, hogy
1Xs] > [V,

A két fenti bekezdést Osszerakva, azt kaptuk, hogy |Xp| = |Yz|, ugyanakkor
hogy minden Xp-bdl kilépo él Ypz-be érkezik, egyszersmind minden Yp-bdl induld él
Xp-ben ér véget. Mivel a graf Osszefiiggoségét feltettiik, ez azt implikédlja, hogy Yz
vagy ureshalmaz, vagy maga az Y. A masik feltételiink, ami az volt, hogy a parositas
elemszama kisebb, mint n, kizarja az utébbit — lasd 2. bekezdés. Azonban az Yz = ()
magdval vonja, hogy Xp = (), mivel a két halmaz elemszdma azonos.

Ezzel belattuk, hogy nincs olyan pont se az X-ben, se az Y-ban, melybdl ne

lehetne elérni ¢-t, ha van még parositatlan pontunk. O

2.2. A gyorsitas

A klasszikus Ford—Fulkerson algoritmus utnovelését BFS-sel szoktak megoldani,
ami minden ponthoz épit egy legrévidebb utat s-bol. A gyorsitds nagyon egyszerti.
A szélességi keresés helyett csak induljunk el s-bdl és sétaljunk az iranyitott rezidu-
alis grafon véletlen valasztva mindig a kévetkezo pontot a szomszédok koziil, amig
elériink t-be. Ez a fenti 2. tétel kovetkeztében elébb-utébb bekovetkezik. Hamaro-
san azt is belatjuk, hogy inkabb elobb, mint utébb. Ha pedig séta kozben esetleg
kort képeztink, azt utélag vagjuk le. A modositas eredménye egy O(nlogn) ideji

algoritmus.

1. Eszrevétel. Az mdr most is litszik, hogy az n darab titkeresés sordn az egyes
utak hossza végiil nem lehet tobb, mint kétszer a vissza élek szima a grdifban (minden
vissza élre jut eqy elére €l) plusz még harom (egy €l s-bél az elsé x € X-be, az elsd
elére él x € X-b6ly € Y-ba és az utolsé ély € Y-bol t-be).

3. Tétel. Legyen G = (X UY; E) egy reguldris pdros grif, leqgyen M k €lbél dllo
parositds G-ben, valamint Gy a kapesolodo folyam probléma rezidudlis grafja. Az

s—t-randomsétaban eléfordulo vissza élek varhato szama ekkor:

n

— 1.
n—=k

Bizonyitds. Jelolje X, és Yy, rendre az X-beli, illetéleg az Y-beli parositott ponto-
kat, Xy és Yy azokat, amik kimaradtak a parositasbol. Emellett adott y € Y esetén
legyen még M (y) az az X-beli pont, amely a parositdsban y szomszédja. Tovabba
minden v esetén vezessiikk be azt a b(v) szamot, ami egy v-bél indul6 séta esetén a

t-be jutasig felmeriil6 vissza élek szamanak varhaté értéke.
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A célunk felsd becslést adni b(s)-re. Ugy fogjuk ezt elérni, hogy killonbozé v-k
esetén megbecsiiljik a b(v)-k kozotti reldcidkat, majd kombindljuk ezeket. Ahhoz,
hogy a kombinaciok eredményei értelmesek legyenek, ellenorizniink kellene, hogy a
b(v) véges minden v-re. Szerencsére errdl biztosit minket a 2. tétel mar, ami azt
mondta ki, hogy minden pontbdl el lehet jutni ¢-be.

Az els6 1épés s-bél annak valamely random szomszédjiaba torténik Xy -ban:

1

b(s):n—k‘

> b(x). (2.1)

zeXy

Tudjuk, hogy az y € Yy pontokra az egyetlen él, ami elhagyja Oket, t-be lép be.
Ezeknél b(y) = 0. Ugyanakkor, amennyiben y € Y}, a réla lelogo él feje M (y)-beli.

o 0 Yy e YU,
b(y) = { 1+b6(M(y)) y€Yu. 22

Magyaran:

Egy ©* € Xpy-nak d darab beldle induld éle van még, melyek kilonbozo y € YV
elemekbe mutatnak. Azaz az z-bdl induld séta varhatd értékét a szomszédokbol

indul6 sétak varhato értékének atlagabol is kiszamithatjuk. Tehat x € Xy esetén:

b<x>=§(z o) = db() = S bly).

z,y)EE (z,y)EE
Ettél nem sokban tér el az az z, amelyre x € X, 4ll, csak itt d — 1 a kilépd élek

szama (1 mar belépé parositas él lett), nem pedig d:

ba)=—— 3 My = (A=) = X ).

Mivel (z,y) € M péarosités élek tovére b(y) = 1+ b(x), azaz ezt dtrendezve a fejére
b(x) = 1—b(y) egyenlet all fent. Ha a legutobbi egyenletiink két oldalahoz hozzdadjuk
ezt az egyenletet kapjuk:

db(z) =—-1+ > by).

(z,y)EE

Minden x € X-re Osszegezve a fenti egyenletet azt nyerjik, hogy:

dY blz)=—-k+ > > by). (2.3)

reX reX ($7y)EE
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Amiatt, hogy minden y € Y d darab ponttal alkot élet X-bol, ez tovabb egyenld a:

—k+d Z b(y) (2.4)

yey

értékkel. Tovabba ha a b(y)-rdl sz016 (2.2) formuldt bevetjik az Osszes y-ra, az ered-
mény:

dbly)=k+ > bx). (2.5)

yey zeX

Igy (2.3), (2.4), valamint (2.5) osszerakdséval erre jutunk:

dY bx)=-k+dk+d > bx).

zeX zeX s

De ez azt is jelenti, a jobboldali d-vel szorzott szummas tagot kivonva mindkét
oldalbél, hogy:
d > b(z)=(d—1)k.
z€Xy
Visszatérve a kiinduldshoz ez alapjan végre behelyettesitiink s kezdeti (2.1) egyen-

letébe: (d— 1)k L
— n
d(s) = b(z) = < — 1
()= —5 2 =) dn—k)=n—k n—k

Az allitast ezzel belattuk, tényleg vdrhatoan legfeljebb - —1 visszaél fordulhat el8

az s—t-sétaban, ha mar k éle van a parositasnak. O

Ezek szerint az algoritmus futasanak legelején csak néhany vissza élet kell be-
vegytnk. Konkrétan, ha az élek szdma még kisebb, mint n/2, varhatéan kevesebb,
mint 1-et. Azt is latjuk, hogy a k elemii M k+ 1 elemiivé bovitéséhez sem kell tobb,
legfeljebb

n
n—=k

élen athaladnunk (ezt mar nem csak a vissza élekre szamoljuk, ez mér valéban a

242

lépésszam a 1. észrevétel alapjan). Hogyha M méretét 0-rol n-re akarjuk béviteni,

az legfeljebb

nzl<2+2 - )—2 Loyt
k=0 n—k) " ni:li

lépést jelent az Osszes utban egyttt véve. Itt az utolsd6 szumma az n. harmonikus
szamot jeloli. Kozelitése v+ Inn formaban ismert, ahol a v = 0.577215 ... az Euler-

konstans. Ebbdl a kozelitésbol most nekiink elég lesz annyi, hogy



Visszatérve a varhaté 1épésszamra kapott végso felsé becslés valoban:

2n+2n(1 +1nn) = O(nlogn).

2.3. Input

Inputként a regpsgrafl.cpp-vel generdltam 2n pontu d-regularis véletlen paros
grafot, futas idoben bekért n-re és d-re. A grafnak a szomszédsagi listdjat adtam
meg, a Ford—Fulkersonos algoritmushoz ugyanis a cikkben ez a reprezentacié volt
javasolt. Az eredményben a szomszédok sorszama 2-tél n + 1-ig tartott (az elsd
pontosztély pontjait is igy képzeltem az indexet eltolva), fenntartva az 1-es értéket
s-nek (az n + 2 pedig t-t jelolte). Egy tétel sem mondta, hogy a d-reguldris grafnak
nem szabad parhuzamos élt tartalmaznia, pusztan az Osszefliggdség volt elvaras,
mégis torekedtem ra, hogy a parhuzamos éleket elkeriiljem. Szerencsétlen esetben a
graf osszefiigglségét is elronthattak, amit nem akartam még egy rutinnal ellendrizni.
Mindezek fiiggvényében el6szor:

Haladva a matrix elemein, soronként egy 1-t0l n-ig szamokkal feltoltott sorl!
tombot és egy sor2 pointer tombot definialtam, az utébbit a sor! elemeire mutatva.
Ok jelentik hamarosan, hogy milyen elemek koziil lehet véletlenszertien valasztani az
adott sorban. A pointer atallités mddszerrel, kiszedtem koziiliik azt, ami korabban
méar bekertlt a nemkell listaba. (Ide azon elemek voltak beszurva, akik a szdmldlo
tomb alapjan kordbban mar d-szer el6fordultak a matrixban.) Ezek utan a vélet-
len elem, amit generaltam a sorl tomb indexeként nem mutathatott olyan elemre,
amibol mar elég van. A generdlas utan ismét pointeratallitdssal toroltem egyet a
valaszthato elemek kozil, valamint, ha a szdmldlo megkivanta, be is sztirtam a nem-
kell listaba. Ezt az eljarast ismételtem az n — 1. sorig, ahova pedig elso 1épésben
beszértam a megmaradt éleket nagysag szerint novekvo sorrendben.

Az n — 1. sorig ez még jo eséllyel sikeriilt a parhuzamos élektél mentesnek ma-
radni (a futtatasok soran néha lattam ismétlédést itt az utolséban mar az utolsé két
elemre). Az volt még a célom, hogy az n. sorban ismétlédé elemeket becseréljem a
matrix mas elemeire. Kihasznalva a nagysagsorrendet, az elemeken lépkedve ellen-
Oriztem, hogy az i. és i + 1. azonos-e. Amennyiben igy volt, elindultam a paros graf
sorai kozott keresni egy olyat, amiben nem szerepelt az i. elemnek megfelel6 érték
— az elsé ilyet valasztottam. Ebben a sorban pedig kerestem egy olyan elemet, ami
viszont az n. sorban nem szerepelt. Ilyen biztos volt, mivel a matrix ezen korabbi
soraban d kiilonb6zo6 elem van — hiszen az elso jo sort valasztottam — gy, hogy egyik

sem maga az ¢. elemnek megfeleld érték. Elvégeztem a cserét.
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Amit kaptam grafot, abban méar csak egy-két parhuzamos él akadhatott nagy
ritkdn (emlitettem az utolsé elStti sorbeli bugot), igyhogy nem is foglalkoztam
tovabb az eléallitas bonyolitasaval. Kiirtam egy regpsgraf.tzt tajlba.

Ez az eljaras sajnos nagy n-kre és d-kre nem miikodott jol, valoszintiileg azért,
mert mar az n. el6tti sorra sem feltétleniil jutott d kiillonb6z6 érték, és nem mindig
csak az utolséd két elem volt a hibas. Azért volt ez probléma, mert a végsé konstruk-
cibban szerettem volna automatizalva, sok kiilonb6z6 inputot kapni, amiket szintén
automatizalva beadhatok a futé programnak. Ezért elhagytam a parhuzamos élekkel
szemben tamasztott elvarasomat és irtam egy egyszeriibb, de stabilabb algoritmust
is. Az automatizalasnal amig lehetett az els6t, utana a masodik programot alkal-
maztam. (Az Osszefliggdséget erre sem ellendriztem.)
feltoltott tombbol valasztott véletlentil, minden elemet legfeljebb d-szer. Amint egy
elemhez tartozo szamlalo elérte a d-t, az adott elem kiesett a generalhatoak koziil.

Akarhogyan is, de a parosgraf.txt eloallt, ra is térhetiink az algoritmusra...

2.4. A megvalésitas

Felhasznalt fiiggvények:
double** foglalas(int n, int k) : Métrixot foglal.
void felszabaditas(double** tomb, int sorszam) : Méatrix foglalast sziintet meg.

int vanbennekor(list<int> 1) : Eldonti listarol, hogy van-e benne ismétldds elem.
void kormentesit(list<<int>€ 11, list<int>& 12, int ke, int eltole) : Torli a kort a sétabdl.

A parosgraf.trt-ben szereplé matrixot behivtam egy X valtozoba, és gyartottam
hozza egy n elemii Xmeret tombot. Ez kezdetben X minden sordhoz d elemet rendelt,
majd iteraciordl iteraciora egyesével lecsokkent d — 1-re. Erre a tombre azért volt
sziikség, mert azon sorok, amikbe egy utkeresésnél elsoként kertiltiink X-ben az élek
megforditasaval veszitettek 1-et az altaluk mutatott szomszédok koziil (s-be ugyanis
nem mutathat él). Feltoltottem még egy Y tombot azonosan n + 2-vel, jelezve, hogy
az Y pontosztaly elemei mind ¢-be mutatnak. Kiilon létrehoztam STX, STY, MX, és
MY listakat, hogy az at és parositas X-beli és Y-beli részét szamontartsam. X sorai
koziil a sétaban els6t minden iteracioban egy csokkend méretii s tomb segitségével
valasztottam egyenletes valdszintiséggel.

Az n darab utkeresés egyike igy nézett ki: Eloszor STY-ba betettem 1-et. Majd
a kovetkezoket valtogatva attol fliggden, hova tartoznak, lejegyeztem STX és STY
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valamelyikébe. Elindulasként harom élet megjegyeztem a-t, b-t és c-t. Az a az X
s-sel generalt véletlen sora (az s-b6l © € X-be mutaté él) volt, a b az X a sordanak
egy véletlen vélasztott eleme (x € X-b6l y € Y-ba mutaté él) és c az Y b sordban
taldlt elem (y € Y-bol vagy t-be, vagy x € X-be mutaté él). Amennyiben ¢ nem
t-be mutatott, akkor addig, amig ez nem tortént meg, X és Y elemein lépdeltiink
c-vel és b-vel.

A keletkezett sétaban a vanbennekor (STX) és a vanbennekor (STY) segitségével
megkerestem az esetlegesen ismétlddo pontokat koreleml, korelem2. Majd attodl
fiiggden, melyikben talaltam, meghivtam a kormentesit (STX,STY,koreleml,1),
illetve a kormentesit (STY,STX,korelem2,0) figgvényt, hogy a ra illeszkedd kort
toroljem. Ezt kovetden két-két iteratort léptetve az utak listain és a parositasok
listain, frissitettem a parositast.

Legvégiil keriilt sorra a graf frissitése. Eloszor az s tomb éleit rendeztem, hogy
az elhasznélt kezdé (s,xz) x € X élet ne lehessen tjra generdlni. Lecsokkentettem
az Xmeret valtozdjat X megfelel6 soran. Majd az STX és STY listakon iteratorral
haladva felilirtam az X-et és Y-t. (X sordban meg kellett keresnem azt az elemet,
amire léptem az titon, majd ide kellett besziirnom azt a pontot, ami a visszairanyitas

utan lett szomszéd.)

Az algoritmus vizsgdlatdanak targyaul a lépésszamok alakuldsat valasztottam,
mert a cikkekbdl az dertilt ki, hogy ez varhato értékben és nagy valdszinliséggel
is O(nlogn)-es lesz. A kapott fordfulk.cpp-t futtattam n = 10,20,...,100, d =
|n/4],|n/3], [n/2] esetekre, minden esetre 10-szer, és vettem a 10 1épésszam Aat-
lagat. A sétakban el6forduld élek szamara igy az alabbi grafikont kaptam, amely
aldtamasztja a korabbi eredményeket.

Asétak élszdma n pont d-reguléris paros grafon
(10 futds atlagabol)

1200
1000 71
800 //
// e | =1
500 »
—=n/3
/ d=n/2

400 /

200

10 20 30 40 s0 60 70 B0 S0 100
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3. fejezet

Gyors parositas

Gauss-eliminacioval

Az algoritmus, amelyet a [2] cikk ir le, lényegében csak egy ponton haszndl vé-
letlent. Egy kezdeti matrix eléallitasanal. Ott sem lesz komoly szerepe maguknak a
véletlen szamoknak, csupan annyi, hogy egy adjacencia matrix-ot tesznek invertalha-
tova. Ami ennél sokkal inkabb magjat képezi a gyorsitasnak az a gyors matrixszorzé
algoritmusok jelenléte. Ezeknek koszonhetéen a futdsi idé O(n*), ahol w a legjobb
ilyen exponense, ez kisebb, mint 2.38. Ez jobb, mint a korabbi O(n*%)-es eredmény,
amit siirli grafok esetén az O(m+/n)-es futédsidejii algoritmusok adtak (Micali és Va-
zirani: (3], Blum: [4] , Gabow és Tarjan: [5]). Az el6z6 elgondolashoz képest az a nagy
elérelépés, hogy ez az algoritmus — pontosabban ennek egy valtozata — mar altalanos
grafokon is futtathaté. Epp ezért a kezdetben kimondott tételek nem csupan péaros
grafokra lesznek megfogalmazva.

A cikk megvalaszol még egy Lovasz altal annak idején feltett, sokaig nyitott
kérdést is: Lehet-e a teljes parositas tartalmazasanak O(n®) ideji tesztelését olyan

technikava alakitani, amely meg is ad egyet ugyanennyi id6 alatt.

3.1. Gyors matrixszorzo eljarasok

Az alfejezetnek nem célja, hogy mély ismeretekkel szolgaljon a gyors matrixszor-
z6 eljarasokkal kapcsolatban. Egy benyomast azonban a téma érintésével mégiscsak
kelteni kivan, 1évén a hamarosan sorra keriil¢ algoritmus hatékonysaga mulik a mat-
rixok szorzasanak mikéntjén. Felhasznalt irodalom: Wikipedia / Matrix multiplica-
tion / Algorithms for efficient matrix multiplication.

Sokaig, egészen 1969-ig nem tudtunk jobbat a naiv métrix szorzésnal. Ez az

eredménymétrixnak mindegyik (n? db) eleméhez n darab szorzéas aran jut el. Volker
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Strassennek koszonheto az az észrevétel, hogy egy 2 x 2-es matrix, ami eredetileg 8
szorzast igénylene, megvalosithatd 7-tel annak aran, hogy az 0sszeadéasok és kivona-
sok szama kicsivel megné. Ez mar O(n'%27)-es, azaz kb. O(n?%7) futdsidét jelent.
Tegyiik fel, hogy n 2-hatvany, A és B n X n-es matrixok. Ekkor C' = AB négy darab

n/2 X n/2-es matrixra bonthato:

)=o)

Ekvivalensen:
r = ae + bg,
s = af 4+ bh,
= ce + dg,
u = cf + dh.

A médszer négy lépésbol all:

1. A, B matrixokat részmatrixokra bontjuk.

2. Ezekbdl ©(n?) nagysdgrendii skalar dsszeadds és kivonas segitségével 14 darab
n/2 X 77,/2 méretll matrixot készitiunk: A17 Bl, AQ, BQ, ceny A7, B7.

3. Kiszamitjuk a C; = A;B; szorzatokat.

4. ©(n?) nagysagrendii skalar dsszeadds és kivonds segitségével, a Cj-k kombina-

ciéjaként megadjuk a C-t.

Ennyibdl méar latszik talan, milyen médon lehet idot nyerni, és nem fog meg-
lepetésként érni benniinket, ha meglatjuk, hogy a most kovetkezd gyors parositasi
algoritmus 2-hatvanyokkal operal. Aki részletesebben szeretne olvasni errél, az meg-
taldlja Strassen algoritmusat a [15] kiadvanyban.

Strassen munkassaga beinditott egy folyamatot, minek kovetkeztében a ma is-
mert legjobb gyors méatrixszorzé algoritmus O(n?377) idé alatt teljesit.

A fejezet magjat képezo cikk ajanlotta gyors méatrixszorzo eljaras Coppersmith
és Winograd munkéaja [6]. Ez ugyan nem a legjobb, amit egyébként Vassilevska Wil-
liamsnek koszonhetiink, de gyokerét képezi annak. Mi ezek helyett az implementacio

soran megmaradunk az egyszerti O(n?)-os eljarasn4l.
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3.1. dbra. A gyors méatrixszorz6 algoritmusok fejlédése, forras: [16].

3.2. El6zmények

Legyen G = (V; E) graf, melynek |V| = n pontja vy, vy, ..., v,. Definidljuk az

alabbi n x n-es A(QG), ferdén szimmetrikus métrixot hozza:

x;;  ha (v;,v5) € Eési <y,
A(G)ij =1 —wi; ha (v,v;) € Eés j<i,
0 kiilonben.

Ahol z; j-k egyedi valtozokat jelolnek.

Tutte bizonyitotta a kévetkezot [7]:

4. Tétel. A det(A(G)) szimbolikus determindns nem 0, ha G-ben van teljes parosi-

tds.

Amit Lovasz altalanositott [8]:

5. Tétel. Ha M mazximdlis pdrositis G-ben, akkor rang(A(G)) = 2|M|.

Az x;; elemeket helyettesitsiik véletlen szamokkal az {1, ...., R} halmaz halmazbol

o(1)

valasztva, ahol R = n®W | és a keletkezé matrixot jeloljitkk A(G)-vel. Ezentul erre
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hivatkozunk majd random adjacencia matrizként. Lovasz még azt is bebizonyitotta,

hogy:
6. Tétel. rang(A(G)) < 2|M|. Es az egyenldség valdsziniisége legaldbb 1 — (n/R).

Ez az ismeret nytjtotta azt a randomizalt algoritmust, ami eldonti, hogy egy graf
tartalmaz-e teljes parositast. A(G) determindnsa nagy val6sziniiséggel nem nulla, ha
G-ben van teljes parositas — az eljaras pedig, ami ezt a determinanst megadja O(n®)
idejt.

Ratérve paros grafokra a szokésos ajdacencia matrixszal, ahol a matrix sorai az
egyik pontosztaly n pontjat, oszlopai pedig a masik pontosztalyét jelentik, hasonld
tételeket kapunk. Legyen G = (X UY'; E) paros graf, melyben X = {1, 29, ...2,},
Y = {y1,y2,...yn} és definidljuk hozzd a random adjacencia mdtrizot a kovetkezd-

képpen:

AV(G)Z o $i,j ha (l‘i,’yj) € E
7 0 kilonben.

Erre vonatkozoan a 4. tételben nincs valtozas, a 5.-6. tételekben pedig csak lejon a
2-es szorz6, vagyis ,rang(A(G)) = |M|”, illetve rang(A(G)) < |M]” mellett igazak
az allitasok.

Lépjink tovabb: Tegyiik fel ismét egy tetszéleges G-rél (vagy paros grafrol),
hogy van benne teljes parositas. Jelolje a belole képzett random adjacencia métrixot
A(G) — ugye ez az A(G) nagy valoszintiséggel invertalhat6. Es most jon, amire majd

els6sorban épit az algoritmus:

7. Tétel. Ha G — {v;,v;}-ben van teljes pdrositds, akkor nagy valdsziniséggel az is

fenndll, hogy A(G’)]’Z1 # 0.

Tehat az inverz vizsgalataval hatarozzuk meg egy él megengedettségét, ti. azt,
hogy a kivalasztasa soran nem rontjuk-e el annak a lehetoségét, hogy a teljes paro-
sitas épitését siker koronazza. Ennek természetes feltétele, hogy az adott élt tartal-
mazza teljes parositds. A tétel maga és a 6. tétel Zippel [9] és Schwartz [10] munkain

alapul6 alabbi lemmabol kévetkezik:

1. Lemma. Ha p(z1,x9,...xy) d-foki nemnulla polinom, melynek eqyiitthatoi egy
testbol valok, S eqy test részhalmaza, akkor annak a valészinisége, hogy a polinomba
behelyettesitve {s, s, ...5;m} € S™ elemeket, melyek kozil eqyenletes eloszlds szerint

valasztunk, az eredmény 0, legfeljebb d/|S]|.

A 6. tételhez elég A(G) determindnsat venni n-fokt polinomnak az x;; € A(G)
véltozokkal. A 7. tételhez még fel kell hasznalni, hogy A; | = adj(A); ;/det(A) azzal
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a jeloléssel, hogy adj(A); ; = det(A’)(—1)", ahol A" maradt miutdn A-bol toroltik
a j. sort és i. oszlopot. Megmutathaté [11], hogy ezek a polinomok nemnullék a
véges Z, test felett, ezért mind a két tételre alkalmazhat6 a lemma.

Valojaban a lemmabdl az is kévetkezik, hogy a test rendjét add p-nek elég n-
ben polinomialisnak lennie. Ami meg azért jo, mert a véges test miveletek konstans

idoben végrehajthatoak — kivéve az osztast, de azt a tobbi miivelet domindlni fogja.

Mar kezd kirajzolddni, hogyan is fog miikodni az algoritmus. Most még ennyit latunk
beléle:

lépés: Generdlunk A(G) random adjacencia matrixot.
lépés: Kiszamoljuk az inverzét.

1épés: Megengedett élet keresiink.

1épés: A megengedett élet betessziik a parositésba.
lépés: A megengedett élet elimindljuk a grafbsl.
lépés: Frissitjiik A(G)-t.

D O W N

Azt azért sejtjik, hogy nem lenne az algoritmus til gyors, ha minden lépésben
az Ujabb matrixnak tjabb véletlen z; ; elemekre lenne sziiksége. Szerencsére Rabin

és Vazirani megmutattak, hogy erre nincs sziikség:

8. Tétel. Ha A(G) nemszinguldris, akkor minden v; elemhez létezik olyan v;, hogy
A(G);; #0 és A(G);,} #0, azaz (v;,v;) megengedett él. Tovdbbd az A(G)-bél az i.

és j. sorokat-oszlopokat torélve tovdabbra is nemszinguldris mdtrizot kapunk.

A kés6bbi inverzek szamitasat egy egyszerti képlettel fogjuk megtenni a Schur

komplementer tulajdonsigait kihasznalva:

A — ai 'UT 7A—1: (A1,171 @AT 7
u B u B

ahol 11 # 0. Ekkor igaz a kévetkezd:

9. Tétel. Legyen

pl-p-Y
aia

)

Bizonyitds. Mivel AA™! = I:

a171d1,1 + UTlAL CL1711A)T + UTB o ]1 0
udy, + Bt ud” + BB 0 I,y

20



A A

Elindulva B(B — 49" /a1 ,) -b6l a fenti egyenl6ségeknek készonhetSen ki fogjuk
hozni az (n—1) x (n—1)-es egységmatrixot. Ha ez sikertll, csak az egyenlet két oldalat
kell megszoroznunk B~!-zel balrél, és megvan a megoldds. Elészér beszorzunk a B-

vel és azt hasznaljuk ki, hogy ud” + BB = I,,_;:
B(B — 00" Jay,) = Iy — ud” — BaoT Jay, =
majd azt, hogy wa, ; + Bl = 0:
=1lp_1— U’IAJT + u&l,l’lAJT/CAbl,l =
ezutan egyszeriisitiink és elvégezziik a kivonast:
=L —ud” +ud” =14,

O

Megjegyzés: Az a mobdositas, amit a B leir igazabdl nem mas, mint a Gauss-
eliminacio6 egy lépése. Ugyan az egyszerliség kedvéért az 1. sor, 1. elemét eliminaltuk,
de A(G)7? tetszbleges elemét lehet igy kezelni 4, 67 és B megfelel6 meghatarozasa-

val.

3.3. Az algoritmus ismertetése tobb 1épcsoben

1. Véaltozat:

1. algoritmus. Az egyszeri algoritmus
B =AG)™Y

for ¢c=1 to n do

1. Keresstink egy olyan 7 sort, ami nincs eliminalva és amire

sem A(G)., # 0, sem B, . # 0, vagyis (x.,y,) megengedett él.
2. Eliminaljuk az r. sort és a c. oszlopot B-bdl.

3. Adjuk (z.,y,) élet M-hez.

end

Ha az els6 i — 1 sor és oszlop elimindlasa utan A(G);; # 0, szerencsénk van, a

Gauss-eliminaciét megusztuk pivotalas nélkiil az i. 1épésben. Tegytik fel most, hogy
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végig ilyen szerencsénk lesz, és a foatld elemeit tudjuk elimindlni. Hasonléan, mint
korabban az inverz tGjraszamitasanal, konnyebb igy leirni azt a fajta gyorsitast, amit
a 2. valtozatban fogunk eszkozolni. Az implementacional majd latni fogjuk, hogy
nem kell sok ahhoz, hogy tetszdleges nemnulla oszlopelemet vegyiink.

Bevezetiink egy spérold eljarast, amire a tovabbiakban a lusta elimindcio néven
hivatkozunk majd. Az alapgondolat: Ne szamoljuk ki az inverzeket minden elemre,
amire aktualisan lehet, gylijtogessiik az informaciokat egy esemény bekoévetkeztéig.
Informdcié alatt most a megfeleld uv?/c értékeket értjiik, az esemény egy kicsit
bonyolultabb, magyarazatat elhalasztjuk kicsit késobbre. A végrehajtast, ha mar a
sorok R halmazanak és az oszlopok C' halmazanak ,iitott az érdja” — akarmit is
jelentsen ez most —, az UPDATE(R,C)-vel végezziik el az A(G)grc részmatrixon.
Ezzel az alabbi észrevétel miatt nyerhetiink idot:

Legyenek az A(G)p ¢ részmatrix |C| darab oszlopara varé frissitések rendre az
upvl /ey, upvd feo, . upvl /ep. Ekkor a felhalmozédott frisitéseket egyetlen matrix
szorzassal és az igy kapott szorzatmatrixot a részmatrix elemeibdl vald kivonassal

elintézhetjiik, mivel elég kiszamolni
vy Jer + ugvy [eo + .. vy Jop = UV

értékét, ahol U egy |R| x k métrix az uy, us, ..., uy, oszlopokbdl és V egy k x |C|-as
métrix v{ /ey, v3 /ca, ..., v /e sorokbol. UV magatdl értetédden gyors métrixszor-

zassal kiszamithato.

Az eseménnyel kapcsolatban: egyszerisitsiik a kérdést még, tegyiik fel, hogy az
Agr (1 < k < n) elemre vagyunk csak kivancsiak, pontosabban arra, hogy mikor
keriiljon sor a frissitésére. Emlékezve arra, hogy a gyors matrixszorzé algoritmusok a
2-hatvany oldalt métrixokat szeretik, igy fogjuk ezt meghatarozni: frissitjitk Ay p-t
az i < k. iterdcioban, ha az i. oszlopban &llva, a k < i + 2/, ahol 27 az i-nek a
legnagyobb 2-hatvany osztoja. Ahhoz, hogy megértsiik, mi torténik a tobbi elemre
vonatkozoan, tekintsiik az algoritmus leirast. Itt az UPDATE(A, B)-ben az A sorok

és a B oszlopok halmazat jeloli:

22



2. Véltozat:

2. algoritmus. Pivot nélkiili Gauss-eliminaci6
B =A(G)™

for i=1 to n do

1. Lustan eliminaljuk az 7. sort és az i. oszlopot B-bol.
2. Keressiik meg a legnagyobb j egészt: 27| 1.
3. UPDATE({i +1,...,i+ 2/} {i +1,....,n}).

4 UPDATE({i + 2 +1,..,n}.{i+1,....i+27}).

end

Ez az algoritmus egyébirant a standard rekurziv faktorizacios algoritmus iterativ

leirédsa, és érzi az O(n®) komplexitast, mint azt a lemmank mindjart alatdmasztja:
2. Lemma. Az updatekben elbfordulé vdltoztatdsok szdma legfeljebb 27

Bizonyitds. Az i. iterdciéban az i + 1,...i + 27 sorok, valamint ugyanezen indexti
oszlopok frissitése zajlik. Mivel 27]i, és j volt a legnagyobb ilyen szédm, amire ez
teljesiil, 271 fi. Tehat i = 27(2k 4 1) valamely k > 0 egészre. Atrendezve adddik,
hogy i — 27 = 27(2k), ami magéban hordozza azt az informéciét, hogy 2971i — 27.
Ezek szerint soraink és oszlopaink mar voltak frissitve az i — 2. lépéshben. gy a

valtoztatasok szama ebben a kérben tényleg legfeljebb 27 lehet. O

A lemma arra is ramutat, hogy az i. iteracioban elkévetett update koltsége
ardnyos egy 2/ x 2/-es matrix, meg egy 2/ X n-es méatrix szorzdsival. Ha a mé-
sodik matrixot is 2/ x 2J-es részméatrixokra szedjiik, a miivelet megteheté akar
n/27(27)« = n(27)“~! id6ben is. Felhasznalva, hogy minden j n/27-szer fordul el, a

teljes komplexitds igy alakul:

[log n] n [logn]
Jyw—1 _ 2 w—2\j _ 2(,w—2\[logn]y _ w
jZO Ln(2)et = n ]Zo (2972 = O(n2(n*~2)18" 1) = O(n®).  (3.1)

Tehat:

10. Tétel. A pivotdlds nélkili Gauss-elimindcios algoritmus a lustan frissitd sémdt
kovetve O(n®) futdsideji.
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Még egy csekély modositast alkalmazunk felismerve, hogy nincs sziikségiink a

teljes sorok update-jére sem, ezeket is elintézhetjiik késébb.

3. Valtozat:

3. algoritmus. A gyors parositasi algoritmus
B =AG)™Y
M = 0;

for ¢c=1 to n do

1. Keressiink egy olyan r sort, ami nincs elimindlva és amire

sem A(G)., # 0, sem B, . # 0, vagyis (x.,y,) megengedett él.
2. Lustan eliminaljuk az r. sort és a c. oszlopot B-bdl.
3. Adjuk (z.,y,) élet M-hez.
4. Legyen j a legnagyobb egész, melyre 27]c.

5. UPDATE(c + 1,c 42, ...c + 29).

end

Tegyiik fel, hogy a futds soran éppen a c oszlopnal tartunk és most amit biztosan
frissiteni akarunk az a c+1., c+2., ..., c+27. oszlop. Ezek kordbban mar a (c—27)-edik
iterdcional frissitve voltak, vagyis a ¢ — 2/ +1,¢c — 29 + 2, ..., ¢ oszlopokhoz tartozé
frissitéseket kell még elvégezni rajtuk. Maradjunk még mindig annal a verziénal,
hogy a sor és oszlopindexe a kivalasztott elemeknek ugyanaz. Ekkor az 1. elvégzend6
updateben az d._gj 41 9541 elem és a hozza tartozé még nem eliminalt sorelemekbdl
all6 07, és oszlopelemekbd all6 4 jatszik szerepet. Ezzel nem lesz gondunk. Egészen
hasonl6 a helyzet a 2. elvégzend§ frissitésnél is, de innen mar hidnyoznak 97 azon
elemei, amik az aktudlis oszlopaink felett vannak: B(c — 2/ + 2,¢ + 2), B(c — 27 +
2,c+2),...,B(c— 27 + 2, ¢+ 27). S8t ezek elballitdsa elétt azzal is szembesiiliink,
hogy felettiik is még vannak hidnyossagok. De nem baj, a lusta eliminacios otlet
nem hasznalédott el, ismét bevetheto egy ,kisupdate”-en belil. Az i. 1épésben itt
is keressitk meg azt a legnagyobb [ szdmot, melyre 2!|i, és egyszerre mindig ennyi
sorra végezzik el a valtoztatast.

Hogy egy kis szemlélettel tamogassuk a megértést egy kis példan megmutat-
juk az algoritmus futasat. Az abrdkon az latszik majd, hogy az elemek hany fris-
sitésen vannak mar til. Kezdetben mindegyik a 0 allapotban van. A bekeretezett

szamok az eddig kivalasztott elemek, amik a parositasba kertiltek, a vastagon sze-
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dett szamok pedig azok, amik az U, illetve V' matrixokat alkotjak, szerepiik van az

update/kisupdate soran.

2. 1épés (kis update)

épés

s

1.1

épés

3.1

2. 1épés (update)

4. 1épés (2. kis update)

4. 1épés (1. kis update)

0 O = N N O
~ O - &N A O
© O - N N o
0 O = N AN O
<o~ afE]w
w o ~[a]a x
20!111
I_M_OOOO

— N m F 0
0w O +H O O O
~ O 4 O O O
© O H O O O
n O —H O O O
4012!3
® o —[a]a o
20!111
1@0000

— N < 0

4. 1épés (update)

4. 1épés (3. kis update)

1

2

6. 1épés (kisupdate)

épés

s

2

2

oM o <

om o

3
0
1
2
2
2
2

25



6. 1épés (update) 7. 1épés

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
1 [o] o o o o 0o 0 o0 1t o] o o o o o 0 o0
2 0 11 1 1 1 1 2 0 11 1 1 1 1
3 0 1 2 2 2 2 2 3 0 1 2 2 2 2 2
4 0 1 2 3 3 3 3 4 0 1 2 3 3 3 3
5 0 1 2 3 4 4 4 5.0 1 2 3 4 4 4
6 0 1 2 3 4 5 5 6 0 1 2 3 4 5 5
7 0 1 2 3 4 5 6 6 7 0 1 2 3 4 5 [6] e
& 0 1 2 3 4 5 6 6 & 0 1 2 3 4 5 6 71

Az utolsé, 8. lépésben mar a kivalasztas is egyértelmii.

Felmeriil a kérdés, hogy hany 1épésbél valésithaté meg a ¢ + 1,¢ + 2...,c + 27
oszlopok frissitése? Elészor is mindenképp kell a kozvetleniil felettiik levé 2/ darab
elemet frissiteni. Ezekhez az 4. frissitésnél egy 2! x 2l-es és egy 2! x 27-es matri-
xot kell Gsszeszorozni valamely gyorsmatrixszorzo eljarassal. Ezt hivtuk korabban
,kisupdate”nek. A komplexitds tehat O(27¢), a 3.1 képlet szerint (n helyébe 27-t
frva).

Miutén a megfelel$ elemek készen allnak, johet az update, mégpedig egy (n—c) x
2J-es és egy 27 x 2/-es matrix Osszeszorzasa forméjaban. A szorzés miiveletek dsszesen
O((n/27)27%) = O(n(27)“~!) idében megtehetbek. Osszegezve, amit kaptunk minden
j-re, megkapjuk a futasidét: O(n®).

3.4. Input

Az input el6éllitasa soran épitettem a korabbi eredményekre. Egy egyszert prog-
rammal az éllistas leirast, adjacenciamatrisza transzformaltam. A psgraf.cpp bekérte

a psgraf.trt-ben tartalmazott informaciot. Egy megfelel6 méretii azonosan 0 matrix

s sz

c sz

felillirta egy nagy véletlen halmazbdl generalva elemet. Az outputja egy psgraf2.txt

volt. Itt elvesztek a parhuzamos élek, ha voltak.

3.5. A megval6sitas

A felhasznélt fiiggvények:
double** foglalas(int n, int k) : Métrixot foglal.
void felszabaditas(double** tomb, int sorszam) : Méatrix foglaldst sziintet meg.

int mazabselem(double** M, int oszlopind, int elemsz) : Invertalds sordn megkeresi a féelemet.
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double** foelemcsere(double** M, int oszlopind, int elemsz) : Elvégzi a f6elemcserét.
double** inverz(double** M, int elemsz) : Kiszdmolja a matrix inverzét a fentiek haszndlatdval.

string® mod2tomb(int elemsz) : Megad egy indexhalmazt modulo 2, hogy koénnyti legyen eldonteni

az adott indexben melyik a legmagasabb hatvany, ami még oszté.

int meddigupdate(int oszlopind, string oszlopindmod2) : Megmondja a legmagasabb 2 hatvény oszt6

értékét.

A programba nem tettem gyorsmatrixszorzo algoritmust, mivel énmagédban is
elég komoly feladat lenne megvaldsitani egy olyat. A naiv szorzast alkalmaztam, de
az algoritmus leirta struktira szerint.

Miutan a psgraf.cpp-vel elokészitettem a véletlen elemekkel feltoltott A ,adja-
cenciamatrixot”, ebbol mar a programban nyertem invertalas soran B-t. Ezutan
elkészitettem a mod2tomb(n) hivassal az indexek értékét modulo 2. Egy V' n elemi
tomben késziiltem gytijteni azokat a sorindexeket, melyek a mar szerepelt oszlopok-
ban talalhato, kivalasztasra keriilt elemekhez tartoztak. Kezdetben tiresnek tekin-
tettem, és az iteracid szamatol tettem fliiggdvé az aktualis méretét. Ez a V' kettos
funkci6ju volt, egyrészt mert egy (i, V'[i]) parositas élt jelolt, masrészt mert a ki-
supdatehez sziikség volt arra, hogy mely sorindexek szerepeltek kordbban, és azok
milyen sorrendben voltak.

Ezenkiviil egy S, n elemii tomben tartottam szamon azokat a sorokat (kezdetben
ez 1-t6l n-ig volt feltoltve), amikhez tartozé pontok még nem voltak péarositasban.
Attél fiiggben, hogy hanyadik oszlop kévetkezett, mindig tudtam S és V' aktualis
méretét. Az elemek sorindexére ezekkel a tombokkel hivatkozva mostantél tgy te-
kintjiikk, mintha minden 1épésben a f6atlébol valasztanank a parositas elemet. Még
egyszer a csel: ami a kivalasztott B;; elem f6lott van az eddigi abrdinkon, ahhoz a
program szerint B[V [k]|[i]-ként k < i, ami alatta, ahhoz B[S[k]][i]-ként k < ¢ fértink
hozza. S-et gy csokkentjiik, hogy az indexek nagysagsorrendjét megtartjuk. V-be
pedig a kivalasztas sorrendjében keriilnek a sorindexek.

A futas soran lépdeliink az oszlopokon. Adott j oszlopon allva megnézziik, hogy
mely sorokban van nemnulla A-ban, és 1071%nél nagyobb érték B-ben. Ezen sorok
kozil véletlen valasztunk egyet. Kiszamoljuk a meddig=meddigupdate(j,indexek-
mod2[j]) révén, hogy hany oszlopot kell frissiteni a j utdniak koziil. (Ebben segit a j
modulo 2 dbrézolasa, amit az indexekmod?2 [j]-ben taroltunk.) A kijel6lt oszlopok j.
sorai feletti kismatrixsszal, a kisupdatekkel kezdiink. Itt ismét a meddig2=meddig-
update(i,indexekmod2[i]) segit abban, hogy az ¢. sor alatt hany sor frissitése

kovetkezik (még kisebb matrix). Akar a kisupdate-et, akdr az update-et csinaltam,
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elég volt a meddig2 és meddig ismerete ahhoz, hogy tudjam, melyik elemekre hi-
vatkozzam. A kisupdate-ben mindig a V' téomb soraibdl vettem a két szorzd matrix
elemeit, a nagyupdate-nél az egyik matrix S-ben volt, a mésik V-ben. Igy meg

tudtam valositani az indexek jatékaval a frissitéseket.

//kisupdate
for(int k=j+l-meddig+1l; k<j+1; k++){
int meddig2=meddigupdate(k-1,indexekmod2[k-1]);
for(int a=k; a<k+meddig2; a++){
for(int b=j+1; b<j+updoszlop+l; b++){
for(int h=k-meddig2; h<k; h++){
B[V[all[bl=B[V[all[bl-(B[V[h]][bl*B[V[all[h]l)/B[V[h]][h];
}
}
}
}

//update

for(int k=j+1; k<j+updoszlop+1l; k++){

for(int 1=0; 1<n-j-1; 1++){
for(int h=j+1-meddig; h<j+1; h++){

B[S[1]][k]=B[S[1]][k]-(B[S[1]][h]l*B[V[h]][k])/B[V[h]][h];

3

3

X

A keletkezett gausselim.cpp azt mutatta, hogy a kimondott hibatételnél sokkal
erdsebb is igaz, az algoritmus 1 — n/R-nél sokkal nagyobb valészintiséggel ad teljes
parositast vissza. R = 1, n = 10¢, d = 11,21, ..., 10i-re futtattam az algoritmust

1 =1, 2,3 esetén, minden esetben 100-szor és az alabbi eredmény sziiletett:
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R=1,n=10, d=1,..,10

70

60

50

40

30

20 +

10 +

R=2,n=20,d=2,...,20

o0

80

70 4

60

50 +

20

30 +

20 +

10 1

Az 1 = 3 esetet viszont mar kirajzolni sem érdemes, mert az 6sszesen 1000

futasbol egy se volt hibés, azaz minden esetben talaltunk teljes parositast.
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4. fejezet

Sulyozott parositas paros gratban

gyorsan

Ebben a fejezetben a f6 eredmények ismertetésére osszpontositunk majd, a bizo-

nyitasoktol eltekintiink.

1. Definicié. Maximdlis silyd teljes parositds: Legyen G = (V; E;w) silyozott pd-
ros graf, ahol V.= (X UY) a pontok, E C V x V az élek halmaza, w : E —
{0,1,..., W} walamely W € N-nel nemnegativ egész sulyfiggvény. Keressik azt a

parositast, amelyre a w(M) =Y cpr w(e) érték maximalis.

Az egyszeriiség kedvéért mostantdl roviditsiik a maximalis elemszamu parositast
el6allité algoritmus MM (G )-nek, az optimdlis élszam értéket optMM (G )-nek, a ma-
ximdlis silyu péarositast eléallitot MWM(G)-nek, optMWM(G) optimum értékkel.
Legyen |V| =n, |E| = m, w tovdbbra is a gyorsmatrixszorz6 algoritmus exponense.
Ezekkel a jelolsekkel élve, a kordbbi, paros grafokra specializalt MM(G) algoritmu-
sok gyorsasdga a [39] cikk alapjan:

O(y/nm) Hopcroft, Karp (1971) [23];
Karzanov (1973) [24]
O(y/nmlog,(n?/m)) Feder, Motwani (1991) [25];
Goldberg és Kennedy (1997) [26]
O(n%) Mucha és Sankowski (2004) [27];
Harvey (2006) [28]
varhaté értékben O(nlogn) Spielman (2012) [1]

Tovabbi jelolést is eszkozliink: legyen W € N a maximalis stulyu €l silya, az arra
sziikséges id0, hogy n ponton, m él és W maximalis stuly mellett megtaldljuk a legro-

videbb utat irdnyitott grafban pedig SPy(n,m,W). Az eddigi legjobb eredmények
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MW M(G)-re paros grafban a [39], [35] cikkek alapjan:

O(n?) Khun (1955) [17]; Munkers (1957) [18]
O(n*m) Iri (1960) [19]
O(n?) Dinic, Kronrod (1969) [20]
O(nm + n?logn) Edmonds, Karp (1970) [21]
O(nSPy(n,m,W)) Edmonds, Karp (1970) [36]; Tomizawa (1971) [37]
O(n**mlog W) Gabow (1983) [22]
O(Wy/nm) Gabow (1983) [29];
Kao, Lam, Sung és Ting (1999) [30]
O(y/nmlog(nW)) Gabow, Tarjan (1988, 1989) [31], [32];
Goldberg (1993) [33]

O(n*3 log(nW)(loil%)l/‘l) Cheriyan, Mehlhorn (1996) [38]
O(VV\/HW) Kao, Lam, Sung és Ting (2001) [30]
O(Wn¥) Sankowski (2006) [35]

(1 — ¢)-approximécié Duan és Pettie (2010) [12]
O(me21og® n)
O(Wn®) Cygan, Gabow és Sankowski (2012) [14]
O(y/nmlogW) Duan, Su (2012) [34]

Egy jelolést még nem tisztaztunk korabban. Azt irjuk, hogy f(n) = O(g(n)), ha
f(n) = O(g(n)log" n) konstans k-ra.

A harom kiemelt, ezen utobbiak sorat gazdagité algoritmust vessziik sorra, me-
lyeket egészen eltéré alapgondolatuk miatt tartotta érdekesnek a szakdolgozat irdja.
Lényegében az ezeket leird cikkek f6 eredményeinek magyar nyelvii leirdsat eszko-
zoltik.

4.1. Maximalis sulyt parositas a gyors matrixszor-
zas idejében
Amire ez az algoritmus elsosorban alapoz, az az alabbi tétel:

11. Tétel. Legyen A € Klz|"*"-es egy d-foki polinommdtriz b € K[x]"*™ pedig
eqy ugyanilyen foki polinomvektor. Ekkor det(A) és az A™'b raciondlis rendszer

megolddsa O(n“d) idében programozhat.

Hasonlboan tehét a stlyozatlan esetben miikodé Gauss-eliminacios megkozelités-

hez, itt is az adjacenciamatrix inverz matrixanak segitségével keresiink majd paro-
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sitdséleket. Az algoritmus maga hasznélni is fogja a korabbit (lasd 3. fejezet).
Mostantol ugy tekintjiik, hogy a kiindulasi grafban van teljes parositas. Emlé-

kezziink vissza: teljes parositas esetén az kell, hogy a kivalasztas utan fennmaradoé

grafban tovabbra is legyen teljes parositas. Ez azzal ekvivalens, hogy a megmaradt

matrix nemszingularis, vagyis determinansa nemnulla. Ugyan a determindnsban ex-

ponencidlisan sok tag lehet, de ezen segit a Zippel-Schwartz lemma, lasd: 1. lemma.
Ebbol adodik az alabbi kovetkezmény:

12. Tétel. Legyen p egy (14 ¢)logn hosszi primszam (¢ > 0). Ha egy n-foki nem-
nulla polinomot kiértékelink a Z,-bol véletlen kivdlasztott elemeken, akkor annak az

esélye, hogy nulldat kapunk, holott az elemek és polinom nemnulldk voltak (hamis

nulla), legfeljebb 1/n°.

A standard RAM modellnek megfelel6en feltessziik, hogy a szavak hossza O(log(n))-
es. Ezzel a feltevéssel elértiik, hogy a modulo p véges testmiiveletek (kivéve az osz-
tast) konstansidejiiek legyenek. Az osztés megvaldsitasa viszont O(log(n)) alatt meg-
valosithato, és nem is lesz beldle tul sok.

Az algoritmus els6 1épése el6tt még bevezetjiikk a pontfedés fogalmat, valamint
felelevenitjiitk a dualitas tételt: Legyen C': X UY — R olyan fiiggvény, melyre
teljesiil C(z) + C(y) > w(x,y). Egy ilyen pontfedés értéke: Y exuy Clu) = C. A
minimalis értéki pontfedés problémaja dudlis kapcsolatban all a maximalis silyt

parositas problémajaval:

13. Tétel. Az aldbbi dllitasok ekvivalensek:

1. C minimdlis értéki fedés és M maximdlis sulyi teljes pdrositds
2. W(M> = Zu,vEMw<u7 U) = ZUGXUY C(“) = C

3. C(u) + C(v) = w(u,v) dll Vu,v € M.

Nevezziik egyenldségi részgrifnak egy G = (X UY'; E) w-stlyozott graf, és egy
C:XUY — {0,1,...} pontfedés esetén azt a G. = (X UY; E’) grafot, melynek
az éleire B = {(z,y) : (z,y) € E, c(z) + c(y) = w(z,y)}. Erre igaz az Egervary

tételébdl kozvetleniil levezethetoé lemma, miszerint:

3. Lemma. M teljes parositis a G. egyenldségi részgrdifban, ha maximdlis sulyd

parositas a G grafban.
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Vagyis az az idea, hogy ha tudunk O(Wn*) idében minimélis stlyd pontfedést
adni G-re, akkor elég lesz G.-ben keresniink teljes parositast a korabbrol ismert
O(n¥) ideji algoritmusunkkal, maris megvan a maximédlis silyu pérositdsunk G-
ben. De a redukcié ezzel koransem ért véget. Az eljaras tobblépcsos visszavezetést
alkalmaz:

Egyenléségi részgraf—Pontfedés— Legrovidebb utak—Parositas silyok—Matrix po-
linomok.

Iri 6tlete nyoméan haladunk tovabb. A pontfedést felirjuk legrévidebb ttkeresés-
ként. Egyelore kicsit furcsanak tiinhet, hogy gy adjuk meg a kovetkezo definiciot,
mintha tudnunk kéne mar a maximalis sulyt teljes parositast. Nemsokara fény dertil

rd, hogy annak ismeretére miért is nem lesz sziikség.

2. Definici6. Legyen M mazimalis sulyi teljes pdrositas. Definidljunk eqy D =
(XUY U{s}; A) sulyozott digrafot a megfeleld iranyitott élekkel 1ugy, hogy ha (z,y) €
E, akkor (z,y) € A és ha (x,y) € M, (y,x) € A, hizzuk be az dsszes (s,y) tipusi

élt is, a sulyok alakuldsa pedig:

0 minden (s,v)
wp(@,y) =4 w(r,y) ha(z,y)eM

—w(x,y) kilonben.

Jelolje distp(z,y) az x € X és y € Y pontok tavolsagat D-ben. Ekkor igaz:

4. Lemma. Az a ¢, amire fenndllnak: c(x) = distp(s,z), ha v € X és c(y) =

—distp(s,y), ha y € Y, minimdlis sulyd pontfedést ad G-ben.

Tehat a visszavezetés megtortént és jogos. A kovetkezd 1épcséfok a minimalis
utak megaddsa maximalis sulyd parositasok sulyaként. A maximalis stulyokat G
variansaibdl nyerjiik.

Teikntsiik megint a w-silyozott G paros grafunkat. Bovitstik két tovabbi ponttal:
§=1Tpy1 € X, t =1yp1 €Y, kossiik 0ssze s-t minden y € Y ponttal O-stlytan,
és a t-t szintén egy 0 sulyu éllel kossiitk hozza valamelyik z € X elemhez. Amit
kaptunk azt az elkévetkez6kben G(x)-nek fogjuk hivni, a bel6le nyerheté maximalis
stlyt teljes péarositast pedig M (x)-nek (ilyen van, mert G-ben volt és az s és t is
parbaallithat6). A késébbiekre valé tekintettel: G(x) jelolje azt a grafot, ahol az

Osszes (t,x), x € X tipust él be van hizva.

5. Lemma. Ha M mazimdlis sulyi teljes pdrositis G-ben, akkor: distp(s,x) =
w(M) —w(M(zx)) minden x € X.
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Azzal a kiilon észrevétellel, hogy ha X-en meg tudjuk mondani a minimalis
pontfedést, akkor Y-on az ¢(y) := max,ex{w(x,y) — c(x)} képlettel szdmolhat6 a
tobbi, elkésziilt még egy redukci6. Vegyiik észre, hogy a lemma nem hasznalja fel
magat az M-et és M (x)-et, csupéan a stulyukat.

Az utolsé kérben az M(x) stlyat nyerjitk ki matrix polinomokbél. Altaldban
egy maximalis sulyu teljes parositas sulya paros grafban a kovetkezoképpen all el6,

definidlva egy z; ; valtozokbol 4ll6 métrixot:

2 ;7@ ha (zr,y) € E

B(G,r)i; =
(Gr)ig { 0 kiilonben.

6. Lemma. r foka a det(B(G,r))-ben a G-beli mazimdlis sulyi pdrositds silydnak
felel meg. Tovdbbd minden konstans egyiitthaté nemnulla det(B(G,r))-ben Z, véges
test felett p > 2 esetén.

Még némi utémunkalat utan latjuk, hogy a fentiek kévetkezménye: A maximalis
sty teljes parositas silya nagy valészintiséggel eldall O(Wn®) idében. Tehét w(M)-
mel mar nincs gondunk, kéne még w(M (z)) minden z € X-re. Ezekrdl a kovetkezo

lemma gondoskodik:

7. Lemma. Adott eqy w-siulyozott G = (X UY'; E) pdros grif. Legyen

z = det(B(G(x),7))B(G(*),7) teny1. Ekkor w(M(xz;) = deg,(2)).

Osszegezve az eddigieket: azt a sémat kovetjiik, hogy meghatdrozzuk a w(M)-et
és a w(M(x)) értékeket az adjacenciamatrixbél nyert véletlen métrixbdl. Altaluk
meghatarozzuk a distp(s, x) tavolsdgokat. Innen mar a c¢(x)-ok és c(y)-ok szamitasa
elemi, megadva a G minimélis silyd pontfedését. Es a c-vel és eredti w-vel definidlt

egyenlOségi részgrafban kerestink teljes parositast.

4.2. Maximalis silya parositas kozelitése majdnem
linearis idében

A megjelolt cikkben targyalt algoritmusnak azzal a valtozataval foglalkozunk
csak, amely pozitiv egész sulyokkal dolgozik, ahogy azt a fejezet elején leszogeztiik.
Ennek futédsideje nem a tablazatban feltiintetett érték, hanem O(Wm/e). Ezen feliil
altalanos grafokon miikodik, nem kritériuma a parossag.

Az algoritmus fenntart egy 2 dinamikus halmazt, az eqymdsba dgyazott kelyhek
halmazat. A kelyheket induktiv médon definialjuk:

34



e Ha v € V, akkor {v} kehely, de nem eleme -nak.

e Egy paratlan hossztu (Ag, Ay, ...4;) esetén B = |J; A; kehely, ha

— az {A;}; halmazok kelyhek, ezenfeliil

— létezik olyan eg, ey, ...e; élsorozat, melyre e; € A; X A;q (mod [ + 1) és

e; € M, ha ¢ paratlan.

€
7N\
e\ ,L_j
//
e,
e

3

4.1. abra. Példa kehelyre.

Az ) reprezentalasara alkalmas lehet egy fakboél allé erdd, amiben a pontok
gyermekei a kelyheket alkotd kelyhek. Az ilyen fak gyokereire gondolunk, ha a to-
vabbiakban a gyokérkehely kifejezést taldlnank hasznalni. Graf dsszehizottja alatt
annak az eredményét értjilk, amit a gyokérkelyhek 1 pontta zsugoritdasa von maga
utan. Egy B gydkérkehely eltiintetése pontjainak az erdobdl vald torlésével, és az

osszehizott grafban a B Ag, Ay, ..., A; eredeti pontjaira torténd cseréjével jar.

2. Eszrevétel. Ha M pdrositds G-ben, akkor az dsszehizott grafban az, ami ma-
rad beldle, az is pdrositas. Az dsszehuzott graf eqy alterndlo utja kiterjeszthetd egy

alterndlé utta G-ben.

Az Q-n kivill fenntartunk még két potencialfiiggvényt: ¢ : V. — R, 2z : Q@ — R,
amik az M-re nézve folyamatosan ki fognak elégiteni bizonyos kévetelményeket.

Beldliikk szarmaztatunk egy tovabbi figgvényt is: (x,y) € FE-re legyen gz(z,y) =
q(x) + q(y) + X e, (wverm) 2(B). Legyen k fix pozitiv egész...

Fenntartandé tulajdonsagok (relaxalt komplementaritasi feltételek):

1. 2(B) > 0 minden B € Q és z(B) > 0 a gyokérkelyhen.
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2. qz(e) > w(e) — 1/k minden e € E.
3. qz(e) <w(e), hae € M, vagy e € E(B) valamely B € Q.

4. A pérositas altal szabadon hagyott pontokra az g-értékek egyenlok és nagyob-

bak, mint a parositott pontokra.

A 8. lemma azt mutatja meg, hogy ha a szabad pontokon az g-értékeket O-ra re-
dukaljuk, akkor a fenntartando tulajdonsagok garantaljak, hogy elég jé parositashoz

jussunk.

8. Lemma. Tegyiik fel, hogy a fenntartandé tulajdonsagok teljestiilnek M pdrositds-

ra, ahol az q-értékek a szabad pontokon 0-dk. Legyen M’ eqy mdsik pdrositds, taldn
maga az opt MW M. Ekkor:

1. w(M) > wM) —|M|/k.
2. M egy (1 —1/k) — opt MW M

3. Legyen P C M & M’ alterndlé kor, avagy alternald t, aminek a végét M nem
fedi. Ekkor w(M NP)>wM NP)—|MnNP|/k.

Az algoritmus nagy vonalakban

Kezdetben: M = 0, Q = (), g(v) = 0 minden v € V, igy teljesiilnek a fenntartando
tulajdonsagok.

A futds sordn: az algoritmus tjra és Gjra novel6 utak egy halmazat taldlja (a valaszt-
haté élekbdl), kelyheket épit és torol, majd finomitdsokat végez ¢g-n és z-n ugy, hogy
ne rontsa el a fenntartandé tulajdonsagokat és novelje a valaszthatd élek szamat.

De mitdl is lesz egy él valaszthatd?

3. Definicid. Az e él vilaszthato, ha a kovetkezdk valamelyike teljesil ra:
o cc M ésqz(e) =w(e),
e c ¢ M ésqz(e) =w(e) —1/k,
e cc E(B),Beq.

Legyen G’ a valaszthato6 élek gréafja, H pedig a G'-bél az Q-beli kelyhek Ossze-
hizésa utdn keletkezd graf. G' és H kezdetben V és (). Egy iterdcioban haromféle

lépéstink lesz: novelés, virdgzas és Osszehuzas, a dual beallitasa.

Leallas: Akkor még nem, ha az M teljes, csak, ha a g-érték a szabad pontokon eléri
a 0-t.
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1. 1épés: Keressiik a novel§ utak max W halmazat H-ban. M < M @ (Upey P).
Frissitjuk G'-t és H-t.

2. 1épés: Legyenek V,,, C V(H) azon gyokérkehely pontok, amik elérhetek a
szabad pontokbdl paros hosszi alternal6 uton. Legyen € az egymasba dgyazott
kelyhek maximélis elemszamu halmaza V,-on (Ha (u,v) € F(H), akkor u és
v ugyanabba a kehelybe esik). Legyen V;,, C V(H)/V,y, azok, amik paratlan
hosszii alternalé utakon érhetéek el szabad pontokbdl. Allitsuk be a z(B) + 0
értéket minden B € ) esetén, legyen még Q < QU Y. Frissitsitk G'-t és H-t.

3. lépés: Legyen \Zn, VOut C V azon eredeti pontok, amik Vj,-nek és V,,;-nak is

részei. ¢-t és z-t allitsuk at:

o g(v) « q(v) —1/2k, ha v € V,y,
e q(v) < q(v) +1/2k, ha v € Vj,,
e 2(B) + z(B+1/k), ha B € Q gyckérkehely és a pontjai V,,.-beliek,
e 2(B) « z(B —1/k), ha B € Q gyokérkehely és a pontjai V,-beliek.

4.3. A dekompoziciés tétel maximalis stlya paro-
sitas keresésére

A cikk iréi olyan algoritmust mutatnak be, amely G, izolalt pontoktél mentes
parosgrafra, W ésszélstlyra O(y/nW /k(n, W /W)) futasidejii, a k(z,y) = % je-
16léssel. Ami plusz eredményként kipotyog, hogy ha adott G-re mar megvan annak
maximaélis stlyd parositasa, akkor ebbél G — {u}-ban maximélis stlyt parosités ke-
resésére mér csak O(W) id6t kell forditani. A folyamat sordn a dualitds tételnek itt
is lesz szerepe, de most a fedésrdl feltessziik, hogy csak pozitiv értékeket vehet fel
C:XUY —{0,1,...}.

Legyen h € [1, W]. A W darab iterdcié kozil a h. sordn két paros grafot képeziink,
az egyiket jelolje G, a masikat G5': Gp-ba keriiljon az (u,v) él, ha annak stlya G-
ben, w(u,v) € [W — h + 1,W], a silya legyen ekkor w(u,v) — (W — h). Legyen C),
a Gy, graf minimalis stlyt pontfedése. G5 -be akkor keriiljon be az (u,v) € E(G) él,
ha arra w(u, v) — Cp(u) — Cp(v) > 0, az G4j suly pedig w(u, v) — Cp(u) — Cp(v) legyen.

Példaul W > 1 esetén G; a maximalis W sulya élekbdl fog allni, amik silya
G1-ben 1-re redukélédik és a hozza tartozo pontfedésben 0 vagy 1 C-értékek lesznek
minden ponton. GhA—be ugy keriilnek be mér az élek, hogy a maximalis sulytak silya

csOkkentve lett 1-gyel.
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14. Tétel. Az aldbbi dllitasok ekvivalensek:

1. C minimdlis értéki fedés és M maximdlis sulyi pdrositds

2. W(M> = Zu,vEMw(uv U) = ZUGXUY C(U) =C

3. Yu : C(u) > 0 u pdrositott M-ben és C(u) + C(v) = w(u,v) dll Vu,v € M.

3 1 2
0 0
o

:2 o : o Z
Oo—0 1 0 Oo——0

3 Oo—0 o—0 2

1

o——0 0 0 o—o0

1 (0] (0] (0] (0] 1

4.2. dbra. G, Gy, Cy, CF.

15. Tétel. opt MW M (G) = opt MW M(G},) + opt MW M (G5, s6t kiemelve:

opt MW M (G) = opt MM (G4) + opt MW M(GT).

Az algoritmus rekurziv szerkezetii és a minimalis silyu pontfedés, valamint a mini-
malis elemszamu parositas szubrutinjat hasznélja fel. Az els6 algoritmus még nem

magat a maximalis parositast adja meg, hanem a hozza tartozo sulyt:

4. algoritmus. DekompMWM(G)
1. Gy létrehozasa G-bol.

2. optM M (G) megaddsa.
3. (' legyen (G; minimaélis fedése.

4. GT megadésa G-bél és Cy-bél.

if G = () then
‘ return opt M M (G,);
else
‘ return opt MM (Gy)+DekompMWM(GY );

end
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A szubrutinok kozil tekintsiink el az MM(G) algoritmus ismertetésétol, néz-
ziik csak a minimélis értékii pontfedést meg. Bzt O(v/nW /k(n, W /W)) id8ben meg
tudjuk valositani, és az eredmény leforditdsa a maximalis sulytd parositas nyelvére

O(yv/nm/k(n,m)) id6t igényel. Egy lemmét haszndlunk fel csupéan:

9. Lemma. Tegyiik fel, hogy Gy, Cp, és G’hA definidltak a fenti modon. Legyen ChA
tetszdleges minimalis értékid fedése GhA—nek. Ekkor, ha D olyan figgvény V (G)-n,
melyre D(u) = Cy(u) + CF (u) minden u € V(G) esetben, akkor D minimdlis silyi
fedése G-nek.

5. algoritmus. MinFedés(G)
1. Gy létrehozasa G-bol.

2. ] megadasa G; minimalis fedéseként (stlyozatlan eset).

3. G megaddsa G-bél és C1-bél.

if G© = () then
return Ci;
else

CP := MinFedés(GY):
D-t vélasszuk gy, hogy D(u) = Cy(u) + CC(u) Vu € V(G);

return D;

end

A maximalis sulyu parositas visszanyerése D fedésbol pedig:

6. algoritmus. Fedésb6lMaxps(G,D)

1. Legyen H azon részgrafja G-nek, amire
E(H) = {(u,v)| (u,v) € G, w(u,v) = D(u) + D(v)}.

2. Duplikaljuk H-t kétszer: H minden u pontjanak feleltessiink meg egy H“-beli

pontot, ezt jeloljiik u®-val és egy H-belit, jelolve ub-vel (az éleket is

megtartjuk).

3. Képezzik a H® uni6t: V(H®) := V(H®*) UV (H®) és
E(H®) = E(H*) U E(H®) U {(u™®)| uw € V(H), D(u) = 0}.

4. Keressiink maximalis elemszamu K pérositast H-ben.

return K = {(u,v)|(u® v*) € K};
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