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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A dolgozat célkitiizései

Az id6sorok empirikus vizsgalata soran gyakran olyan folyamatokkal taldlkozunk,
melyek esetén a hosszu idotavi elemek kozotti kapesolat 7 gyenge”, azaz ezen meg-
figyelések kvazi fliggetlenek, nincs egymasra gyakorolt hatasuk. Szamos kozgaz-
dasagi, és hidrolégiai példa létezik ugyanakkor, ahol ez a fiiggés nem elhanyagol-
haté, igy sziikség volt egy jobb modell 1étrehozasara, melyek jobban alkalmasak
ezen dinamikak lefrasara. Adelman és Granger mar az 1970-es években foglal-
kozott olyan idésorokkal, melyek probaljak ezt a hossza tavu fiiggést megtartani.
Késobb Cox mutatott egy karakterizaciot ezekre a modellekre tigy, hogy a spektral
strtiségfiiggvény szerkezetét vizsgalta. Végiil a gyakorlati elemzéshez sziikséges,
hosszi memoriaju modellekkel szemben tamasztott legfontosabb elvarasok alap-
jait Lawrance és Kottegoda fektette le egy 1977-es cikkében. FEzek a modellek
szemléletesen azt sugalljak, hogy valamilyen mértékii hosszi tava szabdly, pl.
"ciklus” van jelen a dinamikaban, mely nem feltétleniil latszodik kevés elembdl

allo adatsorok esetén, de ezt a szabalyszertiséget is figyelembe kell venniink a
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jobb eldrejelezhetéség érdekében. Az ilyen hosszii memoriaju folyamat egy le-
hetséges leirasara alkalmas modell lehet az ugynevezett frakciondl differencidlt
folyamat. Szakdolgozati munkam sordn arra voltam kivancsi, hogy az egyete-
men megismert, a gyakorlatban is el6forduld altalanosabb modellek frakcionalisan
differencialt véltozata hogyan viszonyul az alapmodellekhez. Képesek-e jobban
leirni bizonyos torvényszertiségeket? Emellett tovabbi céljaim kozott szerepel ezen
modellek Osszevetése, illetve a kiilonféle numerikus vizsgalatuk és tulajdonsagaik
feltarasa, valamint az integralt folyamatok és a stacionaritas kozotti kapcsolat egy
leirasanak maédja, a kointegracios osszefiiggések megfigyelése. Hogyan véltozik a
frakciondl differencialt folyamatok stabilitasa szemben egy nem differencidlt fo-
lyamat esetében? Mi torténik, ha a folyamatok kointegraltak? Melyek a legjobb
modszerek a hosszii memoria meghatarozasara? Szamos érdekes kérdés létezik a
témaval kapcsolatban, féként numerikus megkozelitéssel probalok a dolgozatom-
ban ezekre a kérdésekre valaszt adni, s ezen tulajdonsdgokat megvizsgalni. Ismer-
tetem tovabba a gyakorlatban leginkabb hasznélt eljarasokat, teszteket, eszkozoket,

melyek a témahoz kapcsolédnak.

1.2. Az idosorokrdl altalaban

A matematikai statisztika meghatdrozé részét képezi az idosorok elmélete és vizs-
galata. Abban az esetben, ha olyan megfigyeléseink vannak, melyek idében (élta-
laban ekvidisztdnsak) nem feltétleniil fiiggetlenek és az elemek azonos eloszlasairdl
sz016 feltételezéstink sincsen, érdemes lehet az elemek kozotti idobeli fiiggést vizs-
galni. Az ilyen jellegli vizsgdlatokhoz sziikség volt egy modellre (Yule 1927),
mely ezt a problémakort megfeleléen kezeli. Ennek a modellnek az alapgondo-
lata az, hogy gy gondolunk az adatsorokra, mint egy véletlen folyamat, melynek

valtozasaiban tobb kiilonbozo hatés érvényesiilhet:
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e trend: a valtozasok hosszabb tavi alapiranyzata, tendencidja

e ismétlodoé komponens: a trend koriili szabalyszerti ingadozas:

— rovid tédvon: szezonalitas

— hosszabb tavon: ciklikus hatdas

e zaj: véletlen tényezokkel Osszefliggd szabalytalan ingadozas

Az id6sorok elméletének alapfeladata kozé tartozik a véletlen hatasok meghaté-
rozasa, a folyamatot leiré dinamika becslése, eldrejelzése, és az esetleges zava-
rok kiszlirése. Az idésor analizisnek ez a modern felfogasi dga a XX. szazad
els6 felében kezdett teret hoditani maganak, habar bizonyos iddsorokat mar az
6kori Egyiptom idején is kezdtek feljegyezni (pl. a Nilus vizhozamdhoz ada-
tai). Fontos megemliteni az idésorok kapcsan felmeriil6 olyan alapvetd fogalmakat,
mint a stacionaritdas. Ez lényegében egy megkotést jelent az idésor valdszintiségi
strukturajara nézve. Erre azért van sziikség, hogy az idosor statisztikai eszkozokkel
kézbentarthato legyen, kevés informacio esetén fennallé adathidny kikiiszobolésére.
Idosorok esetében egy lehetséges cél az, hogy a minta alapjan rekonstrualjuk az
ismeretlen eloszlast. Ezt persze a mintdk egyiittes eloszlasa kddolja, de ahhoz,
hogy ezekrdl tudjuk valamit mondani, bizonyos megkotéseket kell tenntink. Ez

fog elvezetni minket a stacionaritas fogalmahoz.

1.2.1. Definicié. Ha eqy X; folyamat véges dimenzios eloszldasai iddben eltolds

mvaridnsak, akkor a folyamatot erdsen staciondriusnak nevezzik.

Ha legfeljebb a masodrendii vegyes momentumokra igaz ez, akkor gyenge stacion-
aritdsrol beszéliink. A definicié egy masik természetes értelmezése, ha az idosorra
ugy gondolunk, mint egy véletlen folyamat altal meghatarozott dinamika, akkor ez

a rendszer hosszutavon egy stabil egyensilyi helyzetbe keriil. Ennek a stabilitasnak
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koszonhetden a stacionarius idosoroknak nagy a rovidtavi elérejelezhetosége, ezért
is valt ilyen fontossa a stacionaritas kérdése az iddsorok esetében. A 3. fejezet-
ben, foglalkozok, olyan folyamatokkal, melyek bar nem stacionariusak, a linedris

kombinaciéjuk mar az lesz.

Az 1.1 és 1.2-es abran lathaté egy példa stacionarius és nem stacionarius idésorra.
A stacionarius idésor egy AR(1) folyamatot, mig a nem stacionarius idésor egy
AR(2) folyamatot kévet, melyeket 1000 hosszt standard normalis eloszldst mintdbdl
hoztam létre. A megfelel6 ADF értékek jelzik, hogy a stacionaritds sériil, amely

ranézésre is latszik. A tesztrol a 3. fejezetben lesz szd.

Stacionarius idésor

ADF=-6.128

T
0 200 400 600 800 1000

1.1. ABRA. Példa egy staciondrius idésorra

Nem stacionarius idésor

20 0 20
1

-60
I

ADF =-2.0251

-100
L

T
0 200 400 600 800 1000

1.2. ABRA. Példa egy nem staciondrius idésorra
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1.3. Hosszu emlékezetii folyamatok

A folyamatok tort differencidlasa el6tt kovetkezzen par értelmezése a hosszi em-
lékezetli folyamatoknak. Ezek a folyamatok foként a pénziigyi ckonometria, a
telekommunikacio, a hidrolégia teriileten jellemzoek, valamint szinte mindenhol,
ahol "szamitanak a régmult eseményei”. Ez matematikailag igy interpretalhato,
hogy az idésor autokovarianca fliggvénye lassan cseng le, azaz az egyes idépontok
elemei kozotti osszefliggés tartos. Ilyen tulajdonsagu folyamat példdul a beveridgei

biiza drindexe (1500-1869),vagy a mount campitoi évgytiriik szdma [1].

1.3.1. Definicié. X;,t € N sorozat egy gyengén staciondrius idésor, ha a vdarhato
értéke véges, €s legfeljebb a mdsodik vegyes momentumok eltoldsinvaridnsak.
Jelolje p(k) az elemek kozotti autokorrelacot, amit a kévetkezoképpen definialunk.

1.3.2. Definicié. Az X;,t € N gyengén staciondrius folyamat autokorreldcidja

(angol irodalomban a tipikus réviditése ACF):

o

ahol E[X;] a varhatéérték operator, n az X; varhaté értéke , o2 az X; variancidja.

T6bb kiilonbozé definicidja 1étezik a hosszi emlékezetii folyamatoknak (angol iro-
dalomban a tipikus révidités LRD, azaz long range dependence) az irodalomban.

A legtobbet hasznaltak a kovetkezok:

1.3.3. Definicié. (Beran, 1994) Az X, véges szdrdsu staciondrius folyamatot
hosszi emlékezetiinek hivjuk, ha létezik C, > 0 és € (0,1) valds konstans, hogy

az autokorreldcid figguény p(k) ~ CpkP alaki, azaz ha a lecsengése k=" hiperboli-

kus. [10]
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1.1. Megjegyzés:. A ~ azt jelenti, hogy aszimptotikusan egyenléek, azaz f(x) ~

im &) —
o) o i 15 =1

A Beran-féle definicié mellett érdemes a McLeod féle értelmezést is megemliteni,

1.3.4. Definicié. (McLeod és Hipel, 1978) Azoknak a folyamatoknak van

hosszi memoridjuk, amelyeknek az autokorreldcioja nem szummabilis, azaz tel-

jestl, hogy Z p(k) divergens. [10]

k=—o00

1.3.5. Definicié. Amennyiben a Y |p(k)| < oo feltétel teljesiil, létezik spektrdl
suriséqfigguény és elddllithato az autokovarianca fligguény Fourier transzformdlt-
jaként:

2 o0

FN =5 3 plk)e, (12)

=—00

2

ahol \ a frekvencia, 0 a variancia, és i a képzetes szamot jelols.

A spektral strtiségfliggvény segitségével megadhatéd a harmadik féle megkozelitése

a hosszu emlékezetii folyamtoknak.

1.3.6. Definicié. (Mandelbrot és York, 1983) Az X(t) gyengén staciondrius
folyamat hosszi memdridji, ha létezik Cy > 0 és olyan valés B € (0,1), hogy

limy_o esetén a spektrdl siriségfigguénye f(\) ~ C¢|N~° alaki. [11]

A fenti definicidbeli 3 segitségével pedig megadhaté a kovetkezo alakban az ugy-
nevezett Hurst egyiitthaté: H =1+ g Ezt a valtozot, szokas onhasonlésagi pa-
raméternek is hivni. Az 6nhasonldsag fogalma a geometriabdl szarmazik, szemléle-
tesen egy alakzat 6nhasonld, ha a tavolsagtol fiiggetlentil megtartja a strukturajat,
azaz egy kisebb rész felnagyitva ugyanolyan szerkezetet mutat, mint egy nagyobb
rész. Ilyenek példaul a fraktalszerti alakzatok: Sierpinski-haromszog, Julia-halmaz,
Koch-gorbe, Mandelbrot halmaz. Emellett a természetben is talalkozhatunk veliik:

pl. villam mintazata, levél erezete, felhok formaja stb.



2. fejezet

Frakcional differencialt

folyamatok

2.1. A frakcional differencialt fehér zaj és Brown

MOzgas

Az 6konometria szempontjabdl fontosabb folyamatosztalyok frakcional differen-
cialt valtozatanak bemutatasa el6tt, feltétlen meg kell emliteniink az egyik leg-
ismertebb folyamatot a Brown mozgast. A Brown mozgds a gazokban és fo-
lyadékokban lebeg6 részecskék sziintelentil zajlé, véletlenszerii mozgasa, amelyet
Robert Brown angol botanikus fedezett fel vizben elkevert viragporszemcsék vizs-
galata soran. Ennek a mozgasnak a preciz bevezetését Norbert Wienerre adta

meg, ezért is szokas Wiener folyamatnak is hivni.

2.1.1. Definicié. A B; Brown mozgds olyan sztochasztikus folyamat, melyre:

1. BOIO,

2. t = By trajektoriak m.m. folytonosak,

11
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3. By névekményei fiiggetlenek és normalis eloszldsiuak azaz By— B ~ N(0,t—s)

minden (0 < s <),

A Hosking-féle gondolatmenetet kovetve a nevezetesebb frakcionalis folyamatok in-
terpretalasat a frakciondlis Brown mozgason keresztiil vezetjiik be. Abban az eset-
ben ha a Brown mozgés differencialjat vessziik akkor egy konstans spektralstiriiségi
fehér zaj folyamatot kapunk. Hasonl6é gondolatmenettel, definidljuk a frakcionalis
zaj fogalmat is, csak egy specialis differenciadl fogalmat tekintiink. A frakciondlis
Brown mozgast By (t) Mandelbrot (1965) definidlta, majd John Van Ness-el (1968)

egylitt altalanositottdk a folyamatosztalyt. [11]

2.1.2. Definicié. A frakciondlis Brown mozgas alapvetd tulajdonsdgai a kévet-

kezok:

o Egy folyamatot H paramétert frakciondlis Brown mozgdsnak nevezzik, ha a

Brown mozgds (5 — H)-adik derivaltjaként dll el6 0 < H < 1, és a differen-

1
2

cialdst a Riemann-Liouville értelme vett definicio szerint nézzik 2.1.
o A frakciondlis-Brown mozgds spektrdl striségfigguénye: A\~2H~1
e Az autokovariancia figguény C(t,s) = 1 (|t + |s[* — [t — s|*1T)

2.1.3. Definicié. A Holmgren-Riemann-Liouville féle frakciondlis derivdlt Brown

mozgasra:

t

1 H-3dB(s,w) aho
F(H—+%)/ko(t_s> dB(s,w) ahol te&(0,1), (2.1)

BH(t, w) =

ahol H tetszoleges pozitiv szam a Hurst egyutthato, és I' a gamma figguény és
By (t) variancdja 1. A definicid dgy is érvényben marad ha B(t,w)-t a komplex

érétki Brown mozgdsra cseréljik.

fgy az fBm (az angol irodalomban tipikus roviditése, fractional Brown motion)

egy nulla varhaté értéki, nullabdl indulé Gauss folyamat, melynek a novekményei
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mar nem fliggetlenek, de stacionariusak. A frakcionalis zaj folyamatot tehat ugy
definidlhatjuk, mint a frakcionalis Brown mozgds derivaltja By (t), vagy tgy is
gondolhatunk ra, mint a fehér zaj folyamat (% — H)-ik frakciondlis derivaltja, ahol
H = % esetén a folyamat egyszeri fehér zajra redukalédik, ami a mi esetiinkben a

Wiener folyamat.

A numerikus vizsgalatok sordn a folyamatok diszkrét idejii analégidjara van sziik-
ségiink. A Gauss zajra vett frakcionalitas definicidjanak tobb fajta megkozelitése
létezik. Ezek koziil az egyik természetes megkozelités, hogy ugy allitjuk el6 a
folyamatot, hogy megkoveteljiik tole, hogy az autokorreldcié struktiura ugyan az

legyen, mint a By (t) novekményei, ABy(t) = By (t) — By (t — 1) esetén.

2.2. Az ARIMA(0,d,0) folyamat

A Brown mozgas diszkrét ideji megfelel6je az X; szimmetrikus bolyongas, ami
nem mas, mint egy ARIMA(0,1,0) folyamat. Jelolje AX; = (1 — L)X, = Ay,
ahol L a back operator, amit ugy értelmeziink, mint a folyamat egy allapottal
korabbi idépontra torténd visszaléptetése: LX; = X;_1, ahol A;-k fiiggetlen azo-
nos eloszlasu valtozék. Hasonléan, mint amikor X; els6 derivaltjat véve az A,
diszkrét ideju fehér zaj folyamatot kapjuk. Végiil a fenti értelmezés szerinti foly-
tonos ideji Brown mozgas differencidalasat alapul véve, a frakciondl differencial
operator A? diszkrét idejii kozelitése az altalanositott binomindlis egyiitthatékkal

L hatvanysoron alapulo sorfejtéseként a kovetkezd alakban adhaté meg:

WE

A= (1-L)= <d) (=L)F =1—-dL - %d(l —d)L* - éd(l —d)(2—-d)L3---

k

b
Il

' (2.2)
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2.2.1. Definicié. Ahol a egyiitthatok dltaldnositdsa,

ceR 0<keZ (;)zc(c_l)(c_2]){,'”<c_k+1) (2.3)

2.1. Megjegyzés:. Erdemes megfigyelni, hogy k > c esetén nem feltétlen lesz 0
a binomindlis egyutthato értéke, az egész szamok esetén ugyanis ilyen esetben a

szamlalo szorzotényezoi kozott szerepel a 0, mig itt ez nem igaz.

binemd(100, 100y
binomd(1, 100)

binomd(10, 100}
0 50 100 150 200 250

D400 42428 Be+28
TR R T
00 02 04 06 08 10

10

binom (0.3, 100)
binemd(-0.3, 100)
binom(-1,100)

01 00 01 02 03
L L L L L

03 02 01 00 01 02

binomd-1 3, 100)
4 2 0 2 4

binome(-3, 100

o 2000

binome(-10, 100)

-a000

2.1. ABRA. Az &ltaldnositott binomindlis egyiitthatdk c fiiggvényében

Ad=(H- %) helyettesitéssel élve, a H paraméterii folytonos frakcionalis fehér zaj-
ra gondolhatunk, mint a diszkrét megfeleléje, ennek megfeleléen X, = A=94, <
AYX; = A;. Innentél kezdve X;-re, mint egy ARIM A(0,d,0) folyamatra gondo-
lunk, ami a Box-Jenkins(1976) féle definicié természetes kiterjesztése nem egész

d-re.
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2.2.2. Definicié. X; diszkrét ideji folyamat ARIM A(0,d,0) ha reprezentdlhato
AYX, = A; alakban, ahol A a kordbban defindlt sorfejtés és A(t) i.i.d. sorozat 0

vdrhatd értékkel és 0% szdrdssal.

A kovetkez6 tétel, az ARIM A(0,d, 0) folyamat alapvetd tulajdonsdgait adja meg.

A tétel soran feltessziik, hogy a 0% = 1.

2.1. Tétel. Legyen X; eqy ARIM A(0,d,0) folyamat.

1. Had < % akkor , az X; staciondrius folyamat, melynek van M A(co) repre-

zentdacioja:

oo k+d—1)! k-t
X, =(L)A, = Z%At—k, Vi = (k!J(rd _ 1)!) kh—>I£l<> Wi (d—1)!
F=0 (2.4)

2. Ha d > —%, akkor Xy invertdlhatd és van AR(00) reprezentdcidja:

m(L)X; = Zﬂ'kXt_k =A;, ahol m,= (k __
k=0

A 3-6. eseteknél feltessziik, hogy —% <d< %
3. Xy spektral stiriségfiggvénye:

ﬂM:ﬂ%m%M2dO<A§m f) =22 X=0 (2.6)

4. Xy autokovariancia fligguénye:

(—1)*(—2d)!
k—d)l(—k —d)!

Vi = E(za_y) = ( (2.7)
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Az autokorreldcio figguény pedig:

o (=d)(k+d—1)

pk:%: =1k —d) (k=0,%£1,...), (2.8)
(@)1 +d)...(k—1+4d) B
PR —d2—-d)...(k—d)’ (k=12,...) (2.9)
Specidlisan vy = —2d d lim p, = (=d)! f2d-1

(Can? T a=ay e T @)

5. Az inverz autokorreldcio:

@k —d+1)! d i
Pk = 24— Dk +d)! ~ (—d—1)!

ha k — oo. (2.11)

6. A parcidlis autokorreldcio:
Bizonyitas:

1. Ha X; = (L)A; valasztéssal éliink, akkor (z) = (1 — 2)7¢ alaki lesz,
és d < % feltétel, mellett a hatvanysor |z| < 1 esetén konvergens, azaz
X, stacionarius. A binominalis sorfejtését véve az (1 — 2)~¢ adja a 2.4-

es strukturat. Végil £ — oo esetén a Stirling-formulat alkalmazva adodik

ktd—1! d-1
o ~ kT

2. A bizonyitas hasonlé, mint az 1. esetében, csak itt d = —d valasztassal éliink.

3. Mivel 04 =1 az f()\) = ¢(e*)(e~*) alakii. Ebbe behelyettesitve a ¢(z2) =

(1 — 2)7%+t, adddik a spektral sfiriségfiiggvény alakja.
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4. Mivel 0% = 1 a kovariancia:

V=7t /07r cos(kA) f(A)dA (2.13)

alaki. A 2.7 eredmény pedig a

/07T sin(z)" ! cos(ax)dz (2.14)

kifejezésbdl levezetheto. Ezt Gradshteyn és Ryzhik mutatta meg 1965-ben.

A t6bbi tulajdonsdg ezek kovetkezménye.

2.2. Tétel. (Chatfield, 1979) Az ARIMA(0,d,0) folyamat: A‘X, = A,
inverz” korreldcidja, megegyezik az ARIM A(0, —d,0) folyamat X; = A?A,

autokorreldciojaval.

A tétel és a 4. pont tulajdonsagait felhasznalva adédik az allitas.

6. A autokorrelacié és a parcialis autokorreldcié kozotti kapcsolatot a Levinson-
Durbin algoritmus adja meg (Box-Jenkins 1976). Az algoritmust k-ra vonat-

kozé indukciéra alkalmazva adédnak a parcidlis autokorrelaciok pp, i = %i

k) (j—d—1)!(k—d—j)!

és a parcialis linedris regresszi6 egytitthatoi p, r; = —(j B e (Tl

2.2. Megjegyzés:. Az Yy és ¢y hiperbolikus lecsengésiiek. A spektrum alacsony
frekvenciaji viselkedése azt eredményezi, hogy 0 < d esetén, lehet csak a folyamat
hosszi memoridju, mig ha a McLeod féle értelmezést nézzik (azaz az autokorreldcid
nem dosszegezhetd) akkor d < % feltétel adodik. fgy a tétel fontos kovetkezménye,
hogy X; folyamat csak —% <d< % esetén staciondrius és invertdlhato is egyben, s
gy 0 < d < % esetén alkalmas a hosszi mig —% < d < 0 esetén a rovid memoridji
folyamatok modellezésére. Ha d = 0 akkor egy egyszeri fehér zaj folyamatot ka-

punk.
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2.3. Az ARIMA(p,d, q) folyamat

Az ARIM A(0, d,0) folyamat a frakciondlis zajok egy osztalyat képviseli, hasonléan
mint a frakcionalis Gauss fehér zaj. Ezeknek a frakcionalt zaj folyamatoknak
kiilonosen fontos szerepiik van a gyakorlati alkalmazasokndal, mint a modell il-
lesztés, hibabecslés, eldérejelzések, kointegracios kapcsolatok stb. A gyakorlatban,
viszont a frakcionalis Gauss zaj folyamat esetében az a jellemz6, hogy korlatozottabb
a modellez6 képessége (Hipel és McLeod (1978) cikke) més folyamatokhoz képest.
Ez azért van mert a harom paraméter: varhaté érték, variancia, H egyiitthaté nem
elég flexibilis, ahhoz, hogy modellezze a ”szélesebb skalaji” alacsony lag-korrelacio
strukturakat. fgy ezekben az esetekben, a modellillesztés sordn a kilonféle in-
formécids kritériumok (Akaike, Bayes, Hannah-Quinn) magasabb értékeket fognak
mutatni, sok modellel szemben, azaz a révid tava elorejelzések becslésére 1étezik
jobb folyamatosztély, amely jobban illeszthetd. Erre egy példa az ARIM A(0,d, 0)-

nak a kiterjesztése.

2.3.1. Definicid. Y; sztochasztikus folyamat legyen az ARIM A(p,d, q) folyamat,

ahol p,q € Z* és d € R ha reprezentdlhatd a kévetkezd alakban:

d(L)AYY, = O(L)A,, (2.15)
ahol A a frakciondl differencidl operdtor és ®(L) = 1 — ¢ L — ... — ¢,LP, és
O(L)=1—-6,L—...—0,L% a back operdtor polinomjai és A; a fehér zaj.

Amiatt népszertiek ezek a folyamatok, mert a d paraméter segitségével leirhatjuk
a magas-lag korrelaci6ji strukturdkat(hiperbolikus lecsengés), mig a ® és © pa-
raméterkkel az alacsony-lag korreldcidju struktirdkat (exponencidlis lecsengés).

Felmeriil a kérdés mikor lesz egy ilyen folyamat stacionarius.
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2.3. Tétel. Y, legyen eqy ARIM A(p,d, q) folyamat.

1. Y (t) folyamat staciondrius ha d < % és a ®(z) = 0 dsszes gyoke az eqységkorin

kivil van;

2. Y(t) invertdlhaté ha d > —3 esetén O(z) = 0 egyenlet dsszes gyoke az

eqységkoron kivilre esik.

Ha Y (t) staciondrius és invertdlhato, f(X\) spektrdlsiriségfiggvény és p(k)

autokorreldcioval,

3. limy 0 A22f(N) hatdréték létezik és véges.

/{Zl_2d

4. limg oo pr hatarérték létezik és véges.

Léteznek a modellnek tovabbi altalanositasai is. Ha megkoveteljik, hogy nem
csak a d vesz fel frakciondlis értéket hanem, ¢ és/vagy p is, valamint a ® és ©
polinomoknak létezik t6bbszoros gyoke. Akkor meg tudunk hatdrozni egy spe-
cidlis folyamatosztélyt, melyet Spolia, Chander és O’Connor (1980) talalt ki. A
frakciondlis egyenl6-gyok (equal-root) integralt autoregressziv folyamatok, (FERI-
AR), illetve a frakcionalis egyenl6-gyok (equal-root) mozgdatlag folyamatok, (FE-
RIMA). Utébbiak kvaziperiodikus, hosszi memorigju folyamatok elérejelzéseként

hasznalhaték. Hasonléan mint a mozgé atlag folyamatok az ES mddszernél.

2.3. Megjegyzés:. Amikor gyakorlatban valamely historikus adatsorunkra modellt
illesztiink, és az ARIM A(p,d,q) csalddot talaljuk a megfeleldnek, nem jellemzd az
hogy p €s q paraméter becsult rendje 3-ndl magasabb. Altaldnossdyban elmondhato,
hogy ha a p és q értéke tul magas, akkor nem feltétlen a legjobb vdlasztis ez a
folyamat csaldd. Emiatt kiemelten fontos szerepe van az ARIMA(1,d,0) és az
ARIMA(0,d, 1) folyamatokank.
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2.4. A differencialas rendjének becslése

Kordbban emlitettiik, hogy az ARIM A(p,d, q) csalad flexibilisebb a véletlen fo-
lyamatok rovid és hosszi tava tulajdonsagainak lefrasara. Mivel ezek a folyama-
tok a Box-Jenkins féle modellek altalanositasai, természetesen adédott tobb fajta
hasonlé megkozelités, a paraméterek meghatarozasara. A kovetkezOkben ezt a
procedurat ismertetjiik:

Legyen A; iid. |, u; = A, azaz egy ARIMA(p,0,q), valamint legyen x; =
O(L)'®(L)Y; egy ARIM A(0,d,0).

2.1. Algoritmus:. FEljirds menete:

~

. lépés: Megbecsiiljiik d értékét a A? = A, egyenletben.
2. lépés: Definidljuk az u; = AYY;-t.

3. lépés: Hasznaljuk a Box-Jenkins féle eljardst az ARIM A(p,0,q) modell azaz

a ®(B)uy = O(B)a; egyenlet & és © paraméterek meghatdrozdsdra.
4. lépés: Definidljuk x, = ©(L) ' ®(L)Y;-t.
5. lépés: Ujabb becslést adunk d értékére a Alx, = a, eqyenletben.

6. lépés: Ellenorizziik, hogy a d,® és © paraméterek konvergensek-e, ha nem

vissza ugrunk a 2-es lépésre.

Az l-es és 5-0s lépésben a d becslésére tobb féle médszer hasznédlatos. Az egyik
médszer az R/S exponensek segitségével méri a hosszi tavu fiiggés nagysdgat
(Mandelbrot és Wallis , 1969). Egy masik a Geweke és Porter-Hudak médszer mely
egy regresszios egyenleten alapszik, és a spektralstiriiség segitségével ad becslést a
d értékére. A spektralstriiség fiiggvényt pedig a periodogram fliggvényel kozeliti.
De ezeken kiviil szamos egyéb mddszer létezik még. A mddszerek numerikus pon-

tossdgat Ossze is hasonlitjuk a 4-es fejezetben.
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2.5. Az ARCH(1)

A kovetkez6 szekciéban réviden bemutatom az ARCH(1) folyamatot. Az ELTE-n

2011 6szén tartott Idésorok kurzus anyagait vettem alapul.

” A most kovetkezo folyamatok a pénziigyekben sokkal népszeriibbek, mint az eddi-
gieck. Az ARCH(1)-et Engle vezette be 1982-ben, és az Autoregressive Conditional

Heteroscedasticity roviditése.

2.5.1. Definicié. Legyen €(t) Gauss fehér zaj, €(t) ~ N(0,1) és i.i.d. Legyen
X(t) = o(t)e(t) azaz egy nem konstans valdsziniiségi vdltozészor (id6tél fiiggd
véletlen szdrdsszor) egy fehér zaj. Tegyiik fol, hogy ez a o*(t) = ap + a; X?(t — 1)

, ahol ag, ay nemnegativ.

A feltételes szoérasnégyzet D*(X(t)|X(t — 1) = x) = ap + ay2? az el6z6 érték

kvadratikus fiiggvénye. A két egyenletbol kapjuk, hogy

X2(t) = (ap + aan X(t — 1)) €X(1), (2.16)

ez nem ekvivalens, mert igy lehet, hogy nemnegativ X (t) megoldast kapunk, mig
az eredeti formabdl negativat kaptunk volna. Tegyiik fel, hogy létezik stacionarius

megoldas, és iteraljuk az egyenletet:

X2(t) = ape®(t) + arape® ()2 (t — 1) + a2 X (t — 2)E2(t)e*(t — 1) (2.17)

X2(t) = aOZa{EQ(t) L E(t—7) (2.18)
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Ez utobbi akkor irhaté fel igy, ha a; < 1, mert a maradéktagokban a; egyre
nagyobb hatvanyai jelennek meg, amik igy nulldhoz tartanak. Ha az 0sszegzés és

a varhato érték felcserélheto, akkor

&%)

(2.19)

2 — Jrm 2 2 N
EX (t)—@ozoalEe (0). Bt - j) =
J:

ugyanis az €(t)-k varhato értéke 0, igy masodik momentumuk a szérasnégyzetiikkel
egyenld, ami 1, tehat egy egyszeri mértani sort kellett 6sszegezniink. Ebbol latjuk,

hogy g = 0 esetén X (t) az azonosan 0 folyamat. Ha az

X(t)=€(t),| (1 + ia’f“e?(t —1)..e2(t—k— 1)) (2.20)

felirasban a szumma konvergal, akkor stacionarius folyamatot allit el6, hiszen az
e(t+h) zaj véges dimenzids eloszldsai megegyeznek, és (X (t1 4+ h), ..., X (t;, + h))-
t ugyanugy allithatjuk el6 e(t + h)-bdl, mint (X(¢1),..., X(t,n)) €bdl, tehdt az
eloszlasaik megegyeznek.

2.4. Tétel. Ha || < 1, akkor 2.20 konvergdl, és az ARCH (1) egyenlet egyértelmd,

véges szordsu, staciondrius megoldasdt adja. Ha nem koveteljik meg a véges

szorast, akkor |ay| > 1-re is van staciondrius megoldds.

2.5. Tétel. Tehdt az ARCH(1)

e o1 = 0-ra Gauss fehér zaj.
e 0 < ay < l-re stacionarius véges szordssal.

,C . s - s
o 1 < ay <2° -re staciondrius végtelen szordssal.”

2.4. Megjegyzés:. A végtelen szoras esetén fenndllo stacionaritdsi feltétel nem
latszodik ilyen egyértelmien, mint a fenti esetben. A Kesten-Vervaat-Goldie tétel

felhasznalva adodik, melynek részletezésére a dolgozatban nem térink ki.
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2.6. A hosszi memoriaju volatilitas folyamatok

A hosszi memoriaju feltétel megadasa variancia folyamatokra hasonléan torténik,
mint az ARMA folyamatok esetében. Legyen az idéparaméter diszkrét értékii és
egy valds értéklit X; = o(t)e(t) folyamat a kovetkez6é képpen megadva: X; = Aoy
ahol A; i.i.d. 0 vdrhaté értékkel, és a Var(A4;) = 1. A o7 id6tél fiiggd és pozitiv, és
mérhet6 fliggvénye a t — 1 idopontig rendelkezésre allé informéciénak amit €2,_;-el

jelolink.

2.6.1. Definicié. Az X(t) folyamat ARCH(p), hogyha o? = ag+a(L)X? és a(L)

eqy p rendid polinomok a back operdtorral.

2.6.2. Definicié. A GARCH(p,q) folyamatot Bollersev definidlta (1986)-ban, le-

gyen Xy = o(t)e(t) és

o/ = ap+ a(L)X{ + B(L)o;

ahol, a(L) és B(L) p és q rendi polinom a back operdtorral, cg nem negativ kons-

tans.

2.5. Megjegyzés:. A GARCH(p,q) folyamat kifejezhetd, mint eqy ARM A(m, p)

folyamat X? -re, ahol m = mazx(p,q):

(1 —a(L) = B(L)) XF = o + (1 = B(L)) v, (2.21)
ahol vy = X} — o? a feltételes vdrhatd érték folyamat innovdcidja.
Az ARCH-GARCH folyamat néhany jellemzdje:

e Az adatok nem korrelaltak, és a szoras valtozik az idével.

o Az eloszlas vastag végii.
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o Jellemz6 a kiugro értékek klaszterezodése.

2.6. Tétel. (Bollersev) A GARCH(p,q) gyengén staciondrius, hogyha ay 4, o+

! Bi <1, és ekkor EX; = 0, X, korreldlatlan fehér zaj. Ha a szérdsnégyzet

véges akkor D*X, = = §?+Zq ) és a feltétel sziikséges is.
=11 1= t

2.6.3. Definicié. Ha az (1 — (L) — 5(L)) polinomnak létezik eqységgydke a Bol-

lersev féle definicioban, akkor a GARCH (p,q) folyamatosztily, tagja az Integrdlt
GARCH osztdlynak (réviden IGARCH):

®(L)(1 — L)X? = ag + (1 — B(L))v;
ahol, ®(L) = (1 — a(L) — B(L)) (1 — L)~ egy m — 1-ed rendii polinom.

Késébb Baillie, Bollersev, és Mikkelson (1996) tovabb dltaldnositottak a feltételes
varhato érték folyamatot a hosszi memoriaja esetre igy sziiletett meg a FIGARCH
folyamat. FEzekre a folyamatokra az a jellemzoO, hogy a késleltetett innovaciok

hiperboélikus lecsengési ideje lassu.

2.6.4. Definicié. Az X, folyamat eqy FIGARCH (p,d,q) ha elédll a kévetkezd alak-
ban:

O(L)(1 — LYX2 = ag + (1 - B(L)) v, (2.22)

ahol ®(L) és 1 — (L) polinom gydkei az eqységkoron kivilre esnek.



3. fejezet

Kointegracio

3.1. Az I(d) osztaly

A historikus adatsor becslése soran az els6 fontos kérdés amit tisztaznunk kell,
hogy az adataink staciondriusak-e, latszodik-e valami trend vagy szezonalitas az
adatainkban, amely sokszor ranézésre megmondhato ha az adatsorokat abrazoljuk.
Ezek vizsgalata kiillonosen fontos a kezdeti modell illesztése s az elérejelzések szem-
pontjabdl. A célunk megtaldlni a legjobb elméleti modellt amely a tapasztalati
idosort leirja. Példaul a Box-Jenkins modellek illesztése esetében, az idésornak sta-
cionariusnak kell lenni. Ha nem staciondrius az idésorunk, mely gyakran eléfordul
a tapasztalatok alapjan, ki kell szlirntink a trendet, hogy stacionaris idésort kap-
junk. FEnnek szamos moédja 1étezik, az egyik a differencidlas. A Wold tételnek
koszonhetden tudjuk, hogy egy determinisztikus komponens nélkiili stacionéarius
idosornak van végtelen mozgd atlag reprezentacidja. Ez kozelitheto egy véges

ARMA folyamattal. Ezek ihlették a kovetkezo definiciot.

3.1.1. Definicio. Legyen d € N és X; eqy determinisztikus komponens nélkili fo-
lyamat, melyet d-szer differencidlva létezik staciondrius, invertdilhato ARMA rep-
rezentacidja. Ekkor Xy egy d-ed rendbeli integrdlt folyamat, és X; ~ I(d) jeloljiik.

25
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X ~ I(0) folyamat ~ I(1) folyamat
Variancia véges végtelen
Innovacié hatasa atmeneti tartés
Spektrum 0< f(0)<oo | flw)~ Aw=2 azaz f(0) = oo
A egyenstlyba keriilés varhaté ideje véges végtelen
Az elméleti autokorrelacio pr 0sszegezheto pr — 1 Vk -ra ha t — oo

Altaldnossagban d értékére egész szamként gondolnak, de értelmezhets ez esetben
is a frakciondlis integralt, melynek tulajdonsagait késobb vizsgaljuk. Szemléletesen
ha d = 0 akkor a folyamat stacionarius, mig ha d = 1 akkor a stacionaritas sériil.
Ezek a leggyakoribb esetek, igy érdemes kiilon emlitést tenni ezek tulajdonsigairdl
is. Erdekes kérdés tovabba, hogy ha d egy tort szam, akkor az alapmodellek mikor
stacionariusak. ARIMA folyamatok esetében lattuk, hogy a d < 0,5 szilikséges

feltétel.

3.1.2. Definicié. Az I(0) és I(1) folyamatok tulajdonsdgai:

e A fenti tulajdonsagoknak koszonhetéen az is igaz, hogy egy 1(0) és egy I(1)

folyamat Osszege mindig /(1) folyamat lesz.
e S0t a,b # 0 konstansokra ha X; ~ I(d) akkor a 4+ X} is I(d) folyamat.

e Ha X, ésY; I(d) folyamat, akkor altaldnossdgban igaz, hogy a lineéris kom-

binaciéjuk Z; = X; — aY; is I(d) folyamat.

3.2. Kointegracio

A fenti gondolatmenetet folytatva, felmeriil a kérdés, hogy mi torténik, ha tobb
folyamat egyiittes viselkedésérdl szeretnénk valamit mondani? Vizsgélhatjuk a
folyamatok korrelaciéjat, példaul két részvény arfolyamanak pozitiv korrelacidja
azt eredményezi, hogy a részvények arfolyama azonos iranyba véltozik az esetek
tobbségében de ez nem mond sokat a két arfolyam hosszi tava viselkedésérol.

Mivel lehet, hogy az arfolyamnovekedés iranya azonos, de az iitemiik nem, igy
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az egyik arfolyam jobban és jobban eltavolodik hosszii tavon. Ebben az esetben
a hosszi tavu oOsszefiiggések, lefrasara alkalmasabb lehet a kointegracié fogalma,

melyet Engle és Granger fektetett le. [13]

3.2.1. Definicié. FEqy X, vektor komponenseit d, b rendben kointegrdltaknak mond-
Juk és Xy ~ C1(d,b) jeloljik, ha

(i) X; dsszes komponense I(d) beli.

(i4) Létezik egy olyan o # 0, hogy Z; = o/ X; ~ I(d —b),b > 0.

Ekkor a-t a kointegrdacios vektornak hivjuk.

Ha a részvény arfolyamok kointegraltak, akkor az arfolyam silyozott atlaga akarhanyad
rendben integralt. fgy két elsérendben integralt folyamat kombinacidjaként eloallithatd

egy stacionarius folyamat.

Abban az esetben ha X; sorozatnak N komponense van, lehetséges, hogy egynél
tobb kointegracios vektor a 1étezik. Ami pedig azt jelenti, hogy tobb egyensulyi

kapcsolat is 1étezhet, ugyanazon tobbdimenzids folyamathoz.

3.2.2. Definicié. Tegyiik fel, hogy adott r darab linedrisan fiiggetlen kointegrdacios
vektora Xi-nek, melyre r < N — 1. Ekkor az X; folyamat kointegrdcids rangjanak

nevezziik a kointegrdacios vektorokbol osszefizott N x r mdtrix rangjdt, ami r.

3.3. Hibakorrekcios modell

A kointegracié és a hiba korrekciés modellek kozott szoros kapesolat all fenn. A
hiba korrekcidos moddszert, csak gy, mint a kointegraciét kozgazdasagtan egyen-
stlyelméletei ihlették. A korai verziét Sargan (1964) és Phillips (1957) dolgozta ki.

Az otlet alapja, hogy az egy periédus egyenstlytalansaganak kis hanyada javitja
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a kovetkezo periédus egyensulyat. Példaul az arszinvonal egy adott periddus-
beli valtozasa fiigg az el6z6 periédusban fennallé tilkereslet nagysagatol. Ennek
mintdjara tobbvaltozos rendszerek esetében megadhatjuk az altalanositott hiba

korrekcids modellt.

3.3.1. Definicid. Legyen X; egy tobb dimenzids iddsor, ekkor a hiba korrekcids

reprezentdcioja a kovetkezo:

AL~ D)X, = —vZ1 + U, (3.1)

ahol Uy eqy tobb dimenzids zaj, Z, = o' X, a kointegrdcids vektor és v # 0, ahol

A(0) = I, A(1) dsszes tagja véges,

3.4. A kointegralt valtozdok tulajdonsagai és a rep-

rezentacio tétel

Tegyiik fel, hogy X; mindegyik komponense I (1) folyamat, azaz a differencia folya-
mat nulla varhaté értéki tisztan determinisztikus tag nélkiili stacionarius folya-
mat. Mivel tetszoleges determinisztikus komponens levonhato, igy mindig 1étezik

egy olyan tobbdimezios Wold reprezentéacié, melyre:

(1- L)X, = C(L)e, (3.2)

Ami azt jelenti, hogy mindkét oldal esetén a spektral matrix megegyezik. SOt
ha feltessziik, hogy det[C(2)], z = €, kifejezésnek gyokei az egységkoron kiviilre
esnek akkor C(B) egyértelmiien definidlt. Ekkor C(0) = Iy, ahol Iy az N X

N egységmatrix (Hannan 1970). A fenti egyenletben ¢, nulla varhaté értékii N
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dimenzids fehér zaj vektor, amelyre

!

FElee ] =0, hat#s (3.3)

Elge) =G, hat=s (3.4)

A mozg6 atlag folyamat polinomja pedig a kovetkezd képpen fejtheto ki.

O(L) = C(1) + (1 — L)C*(L) (3.5)

melyet a tagok atrendezésébdl kapjuk. Ha C'(L) véges rendii polinom, akkor C*(L)
is véges rendd lesz. Ha C(1) azonosan nulla, akkor hasonlé gondolatmenettel az
(1 — L)? tagot tartalmazé kifejezés is meghatdrozhaté. A hiba korrekciés modell
és a kointegraciés osszefiiggések kozotti kapcsolatra eloszor Granger mutatott ra
1981-ben. A kovetkez6 tétel mutatja, hogy egy kointegralt vektor reprezentalhato
hiba korrekcidos formaban. Eredetileg Granger bizonyitotta, de a komplexebb ese-

teket Johansen és Yoo térta fel 1985-ben. [9]

3.1. Tétel. (Granger féle reprezentdcids tétel) Legyen X, iddsorok eqgy N x 1
dimenzids vektora megadva a 3.2 alakban, és legyen X, ~ CI(1,1) ahol a koin-

tegracio rangja r. Ekkor:

1. rang(C(1)) = N —r.

2. Létezik a folyamatnak az ARMA reprezentdcidja:

A(L)X, = d(L)Iyé, (3.6)

A kovetkezd tulajdonsdgokkal:

e rang(A(l)) =r
e d(L) mindegyik koordindtdja ugyanaz, és €, mindegyik koordindtdjdra

ugyanazt a d(L)-t alkalmazzuk
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e d(1)(a d egyiitthatoinak dsszege) véges, A(0) = Iy

e Ha d(L) = 1 (azaz d 0. rendi polinom) akkor ez eqy vektor értéki

autoregresszio.

3. Léteznek olyan N X r méretid r rangu «, és v matrizok amikre,

/

e A(l) =ary.
e C(1)y=0,
e 'C(1) =0,

4. Tovdbbd létezik egy hiba korrekcids reprezentdcid Z, = o/ X,, és staciondrius
véletlen valtozok eqy r x 1 dimezios vektora, és eqy v X 1 dimenzios €, hiba-

vektor hogy:

ALY = D)Xy = —7Z g +d(L)e AO) =1y (37)

5. A Z, vektor a kovetkezd alakban is megadhato,
Zt = K(L)Et, (38)

(1-L)Z, = —o/’yzt_l + J(L)e, (3.9)

ahol K (L) = o/ C*(L) a lag polinomok egy r x N mdtriza. Minden egy eleme

véges K (1), ahol rang(K (1)) = r, valamint a det(a'~) > 0.

6. Ha lehetséges a folyamat véges rendi vektor értéki autoregressziv repre-
zentdldsa, akkor a 3.6 egyenlet megegyezik a 3.7 szerintivel gy, hogy d(L) =

1 és az A(L) és A*(L) egytitthatok véges polinomok lesznek.
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3.5. Az egységgyok tesztek

3.5.1. Dickey-Fuller és az Agumented Dickey-Fuller tesztek

Ha feltételezziik, hogy a valtozdk egy halmaza szoros kapcsolatban all egymassal,
(példaul kozgazdasagi elméletek alapjan), az els6 1épés a kointegracié megallapitaséra,
ha a megfigyelt idésort integraltsaganak rendjét vizsgaljuk. Kiilonféle statiszti-
kai tesztek léteznek ezek feltarasara. A legfontosabbak az I(1) esetekhez tartozé

egységeyok teszek. Nézziik meg ezekre a legegyszeriibb eseteket, amikor a folyamat

egy AR(1).

Az elsé mdédszert Dickey és Fuller nevéhez kotédik (az irodalomban a tipikus

roviditése DF teszt). A teszt tdrgya a kovetkezd egyenlet:

Ye = Pyr1 + (3.10)

Ahol, null- és ellenhipotézis a kovetkezo:

1. Hy: ® =1 azaz a folyamat tartalmaz egységgyokot.

2. Hy : ® < 1 azaz folyamat stacionarius.

A gyakorlatban a kovetkezd regresszioként kezelt egyenlet hasznalatos inkabb,
mint a 3.10 egyenlet.
Ayt = \ijt—l -+ Ut <31]_)

S gy a fentiekkel ekvivalens hipotézis vizsgalati teszt a kovetkezd,

1. Hy: V¥ =0 azaz a folyamat tartalmaz egységgyokot.

2. Hy : ¥ < 0 azaz folyamat stacionarius.
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mivel ® — 1 =,

Abban az esetben, ha az alapfolyamat nem nulldbdl indul ( van ”intercept”)
és/vagy jelen van egy determinisztikus trend is a DF teszt alapmodellje a kovet-

kezo:

Yy = Pyp1 + p+ M+ wy (3.12)

Hasonldéan a 3.10 egyenlethez ez is atalakithatd, az egyenelet mindkét oldalabdl
yi—1-et kivonva:

Ay = Wy, 1 + o+ X+ (3.13)

Az eredeti Dickey-Fuller tesztstatisztika a kovetkezo:

T = W/SE(W) (3.14)

Ahol, ¥ nem mas, mint az legkisebb négyzetek becslése, mig a nevezd a becslés
sztenderd hibaja. A teszt statisztika aszimptotikusan nem a szokasos student t
eloszlast koveti, mivel a null hipotézis itt a nemstacionarités. fgy az ehhez a sta-
tisztikahoz tartozo kritikus értékeket numerikusan hataroztdk meg. Mivel a teszt-
statisztika eloszldasa nem szimmetrikus, elegend6 a nullhipotézist elutasitasahoz,
hogy a tesztstatisztika értéke kisebb legyen, mint a kritikus érték. Azt is meg-
mutattdk, hogy staciondris idésorok esetén, becsiilt és elméleti ® eltérése /T
nagysagrendben tart eloszldsban egy 0 varhaté értékii, 1 — ®? szérdsi normalis

valoszintiségli valtozéhoz.

A fent értelmezett teszt csak akkor érvényes ha az u; egy fehér zaj folyamat. S6t
itt az w16l feltessziik, hogy autokorrelalatlanok, mert ha nem az lenne, akkor
a regresszié fliggd valtozéja is ( Ayy) autokorreldlt lenne. Ezekben az esetekben

el6fordulhat, hogy a teszt "oversize” lesz, azaz a teszt eredeti mérete nagyobb,
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mint amennyit feltettiink és amivel szamoltunk (pl. szign.=0,05). Ekkor az lesz a
megoldas, hogy p késleltetését vessziik a fiiggd valtozénak. Az igy meghatarozott

alternativ modell fodja adni a médositott Dickey Fuller tesztet (roviden ADF):

p

Ay, = Wy, 1 + Z Qi Ay + uy (3.15)

i=1

A Ay-ben bekovetkezett késleltetés fogja biztositani, hogy az u, hibatagok auto-
korrelalatlanok. S mivel ADF teszt még mindig a W fiiggvényeként meghatarozott,
igy a tesztstatisztika kritikus értékei is ugyanazok, mint kordbban. Viszont ez
a modositott mddszer, egyben 1j problémakat is szil: Mi lehet az optimalis
késleltetése a fiiggd valtozénak? Két szabaly létezik, az egyik szerint a min-
tavételezés frekvencidja alapjan mondjuk meg p értékét, példaul ha az adatok
havonta vannak, hasznaljunk p = 12-es késleltetést, ha negyedévente akkor p = 4-
es késleltetést stb. Bizonyos tipusu adatsorok esetében ez egy jé megkozelitése
a problémanak, de érezziik, hogy ez tilsdgosan altalanos. Mondjuk magas frek-
venciaju mintak vizsgalata soran (ahol 6rankénti méréseink vannak) nem érdemes
nagy p-t hasznalni. A masik ”szabdaly” szerint pedig az informaéciés kritérium
vizsgalata alapjan érdemes donteni. Egyszertien valasszuk azt a p-t, ami alapjan az
informacios kritériumok értéke minimalis. Ne feledjiik, p optimalis meghatarozasa
nem elhanyagolandd, mivel kevés késleltetés esetén a késleltetés nem tilinteti el az
autokorrelacio egészét igy torzitja az eredményeinket, no a standard hiba értéke s

ez a teszt statisztika erejét is gyengiti.

3.5.2. Phillips-Perron tesztek

A Phillips-Perron teszt hasonléan az ADF tesztnél, a nullhipotézis az hogy a fo-
lyamat tartalmaz egységgyokot, és az eljaras menete is ugyanaz, mint az ADF

tesztek esetébe, annyi kiilonbséggel, hogy 3.13-re még alkalmaz egy illesztést, s
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nem-paraméteres modszerrel médositja a DF tesztstatisztikat arra az esetre, hogy-
ha heteroszkedaszticitas all fenn, azaz egyenetlen a szérasa a u,-nek. A hétranya,

hogy nagy minta elemszam esetén pontosabb csak az ADF-nél.

3.5.3. A magasabb rendii integralt folyamatok tesztelése

Vegyiik a kovetkezo regressziot

Ay = Uyt + (3.16)

Hy : U =0 vizsgéaljuk a H; : ¥ < 0 hipotézissel szemben. Ha H-t elutasitjuk, ugy
egyszertiien arra kovetkeztetésre jutunk, hogy y;-nek, lehet nincs egységgyoke. De
mi a helyzet ha Hy nem utasitjuk el? Az azt jelenti, hogy bizonyos megbizhatdsag
mellett a folyamatnak természetesen van egységgyoke, de nem tudjuk mennyi,
ett6l még lehet y, ~ I(1),1(2),1(3) sth. Abban az esetben hogyha a kévetkez6

feladatot nézzuk:

1. H()ytNI(2)

2. Hy:y, ~I(1)

a A%, = Ay — Ay, segitségével, a Ay;_-te regresszalva ( A2y, megfeleld

késleltetés megvélasztasaval ADF esetén) vizsgalhaté a fenti hipotézis.

Ezek alapjan egy dltaldnos eljardst adott Dickey és Pantula (1987) és a kovetkez6
tesztet javasolta. ElsO 1épésben meghatarozzuk a lehetséges legnagyobb elérheto
rendjét az integraltsagnak, s legyen ekkor Hy : y, ~ I(p) és ezt teszteljik a Hy :
yr ~ I(p—1)-el szemben. Ha Hy-t elvetjiik, akkor nézziik az j hipotézis vizsgalati
feladatot a Hj) : yp ~ I(p —1)-t a H{ : y ~ I(p — 2)-vel szemben. Az eljarast
szekvencidlisan addig folytatjuk, mig Hy-t el nem fogadjuk. Ezzel a mddszerrel

statisztikailag tesztelni tudjuk az integraltsag rendjét.
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3.1. Megjegyzés:. Hasonlo gondolatmenettel tesztelhetyik a kointegralhatosdg

rendjét is a Johansen teszt esetében.

3.2. Megjegyzés:. FEqyéb modszerek is léteznek arra az esetre ha eqy nem staci-
onarius 1dosorbol szeretnénk staciondriusat csinalni. Pl. logaritmusképzés, hanyados
képzés, tobbszoros differencidldssal, kointegrdacios kapcsolatok feltérképezésével, hi-

ba korrekcios modszer segitségével.

3.5.4. A DF és PP tesztek problémaja

A legnagyobb probléma ezekkel az egységgyok tesztekkel az, ha a folyamatunk sta-
cionarius, de van egy olyan gyoke, amely kozel van a nem-stacionaritdas hatarahoz.

Vegyiik erre a kovetkezo példat:

3.2. Példa. y, = 0.95y; 1 + w; Ez eqy AR(1) folyamat ® = 0.95 egyiitthatdval.
lgy a DF nullhipotézisét el kéne vetnink, mivel ® kisebb, mint 1, ami azt jelents,
hogy a folyamat staciondrius. De azt is tudjuk, hogy kis minta elemszdm esetén,

a tesztek ereje kicsi, ha arrdl kell donteni, hogy ® = 1 vagy ® = 0.95

A fenti példa altal szemléltetett probléma javitdsara az a sztenderd eljaras, hogy
egyszerre vizsgaljunk tobb tesztet, igy biztosabb képet kaphatunk, a stacion-
aritasrol. Ha egyontetiien elfogadjuk a nullhipotéziseket akkor nincs baj. Illetve
szokas még egy masik egységyok tesztet is vizsgalni, a KPSS tesztet, mert ennek a
tesztnek fel van cserélve a nullhipotézise az ADF tesztekhez képest. Ha viszont a
két teszt kiillonbozoé eredményt mutat, akkor bajban vagyunk. Esetleg megoldéast

nytjhat az, ha frakciondlis integréalt rendjére végziink teszteket.
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3.6. Frakcionalis Dickey-Fuller teszt

A frakcionalis folyamatokon keresztiil 1étezik a Dickey-Fuller féle teszteknek egy
altalanositasa. Az elmult évtizedben valt felkapotta ez a fajta megkozelités. A
DF tesztekkel ellentétben nem az all a hipotézisek kozéppontjaban,(a legegy-
szeriibb esetet figyelembe véve) hogy a folyamat I(1) és 1(0)-beli, hanem inkdbb
azt vizsgéaljuk, hogy a folyamat FI(dy) vagy FI(d;), ahol FI() reprezentalja azt,
hogy d értéke tetszOleges valos értéket is felvehet. Abban az esetben ha dy = 1 az
ajanlott teszt statisztika az OLS becslés vagy "t-hanyados” lesz, melyet a A%y,
egyiitthatéinak a Ay, és A%y, -re vonatkozo regresszidja alapjan szdrmaztatunk.
Abban az esetben ha d; nem ismert, meg kell becsiilntiink. Ennek egy lehetséges
modja ha a Hurst paramétert becsiiljiik meg és abbdl hatarozzuk meg a d értékét.
Jesus Gonsalo és Laura Mayoral [14] azt is megmutattak, hogy ha a d-nek a T/2-
konzisztens becslését vessziik, az FD-F teszt alkalmazhato, és megorzi az aszimp-
totikus normalitasat is. Ennél fogva szamos elonye van az FD-F tesztnek a DF
tesztel szemben. Egyrészt altalanosabb modell, masrészt nem tgy, mint néhany
LM teszt (Lagrange multiplikdtor) nincs sziikség semmilyen ismert eloszléds fel-
tevésére a hibak esetén. Tovabba jé a proba ereje, véges minta elemszam esetén
is. Ahogy lattuk kordbban induljunk ki, most is a legegyszeriibb AR(1) tagos

egyenletbdl,

A%y, = DADy, | + uy, (3.17)

ahol u; egy I(0) folyamat. Ha feltessziik, hogy u; = ¢ amikor ® = 0 akkor a

sorozat a kovetkezo folyamatot koveti,

APy, = ¢, (3.18)
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igy vy egy FI(dp). Tovabba ha ® < 0, akkor kovetkezo teljesiil,
(A%~ _ OLYANy, = ¢, (3.19)

Ha a karakterisztikus polinomot is szemiigyre vessziik, akkor latjuk, hogy a Il(z) =
(1 = 2)=dl — ¢2) kifejezés egyiitthatdi, osszegezhetSek és T1(0) = 1 és TI(1) =
—¢ # 0. Ezek alapjan az is megmutathat6, hogy polinom 0Osszes gyoke akkor van
az egységkoron kiviil, hogyha —2179 < ¢ < 0. fgy az egyenletiinket tovabb irva a
fenti feltételeket megtartva,

Aty, = C(L)e,, (3.20)

ahol C(z) = ()™ = ((1 — 2)%~% — dz)~Lés C(0) = 1 tovdbbd 0 < C(1) < oo.

fgy a DF teszthez hasonldéan, ebben az esetben is meg tudjuk adni a hipotéziseket.

1. Hy: ¢ =0,y ~ FI(do)

2. H12¢<0,ytNFI(d1>

Abban az esetben ha dy = 1 és d; = 0 a DF tesztet kapjuk vissza. Az egyszertiség
kedvéért csak a specialis eseteket nézziik, amikor dy =1 és a 0 < d; < 1. Ezeknek
az eseteknek a masik oka az alkalmazas szempontjabol fontos. Vegyiik észre, hogy
a d; < 0 esettel nem foglalkozunk, mert ekkor az egységgyok tesztek jol miitkodnek

[14] (Marmor, 1998).

3.6.1. A teszt és annak aszimptotikus tulajdonsagai

Legyen dy = 1 és u; = ¢; a 3.18 egyenletbdl. Az ¢, 0 varhato értéki i.i.d folyamat,
o? ismeretlen variancidval és véges negyedik momentummal. Az OLS becslése
¢-nek qb;ls ¢és a "t-hanyados” pedig ¢,- ,melyek az dltalanos legkisebb négyzetek

modszere alapjan adédnak.
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_ Zthz AytAdl Yt—1

ols = : 3.21
(b l ZtT:Q(Adlyt_l)2 ( )

Sio Ay Ay,
b = =2 1/2° (3.22)

St (ZtT:z(Adl’yt—l)2>

ahol a rezidualisok variancidja
. 2
(Z Ayt - gbolsAdlytfl)

S = : (3.23)

T T

3.3. Tétel. Legyen y; a nullhipotézisnek megfeleld véletlen folyamat, qﬁ;ls pedig

konzisztens becslése a ¢ = 0-nak, amely 0 < dy < % esetén T4 d; = % esetén

(TlogT)% ’s % < dy < 1 esetén T rendben konvergdl. Ekkor az aszimptotikus

eloszlasok a kovetkezdk lesznek.

Jo Wea, (r)dB(r)

T = 0<d <0.5, (3.24)
fol W2, (r)dr
(TlogT) ¢y = N(0,7), di = 0.5, (3.25)
A w T(d?
T2 Gogs 5 N(0 (d)) ), 05<d <1. (3.26)

"T'(2d; — 1)
3.4. Tétel. Legyen y; a nullhipotézisnek megfeleld véletlen folyamat. At ooy QsZIMp-

totikus eloszldsai a kovetkezok lesznek

1
o [FWog (r)dB
@ Jo Wear(r) (ri 0<d <0.5, (3.27)

o (fol w2, (r)dr)
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t- > N(0,1) 05<d <1. (3.28)

(z)ols

3.7. Kointegralt rendszerek paraméterbecslése

Felmeriil a kérdés mi lenne a megfelel6 modellez6 stratégia ha tudjuk, hogy az ada-
taink nem stacionariusak, és lehetséges, hogy a modellvaltozoink kointegraltak?

Legalabb harom moddszer ismeretes a kointegracio paramétereinek becslésére:

e Engle-Granger féle két lépéses mddszer
e Engle-Yoo

e Johansen féle teszt

3.7.1. Az Engle-Granger kétlépéses modszer

A modszer egy alapvet6 egyenleten alapszik, és mint a neve is sugalja két 1épésbdl

all:

o 1 lépés
Meggy6zodiink réla, hogy az Osszes fliggetlen valtozo I(1)-beli. Ezek utén
OLS mddszerrel megbecsiiljiik a kointegracios osszefiiggést reprezentald reg-
resszio egyltthatoit. Ezek utan a kointegracids regresszié becsiilt hibatagjait
felhaszndalva teszteljiik, hogy stacionariusak-e. Ha elfogadjuk a teszt alapjan

(DF,ADF), hogy eleme I(0)-nak tovabblépiink a 2-es 1épésre.

o 2 lépés
Felhasznaljuk az els6 1épésbeli becsiilt rezidumokat, a hiba korrekcidés mo-
dell egy valtozojaként. A reprezentacios tételnek koszonhetoen felirhatjuk a

modellt, a kovetkez6 alakban a kointegracios vektor segitségével.
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Ay = Bi1Ax; + BoA(ui1) + vy (3.29)

ahol U;—1 = y;—1 — T4 és vy egy i.i.d. hibatag.

Ugye tudjuk, hogy tobb fiiggetlen kointegréacios vektor is létezhet egy rend-
szerhez, s6t a kointegraciés vektorok linedris kombindcidja is kointegracios

vektor lesz.

Az Engle-Granger kétlépéses médszernek akad néhany hibéja:

1. Véges minta elemszam esetén az egységgyok tesztek és kointegracios tesztek
ereje kicsi, illetve, ha valami féle hiba van az egyes fazisban, azt tovabbvissziik

a kettesbe.

2. Tobb szimultan egyenletbdl bekovetkezo torzitas: Tegytik fel, hogy a kévet-

kez6 egyenletet megbecsiiltiik, mint egy potencidlis kointegracios regresszio:

Yt = Q1 -+ let + Uy (330)

Mi torténik ha a kovetkezo egyenletet vessziik alapul?

Ty = Qg + Boyy + Uy (3.31)

Vajon ha megéllapitottuk, hogy uy, € I(0), akkor kovetkezik, hogy wusg, is az?
Az elméleti valasz igen, de gyakorlatban kis minta elemszam esetén, més

eredményt kaphatunk.
3. Nincs semmi féle hipotézis vizsgalati teszt az aktudlis kointegracios kapcso-

latra vonatkozdan az els6 1épésben.

Az egyes és a kettes problémak, a kis minta elemszamnak az eredménye, igy

aszimptotikusan nincsenek jelen. A harmas problémat Engle és Yoo fedezték fel.
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Léteznek mas alternativ technikdk is, melyek a kettes és harmas problémakat
legytirik, ezek a VAR rendszerek becslésén alapszanak, mint majd a Johansen

tesztnél latni fogjuk.

3.7.2. Engle-Yoo haromlépéses modszer

Az Engle-Yoo médszer az Engle-Granger mddszer kiterjesztése. Az elsé két 1épés
ugyanaz, a harmadik 1épésben pedig egy korszeriibb becslést adtak a kointegracios
vektor és a sztenderd hibak meghatarozésara. S mivel ugyanazok a problémak
itt is fenn allnak és a Johansen féle mdédszer a kointegracios kapcsolat tesztel-
hetoségére vonatkozo probléméra viszont megoldast talal, az EY moddszer kevésbé

hasznalatos.

3.7.3. A Johansen-modszer

A Johansen maédszer kezdeti 1épéseként kiindulunk egy p-edrendii vector autoreg-

ressziv modellb6l (VAR)
Ye=p+ Ay + o+ Apyep + 6, (3.32)

ahol y; egy n x 1 -es vektora az elsé rendben integralt valtozoknak és ¢; egy n x 1-es

vektora az innovaciénak. A VAR alakot a kovetkezd képpen is felirhatjuk:

p—1
Ayt =u-+ Hyt,1 + ...+ Z FiAytfi + € (333)

i=1

ahol

p

M=> A1 T;=- i Aj. (3.34)

=1 Jj=t+1
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Ha a IT egytitthaté matrix rangja r < n, akkor léteznek olyan n xr a és § matrixok,
melyek rangja r, hogy II = af és a By, stacionarius. Ekkor a kointegrécios
kapcsolatok szama r, az « a hiba korrekciés modell altal kiigazitott paraméterek,
és B oszlopvektorok a kointegracios vektorok. Johansen, azt is megmutatta, hogy

adott r esetén, a f maximum likelihood becslése meghatarozza vy, | Osszetételét.

Johansen két kiilonféle likelihood hanyados tesztet is meghatarozott a II méatrix

rang csokkenésének fiiggvényében:

Jirace = =T Y _ In(1 =N (3.35)
i=r+1
Jmas = —TIn(1 = \i1) (3.36)

ahol a 3.35-es egyenletet nyom tesztnek, mig a 3.36-es egyenletet maximum sajatérték
tesztnek nevezik. A T a minta nagysagat jelenti, mig a )TZ az i-edik legnagyobb
kanonikus korrelacio értékét. A nyomteszt soran a hipotézisek a kovetkezdk:

1. Hy : van legaldbb r kointegralds kapcsolat

2. Hy : r kointegralds kapcsolat all fennt

Mig a maximum sajatérték teszt esetében:

1. Hy : pontosan r db kointegracios vektor 1étezik
2. H; : pontosan r+1 kointegraciés vektor 1étezik
Mivel a statisztikak eloszlasa nem koévet khi négyzet eloszlast, az aszimptoti-

kus kritikus értékeket Johansen és Juselius (1990) meghataroztak és a legtobb

okonometria csomagban ezeket hasznaljak. S mivel a teszt statisztikak tisztan
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az egységgyok tesztek feltevései alapjan sziilettek, nem biztos, hogy jé otlet a
hasznalatuk olyan folyamatok esetén melyek ”egységgyok-szerii folyamatok”. fgy
felmeriil a kérdés, hogy vajon a Johansen teszt mennyire érzékeny ezen folyamat-

osztéalyok tesztelésére.



4. fejezet

Néhany implementacio,

alkalmazas

4.1. Az alregresszidk

Nézziik a kovetkezo altalanos linedris regressziot

Y = Prxgy + Poxio + .. Bk + for t=1,...,T, (4.1)

ahol y; egy K dimenzids fiiggd valtozo6 és x;; komponensekbdl allé vektor a ma-
gyarazo valtozo, [B;-k valos szamok, valamint ¢; a hibatag, amely egy fehér zaj.
Feltessziik, hogy a modellel szemben, akkor teljesiil a stacionaritas, ha a véaltozokra

teljesiil a kovetkez6 egyenlet:

lim X' X =M és 3IM~! (4.2)

T—oo

44
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A fenti egyenlet azt fejezi, ki, hogy a magyarazé valtozokbol képzett matrix egy
invertalhato matrixhoz konvergdl az id6 fiiggvényében. Ez a feltevés a stacion-
aritasra a legkisebb négyzetek modszerének konzisztencia bizonyitasabol ered. Mar
korabban is sz6 volt arrdl, ha olyan idésorokat vizsgdlunk amikor a differencialt
stacionarius, azaz valamilyen rendben integralt folyamatokat néziink, akkor a hi-
batagok gyakran erésen korrelaltak, s igy a t és F' statisztikak torzulnak, ami miatt
egy adott kritikus értékre a null hipotézist t1l sokszor utasitjuk el. Ekkor mondjuk
azt, hogy &lregresszi6 van jelen, rdadédsul ezek a regresszidk gyakran magas R%-el
tarsulnak. Ennek oka az, hogy a fiiggd valtozo egy sztochasztikus trendet tartal-
maz, azaz hibas a feltételezésiink, hogy a sorozatnak a varhaté értéke konstans.

Ennél fogva a statisztikank a kovetkezo:

T .2
RZ=1-— zjt:_let (4.3)
= — .
>y = 9)?
Az alapszabdly amit Granger és Newbold ajanlottak, hogy alregresszio esetén,
az R? értéke nagyobb, mint a Durbin-Watson statisztikdé. Nézziik meg erre a

kovetkez6 példat:

4.1. Példa.
Y =179.9 — 0.2952] — 0.0439M (4.4)

R*=0.918, D/W = 0.4752, F = 95,17 (4.5)

Ahol, 'Y az egyiptomi katondk haldlozdsi ardnya (1971-1990), I az amerikai far-

merek éves brutto jovedelme, és M az dsszes Hondurasi pénzforgalma. [14]

Ahogy latjuk az R? = 0.918 értéke igen nagy, amit azt jelenti, hogy erds a kapcso-
lat a magyarazo valtozok és a fliggd valtozo kozott. Ez elég hihetetleniil hangzik

jogos a feltételezés, hogy a Durbin-Watson statisztikat is megvizsgédljuk, amely
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szerint 0.4752 ami elég tavol all az R értékétol. Az dlregresszid esetén egy meg-
oldast lehet, ha a sorozatunkat megfelel rendben differencialjuk, viszont ez tobb
problémat is generalhat. Egyrészt pénziigyi idosorok esetében, gyakran éliink
kozgazdasagelméleti feltételezésekkel, és azok csak hosszu tavon igazak, masrészt

a hibatagok autokorrelacidjat befolyédsolja a differencialés.
Nézziink most meg Heino Bohn Nielsen példajat,

4.2. Példa. Staciondrius eset

Xl,t = €14 X2,t = €4 € N(O, 12) (4-6)

4.3. Példa. (1) eset

Xip =X +ey, Xop=Xoy1+ ey, ¢~ N(0, 1) (4.7)

Tekintsiik a sztenderd regressziés modellt:

X =p+ BXo +uy (4.8)

A 4.6 esetben, amikor a rezidumok i.i.d.-k, azt tapasztaljuk, hogy a T — oo
esetén [ = 0. Ugyanakkor a t-hanyadosok azaz a becsiilt egyiitthatok és a szten-
derd hiba hényadosa, a normalis eloszlashoz tart. Ezzel szemben a 4.7 esetben,
a rezidumok I(1)-ek. Ekkor a 8-k nem konvergalnak. Valamint sériilnek a kon-
zisztencia feltételei, igy a t-hanyadosok eloszldsa eltlinik, ahogy T" — oo. Azt is
megmutattdk, hogy a 3 eloszldsa a staciondrius esetben T~! nagysdgrendben tart
az azonosan 0-hoz, mig az I(1) esetben T2 a konvergencia rendje, azaz a becslés
variancidja gyorsabban no az elemszam novelésével. Ezt a jelenséget szuperkon-

zisztencianak hivjak.
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i.id eset, a béta eloszlasa T fuggvényében

0.000

-0 ° =0

4.1. ABRA. i.i.d eset, a béta eloszldsa T fiiggvényében

i.i.d eset, a t-hanyadosok eloszidsa T fuggvényében

4.2. ABRA. i.i.d eset, a t-hdnyados eloszldsa T fiiggvényében
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4.2. A Hurst paraméter becslése

Mar korabban is szé volt arrél, hogy hosszimemériaju folyamatok modellezése
soran, az alapfeladatok kozé tartozik a frakcionalitds rendjének becslése. Ha a
Hosking féle definici6t kovetjitk [6] akkor a d-edik frakciondlis derivélt az 1/2-H
derivaltal egyezett meg, igy szimuldci6 sordn, ha az R-ben a Hurst paramétert
becsiiljiik, akkor ezt figyelembe kell venni, korrigalni kell a kapott becslést %—
el. Szé volt arrdl is, hogy a Hurst egyiitthato egyfajta onhasonlésagi paraméter,
igy a hosszi emlékezet leirasara is szolgal (Beran és McLeod féle definicif). A
kovetkezokben tehat roviden ismertetjiik a Hurst paraméter becslésére szolgalo
moédszerek heurisztikus gondolatmenetét (Préhle Tamds kézirata alapjan  [16]),

majd a frakciondlis zaj folyamatra megvizsgaljuk oket, hogy numerikus szem-

pontbdl melyik adja a legjobb becslést.

1. Az aggregalt variancia médszer A Hurst paramétert a frakcionalis zajbol,
vagy FARIMA id6sor varianciajabol szamolja gy, hogy az idGsort m méreti
blokkokra bontja és minden blokknak veszi a tapasztalati variancidjat. Az
aggregalt folyamat variancidja Var(X™) = Cm?#=2. A 3 paraméter pe-
dig a tapasztalati varianciak és a blokkméret logaritmusanak linedris reg-

resszidjanak meredeksége lesz. EbbSl meghatarozhaté a H = /2 — 1.

2. A differencialt variancia moédszer Az aggregdlt variancidjanak differen-
ciain alapulé maédszere. A regressziot az egymasutani blokkokra kapott va-
riancidk differencidira vessziik. fgy a trend ugrasa nem befolyasolja a sta-
cionaritast. A (3 a tapasztalati variancidk differencidinak és a blokkméretek
logaritmusa alapjan vett linearis regressziéo meredeksége. fgy a Hurst pa-

raméter: 5/2 — 1
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3. Az aggregalt momentumon alapulé mdédszer Ez hasonléan miikodik,
mint az els6 esetben, az aggregalt variancia mddszer altaldnositasa. Az adott
m-re nem a varianciat, hanem az m-edik tapasztalati abszolit momentumot
veszi. A ( hasonldan itt is egy meredekség, a blokkméret logaritmusa és a

momentumok kozt.

4. A Higuchi féle médszer masnéven a fraktdl dimenzié modszer. A modszer
az aggregalt momentum modszer n=1 esetére hasonlit, azzal a kiilonbséggel,
hogy a nem egymas fedé blokkok helyett, csiiszo ablakot hasznal. fgy a
szamolasigénye a modszernek is jéval nagyobb mint a fenti esetekben. Az
aggregalt folyamat ivhosszat szamolja ki, és ennek logaritmusa és az ab-
lakméret logaritmusa kozti linedris regresszids egyenes meredeksége adja a
0-t. Ezt fel lehet fogni egyfajta fraktal dimenzidnak is. fgy H =2 -/ adja

a becslést.

5. A Peng féle médszer avagy a maradékok variancidajanak médszere. Az
idosort m méretii blokkokra bontjuk. Minden blokkban kiszamoljuk a ku-
mulalt osszegeket t-ig és ra egy a+ bt egyenest illesztiink legkisebb négyzetek
médszerével. A maradékok tapasztalati variancidja az m?f -val ardnyos, ahol
m az atlag vagy a median. fgy, ha ( a logaritmusok kozti legkisebb négyzetek

modszerével kapott linedris regresszié meredeksége, akkor H = /2.

6. Az R/S moédszer Az N hosszi megfigyelési sort, n hosszi A darab in-
tervallumra bontja. Az intervallumokban a megfigyelési értékeket linearisan
kozeliti az intervallum els6 és utolsé megfigyelésére illesztett egyenessel, majd
veszi a megfigyelés és interpolaciok kozti kiilonbséget. Ezekre a kiilonbségekre,
majd szamolunk egy R, terjedelmet és S, tapasztalati szérast, minden in-
tervallumra. Ezek hanyadosanak atlaganak minden n-re vett logaritmusa és

az n logaritmusa kozti linedris regresszié meredeksége adja madj a H-t.
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7. A Periodogram mddszer A periodogrambdl becsiili a Hurst exponenst.
A periodogram a spektralstiriiség aszimptotikusan toritatlan becslése, igy
a becsiilt spektrum meghatarozasa utan, a nulla korili viselkedést nézziik,
mivel a hiperbolikus lecsengés miatt, ez a meghatarozo rész, majd logaritmi-
kusan egyenl6 szakaszokra bontja a Fourier frekvencidk mentén a becslést,

és az egyes szakaszokon kiszamitja a periodogram atlagokat.

8. A modbdositott periodogram mddszer Ez a periodogram moédszer egy
moédositott valtozata. A frekvencia tengelyt logaritmikusan egyenlo szaka-

szokra bontja, és az egyes szakaszokon kiszamitja a periodogram &atlagokat.

9. A Whittle féle becslés. Ez a mddszer is a periodogram alapjan szamol,
de elobb a periodogramot irja fel paraméteresen, majd-e paraméteres pe-
riodogram alapjan vett esélyfiiggvényt minimalizdlja. Vagyis ez a mddszer
egy likelihood modszer, feltételezve, hogy a megfigyelt folyamat egy ARI-
MA(p,d,q) folyamat, ismeretlen d € (—1/2,1/2)-beli értékkel, adott p és ¢

fokszamokkal.

A médszerek 6sszehasonlitasahoz az R f Arma csomagjat hasznaltam. A zaj ge-
neralasahoz pedig az fgnSim() fiiggvényt. Minden esetben 1000 elemii H = 0.7
Hurst paraméterti frakciondlis zajra végeztem el a becslést. A kovetkezo tablazatok
tartalmazzak az eredményeket a T = 10, 100, 1000 realizacié fiiggvényében. Ahol
lehetséges volt blokk szamot megadni, ott 50-et adtam meg, ahol nem ott pedig
az alaprételmezett belallitasokkal futtattam a modszert. Nézziink egy példat egy

realizaciora kilenc médszer esetében H = (0.7.
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4.3. ABRA. Moddszerek a Hurst becslésére

A tiz moédszer koziil kilenc grafikus mddszer, ezek kozil minddssze a Higuchi a

kivétel. A kovetkezOkben részletezett kozelitések alapjan mindegyik esetben, a

Whittle féle becslés bizonyult a legjobbnak. Bar azt fontos megjegyezni, hogy

az egyes modszerek esetében nem az optimélis megoldast adtuk, meg, mert nem

vettiik figyelembe példaul a dobzok optimalis szamanak beallitasat stb. fgy egyes

médszerek jobb értékeket is eredményezhetnek. [16]
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T = 10 lépésre:

T = 100 lépésre:

T = 1000 lépésre:

Modszer: mean std
Aggregated Variance Method — 0.6225 0.1096
Differenced Aggregated Variance 0.8924 0.0783
Absolute Moment 0.6851 0.1065
Higuchi Method 0.6410 0.0869
Peng Method 0.6608 0.0344
R/S Method 0.6931 0.0678
Periodogram Method 0.7093 0.0742
Boxed Periodogram 0.6286 0.0380
fen whittle 0.6937 0.0167
Wavelet Method 0.6951 0.0603
Moédszer: mean std
Aggregated Variance Method ~ 0.5902 0.1192
Differenced Aggregated Variance 0.8602 0.1036
Absolute Moment 0.6581 0.1211
Higuchi Method 0.6572 0.0817
Peng Method 0.6789 0.0476
R/S Method 0.7068 0.1000
Periodogram Method 0.7074 0.0777
Boxed Periodogram 0.6210 0.0403
fen whittle 0.6944 0.0222
Wavelet Method 0.6781 0.0954
Modszer: mean std
Aggregated Variance Method  0.6130 0.1127
Differenced Aggregated Variance 0.8815 0.1110
Absolute Moment 0.6767 0.1136
Higuchi Method 0.6542 0.0811
Peng Method 0.6783  0.0460
R/S Method 0.7051 0.0844
Periodogram Method 0.7203 0.0743
Boxed Periodogram 0.6275 0.0391
fen whittle 0.7000 0.0210
Wavelet Method 0.6737 0.1087
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4.3. Kointegracioé becslése

A 3-as fejezetben ismertetett egységgyok tesztek és kointegracios paraméterbecslések
hasznalataval, nézziink egy példat. Adott egy uzemanyag.csv kiterjesztésu fajl,
mely 1996 szeptemberétol 2012 juliusaig tartalmazza a kiilonbozé finomitasi ola-
jok arat gallononként dollarban. Ez az idosor lekérdezhetd tetszoleges bontasban,
pl. a hitp : //www.indexmundi.com/commodities/ oldalon keresztiil. A harom
olajtipus kozotti osszefliggdségi kapcesolatot kerestiik: a repiilogép tizemanyagokét,
a fité olajét, és a nyers olajét. A kovetkezd dbra tartalmazza az ar alakulasat

1996-t6l az idoszak végéig.

Az olaj idésora

Repuld

dollar per gallon

2000 2005 2010

4.4. ABRA. Az olaj dolldr arfolyama

Mar az dbran latszédik, hogy szoros az Osszefiiggés a kiilonbozo finomitasa olajok
esetén, ami nem meglepd, hiszen, ha a nyersolaj ara felfele megy, varhatéan a

kerozin is dragabb lesz. Erdemes lehet a kointegraciés kapcsolatokat boncolgatni.

Vizsgaljuk meg az integraltsdg rendjét, lehetséges, hogy egy drift van jelen az
adatainkban, tugyhogy az ADF teszt esetében egy driftes alapmodellt érdemes

figyelembe venni.
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k
Ay, = b1+ myr1 + Z Ays—j + uat, (4.9)

j=1

Megvizsgalva elso korben az auto- és parcialis korrelaciokat a kerozinra, latszodik,

hogy a rezidudlisok, nem stacionariusak, nem teljesen szép a modell.

Residuals
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4.5. ABRA. A kerozinra illesztett modell hibdjdnak statisztikai értékelései

Ennek tobbféle oka lehet, az egyik az, hogy a gazdasagi vilagvalsag 2007 oktoberében
érte el Amerikat, és ennek hatasa begylirizott az olajpiacra is. A valsdg miatt,
olyan szélsOséges események alakultak ki, hogy érdemes két részre szedni az ada-
tokat (valsdg elétti és a valsag utdnira), igy az idésort 2007 oktéberéig levagjuk

és csak ezt az idészakot figyeljiik meg.
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Residuals
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4.6. ABRA. A kerozinra (2007 oktéber) illesztett modell hibdjanak statisztikai

értékelései

A driftes modell tesztelésekor, a hipotézisiink melyet vizsgdlunk, a ¢; = (1, 7) =
(£1,0). S mivel a tesztstatisztika értékei a ¢i-hez tartozé kritikus értékeknél ki-
sebbek, nem kell elvetni a nullhipotézist, igy az a sejtésiink, hogy nincs sziikség
a driftes modellre (a leviagott adatsor esetén ugye). Viszont, ha a 7 statisztika
értékét nézziik, az jéval nagyobb, mint a kritikus érték, emiatt a nullhipotézist

elfogadjuk igy lehet egységgyoke a folyamatnak.

T2 P1
Kerozin 0.2354 0.6235
Nyers olaj 0.0844 0.6012
Fito olaj  0.0997  0.5328

Az ADF teszthez tartozdé kritikus értékek a kovetkezok:

kvantilis 1pct 5Spct  10pct
Ty -3.46 -2.88 -2.57
01 6.52 4.63 3.81




4.fejezet Néhdny implementdcio, alkalmazas 56

Tudjuk, hogy van a folyamatnak egységgyoke, s6t abban is biztosak vagyunk, hogy
a folyamat I(1)-beli, mivel a differencidldssal a folyamat mar nem tartalmaz tobb
egységyokot, ugyanis:

71
Kerozin -6.6946
Nyersolaj -7.9439
Futoéolaj  -7.0985

A kritikus értékeket pedig a kovetkezd téblazat tartalmazza, a 7 értékei nagy
negativ szamok, igy mint harom esetben elvetjiik a nullhipotézist.

kvantilis 1pct 5Hpct  10pct
T -2.58 -1.95 -1.62

Tehét azt kaptuk, hogy ezek I(1)-beli folyamatok. Most pedig nézziik, meg a
Johansen féle becslést a paraméterekre. A rang és nyomstatisztikak és kritikus

értékeit tartalmazza a kovetkezo tablazat:

kvantilis/T  1pct 5pct  10pct Txor Tpony TInyok
r<=1 11.65 818 6.50 0.07  0.65 0.22
r=0 19.19 1490 1291 34.37 2843 18.85

A statisztikdk értékei r = 0 esetén jéval meghaladjék a kritikus értékeket igy
nem tudjuk elfogadni, hogy a kointegraciés rang 0. Az r <= 1 esetnél viszont, a
nullhipotézist elfogadjuk. Ezek alapjan mindegyik parra igaz, hogy elsé rendben

kointegraltak, mivel egynél nem lehet nagyobb a kointegracio rangja.

4.1. Megjegyzés:. A K a kerozin, F a fitéolaj, Ny a nyersolaj roviditése

Mivel van kointegracio, megadjuk a kointegracios vektorokat is. Ezek segitségével

lehetOség nyilhat, spekulaciokra, technikai elemzések készitésére is.
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Végiil a kerozin drafolyamalakulasara, (2007 oktoberéig) megprébaltam illeszteni,
egy ARFIMA(p,d,q)-t. Mivel nem hosszii memdrigji, valamint a kis elemszam
miatt is, nem célszerli frakciondlis ARMA-val modellezni. Az ARIMA alapjan
a legjobb becslést az ARIMA(0,1,0) szolgalta az Akaike és Bayesi informdcids

kritérium alapjan, h=>5-es késleltetésre az elorejelzés a kovetkezo.

Forecasts from ARIMA(0,1,0)

15

10

05

4.7. ABRA. ARIMA(0,1,0) alapjén az el6rejelzés



Fluggelék

CRAN csomagok

A kodolés sordan az R program 2.15.2-es verzidoszamu valtozatat hasznaltam. Szamos
kdd esetében az alapvetd strukturdkat, (idésor, matrix osztdly stb.) valamint széles
korben elterjedt eljardsokat (Johansen-mddszer, Dickey-Fuller teszt stb.) mnem
programoztam le. Ennek oka egyrészt az, hogy tetemes plusz munkat igényelt
volna, masrészt a modszerek optimalizaltsaga végett, célszeriibbnek lattam fel-
hasznalni az R beépitett kornyezetét. A csomagok telepitése az osztrak szerveren

keresztiil tortént. A dolgozat sordan felhasznalt csomagok a kovetkezok:

Név Cim Verzio Datum

fracdiff ~ ARFIMA(p,d,q) modellek 1.4-2 2012-12-02
fBasics ~ Pénziigyi 6konometria szoftverek 2160.85 2012-09-21

urca Egységgyok és kointegracios tesztek 1.2-7 2012-07-22
ggplot2  Grafikai implementaciok 0.9.3 2012-12-05
reshape2 Adat konverzi 1.2.2 2012-12-04
fArma ARMA id6ésor modellezés 2160.78 2012-09-17
fields Térbeli adatok kezelése 6.7 2012-10-16
caTools  GIF kiterjesztés készitéséhez 1.13 2012-05-23
Imtest Linedris regresszié modellek 0.9-30  2012-05-31

58
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Implementalt forraskédok

Az alfejezetekhez tartozd numerikus kisérletek eredményeihez és a generalt képekhez

tartozé forraskddokat tartalmazza a fiiggelék ezen része.

##A binomidlis egylitthatdk
binom <— function(c, k )

{

if (k=="1") { solution<—c }

else {
y<—cumprod (seq(c, c—k+1, by = —1)) [k]
z<—gamma (k+1)
solution=y/z
}
return (solution)
}
binomd<—function (c, k)
{
vect <— rep (0, k)
for(i in 1:k)
{
vect [i]= binom(c, i)
}
return (vect)
}

par (mfrow=c (3, 3))

plot (binomd (100, 100), type="1",xlab="k")
plot (binomd (10,100), type="1",xlab="k")
plot (binomd(1,100),type="1",xlab="k")
plot (binomd (0.3,100), type="1",xlab="k")
plot (binomd (—0.3,100),type="1", xlab="k")
plot (binomd (—1,100), type="1",xlab="k")
plot (binomd (—1.3,100), type="1", xlab="k")

plot (binomd (—3,100),type="1",xlab="k")




4.fejezet Néhdny implementdcio, alkalmazas

60

plot (binomd (—10,100),type="1",xlab="k")

##Hurst paraméter kiilénféle becsléseil

library (fArma)

#Input: i1 realizdcidra,n elemy frakciondlis zajbdl, h hurst
paramétery becslések, 1 szint mellett (dobozok szdma)

#Outpu: A becslés vdrhatdé értéke, szdrdsa, neve

#Végén 1 realizdcidra tértén¢g megjelenités

hurst <— function(i,n,h,1 )

{

nev<—rep (0, 10)
nev[l]<—aggvarFit (x) @method;
nev[2]<—diffvarFit (x) @method;
nev[3]<—absvalFit (x) @method;
nev[4]<—higuchiFit (x)@method;
nev[5]<—pengFit (x)@method;
nev[6]<—rsFit (x) @method;
nev|[7]<—perFit (x)@method;

nev [8]<—boxperFit (x) @method;
nev[9]<—whittleFit (x)@method;

nev[l0]<—waveletFit (x)@method;

mean<-rep (0, 10)
std<-rep (0, 10)
outputdarab<—cbind (mean, std)

mtx<—matrix (0,10,1)

for(j in 1:1)
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{
x<—fgnSim( n, h, method = c("beran", "durbin", "paxson"))
mtx[1, jl<—aggvarFit (x,levels = 1)Q@hurst$H

mtx[2, jl<—diffvarFit (x,levels = 1)Q@hurst$H

mtx[3, jl<—absvalFit (x,levels = 1)Q@hurst$H

mtx[4, jl<—higuchiFit (x,levels = 1) Q@hurst$H

mtx[5, j]<—pengFit (x,levels = 1)Q@hurst$H

mtx[6, j]<—rsFit (x,levels = 1)@hurst$H

mtx[7, jl<—perFit (x) @hurst$H

mtx[8, j]<-boxperFit (x)@hurst$H

mtx[9, jl<—whittleFit (x)Q@hurst$H

mtx[10, j]<—waveletFit (x) Rhurst$H

}

for(j in 1:10)

{

outputdarab[[j,2]<-sd(mtx[7, 1)

outputdarab[j, l]<-mean (mtx[],])

}

output<—cbind (nev, outputdarab)

return (output)

}

##Pcélda staciondrius €s nem staciondrius idg¢sorra

par (mfrow=c(2,1))

set.seed (42)

y<— w<— rnorm(1000)

for (t in 2:1000) {
yt]<— 0.9xy[t—1]+w[t]

}

#vektor Osszefyzés

xy.mat<— cbind(c(0,450,225,750,600,1000),c(6.5,6.5,7.5,7.5,8.5,8.5))
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##plottolds, Dickey Fuller teszt##
plot (l:length(y),y,xlab="t",ylab=expression (y[t]),type="1",ylim=c
(—8,10),main="Staciondrius iddsor")

text (125,—-6.5,labels=expression (ADF == —6.128));

set.seed (42)
yns<— wns<— rnorm(1000)
for (t in 3:1000) {
yns[t]<—1.5%yns[t—1]—0.5xyns[t—2]+wns[t]
}
plot (1:1length (yns),yns,xlab="t", ylab=expression(y[t]),type="1", ylim=
c(—100,20),main="Nem staciondrius iddsor" )

text (125, —-60, labels=expression (ADF == —2.0251));

##Hosszu €s révid memdridju folyamatokhoz

library (fracdiff)

set.seed (123456)

#ARFIMA (0.4,0.4,0.0)

yl<— fracdiff.sim(n=1000, ar=0.4, ma=0.0, d=0.4)

#ARFIMA (0.4,0.0,0.0)

y2<— arima.sim(modell=list (ar=0.4), n=1000)

#Abrdzolds

layout (matrix(1:6, 3, 2, byrow=FALSE))

plot.ts(yl$series, main=’'Hosszui meméridju folyamat’, ylab='")
acf(yl$series, lag.max=100, main='Az autokorreldcidfliiggvény’)
spectrum(yl$series, main='A spektrdlsurtiségfiiggvény’)

plot.ts (y2,main='R6vid memdéridju idesor’, ylab="")

acf(y2, lag.max=100, main=’'Az autokorrelédcid’)

spectrum(y2,main=’'A spektrdlsuruségfliiggvény’)

## fgnSim — Frakciondlis zajok, generdldsa H=0,75—re

> par (mfrow = c¢(3, 1), cex = 0.75)
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>
> # Beran féle mddszer:
> plot (fgnSim(n = 200, H = 0.75), type = "1",
+ ylim = ¢(=3, 3), xlab = "time", ylab = "x(t)",
main = "Beran")
>
> # Durbin féle mddszer:
> plot (fgnSim(n = 200, H = 0.75, method = "durbin"), type = "1",
+ ylim = ¢(=3, 3), xlab = "time", ylab = "x(t)",
main = "Durbin")
>
> # Paxon féle mddszer:
> plot (fgnSim(n = 200, H = 0.75, method = "paxson"), type = "1",
+ ylim = c(-3, 3), xlab = "time", ylab = "x(t)",
main = "Paxson")

>##Mandelbrot halmaz; a megjelenitéséhez tartozd kddrészlet Jarek

Tuszynski, PhD. szellemi terméke:

library (fields) # for tim.colors
library (caTools) # for write.gif

m = 400 # grid size

v V V V V

Cc

complex ( real=rep(seq(—1.8,0.6, length.out=m), each=m ),

+ imag=rep(seq(—1.2,1.2, length.out=m), m ) )

> C = matrix (C,m,m)

>

>

> 7Z =0

> X = array (0, c(m,m,20))
> for (k in 1:20) {

+ Z = 7Z"2+C

+ X[,,k] = exp(—abs(Z))

+}

> image (X[, , k], col=tim.colors(256)) # show final image in

> write.gif (X, "Mandelbrot.gif", col=tim.colors (256), delay=100)
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##Plotok, H flggvényeében a folyamatra

library (timeDate)
library (timeSeries)
library (fBasics)
library (fArma)

par (mfrow=c (3,1))

fbmSim(n = 1000, H = 0.9, method

"chol", doplot

)

fbmSim (n

1000, H = 0.5, method

"chol", doplot

)

fbmSim (n

1000, H = 0.1, method

"chol", doplot

)

##lehetséges methodok a futtatdsra: c("mvn", "chol",

wave)

TRUE, fgn = FALSE
TRUE, fgn = FALSE
TRUE, fgn = FALSE

"lev", "circ", "

##Alregresszié 1. eset

library (ggplot2)

library (reshape?2)

reg=function (i)

a <— rep(0, 10000)

for( j in seq(1,10000,by=1) )

xl=rnorm (i)

x2=rnorm (i)
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b=1lm(x1"x2)$coef[2]

return (a)

yl=reqg(50)
y2=reg(100)

y3=reg (500)

df <— data.frame (yl,v2,y3)
df.m <— melt (df)

ggplot (df.m) + geom_density (aes (x =

colour = wvariable)) + labs(x =
opts (legend.position = "none")

stiriségfiiggvény becslés")

value,
NULL) +

+ opts(title = "Kerneles

## Alregresszidé 2. eset

library (ggplot2)

library (reshape?2)

sregl=function (i)

a <— rep(0, 10000)

for( j in seq(l1,10000,by=1) )

x1l=rnorm (i)
x2=rnorm (i)
yl=cumsum (x1)

y2=cumsum (xX2)

b=1lm(yl~y2) $coef[2]
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zl=sregl (50)
z2=sregl (100)

z3=sregl (500)

df <— data.frame(zl,z2,z3)
df .m <— melt (df)
ggplot (df .m) + geom_density (aes(x = value,
colour = wvariable)) + labs(x = NULL) +
opts (legend.position = "none") + opts(title = "Kerneles

stiriségfiiggvény becslés")

##Alregresszié 3.1 eset

library (ggplot2)
library (reshape2)

library (fracdiff)

fracregl=function (i)

a <— rep(0, 10000)

for( j in seq(l1,10000,by=1) )

yl <— unlist (fracdiff.sim(n=i, d= 0.4)[1])

y2 <— unlist (fracdiff.sim(n=i, d= 0.4)[1])

b=1m(y17y2) $coef[2]
aljl=b
}

return (a)
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zl=fracregl (50)
z2=fracregl (100)

z3=fracregl (500)

df <— data.frame(zl,z2,z3)
df.m <— melt (df)

ggplot (df.m) + geom_density (aes(x = value,

colour = wvariable)) + labs(x = NULL) +
opts (legend.position = "none") + opts(title = "Kerneles

stiriségfliiggvény becslés")

##Alregresszidé 3.2 eset

library (ggplot2)
library (reshape?2)

library (fracdiff)

fracreg2=function (i)

a <— rep(0, 10000)

for( j in seq(1,10000,by=1) )

yl <— unlist (fracdiff.sim(n=i, d= 0.4)[1])

y2 <— unlist (fracdiff.sim(n=i, d= 0.4)[1])

z=summary (1m(y1l~y2)) $coeff
bl=z[[2]11/2z[[4]]
aljl=bl

}

return (a)
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zl=fracreg2 (50)
z2=fracreg2 (100)

z3=fracreg2 (500)

df <— data.frame(zl,z2,z3)
df.m <— melt (df)
ggplot (df.m) + geom_density (aes(x = value,
colour = wvariable)) + labs(x = NULL) +
opts (legend.position = "none") + opts(title = "Kerneles

stiriségfiiggvény becslés")

#Egy eljdrds az I(d) meghatdrozdsdra, €s a kointegrdcid szemléltetése
#Input: Nyers olaj, Futgolaj, Replilpgép lizemanyag (pl. Kerozin)

id¢psora 1996 szeptemberétgpl— 2012 juliusdig.

library ("urca")

# Adatok betdltése, idpsor struktura létrehozdsa
adat<-read.csv ("uzemanyag.csv", header=TRUE)

repulo<—ts (adat$JetFuel, start=c (1996, 9), frequency=12)
futo<—ts (adat$Heating0Oil, start=c (1996, 9), frequency=12)

nyers<—ts (adat$Crude, start=c (1996, 9) , frequency=12)

# A modositott Dickey—Fuller egységgydlk teszt az id¢sorokra
repulo.adf<—ur.df (repulo, type="drift", selectlags="BIC")
summary (repulo.adf)
futo.adf<—ur.df (futo, type="drift", selectlags="BIC")

summary (futo.adf)
nyers.adf<—ur.df (nyers, type="drift", selectlags="BIC")

summary (nyers.adf)

plot (repulo.adf)
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repulo<—repulo[1:104]
futo<—futo[1:104]

nyers<-—nyers[1:104]

# A modositott Dickey—Fuller egységgylk teszt az id¢sorokra
repulo.adf<—ur.df (repulo, type="drift", selectlags="BIC")
summary (repulo.adf)
futo.adf<—ur.df (futo, type="drift", selectlags="BIC")

summary (futo.adf)
nyers.adf<—ur.df (nyers, type="drift", selectlags="BIC")

summary (nyers.adf)

plot (repulo.adf)

#plot (repulo.adf@res)

#spectrum(repulo.adf@res)

#Megnézziik az integrdltsdg rendjét,

drepulo<—diff (repulo)
drepulo.adf<—ur.df (drepulo, type="none", selectlags="BIC")
dfuto<—diff (futo)
dfuto.adf<—ur.df (dfuto, type="none", selectlags="BIC")
dnyers<—diff (nyers)

dnyers.adf<—ur.df (dnyers, type="none", selectlags="BIC")

#Kointegrdcids vektorok becslése
simdat1l<— cbind(repulo, futo)
simdat2<— cbind (futo, nyers)

simdat3<— cbind (nyers, repulo)
jo.resultsl<— summary (ca.jo (simdatl))

jo.results2<— summary (ca.jo(simdat2))
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jo.results3<— summary (ca.jo (simdat3))

#Folyamat illesztés
repulo<—ts (adat$JetFuel, start=c (1996, 9), frequency=12)
repulol<—repulo[1:104]

repulo2<—repulo[104:191]

# A legjobb illeszkedést nézzlik, Akaike informdcids kritérium alapjdn

# Tegyilik fel, hogy az ARMA (p,q) model rendje 0<=p<=3 és 0<=g<=3 igy

best .order<—c (0, 0)
best.aic<—Inf
for (i in 0:5) for (j in 0:5) {
fit.aic<—AIC (fracdiff (repulol, nar =i, nma =3j))
if (fit.aic < best.aic) {
best.order <— c (i, J)
best.arfima <— fracdiff (repulol, nar =i, nma =j)
best.aic <—fit.aic
3
# Ezek alapjdn illesztés

fit<—fracdiff (repulol, nar =1, nma =0)

#szimuldcio

szimrep<—fracdiff.sim(104, ar =fit$ar, ma =0, d =fit$d)
par (mfrow=c(2,1))

plot (szimrep$ser, type='1")

plot (repulol, type="1")

# ARIMA fit és forecast
fit<—auto.arima (repulol,max.p=50,max.qg=50)

plot (forecast (fit, h=5))
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