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1. fejezet

Bevezetés

Az elliptikus parcialis differencidlegyenletek numerikus megoldasanak egyik leg-
hatékonyabb modszere a kiilonb6zs végeselem-modszerek. Gyakorlatban is szamos
helyen alkalmazzak ezeket a moddszereket, pl.: fizikai folyamatok modellezése, mér-
noki szimulaciok stb.

Szakdolgozatom téméaja a folytonos és nemfolytonos Galjorkin-modszerek imp-
lementalasa és Osszehasonlitasa tarigény és konvergencia szempontjabol. A dolgozat
soran elGszor az elméleti hatteret mutatom be, azt kovetGen attérek a Matlabban
torténd implementalasra. A folytonos és nemfolytonos esetben is haromszogeket il-
letve téglalapokat valasztottam elemeknek.

A 4. és 5. fejezet targyalja részletesebben a kiilonbozé konvergenciatételeket il-
letve kiszamitasra keriilnek a tarigények. Ezek segitségével definidlok egy hatékony-
sagi fiiggvényt, ami alapjan késziil az Osszehasonlitds. Az utolso részben a Matlab-
ban megirt kodokat néhany tesztfiiggvényre futtatom és a kapott konvergencia abrak

egybevetésével vonom le a konkliziot a modszereket illetGen.



2. fejezet

Folytonos Galjorkin-moédszer

2.1. Elméleti alapok

A végeselem-modszerek Osszehasonlitdsa soran a kovetkezd elliptikus Dirichlet
peremérték-feladattal fogunk foglalkozni. Keressiik azt az v € C%(Q) N C(Q) fiigg-

vényt, melyre
—Au = f Qmn,
ulpga = g,

ahol Q C R™ korldtos tartomény, f € L%(2), g € HY/2(9Q).

Els6ként tekintsiik a homogén Dirichlet peremfeltétel esetét

—Au = [ Q-n,

u’aQ = 0.

A klasszikus feladatot irjuk at elGszor gyenge alakra. Ehhez valasszunk egy

v € C}(Q) tesztfiiggvényt. Az egyenletet szorozzuk meg a tesztfiiggvénnyel és in-

| —aw= [ g

Az egyenlet bal oldalan a Green-tételt alkalmazva kapjuk, hogy

/VU-VU— 0Vuv:/fv7
Q 89 Q

ahol v jeloli a kifelé mutatd normaélist. Mivel v = 0 a peremen, ezért

tegraljuk -n,

o,uv = 0.
a0

gy a kovetkezs Osszefiiggést kapjuk:

/QVU-Vv:/va. (2.1)
5)



Gyenge alaknal az u megoldasnak nem kell C?-ben lennie, elég, ha u € H*(Q).
Homogén Dirichlet peremfeltétel esetén elegendd, ha u € Hy ().

2.1.1. Definici6. H'(Q) = {u € L*(Q) : Ou € L*(Q) Vi=1,....n}, [[ullfn g =
||U’||%2(Q) + ||VU||2L2(Q)'

2.1.2. Definicio. H}(Q) = {u € H'(Q) : ulon = 0}, [[ullZy o) = | Vull3sq)-

2.1.3. Definicioé. Homogén Dirichlet peremérték-feladat gyenge megolddsau € H(Q),
mely teljesiti (2.1)-et Yv € H(Q)-ra.

2.1.4. Allitas. Hau € C*(Q) kielégiti a klasszikus Dirichlet feladatot, akkor gyenge
megoldds is. Ha u € C%(Q) N CY(Q), akkor u a klasszikus feladatnak is megolddsa.

Legyen a(u,v) := / Vu - Vu. Ekkor a : H}(Q) x Hj(2) — R bilinearis forma,
amely ¢
a) korlatos, azaz IM > 0, hogy |a(u,v)| < M - |Jul| gy [Vl m3) Yu, v € Hy(R)
i’é(ﬂ) Vu € Hy(Q).

A kovetkez6 allitas bizonyitasatol eltekintiink, [3]-ban részletesen megtalalhato.

b) koerciv, azaz Im > 0, hogy a(u,u) > m||ul|

2.1.5. Allitas. A H'(Q) norma és a H}(Q) norma ekvivalens a H}(Q)-n.

Most tekintsiik az egyenlet jobb oldalat. Jelolje (v := / fv. Ekkor [ : H}(2) — R
Q

korlatos, lineéris funkcional.

2.1.6. Tétel (Lax-Milgram lemma). Legyen H valds Hilbert-tér, a : Hx H — R
korldtos, koerciv, bilinedris forma, | : H — R korldtos, linedris funkciondl. Ekkor

dlu € H, melyre a(u,v) =lv Yv € H.

Tehét a gyenge megoldés keresése soréan egy olyan u € Hj(Q) fiiggvényt keresiink,
melyre a(u,v) = v teljesiil Vo € H(2) esetén. Ezen u létezését és egyértelmiiségét
a Lax-Milgram lemma biztositja.

Most térjliink at az inhomogén Dirichlet perem esetére, amely konnyen visszavezet-

het6 a homogén esetre. A klasszikus feladat:
—Au = f Q-n,
ulpa = g.

Ekkor legyen ug olyan, hogy uglasq = ¢, u = w + ug. Igy w-re egy homogén perem-
feltételii feladatot kapunk:

—Aw = f—(=Auy),

w|aQ = 0.



A homogén eset gyenge alakja alapjan Yo € H}(Q)-ra igaz a kovetkezd osszefiigges:
/Vw Vv—/fv—/Vuo Vo,
a( a uo v)

v = / fv —alug,v) jeldléssel, Vv € H(Q)-ra
Q

a(w,v) = lv.

2.2. A modszer ismertetése

A folytonos Galjorkin-modszer sordn a kozelité megoldéast, melyre teljesiil, hogy
alup,v) =lv Yo € Hy(Q),

a H}(Q) egy véges dimenzios V;, alterében fogjuk keresni. Vj, bazisfiiggvényeit jeldlje

¢17¢27"‘7¢N'
Tup, € Vj, - a(uh,vh) =lv, Yu, €V (2.2)
N
Az uy, kozelité megoldast irjuk fel a bazisfiiggvények segitségével: u;, = Z c;;. Cél

j=1
a c¢; egyiitthatok meghatarozasa. Az u;, bazisfiiggvényekkel valo felirdsat a 2.2-be

helyettesitve kapjuk, hogy

N
a (Z ci®j, Uh> = vy Yoy, € V.

J=1

Elég a bazistiiggvényekre megkovetelni az egyenléséget, ezért

N
a<zcj¢j,¢i> = ¢ (i=1,...,N).

J=1

Mivel a bilinearis forma, ezért érvényes a kovetkezé atalakitas,

Z a(d;,é) =1l¢;  (i=1,...,N).

j=1
= a(d;, ¢i), w; = l¢g;
Igy egy linearis egyenletrendszert kaptunk

N
ZSZ‘]'C]‘:U)Z‘ (Zzl,,N),
j=1

ahol



2.2.1. Allitas. S pozitiv definit.

Bizonyitds: Legyen c € R",c # 0, v := Z i P;-

j=1
Ekkor Sc- ¢ = Z 8iCjC; = Z a(pj, i)cjei = a (Z cjb;, Z chﬁZ) = a(vp, vp). Mi-
ij=1 ig=1 j=1 i=1

vel a koerciv, ezért Im > 0hogy a(vy,vy) > mllvp||>. A vy # 0, ezért Sc-c =

a(vp,vy) > mllvp||> > 0. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az S méatrix pozitiv definit. m

2.2.2. Kovetkezmény. Az Sc = w linedris egyenletrendszernek egyértelmilen léte-

zik megolddsa.

A konvergenciatételekrdl a késGbbiekben lesz sz6. A végeselem-modszereknél a Vj,
alteret szakaszonként polinomok alkotjak. Az Q) tartomanyt felosztjuk két dimenzié
esetén pl. hdromszogekre vagy téglalapokra, hdrom dimenzi6 esetén pl. tetraéderekre
vagy téglakra. A szakdolgozat két dimenzios feladatokkal foglalkozik els6-,masod-,
ill. harmadfokt polinomok esetén haromszog felosztassal és téglalap felosztassal is.

Az Q felbontasanak a kovetkezGket kell teljesitenie:

2.2.3. Definicié (7, felbontas). Ty,....,Thy CQ, 0T,  Lipschitz-folytonos
Vk=1,....,M, int T, Nint T, = O (Vk # 1), UL T, = Q valamint Ty 0T} csak

csucs, teljes oldal vagy tires halmaz lehet.
2.2.4. Definicié. h-val jeloljik a 7, finomsdgdt, ahol h = maxy—y _prdiam(Ty).

A dolgozatban bemutatott modszerek soran a 7, minden eleme azonos tipusu és
minden 7Tj-n azonos fokszamu polinomokat alkalmaztam. A bazisfiiggvények bizo-
nyos csomoéponti értékek segitségével adhatdéak meg egy adott 7T elemen. Minden
csomoponti értékhez tartozni fog egy bazistiiggvény, amely az adott csomopontban
1-et vesz fel, a tobbi csomopontban pedig 0-t. Csomoponti értékek pl: csicsok, fele-

zési pontok stb. A dolgozatban hasznalt felbontasok és Vj, alterek:

e T, haromszég Vk =1,..., M
Vi, = {szakaszonként linearis fliiggvények }
A bazisfiiggvényeket az adott T hdromszog csicspontjaiban 16vE értékek ha-

tarozzak meg, ezek lesznek a csomoponti értékek.

e T} haromszog Vk =1,.... M
Vi, = {szakaszonként masodfoku fiiggvények}
A csomoéponti értékek a T, haromszog csticspontjai és az oldalak felezési pont-

jai.



Ty haromszog VE =1,..., M
Vi, = {szakaszonként harmadfoku fiiggvények}
A csomoponti értékek a T, haromszog csticspontjai, az oldalak harmadol6 pont-

jai és a stilypont.

Ty téglalap Ve =1,.... M
Vi, = {a + bx + cy + dzy alaki, elemenként bilinearis fiiggvények }

A T téglalap csticspontjai a csomoponti értékek.

Ty téglalap VE =1,.... M
Vi = {u :ulr, €span{l, z,y, vy, 2%, v, 2%y, 2*y?, vy*}}
A csomoponti értékek: a T) téglalap csticspontjai, az oldalak felezési pontjai

és a silypont.

Ty téglalap Ve =1,.... M
Vi = {u s ulg, €span{l, a,y, vy, 2%y, a2y, a*y?, vy?, %, y°, 2%y?, 2%y, a?y?, wy?, 207 )
A csoméponti értékek az alabbi abran lathaté pontok, ahol a téglalap oldalain

a csucsokon kiviil a harmadol6 pontok talalhatéak.

A folytonos modszer implementalasa

Ebben a fejezetben a folytonos Galjorkin-modszer implementalasarol lesz szo. A

kodokat Matlab-ban készitettem.

A megoldandé feladat a kovetkezd:

—Au = f7

U!aﬂ = g.

Az Q tartomany minden esetben a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzet lesz.

2.3.1. 71, felbontas

Elgszor az ) 75, felbontasat készitjiik el, ahol az egyik esetben a T; elemek csak

haromszogek, a masik esetben pedig csak téglalapok. Az egységnégyzetet = irany-

9



ban m részre, y irdnyban n részre osztjuk fel. Ezekben a racspontokban vagyunk

kivancsiak a kozelité megoldés értékére.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

2.1. abra. Egységnégyzet felosztasa haromszogekre n = 2, m = 2 esetén

Elssfoku bazisfiiggvények esetén a csomoponti értékek csak a haromszogek /tégla-

lapok cstcsai, ezért nem lesz sziikségiink a racspontokon kiviil tovabbi pontokra.

Masod- ill. harmadfokt béazisfiiggvények esetén méar a csomoépontokat is meg kell

sorszamozni. El6szor mindig a racspontok kapnak egy sorszamot, utana jonnek csak

a csomopontok. Igy késébb konnyebb lesz megkeresni a racspontokat, hiszen tudjuk,

hogy az elsé (n+1)-(m+1) sorszamot kaptak. Egy matrixban fogjuk eltarolni a pon-

tok sorszamait. A kovetkezd abrékon a racs- és csomopontok sorszamozasa valamint

a beldliik készitett matrixok lathatoak. Mivel a pontok sorszamozasa haromszogek

és téglalapok esetén is ugyanaz, csak az elemek lesznek masok, ezért az abrakon csak

a hdromszogracs szerepel.

A - (i
i

2.2. abra. Felosztas és sorszamozés els6fokt bazisfiiggvények esetén

1 12
10 13
— 2 14
11 15
3 16

17

19

21
22
18
23
20

23

25

2.3. abra. Felosztas és sorszamozéas masodfokt bazisfiiggvények esetén

10



10
11

— 12

13

38 45
*—O

2.4. abra. Felosztés és sorszamozés harmadfoki bézisfiiggvények esetén

A sorszamok legeneralasa utan el kell raktérozni az adott indexhez tartozo6 cstcs
koordinatait is. Ezutan az elemeket is megszamozzuk fentrél lefelé és balrél jobbra.
Tehat a bal fels¢ sarokban 1év6 elem lesz az els6 elem a jobb alsé sarokban 1évE pedig
az utols6. Egy matrixban taroljuk majd az elemeket. A méatrixnak annyi sora lesz,

ahany elem keletkezett a felosztés soran és annyi oszlopbol fog allni, ahany réacspont

és csomopont talalhatd az adott elemen.

Igy példaul a 2.2 esetén a matrix elsé két sora:

haromszogelemeknél:

téglalapok esetén:

2.3 esetén haromszogelemeknél:

1 2 4 10 13 12
o 4 2 17 13 14

téglalapok esetén:

25 41 14 17 12 10 13
3 6 52 16 18 14 11 15

11

14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27

28
29

30
31

32
33
34
35
36
37
38

39
40
41
42
43
44
45

7
46
47

48
49
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e 2.4 esetén haromszogelemeknél:

1 2 4 10 11 16 22 21 14 15
5 4 2 29 28 22 16 17 24 23

e téglalapok esetén:

2 5 4 1 17 24 29 28 21 14 10 11 16 23 22 15
3 6 5 2 20 27 31 30 24 17 12 13 19 26 25 18
2.3.2. Matrixosszeftiizés

Az () felosztasa utan az S méatrixot készitjiik el.
Sy= [ vo;-ve
Q

¢i-vel és ¢;-vel a bazisfiiggvényeket jeloljiik. Elemenként fogjuk 6sszeflizni a matri-

xot. Ez azt jelenti, hogy minden 7§ elemen kiszamoljuk a kévetkezd integralt:
/ Vi -V,
Ts

ahol ¢y és ¢; azon bazisfiiggvények, amelyekre igaz, hogy T C supp(¢x) Nsupp(¢;).
Ezeket az integralokat egy F referenciaelem segitségével szamoljuk ki. Tehat a refe-
renciaelemen integréljuk az F-n definialt bézisfiiggvényeket, majd integraltranszfor-
macio segitségével kapjuk az aktuélis Ts-en vett integral értékét. A referenciaelemek

az elemek tipusatol fiiggben a kovetkezdek:

e Ha haromszogekre bontjuk az 2 tartomanyt, akkor az E a (0,0), (1,0) és (0,1)

csiucsokkal rendelkez6 haromszog.

e Ha téglalapokra bontjuk az € tartomanyt, akkor az E a (0,0), (1,0),(0,1) és
(1,1) pontok altal meghatarozott négyzet.

A referenciaelemen definialt bazisfiiggvények:
e p =1, haromszog:

»p = l—-—o—y
P2 = x
¢3 =y

12



e p =1, téglalap:
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~ 729
P13 = ——=x (x—

b5 = %QG—%>ﬂx—m(
b6 = —%&{}—%)@-U<

Az integrélok kiszamol&sahoz sziikségiink lesz arra az affin transzformaciéra, ami
az F referenciaelemet az aktuéalis elemre képezi. Az affin transzformaciot irjuk fel
Az + b alakban, ahol A € R?*2, b € R? v € R% Az aktualis elem harom csticsét
jelolje (z1,11), (x2,y2), (x3,y3). Tegyiik fel, hogy a kovetkez6 modon képezi le a

referenciaelemet a transzformécio:

A

A

Ekkor az A és b a kovetkezd:

Ty — X
A 2 1
Y2 — U1

9511 = % (37 - %)
&12 = —¥ (33 - % (
;)@—Uy<

G = 12 (x—%)x(z—l)y(

+b=
b=
0
0
+b=

T3 — 1
Ys —

15
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-
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Téglalapelemek esetén ezutan az (1,1) csicsot a transzformacié automatikusan a
téglalap negyedik, (z4,y4)-gyel jelolt csucsaba képezi. Jeloljik Cx 4 d-vel az el6z6
affin transzformacié inverzét, azaz a C'x + d az adott T elemet képezi a referencia-
elemre. Igy a T, elemen vett ¢; bazisfiiggvények és a referenciaelem ¢; bazisfiiggve-

nyei kozott igaz az alabbi Osszefiigés:
A T elemen kiszamolt integralok értékét egy lokalis matrixban taroljuk el:

LOCU = / V¢z : V(b]

s

Loc matrix elemeinek kiszdmolasa:

2
/T Voi Vo= | > 0oy

Ts 1=

Az integral tovabbi atalakitasahoz hasznéljuk fel a 2.3 Gsszefiiggést:

2 2
/ Zal¢i 0195 = Zalqu’(cﬁ +d) - 0¢;(Cx +d) =
T,

s =1 Ts =1

/T > (Z Omi le) (Z Onh; - an) : (2.4)

Szamoljuk ki a kévetkez6 integral értékét s = C'x 4 d helyettesitéssel:

/ On®; (Cx + d) 0,0 (C + d) = / O i (5) - Ondj (5) - | det Al (2.5)

E

Az fE 8mgz~5¢(s)£§ngz§j(s) értéket taroljuk el egy M,,, matrix i-edik sorénak j-edik ele-
meként, hiszen erre az értékre a felosztas minden eleme esetén sziikségiink lesz.

Az M,,,, matrixok segitségével a 2.4 kifejezésbdl a kovetkezdt kapjuk:

[det A>T (M) - Cot - Coa (2.6)

=1 m=1n=1

Igy a lokalis matrix a kovetkezd lesz:

2 2 2
Loc = | det A| Z Z Z (M) » Coi - Chay. (2.7)

I=1 m=1n=1
Osszefoglalva, tehat a 7, felbontas elkészitése utan kiszamoljuk az M,,, matrixot,
majd minden elemre legyartjuk a Loc métrixot és ezt flizziik be S-be a megfeleld
helyre. A befiizés azt jelenti, hogy ha a Loc méatrix adott eleme a ¢; és ¢; bazisfiigg-

vényekhez tartozik, akkor azt az S j-edik soranak i-edik eleméhez adjuk hozza.

16



2.3.3. w kiszamitasa

Az S matrix Osszeftizése utan sziikségiink van az egyenletrendszer jobb oldaldnak,

a w vektornak a meghatirozasara.

wi=16:= [ foi~ [ Vu- Vo, (28)
Q Q
ahol uglgn = g. A masodik tag atirhatd a kovetkezd alakba:
/ Vug - Vo = alug, ¢;) = Z 9(x;j, y;)a(9), ¢i), (2.9)
@ (25,y;) €00

ahol (z;,y;) jeloli azt a pontot, ahol a ¢; bazisfiiggvény értéke 1. Mivel az a(¢;, ¢;)
az adott elemhez tartozd Loc matrix egyik eleme, ezért a numerikus integralast
csak az / fo; esetében kell elvégezniink. Ezen értékek meghatarozasdhoz Gauss-

Q
kvadratirat hasznaltam:

D sk [z dilen), (2.10)

k
ahol z;, € R? a k. integralasi alappont, s, pedig az ehhez tartozo sily. A numerikus

modszer haromszogon vald integralas esetén a (—1,—1), (—1,1) és (1, —1) cstcsok-
kal rendelkez6 Ty haromszogon van definialva. Téglalapok esetén a Ty a (—1, —1),
(—=1,1), (1,1) és (1,—1) pontok altal meghatéarozott téglalap. Ezért ismét integral-
transzforméaci6 alkalmazasara lesz sziikségiink. Az integralast elemenként végezziik
el. Jelslje Bz + e azt az affin leképezést, ami a Ti-t az E referenciaelembe viszi. Igy
a Ty az ABx + Ae + b leképezéssel az aktudlis Tj-be vihetd. Ekkor
/ f(z)pi(x) =|det AB| | f(ABz + Ae+0) - ¢;(ABx + Ae +b). (2.11)
T To
A bézisfiiggvények kozotti 2.3 Gsszefiiggést felhasznalva:
|det AB| | f(ABx + Ae+b)-¢;(ABx+ Ae +b) = (2.12)

To

|det AB| | f(ABx + Ae +b) - ¢;(CABx + C'Ae 4+ Cb + d). (2.13)

To
Mivel az Az +b leképezés a C'x +d leképezés inverze, ezért CA = 1 és Cb+d = 0.
A 2.13 ezért az alabbi modon irhato at:
|det AB| | f(ABx 4 Ae +b) - ¢;(Bz + e). (2.14)
To

Ezzel az x) pontok kiszdmitasa:
x, = ABx) + Ae + b, (2.15)

ahol z, a Ty elemhez tartozé integralasi alappontok. A ¢;(Bxz + e) értékeket nem
kell minden elemen tjraszamolni, hiszen nem fiigg, attél, hogy melyik elemen integ-

ralunk.
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2.3.4. H'(Q) és L*(Q) norma

Az S és w kiszdmolasa utdn megoldjuk az Sc = w egyenletrendszert, ahol a ¢;

értékek lesznek a bazisfiiggvények egyiitthatoi. Az uy, kozelité megoldas:

N
Up = Z Ci®;.
i=1

Ezutan az ||u — up|| g1 ()t és az ||u — up||2(0)-t szdmoljuk ki, ahol u a pontos meg-
oldas. A H*(€2) norma kiszamolasahoz sziikségiink lesz a 0, (u — uy) és a 9, (u — uy,)

fliggvényekre is, hiszen

[ = wnllz ) = llu = unllZz () + 10 (w — un)llZ20) + 110, (u = un) 720,

ahol [[u—wup[|72.q) = [ [u—un|*. Az integralok meghatérozésa itt is Gauss-kvadrati-
raval torténik. Az u — up, Op(u —up) és a 0,(u — uy,) integralasi alappontokban vett
értékeit gy szamitjuk ki, hogy a racspontokban és a csomépontokban kiszamolt
uyp, értékek segitségével interpolaciot végziink. Az interpolécié soran haromszogek
esetén egy legfeljebb p-ed fokt polinomot illesztiink az adott pontokra, téglalapok
esetén pedig valtozdjukban legfeljebb p-ed foki polinomot keresiink.
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3. fejezet

Nemfolytonos Galjorkin-moédszer
(DG)

3.1. A modszer ismertetése

A szakdolgozatban vizsgalt méasik végeselem-modszer a nemfolytonos interior
penalty Galjorkin-moédszer. Tovabbra is a kévetkez6 elliptikus peremérték-feladatot

szeretnénk megoldani. Keressiik azt az u € C2(Q2) N C() fiiggvényt, melyre

—Au = f Qn, (3.1)
ulpa = g, (3.2)

ahol Q C R™ korldtos tartomény, f € L%(2), g € HY/2(9Q).

A gyenge alak meghatarozésahoz osszuk fel elszor az ) tartomanyt az alabbi
modon. 7, = {Ey, Es, ..., E,}, ahol UM | E;, = Q és £, N E; # 0, ha i # j. Nem-
folytonos Galjorkin-modszer esetében a 7, felbontdsnak nem kell teljesitenie azt a
feltételt, hogy E; N E; csak cstcs, teljes oldal vagy iires halmaz lehet. A modszer
akkor is miikodik, ha megengediink an. "fiiggs csucsokat" (angolul hanging node),
ahol F; N E; pl. nem az egyik elem teljes oldala, hanem az elem oldalanak csak egy

szakasza.
3.1.1. Definici6. H*(r,) = {v € L*(Q) : VE; € yv|g, € H*(E;)}

H*(7,) neve tort Szoboljev tér, ami nem egyezik meg a tortrendd Szoboljev tér
definiciojaval. Itt a tort kifejezés arra utal, hogy elemenként H*-beli a fiiggvény.
A gyenge alak elgallitasdéhoz, most is valasszunk egy v tesztfiiggvényt. Legyen v €

H*(Q2), ahol s > 2. Szorozzuk be v-vel 3.1-et és integraljuk egy F; elemen:

/—Auvz/ fu.
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Ezutan alkalmazzuk a Green-tételt és jelolje vg, az E; elem kifelé mutaté normaélis

/VU-VU— (0, uv—/fv
E; OE;

Miutdn minden F; elemen elvégeztiik a szorzést és az integrélast, adjuk &ssze az

vektorat:

egyenleteket. Igy a kiovetkezot kapjuk:

Z/VU VU—Z/ (0, uv—/fv (3.3)

E;em, E;em,

Ezt a kifejezést fogjuk tovabb alakitani, de eltte definidljuk az ugras és az atlag
fogalmat. Jelolje I'y, a bels6 élek halmazat, v, pedig az élre meréleges egységvektort.
Ha az e él az E; és F5 elemet hatéarolja, akkor v, azon egységvektor, ami E;-r6l

Es-re mutat.
3.1.2. Definicio. v dtlagdt jellje {v} és v} == v|p, + 0|,
3.1.3. Definicid. v ugrdsdra a [v] jelolést haszndljuk majd, ahol [v] := v|g, —v|g,.

Ha az e él peremél, akkor {v} = [v] = v|g,.

Most vizsgaljuk a 3.3 egyenlet bal oldalanak 2. tagjat. Ehhez tekintsiink egy FE;
s egy E; elemet, melyek kozos élét jelolje e. Ekkor e belss ¢él, vg, és vp; legyenek
az e-re meréleges egységvektorok, vg, Fi-r8l Ej-re, vg, pedig F;-r6l E;-re mutasson.

Igy fennall, hogy Vg, = —Vg,. Ekkor,

[ @ uleelect (@, uls, ol = [(@un el =il oli, = [ [[@un0]).

€ € € €

Minden e € 7,-ra szummazva:

/ Oy, uv =
Eiety

Mivel u folytonosan differencialhato, ezért 0,,u = {0,,u}. Ennek kovetkezménye-
ként,

Z/ [0, uv] + Z/ayeu (34)

EEFh 8689

[0y, u)o] = ((On.u)0)|e; — ((Dnw)v)|g; = (Onu) [v] = {Ou.u} [o] - (3.5)
3.4 és 3.5 felhasznalasaval 3.3 a kovetkezd alakba irhato,
Z / Vu- Vv — Z /{[Gyeu} + Z /Gueuv = / fu. (3.6)
E;eTy, ecl'y, ecof)
A 3.5-ot a pereméleken vett integralok esetén alkalmazva kapjuk, hogy

Z/ Vu - VU—Z/{{&,EU}} /fv

E;emy, ecTy
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A bal oldalon talalhato kifejezés még nem lenne jo bilinedris formanak, mert nem

koerciv. Ezért adjuk hozza a kovetkezs tagot,

ecTy | |/

A koercivitas csak elég nagy o esetén fog teljesiilni. A dolgozatban o értéke a Siili
Endréék altal javasolt 10p®. A o értékérdl részletesebben [1]-ben olvashatunk. Ezen-

kiviil hozzaadunk még egy tagot, amivel elérhetjiik azt is, hogy szimmetrikus legyen

=Y [0.b

ecTy

a bilinearis forma;:

Az e értékét 0, 1, —1 koziil szoktak valasztani. e = —1 esetén a szimmetria is fennéll,
ezért a szakdolgozat csak ezzel az esettel foglalkozik.

fgy a bilinearis format az alabbi modon definialjuk:

apai,v) = /Vu VoY /{{ayeu} +€Z/{{8yev}}

E;ery, ecTy ecTy

+y [ [l [l

A két tag hozzdadasakor, a jobb oldalon csak akkor adtunk hozza nemnulla
értéket, ha e € 09, ugyanis mindkét tag tartalmazza [u]-t, ami pedig 0 a bels§

éleken. Tgy a jobb oldalon a kovetkezé linearis funkcionalt kapjuk:

Ipqv —/fv+ Z <€8,,€v+—v)
€N

3.1.4. Allitas. A bilinedris forma és a linedris funkciondl figgetlen v, vdlasztdsdtdl.

Bizonyitds: Legyen e egy olyan él, melyre E; N E; = e. Ekkor jeldlje n;; azt az e-re

merGleges norméalvektort, ami £;-r6l Ej-re mutat. Ha ve-nek v;;-t valasztjuk, akkor

{0050} [u] = ( O,V B, J;@y” vl > (

. (a—l’ijv i VijU|Ej>
= 5 (u

)
+ 0,,le

= (0,,jiv 5 5 E) (U|E, —U|Ez) = {{awiv}} [u]

Uk — U|EJ)

3.1.5. Definicidé. A Dirichlet peremérték-feladat gyenge megolddsdnak kézelitése az
azu € H*(Q) (s > 2), melyre teljesiil, hogy apc(u,v) = lpgv Vv € H*(Q).
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A folytonos Galjorkin-moédszerhez hasonloan a kozelité megoldast itt is egy Vpg
véges dimenzios altérben keressitk. A Vpg C H*(Q2) altér lehet pl. az elemenként
legfeljebb p-ed foku polinomok tere vagy téglalapelemek esetén pl. az elemenként
valtozoikban legfeljebb p-ed fokd polinomok tere.

A feladat sordn az upg € Vpg kozelité megoldast keressiik, melyre
apc(upg,v) =lv  Yv € Vpg. (3.7)

Minden elemhez Ny,. db bazisfiiggvény tartozik. Igy a Vpe bézisfiiggvényeinek
széama Osszesen Nj,.-(elemek szama), amit jeloljiink N-nel, a bazisfiiggvényeket pedig
gbi—vel.

Az upe megoldést a bazisfliggvények segitségével szeretnénk felirni:

N

Uupag = Z ngbj.

j=1

Elég ha a bazisfiiggvényekre teljesiil a 3.7, azaz

apg(uDg,¢i)Il¢i 9 = 1,2,...,]\7.

A bilinearitas miatt,

N
chaDG(¢ja¢i) =l¢g; 1=12,...,N.

i=1
Ez egy linearis egyenletrendszer a ¢; egyiitthatokra, azaz Sc = w, ahol S;; =
apc(¢;, ¢i) és w; = lg;. Az egyenletrendszer megoldasa utan a ¢; egyiitthatok segit-
ségével mar meghatarozhato az upg kozelit6 megoldas. A modszer konvergenciajarol

sz0l6 tételek a 4. fejezetben taladlhatoak.

3.2. A nemfolytonos médszer implementalasa

A nemfolytonos Galjorkin-moédszer kodjai koziil a téglalapelemes kdédokat imp-
lementaltam Vpg = Pi(1,) és Vpe = Qr(m) esetén, ahol Py(1,) = {az elemenként
legfeljebb p-ed foku polinomok tere }, Qx(7,) = { az elemenként valtozoikban leg-
feljebb p-ed foka polinomok tere }. A p értéke 1,2,3 volt. A témavezetémtdl kapott

haromszogelemes kodokat csak futtattam az Gsszehasonlitas soran.

3.2.1. 7, felbontas

Els6 1épésként most is a felbontast kell elkésziteni. Nem hasznaltam fiiggs cst-

csokat, ezért ugyanolyan felosztast készitettem, mint a nemfolytonos esetben. A
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racspontok sorszamozasa, csticsok, elemek eltarolasa mellett, sziikség van az élek
nyilvantartasara is. Az éleket egy (élek szama) x 4 méretd matrixban taroltam. Az
1-edik sor els§ és masodik eleme azon két csiics sorszama, amiket az adott él Gssze-
kot. A harmadik elem vizszintes élek esetén az él felett 1évé téglalapelem sorszama,
a negyedik elem az él alatti téglalapelem sorszama. Fiiggsleges éleknél a bal oldali
téglalapelem sorszama a harmadik helyre keriil, a jobb oldali téglalapelem sorszamat
pedig a negyedik elemként taroljuk el. Ha az adott él a peremen talalhato, azaz csak
egy elemet hatarol, akkor az élmatrixban a hidnyzo6 elem sorszaméhoz nullat frunk.

Nézziink egy példat az élmatrixra p = 1 esetén!

12 01

2 3 0 2

4 5 1 3

1 4 7 5 6 2 4
! ! 1 78 30
5 5 g i 8 9 40
? ? ? 1401
4 7 0 3

30 63 90 2 5 1 2
5 8 3 4

36 20

6 9 40

3.1. abra. Elmatrix 2 x 2-es felosztas esetén

3.2.2. MaAtrixosszeftizés

Az S matrix kiszamolasa itt is matrixosszefiizéssel torténik.

s,-% RORZEDY JHo.op 101+

. z / 0,6} [6:] + Z o / 6,116

Most is elemenként fogunk haladni. A bazisfiiggvények 2y’ alaktiak lesznek. Vpg =

Pi(m) esetén k,1 = 0,1,...p és k+1 < p, Qu(7,) altérnél k,1 = 0,1,...p. Igy

1 (p+1)(p+2)

n X m-es felosztas esetén egy elemen a bazisfiiggvények szama Py (7),)-na s

Qr(n)-nél (p+ 1)% Ha a bazisfiiggvények szamat egy elemen N-nel jeloljiik, akkor
Osszesen Nnm fiiggvényiink lesz, azaz ennyi sora és oszlopa lesz az S méatrixnak.

Az S;;-ben szerepld tagokat szétvalasztjuk az elemen vett integrélokra és az éleken
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vett integralokra. Az elemen vett integralok esetén hasonléan jarunk el, mint a
folytonos modszernél. Minden elem esetén kiszamoljuk az affin leképezést, ami a
referenciaclemet az aktualis elemre képezi. Ezutan elkészitjiik a Loc matrixot és
beftizziik S megfelel§ helyeire. Ha a Loc matrix az ¢. elemhez tartozik, akkor a

beftizés a kovetkezSképpen torténik:

befuzes_helye = ((i-1)N+1):iN;
S(befuzes_helye,befuzes_helye) = Loc;

Az éleken vett integralok esetén bontsuk szét S;; maradék tagjait:

-3 / (0.0} 6]+ Y / t.0h0]+ Y 5 / [6;] [6:] =

ecTy ecTy ecTh
mi1 + Miz + Moz + Moy.

my; az integralokbol csak azokat a tagokat tartalmazza, ahol a ¢; bazisfiiggvényt a
k-adik elemen, a ¢;-t pedig az [-edik elemen vessziik. Az ugrasok és atlagok kisza-
molasdhoz a v, vektort az aldbbi moédon valasztjuk. Peremélek esetén a v, a kifelé
mutaté normalis egységvektor, fiiggleges belss éleknél v, = (1,0), vizszintes belss
éleknél v, = (0,1). Az my, kiszamitasakor ¢p, ; := ¢ilp, €5 Om,i = Gilp,. Az My

értékeket matrixokba rendezziik a kovetkezé modon:

1 € o
(M) = —§/aue¢E1,j cPp i+ 5/0VE¢E1¢'¢E1,;' + H/¢E1,j OB
1 5 o
(Mig)i; = —5/3%%273‘ OB — 5/3ue¢El,i OBy — H/chz,j OB
1 e o
(M21)ij = 5 OO, " PBasi + 5 O OB, OE1j — H OBsj - PEyi

1 5 o
(Mas)ij = 5/3%(/5&,]' QB — 5/5ue¢Ez,i'¢Ez,j + H/QEQJ DBy -

Ezutan az M;; méatrixokat is beftizziik az S matrixba. Tegyiik fel, hogy az akutalis
e ¢élhez tartozo F, elem az i-edik sorszamu elem, az Ey elem pedig a j-edik elem.

Ekkor az 0sszef{izés:

Elen_levok = ((i-1) (p+1)~2+1):i(p+1)~2;
E2n_levok = ((j-1) (p+1)~2+1):j(p+1)~2;
S(Elen_levok,Elen_levok) S(Elen_levok,Elen_levok) + Mi11;
S(E2n_levok,E2n_levok) S(E2n_levok,E2n_levok) + M22;
S(Elen_levok,E2n_levok) S(Elen_levok,E2n_levok) + M12;
S(E2n_levok,Elen_levok) S(E2n_levok,Elen_levok) + M21;

Peremélek esetén egy M;; matrixot készitiink el és ezt fiizziik az S matrixba.

. o
(Mi1)i = — /aue¢E1,j “Qp i+ 5/3VE¢E1,1' Qg1+ |_e| /¢E1,j “ QR
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3.2.3. w kiszamitasa

A w kiszadmitésanal ismét Gauss-kvadratarat hasznaltam.

o
w; = /QfézsmL Z € (ayg¢i+ E%) g,

e€of)

ahol g|sq.

Az els6 tagot, ugyanugy szamoljuk, mint a folytonos modszer esetében.
/ fo; =~ |det AB| Zsk - f(ABxy, + Ae + b) - ¢;(Bxy + e),
Q k

ahol s; a sulyok, z;, pedig az integrélasi alappontok a (—1,—-1), (—1,1), (1,—1) és
(1,1) pontok altal meghatarozott négyzet esetén. A w; 2. tagjat csak a peremélek

esetén kell kiszamolnunk, mivel ez a tag bels6 élek esetén nulla.

3.2.4. L*(Q) norma

Az Sc = w egyenletrendszer megoldasa utédn a hibafiiggvény L?(Q) norméajat
szamoljuk ki, [[u—upcllr2@) = [, [u—upc|?. A norma értékének meghatarozaséahoz
sziikségiink lesz upg értékére az integralasi alappontokban. Ehhez kiszamoljuk upg
értékét a racspontokban és csomopontokban majd elemenként interpolaciot végziink
az upg meghatarozasa végett. Az interpolacional Py(7,) esetén legfeljebb valtozo-
ikban p-ed foku polinomot, Qx(7,) esetén pedig legfeljebb p-ed foku polinomot ke-
resiink. Az interpolacios értékek kiszamolésa a kévetkez6 modon torténik. Tudjuk,
hogy upe = >, ci¢;. Ha egy adott elemen szeretnénk kiszamitani az interpolacios

értékeket, akkor elGszor elkészitjiik a kdvetkez6 matrixot:

Tij=¢j(x;) i=1,....(p+1)?
j=1,....N.

Tehat a matrixnak annyi sora lesz ahany racspont és csomopont van Osszesen egy
elemen. Az oszlopok szama az egy elemen 1év6 bazisfliiggvények szaméaval fog meg-
egyezni. Ekkor ha az 7;; matrixot, beszorozzuk c azon részével, ami az adott elemhez
tartozik, akkor megkapjuk az upg fiiggvény helyettesitési értékeit az elemen 1évé
racs- és csomopontokban. Ezek lesznek az interpolacios értékek. Az integralési alap-
pontokat az interpolacidval kapott polinomba helyettesitve végezziik el a numerikus

integralast.
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4. fejezet

Konvergencia

A kovetkezd részben a modszerekre vonatkozd konvergencia tételekrdl lesz szo.

4.1. Folytonos moédszer konvergenciaja
4.1.1. Allitas. Az a(.,.) bilinedris forma korldtos a -1l 3 ) mormdban, azaz
|a(u,v)| < Cl||“||H3(Q)HU||H3(Q)~
Bizonyitds: |a(u,v)| = [, Vu- Vv = () ) < 1 lull g llvll o) =
4.1.2. Allitas. Az al(.,.) bilinedris forma koerciv a |-/l 51 ) mormdban, azaz
a(u,w) > Collully o

Bizonyitds: a(u,u) = [, Vu-Vu=1: Hu”%ﬂl(ﬂ) n
Mivel a [|.[| g1 () és a [|.|| g1 ) norma ekvivalens, ezért a korlatossag és koercivitds

igaz ||.||m1(q) normaban is.

4.1.3. Tétel. Mivel
o a korldtos: |a(u,v)| < Cillullmol|v]|mr @),
e a koerciv: a(u,u) > C2HUH}2L11(Q)7
e a konzisztens: a(u,v) =1lv Yv €V,

e hdromszigek esetén Py(m,), téglalapok esetén Qy(m,) haszndlata sordn igaz a
kozelitési tétel: ||u—ur|| g (o) < CshP|ulpp1, ahol up az interpoldns, p a kézeli-

tésnél haszndlt polinomfok, h a felosztdsndl haszndlt legnagyobb dtmérd
= |lu = upllmr @) < CabPlulpir, ahol |ulsy =302, o 107Ul
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L*(Q2) norm4ban magasabb konvergenciarend érhetd el a Nitsche-triikk segitsé-
gével [3]:
lu = unllp2@) < C*A" fulpia
Nézziink néhény p és C értéket konkrét példak esetén! Jelolje py a H(2) nor-

mabeli , pr pedig az L?(2) normabeli konvergencia rendjét.

1. példa: sin(brx)sin(4my)

elem tipusa | p | C; pa | C* DL
haromszog | 1 | 61,15 | 0,96 | 20,21 | 1,91
téglalap 1 (40,57 | 0,99 | 10,76 | 2,01
haromszog | 2 | 169,37 | 1,96 | 21,55 | 3

téglalap 27748 11,9997 |292
haromszog | 3 | 346,65 | 3 38 4,1
téglalap 319755 29895 3,96

2.példa: In((x + 0.1)* + (y + 0.1)?)

elem tipusa | p | Cy | py | C* PL
haromszog |1 |3,93 |1 0,6 2,06
téglalap 1113 |1 0,38 |2

haromszog | 2 | 3,95 | 1,93 | 0,55 | 3,1
téglalap 21,38 | 1,85 | 0,198 | 2,83
haromszog | 3 | 4,28 | 2,83 | 0,38 | 3,85
téglalap 312,05|283]0,21 | 3,82

3.példa: (16xy(x — 1)(y — 1))1°

elem tipusa | p | C4 py | C* | pL
haromszog |1 | 8,4 0,97 | 2,67 | 1,93
téglalap 116,48 |0,97|1,85 1,96
haromszog | 2 | 16,9 | 1,88 | 2,63 | 2,97
téglalap 21 14,35 | 1,95 | 2,01 | 2,93
haromszég | 3 | 40,11 | 2,94 | 4,82 | 4,06
téglalap 31246 |295]2,53 394
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4.2. Nemfolytonos moédszer konvergenciaja

A nemfolytonos médszer konvergencidjanak vizsgalatahoz definidljuk a kovetkezd

normat:
lullbe = Jo IVullfz e + Zeerpury Jo il el 12200 + 2Zper, Jo 100 £ 7200,
4.2.1. Allitas. a(.,.)pg korldtos az ||.|pg normdban, azaz 3C, > 0
lapc(u, v)| < Cillullpallvllpe Vu,v € Vpe.

4.2.2. Allitas. Joy > 0, hogy bdrmely o > oy esetén apg koerciv a ||.||pe normd-
ban, azaz 3C5 > 0

CLDG'(U,U) > CQHUH%G Yu € Vpg.
4.2.3. Tétel. Mivel igaz, hogy

e apg korldtos a ||.||pe normdban
e apg koerciv a ||.||pe normdban elég nagy o esetén
® apg konzisztens

e hdromszigek esetén Py(7y,), téglalapok esetén Qy(m,) haszndlata sordn igaz a
kézelitési tétel: ||u — ur||pe < C'hP|ulps1, ahol a kozelitésnél haszndlt figgvé-

nyekrdl sem tessziik fel, hogy folytonosak
= |lu — upcllpa < CPPlulyir, ahol [ulsyy = 30, Jo 107Ul

Szimmetrikus esetben, azaz ¢ = —1 esetén, a folytonos esethez hasonloan ||. || 12

norméaban a kovetkezs igaz a konvergenciara:
* +1
lu = upcllrz) < C*hP" ulpia

Példak nemfolytonos modszer esetén ||.||12(q) norma esetén:

1. példa: sin(5mx)sin(4my)

elem tipusa | p | Vpg c* PL
haromszog | 1| Pe(m) | 12,02 | 1,84
téglalap 1| Qe(m) | 7,64 | 1,9
téglalap 1| Py(m) | 2,33 | 0,86
haromszog | 2 | Pi(m) | 22,14 | 3,01
téglalap 2| Qr(mn) | 9,69 | 2,94
teglalap 2| Pu(r) | 12,01 | 1,9
haromszog | 3 | Pi(m,) | 36,01 | 4,03
téglalap 31 Qr(mn) | 8,78 | 3,93
téglalap 3| P(mn) | 48,22 | 3,57
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2.példa: In((x + 0.1)% + (y + 0.1)?)

elem tipusa | p | Vpg c* | pL
haromszog | 1 | Pe(m) | 0,34 | 1,94
téglalap 1| Q(m) | 0,15 | 1,83
téglalap 1| Pe(m) | 0,96 | 0,69
haromszog | 2 | Pe(m,) | 0,43 | 3,01
téglalap 2 | Qr(mn) | 0,15 | 2,79
téglalap 2| P(m) | 1,88 | 0,98
haromszog | 3 | Pi(m) | 0,35 | 3,83
téglalap 3| Qu(m) | 0,16 | 3,77
téglalap 3| Pu(mn) 2,231

3.példa: (16zy(z — 1)(y — 1))16

elem tipusa | p | Vpa O DL

haromszog | 1| Pe(m) | 1,85 | 1,89
téglalap 1| Qg(m) | 1,36 | 1,87
téglalap 1| P(m) | 0,63 | 1,09
haromszog | 2 | Pi(m,) | 2,93 | 3,01
téglalap 2| Qu(mn) | 2,14 | 2,97
téglalap 2| Py(m,) | 1,91 | 1,94
haromszog | 3 | Pi(m) | 4,36 | 3,83
téglalap 31 Qr(mn) | 2,31 | 3,98
téglalap 3| P(m) | 10,76 | 3,83

A téglalapelemekkel dolgoz6, Py (7,) alteret hasznalo nemfolytonos modszer esetében
nem ismert interpolacios becslés, igy az el6z6 tétel sem érvényes. Mivel a kodban nem
jelentett nagy modositast a Qi (7y)-r6l Py (7,)-ra valtas, ezért megnéztem Py (7,)-ra
is, hogy milyen p; értékeket kapunk. Ha megnézziik a tablazatok megfelels oszlo-
paban ezeket az értékeket, akkor azt latjuk, hogy a p; értéke nem éri el a p + 1-et.
Tehat téglalapelemek esetén nem elég a kevesebb bazisfiiggvénybél allo Py () altér

a konvergenciarend eléréséhez, sziikség van a Qi (7,) altérre.
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5. fejezet

Osszehasonlitas

A dolgozatom soran tarigény és konvergencia szempontjabol hasonlitottam dssze
a folytonos és nemfolytonos modszert. A tarigény esetén az S matrixot fogjuk vizs-
galni. Mivel S ritkamatrix, ezért a letarolt elemek szama a sorok szaméval lesz ara-
nyos. Sorok szama n x n-es felosztas mellett, legfeljebb p-ed foku bazisfiiggvények

mellett:
e folytonos modszer:

— haromszdelemek esetén: (pn + 1)?

— téglalapelemek esetén: (pn + 1)2

e nemfolytonos modszer:

(p+1)(p+2)

— haromszoelemek esetén: 4n? 5

— téglalapelemek esetén: n?(p + 1)?

Konvergencia szerint ||.||;2(q) normaban torténik az dsszehasonlitds. Vezessiik be a
kovetkezs jelolést: C' := C* - |ul,1.

Mivel a téglalapelemeket hasznalo nemfolytonos modszernél a Vpg = Pi(mh)
valasztassal nem kaphatdé meg a p + 1-es konvergenciarend a kordbbiakban tabla-
zatban Osszefoglalt eredmények szerint, ezért az Gsszehasonlitas soran ezen tipust
modszerrel nem foglalkozunk. Igy a haromszogelemeknél a folytonos és nemfolytonos
modszernél is Py(15,), téglalapelemeknél pedig Qy(7,) lesz a véges dimenzios altér.

Az 6sszehasonlitashoz definidljuk a kovetkez6 hatékonysagi fiiggvényt:

_ G M
ahol M} a folytonos modszer tarigénye, Mpe a nemfolytonos modszer tarigénye, C’f

a folytonos modszerhez, Cpe pedig a nemfolytonos modszerhez tartozik.
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Ekkor ha H < 1 akkor a folytonos modszer, ha H > 1 akkor pedig nemfolytonos

modszer a hatékonyabb.

5.1. FEredmények haromszogelemekkel

Ebben a részben a haromszogelemes modszerek keriilnek Osszehasonlitasra. A
konvergencia abrak a kévetkez6 modon késziiltek. Az € felosztasa 10 x 10-es racstol
megy 20 x 20-as vagy 50 x 50-es racsig. Az abrakon az x tengelyen a felosztas
logaritmusa, az y tengelyen pedig a hiba ||.||2(q) normajanak logaritmusa talalhato.
Els6 pédaként tekintsiik a (16zy(z — 1)(y — 1))'6 fiiggvényt!

5 2 meredekséqi
egyenes

3 meredekségi

egyenes
4 meredekséqi
egyenes

folytonos,

p=1
folytonos,
p=2
folytonos,
p=3
nemfolytonos,
p=1
nemfolytonos,
p=2
nemfolytonos,
p=3

o
=)
T

L
o
T

hibafiiggv ény L2 normajanak logaritmusa

20 | | I | | | |
4.4 4.2 -4 -3.8 -3.6 -3.4 -3.2 -3

Inh)

5.1. 4bra. Konvergenciaabra (16zy(z — 1)(y — 1)) fiiggvény esetében p = 1,2,3

vélasztéssal

A kapott C értékek tablazatba foglalva:

p = 1 eset, maximum racsméret: 50 x 50:

C M H
folytonos 2,67 | 2601
nemfolytonos | 1,85 | 30000

0,125

5.2. abra. H kiszamitasa (16zy(x — 1)(y — 1))'° fiiggvény esetében, p = 1

A tablazatbol kiolvashato, hogy habar a nemfolytonos modszer C értéke a kisebb,

a nagy méretkiilonbség miatt H értéke kisebb, mint 1. Ez azt jelenti, hogy erre a
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tesztfiiggvényre a folytonos modszer a hatékonyabb.

p = 2 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 2,63 | 1681
nemfolytonos | 2,93 | 9600

0,157

5.3. abra. H kiszamitésa (16xy(x — 1)(y — 1)) fiiggvény esetében, p = 2

p = 3 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 4,82 | 3721
nemfolytonos | 4,36 | 16000

0,157

5.4. bra. H kiszamitasa (16xy(x — 1)(y — 1)) fliggvény esetében, p = 3

Kovetkezs példank: In((x + 0.1)% + (y + 0.1)?).

6 2 meredekségi
egyenes
. //" 3 meredekségii
) egyenes
4 meredekséqg(
o egyenes
E 0 folytonos,
= p=1
g ____falytonos,
B ot p=2
= __folytonos,
g p=3
“ L nemfolytonos,
j—, -14 ’d__‘__.f-- p=1
5 nemfalytonas,
3 p=2
5 A6+ nemfolytonos,
= ,,...-""'f’ p=3
18+
1 1 1 1 1 1 |
_291_4 42 -4 -38 36 34 32 -3

Inh)

5.5. dbra. Konvergenciadbra In((x + 0.1)? + (y + 0.1)?) fiiggvény esetében p = 1,2, 3

valasztéssal

32



p =1 eset, maximum racsméret: 50 x 50:

C | M H
folytonos 0,6 | 2601
0,154
nemfolytonos | 0,34 | 30000

5.6. bra. H kiszamitasa In((z + 0.1)? 4+ (y + 0.1)?) fiiggvény esetében, p = 1

p = 2 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 0,55 | 1681
nemfolytonos | 0,43 | 9600

0,224

5.7. abra. H kiszamitasa In((z + 0.1)? + (y + 0.1)?) fiiggvény esetében, p = 2

p = 3 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 0,38 | 3721
0,25
nemfolytonos | 0,35 | 16000

5.8. dbra. H kiszamitasa In((x + 0.1)? + (y + 0.1)?) fiiggvény esetében, p = 3

3. példa: sin(5mx)sin(4ny)

2 2 meredekségl
L egyenes
4L 3 meredekségi
egyenes
o 4 meredekségi
g 6 egyenes
- folytonos,
g -8r p=1
E folytonos,
T 10 p=2
§ folytonos,
T p=3
4 12+
= nemfolytonos,
s p=1
= 14F nemfolytonos,
2 p=2
16+ ____nemfolytonos,
p=3
18+
20 1 1 1 1 1 1 1
-6 5.5 5 4.5 -4 3.5 3 2.5

5.9. abra. Konvergenciadbra sin(bmx)sin(4my) fiiggvény esetében p = 1,2, 3 valasz-

tassal



p =1 eset, maximum racsméret: 50 x 50:

C M H
folytonos 20,21 | 2601
nemfolytonos | 12,02 | 30000

0,146

5.10. abra. H kiszamitasa sin(brz)sin(4ry) fiiggvény esetében, p =1

p = 2 eset, maximum racsméret: 50 x 50:

C M H
folytonos 21,55 | 10201
nemfolytonos | 22,14 | 60000

0,166

5.11. abra. H kiszamitasa sin(brz)sin(4ry) figgvény esetében, p = 2

p = 3 eset, maximum racsméret: 50 x 50:

C M H
folytonos 38 22801
nemfolytonos | 36,01 | 100000

0,166

5.12. abra. H kiszamitasa sin(brz)sin(4ry) fiiggvény esetében, p = 3
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5.2. FEredmények téglalapelemekkel

A kovetkezd részben a téglalapelemekkel dolgozd modszereket hasonlitom Gssze.

1. tesztfiiggvény: sin(bmx)sin(4my).

2
2 meredekseéqgi
egyenes
-4 /// 3 meredekség
egyenes
@ 4 meredeksegi
2 6 egyenes
= folytonos,
H .
T gl folytonos,
= p=2
g folytonos,
CN D=3
- 10 nemfolytonos,
.§ p=1
2 nemfolytonos,
g 12p p=2
= nemfolytonos,
p=3
4L
16 1 1 | 1 1 1 1
44 42 -4 -38 -36 34 32 3

In(h)

5.13. abra. Konvergenciaabra sin(5mz)sin(4my) fliggvény esetében p = 1,2, 3 valasz-

tassal

p =1 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 10,76 | 441
nemfolytonos | 7,64 | 1600

0,388

5.14. abra. H kiszamitasa sin(brz)sin(4mry) fiiggvény esetében, p = 1

p = 2 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 9,74 | 1681
nemfolytonos | 9,69 | 3600

0,469

5.15. abra. H kiszamitasa sin(brz)sin(4ry) figgvény esetében, p = 2
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p = 3 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 9,5 | 3721
nemfolytonos | 8,78 | 6400

0,629

5.16. abra. H kiszamitasa sin(brz)sin(4ry) fiiggvény esetében, p = 3

2. példa: In((z + 0.1)* + (y + 0.1)?).

B _ 2 meredekségl
egyenes
3 meredekségli
8- egyenes
4 meredekségi
- egyenes
3 folytonos
E 10 pfﬁ ’
g’ _ folytonos,
3 p=2
§ 121 folytonos,
£ p=3
2 nemfolytonos,
4 14 p=1
Z nemfolytonos,
5 p=2
5 16- _____nemfolytonos,
= p=3
181
| | | | | | |
4.4 42 -4 -3.8 36 -34 32 -3
In(h)

5.17. abra. Konvergenciadbra In((z +0.1)? + (y+0.1)?) fiiggvény esetében p = 1,2,3

valasztassal

p = 1 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 0,38 | 441
nemfolytonos | 0,15 | 1600

0,698

5.18. abra. H kiszamitéasa In((x 4+ 0.1)% + (y + 0.1)?) fiiggvény esetében, p = 1
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p = 2 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 0,198 | 1681
nemfolytonos | 0,15 | 3600

0,616

5.19. dbra. H kiszamitasa In((x + 0.1)? + (y + 0.1)?) fiiggvény esetében, p = 2

p = 3 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 0,21 | 3721
nemfolytonos | 0,16 | 6400

0,763

5.20. dbra. H kiszamitasa In((z + 0.1)% + (y + 0.1)?) fiiggvény esetében, p = 3

Utolsoként tesztelt fiiggvény: (16zy(x — 1)(y — 1))*C.

A
2 meredekseaqll
B egyenes
3 meredekséql
i egyenes
E sl 4 meredekségi
=4 egyenes
2 folytonos,
p=1
T 10 folytonos,
s p=2
o folytonos,
= p=3
2 12 nemfolytonos,
z p=1
£ ___ nemfolytonos,
L p=2
14 nemfolytonos,
p=3
16+
| | | | | | |
44 42 -4 -38 36 34 3.2 -3

In(h)

5.21. abra. Konvergenciaabra (16xy(x — 1)(y — 1))'6 fiiggvény esetében p = 1,2,3

vélasztéssal

37



p = 1 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 1,85 | 441
nemfolytonos | 1,37 | 1600

0,375

5.22. dbra. H kiszamitasa (16xy(x — 1)(y — 1)) fiiggvény esetében, p = 1

p = 2 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 2,01 | 1681
nemfolytonos | 2,14 | 3600

0,439

5.23. abra. H kiszamitasa (16zy(z — 1)(y — 1))'¢ fiiggvény esetében, p = 2

p = 3 eset, maximum racsméret: 20 x 20:

C M H
folytonos 2,53 | 3721
nemfolytonos | 2,31 | 6400

0,637

5.24. dbra. H kiszamitasa (16xy(x — 1)(y — 1)) fiiggvény esetében, p = 3

n > 2 esetén a nemfolytonos modszer tarigénye mindig nagyobb. Igy az a kérdés,
hogy kisebb-e a nemfolytonos modszer C értéke és ha igen, mennyivel. A tesztelés
soran az eredmények azt mutattdk, hogy altalaban a folytonos moédszer C értéke
a nagyobb. Azonban a kiilénbség nem jelentds. Ez az abrakon is jol megfigyelhetd,
hiszen a legtobb esetben a modszerekhez tartozo egyenesek nagyon kozel vannak
egymashoz. Igy a nemfolytonos modszer tarigénye nagyobb annyival, hogy a haté-
konysagi fiiggvény kisebb 1-nél. Tehat az 6sszehasonlitas sordn a folytonos modszer

bizonyult hatékonyabbnak.
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