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1. fejezet

Bevezetés

Jelen dolgozat célja megismertetni az olvasot a halézati folyamatokat leird diffe-
rencidlegyenletek elméletével, és azok vizsgalatanak modszereivel. Halozati folyamat
példaul egy populéacion beliili fertGzés- illetve hir terjedésének idébeli lefolyasa. A
folyamatot egy grafon lezajlé folyamatnak tekintjiik. A graf csicsai a populécié
egyedeinek felelnek meg, és két csiics kézott akkor van él, ha azok kozott a ferts-
zés terjedhet. A fert6zés dinamikajat tekintve kétféle modellt szoktak vizsgalni. Az
els6 az SIS dinamika, ahol minden cstcs lehet fertézhets (S) és fertzott (1) alla-
potu. Ekkor adott ratdk mellett egy S tipust csiicsot megfertézhetnek az I tipusu
szomszédjai, valamint egy [ tipusu cstcs fert6zhetévé valhat. A mésodik modell az
STR dinamika, ahol egy fert6zott cstcs, ha meggyogyul, akkor R tipusuva valik, és
tobbé nem fert6z6dhet meg. Célunk lehet megtudni, hogy egy bizonyos id6 elteltével
a populécionak varhatoan hany egyede fert6z6dott meg, illetve az, hogy egy bizo-
nyos egyed vagy egyedek csoportja mekkora eséllyel lesz fertézott. Az el6bbi esetet
kompartmentes, utobbit részgraf megkozelitésnek szokas nevezni.

A kompartmentes megkdzelités vizsgalata egészen a XX. szazad elejéig nyulik
vissza. Ezt a témakort mara mar szamos cikk és konyv részletesen targyalja, ilyen
példaul [2] és [3]. A részgraf megkozelités vizsgalata egy viszonylag 4j teriilet |1].

Mindkett6 esetben a dinamikat leir6 egyenletek szama a graf méretével exponen-
cidlisan novekszik. Igy érdemes és sziikséges is lezarasokat vagy kozelitéseket keresni
bizonyos valtozokra. Dolgozatomban a fent emlitett eseteket mutatom be, valamint

ismertetek néhany kozelitési modszert, melyek helyességét bizonyitom is.



2. fejezet
SIS tipusua jarvanyterjedés

Olyan betegségterjedéseket vizsgalunk, ahol a terjedési paramétereken kiviil fi-
gyvelembe vessziik az egyedek kozotti kapcesolatot, de a sziiletést és a haldlozast nem.
A populéciot egy graffal irjuk le, ahol a csicsok az egyes egyedeket jelolik és két
cstcs akkor van 0sszekotve, ha kézottiik a betegség terjedhet.

A csucsokat az allapotaiknak megfelel6en kompartmentekre osztjuk fel:

o S: fertGzhetd cstucsok (Susceptible),

o [: fert6z6 csticsok (Infectious),

Az SIS jarvanyterjedés esetén egy S tipusu cstcs k7 rataval fetGzédhet meg (ahol
k a beteg szomszédok szama), vagyis atkeriil az I kompartmentbe. Hasonloan egy
I tipusu csics v rataval meggyogyulhat és atkeriilve az S kompartmentbe djra fer-
t6zhet6vé valik. Jelolje [S] illetve [I] a fert6zhetd illetve fert6z6 csicsok szamanak
varhato értékét. Ekkor [S] és [I] id6beli megvaltozasara a kovetkezd egyenletrendszer

irhato fel:
1] = 7[s1]—A[1],
[S] = A1) - 7[S1). (2.1)
Ahol [S1] az ST tipust élek szaménak varhato értékét jeloli.
Bar ebben a formaban az egyenletrendszer egzakt, [SI] értéket a legtobb esteben
nem tudjuk pontosan megadni. Ebben a fejezetben SIS dinamika esetén bemuta-

tunk két lehetséges lezarasi modszert melyek homogén fokszémeloszlasu rendsze-

reken (vagyis olyan grafok esetében, ahol minden cstcs fokszama kozel azonos) jo
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kozelitést adnak, majd ezek josdgat az igynevezett Monte-Carlo szimulacioval fogjuk
ellendrizni, valamint levezetjiik, hogyan frhato fel egy tetszGleges grafon a dinamikéat
pontosan leiré differencidlegyenlet-rendszer.

Megjegyezziik, hogy SIR dinamikat is szokas vizsgalni, ahol ha egy I csiics meg-
gyogyul, nem lehet 1jbol megfertézni, hanem R tipust lesz és kikeriil a rendszerbdl.
gy SIR folyamat esetén hasonléan felirhato a modell, de az [S]-re felirt egyenletben
nem jelenik meg a +7[I] tag.

2.1. Kozelits differencidlegyenletek

Tegyiik fel, hogy a halézatunk N cstcst homogén fokszdmeloszlast, vagyis min-
den csiicsnak kozel azonos a fokszama, ezt jeloljiik n-el.

El6szor heurisztikus bizonyitassal megmutatjuk, hogy az [SI| varhato értékre
felirhato egy olyan kozelités, melyben csak [I] szerepel, és ezzel a fenti egyenlet
zart alakba irhato. Tekintsiink egy S cstcsot és az ¢ n darab szomszédjat. Ekkor
a grafban a maradék N — 1 darab csics koziil [I] darab I tipusa van, ezek koziil
4tlagosan n[I]\(N — 1) darab van 6sszekdtve az S csticesal. Igy az S-bél atlagosan
n[I]\(N — 1) darab ST él indul ki. Mivel a grafban S tipust cstics N — [I] darab
van, ezért [SI]-re a kovekezd kozelitést kaptuk:

]
N-1

[SI] ~n (N = [1]). (2.2)

Ezt beirva a differencidlegyenletbe kapjuk a legegyszertibb zart egyenletet:

n

N -1

1= (N = [1]) =~[1]. (2:3)

Mivel [S] = N — [I], elég csak [[]-re felirni az egyenletet.
Egy masik, pontosabb kozelitést kapunk, ha a kiilénb6z6 tipusa élek szaméanak

varhato értékeire is felirjuk az egyenleteket:

1] = ~[SI] =1,

[S1] = ~([11] = (1)) +7([SS1] — [151] — [S1]),

1) = —29[11) + 27 ([IS1] + [ST]),

[SS] = 2y[SI] — 27[SST]. (2.4)
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Itt [SS1] és [1S1] az ilyen tipusi harmasok szdmanak varhato értékét jeloli a grafban.
Ebben a formaban a felirt egyenletrendszer még nem zart, de a harmasok varhato
értéke kozelithet6 egy formulaval melyekben csak az élek és a csicsok szdmanak
varhato értéke szerepel. Erre is heurisztikus bizonyitast adunk.

Tekintsiik az SST tipusi harmasokat, ezek varhato értékének kiszamitasdhoz ve-
gyiink egy S csticsot. Meghatarozzuk, hogy az n szomszédja koziil atlagosan hany
darab S illetve I tipusi. S tipusi csiucsbol atlagosan [S] darab van, igy ezekbdl Gssze-
sen n[S] él indul ki. Tehat az S cstcsbol egy véletlenszeriien valasztott él [ST]\n[S]
eséllyel lesz S1, és igy az n barab él koziil atlagosan n[SI]\n[S] = [SI]\[S] darab lesz
S1. Hasonléan kapjuk, hogy a maradék n—1 darab él kozott az SS tipusiak aranya
[SS]\n[S]. Ebbdl kapjuk, hogy rogzitett S kozépss csiics esetén az SST harmasok

szama:

s, s8]
AR

Minden S cstcsra ennyi SST harmas illeszkedik, igy a varhato érték kiszamitasahoz

a fenti képletet még meg kell szorozni [S]-el. Ekkor

n — 1) [SI][SS]
n ]

[SST] ~ (

Felhasznalva, hogy [SI] = [I.S], hasonlé érveléssel kapjuk az ST harmasok varhato
értékére a kovetkezs kozelitést:

n—1[SI)?

[IS1] ~ PRSI

Ezeket beirva a rendszerbe kapjuk az tgynevezett momentum lezarasnak nevezett

modellt:
1] = 7SI =1,
S1) = 7([11]—[51])+T(”;1[[fﬂ[%]—N[S_”m —[51]),
1] = —24[I1] +27<”; 1]\?_[];] +[SJ]>,
1 [SS)[ST]

[SS] = 29[SI] - 27 ; N-]



2.2. A NUMERIKUS SZIMULACIO d

2.2. A numerikus szimulacio

A numerikus szimulacié soran a fertézés és a gyogyulas folyamatat is fiiggetlen
Poisson folyamatnak tekintjiik. Vagyis annak a valoszintisége, hogy egy elég kicsi At

—kTAL ahol most is T a fertézési

id6 alatt egy egészséges csics fert6zott lesz 1 — e
rata és k a fert6zott szomszédok szama. Hasonldéan, annak a valészintisége, hogy
egy elég kicsi At id6 alatt egy fert6zott csics egészséges lesz 1 — exp 2, ahol 7y a
gyogyulési rata. Tovabba fontos a At idGintervallumot tigy megvalsztani, hogy At
idG alatt csakis egy csticsnél torénjen valtozés.

SIS betegségterjedés esetén az allapottér a {0, 1} halmaz. Egy ¢t > 0 id6pont-
ban a csicsok allapotat az z(t) € {0,1}Y vektorral irjuk le, ahol a k. koordinéta
reprezentalja a k. cstcsot, és x,(t) = 0, ha a k. cstcs S tipusi, valamint x(t) = 1,
ha a k. cstcs I tipust. A graf szomszédsagi matrixat jeldlje A € {0, 1}V*V. Ekkor az
Az (t) vektor azt mondja meg, hogy egy cstiicsnak hany darab fert6z6 szomszédja van.
Nekiink ez csak az S cstcsok esetében érdekes, ezért szorozzuk még meg az elGbbi
vektort koordinatanként (e — x(t)) vektorral (ahol e jeloli azt a vektort amelynek
minden koordinataja 1). Tehat y(t) = Ax(t) x (e — x(t)), és y(t)-ben 0 all ott, ahol
x(t)-ben 1, a t6bbi helyen pedig a megfelels S csicsok beteg szomszédainak a szama.
Ahhoz, hogy megallapitsuk, hogy melyik csicsndl torténik valtozas generaljunk egy
r € [0,1]Y véletlen szamokbol 4llo vektort, és rogzitsiink egy j cstcsot. Ekkor két
eset lehetséges:

Ha z;(t) = 0, azaz a j. cstics a ¢ id6pontban S tipust, akkor ez a cstics a ¢t + At

id6pontban [ tipusu lesz, ha
r; < 1—exp(—y;(t)TAL).

Ha z;(t) = 1, azaz a j. cstcs a t id6pontban [ tipusi, akkor ez a cstcs a t + At

idépontban S tipusi lesz, ha
ry <1-— exp( — fyAt).

Feltéve, hogy At elég kicsi, akkor a 1 — exp(—x) = x linearis kozelités hasznalhato.

Ekkor a j. csticsban vald valtozas feltétele igy irhato:

rj < (y(O)7 +x(t)y) ,At. (2.6)
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A [t,t + At] idGintervallumban a valtozést leiro vektor legyen v € {0, 1}V:

v = % (sign [y(t)TAL + z(t)yAt — ] + e> : (2.7)

Ahol a sign fliggvényt koordinatanként alkalmazzuk. Konnyen latszik, hogy a v
vektor azon koordinatai 1-esek, melyekre (2.6) fennéll, a t6bbi pedig 0. A valtozast
megado vektor pedig e —2x(t), hiszen ennek egy koordinataja az S cstcsok esetében
—1, az I csticsok esetében pedig 1. Ezzel x(t) ismeretében mar fel tudjuk {rni z(t+At)

vektort:
z(t + At) = z(t) + v * (e — 2z(1)). (2.8)

A Monte-Carlo szimulacio soran egy x(0) kezdeti allapotbél indulunk és egy elGre
megadott M 1épésszam szerint kiszamoljuk az z(At), z(2At), ... x(MAt) allapoto-
kat. A szimuldci6 sokszori ismétlésével és az eredmények atlagat véve jo kozelitését
kapjuk a Poisson-folyamatnak. Ennek bizonyitdsa nem tartozik a dolgozat targya-
hoz.

A fejezet kiovetkez6 részében harom példan mutatjuk be a kozelité differencial-

egyenletek és a numerikus szimulacio 0sszehasonlitdsaval kapott eredményeket.

2.3. Teljes graf

Egy N cstcsi teljes graf esetén minden csiics foka ugyanannyi, mégpedig n =
N —1. Mivel ez egy homogén fokszdmeloszlast graf, a 2.1-es részben targyalt kdzelits

differencidlegyenletek érvényesek, és a kovetkezs képpen irhatok:
(1] = 7[1](N = [1]) —~[1]. (2.9)

A momentum lezarassal felirt (2.5) modell:

1] = 7[S1) =41,
wﬂ::VGH}{WD+T<%:iF?ﬁ%ﬂ—£?LJ—ﬁﬂo,
1 = —QVUH+QT<%%}%£%ﬂH—%BH),

N —21[89][S]]

[SS] = 29[SI]—27 (2.10)

N-1N-[I]
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A Monte-Carlo szimulaciohoz egy 500 csticst teljes grafon tekintettiik a folyamatot.
A futasi eredmény a 2.1 dbran lathato. Azt mondhatjuk, hogy teljes graf esetén méar

a (2.9) kozelités is igen jo.

Telies graf
460 -
400 |- AR AR RN KK R A KRN KN KRR KKK KK
360 - szimulacis
momentum
300 - » * kde
260+ 410
20 400
180 390
Pty e |
100 380
50 I 2
| /=002 3705 55 5
0 . L . L . '
[u] 1 2 3 4 5 5]
1dd

2.1. dbra. 500 szimuléci6 atlaga az 500 cstcst teljes graf esetében. Folytonos vonallal
a szimulacio eredménye lathato, pontozottal a (2.10) rendszer megoldésa, csillago-
zottal pedig a (2.9) egyenlet megoldasa. A fiiggdleges tengelyen az I tipusu csticsok
szamanak varhato értéke van, mig a vizszintes tengelyen az eltelt id6. A szimulacio
kezdetén 2 beteg csics van a grafban és a gyogyulas paramétere v = 2, a fertGzés

paramétere pedig 7 = 0.02.

2.4. Erdé6s-Rényi graf

Legyen adott N kiilonb6zs csics és a lehetséges N(N — 1)\2 él mindegyikét
huzzuk be egy 0 < p < 1 valoszintiséggel, és ne huzzuk be 1 — p valdszintiséggel.
Az igy generélt grafot szokas Erdds-Rényi grafnak nevezni. Belathato, hogy a graf
homogén fokszameloszlasi és az atlagos fokszam n = p(N — 1). A grafon lezajlo

folyamatot kozelité egyenletek:

[1] = 7plI}(N = [1]) = y11]. (2.11)
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A momentum lezarassal felirt (2.5) modell:
1] = 7[s1) =1,

1S1) = ~([11]—[SI]) + T<

(N—Dp |N-[] N-I[I
—1)
N_

(N —1p —1[SS][ST]
(N=Dp N-[]

(N-1)p—1 [[55][51] [ST)? ] - [SI]>
] ,

1] = —29[I1] +2T<(A€

[SS] = 24[SI]—2r (2.12)

Mivel az Erdés-Rényi graf egy véletlen graf, ezért a szimulécié soran minden egyes
futtatas alkalmaval tjra kell generalnunk a grafot, hogy valoban fiiggetlen megfigye-
lések atlagat vehessiik. A szimulédcio és a kozelitések Gsszahasonlitédsa az 2.2 abran
lathato. Azt figyelhetjiik meg, hogy minél ritkdbb a grafunk, vagyis a p valoszintiség
értéke minél kisebb, a defferencialegyenletes kozelitések annal rosszabbak, de hosszi
tavon még mindig elég j6 eredményt adnak. Erdemes észrevenni, hogy a harmadik
momentum lezarasaval kapott (2.12) modell mennyivel jobban kézeliti a szimulacio

eredményét, mint a két kompartment esetére felirt (2.11) kozelits egyenlet.

2.5. Regularis véletlen graf

Regularis véletlen grafnak nevezziik az olyan N cstcsu grafokat, ahol igy htzzuk
be véletlenszeriien az éleket, hogy minden csticsnak azonosan n legyen a fokszama. A
graf létrehozasanak az algoritmusat jelen dolgozatban nem részletezziik. A grathoz

tartozo kozelit6 differencidlegyenletek a kovetkezdk:

L)(N = [1]) = ~[1]. (2.13)
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Erdés-Reényi graf
3801
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2.2. abra. 500 szimulicié atlaga az 500 cstcsu Erdds-Rényi véletlen graf esetében
p=0.02 valésziniiséggel behizva az éleket, igy az atlagos fokszam n = 9.98. Folytonos
vonallal a szimulaci6 eredménye lathato, pontozottal a (2.12) rendszer megoldasa,
csillagozottal pedig a (2.11) egyenlet megoldasa. A fiiggGleges tengelyen az I tipusi
csucsok szamanak varhato értéke van, mig a vizszintes tengelyen az eltelt id6. A
szimulaci6 kezdetén 5 beteg csics van a grafban. A fertézés paramétere 7 = 0.3, a

gyogyulas paramétere v = 1.

Momentum lezarassal felirt (2.5) modell:

1] = lsn -1,
S1] = 7([11]—[51])+¢<n;1[[iﬂ[%]— ]\ES_I][QI] —[SI]),
11 = —29[11] +27<”; 1]\?_‘”;] - [SI]>,
1SS] = 2¢[SI) - 27”; ! [;Sl[ij]]. (2.14)

A szimulacié soran most is minden lépésben djra kell generélni a regularis vélet-
len grafot, hogy valoban fiiggetlenek legyenek a megfigyeléseink. A szimulacié és a
kozelitések Osszehasonlitdsa a 2.3 abran lathato. Regularis véletlen graf esetében a
kozelitések kezdetben nem olyan jok, mint ahogyan az Erd&s-Rényi graf esetében

lattuk, viszont hosszt tavon most is jonak mondhaté mindkét modell.
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Regularis veletlen graf
3801
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340
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2.3. 4bra. 500 szimulacio atlaga 500 csticsu reguléris véletlen graf esetében, ahol az
atlagos fokszdm n = 10. Folytonos vonallal a szimulacié eredménye ladthatod, ponto-
zottal a (2.14) rendszer megoldasa, csillagozottal pedig a (2.13) egyenlet megoldésa.
A fligg6leges tengelyen az I tipusi cstcsok szamanak varhato értéke van, mig a viz-
szintes tengelyen az eltelt id6. A szimulacié kezdetén a fert6zott csicsok szama 5.

A fertGzés paramétere 7 = 0.3, a gyogyulas paramétere v = 1.
2.6. Az alaprendszer egyenletei

Ebben a részben megmutatjuk, hogy egy tetszéleges N csticsi hurokmentes és
iranyitatlan grafon hogyan lehet pontosan leirni az SIS dinamikat. Ehhez - mint
ahogyan azt a 2.2-es fejezetben is tettiik - legyen a graf szomszédsagi matrixa
G = (gij)fj’jzl, vagyis a matrix egy g¢;; eleme 1, ha az ¢ és j csticsok Ossze van-
nak kotve, kiilonben 0. A csticsok egy adott idGpillanatban kétféle allapotban lehet-
nek: egészséges (5), illetve fert6z6 (I), igy a rendszer egy N hosszisagu vektorral
irhat6 le, melynek minden eleme S vagy I. Az id6ben lezajlo folyamat soran egy
fertézott cstics adott valoszintiséggel meggyogyulhat, illetve egy egészséges csticsot a
fert6z6 szomszédai adott valészintiséggel megfertézhetnek. Az dtmeneteket fiigget-
len Poisson-folyamatnak tekintjiik, vagyis annak a valoszintisége, hogy egy At id6
alatt egy beteg cstics meggyogyul 1 — e 72! valamint annak a valészintisége, hogy
egy At idS alatt egy egészséges csticsot egy beteg szomszédja megfertsz 1 — e~ 7FAL,

v illetve 7 pozitiv szamok a gyogyulas valamint fertGzési rata és k az adott egész-

séges cstics beteg szomszédainak a szama. A rendszer allapottere egy 2V elemt
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halmaz, melyen az atmenetek egy Markov-lancot hataroznak meg. Az altalunk vizs-
galt SIS dinamikat a Markov-lanchoz tartozd &dtmenet matrix irja le, amely azt
adja meg, hogy milyen valoszintiséggel jut a rendszer egyik allapotbol a masikba
egységnyi id6 alatt. A folyamatot folytonos idejiinek tekintve az Atmenet matrix al-
tal meghatérozott alap egyenlettel (master equation), amely egy linearis kozonséges
differencidlegyenlet-rendszer, meghatarozhatjuk az egyes allapotok valészintiségeit.
Tehat feladatunk meghatérozni a rendszerhez tartozé dtmenet métrixot. Ehhez cél-
szert az allapotteret N + 1 darab részhalmazra osztani az alapjan, hogy a grafban
hany I tipusti cstics van. Vezessiik be a kivetkezd jeldléseket: legyen S° az az allapot,
amikor minden cstcs S tipusi, vagyis S° = (S,...,5), S* azon allapotok halmaza,
ahol pontosan k darab fert6z6 cstcs van, és SV az az allapot, amikor minden cstics
fert6z6, vagyis SN = (I,...,I). S* részhalmaz elemei legyenek SF S5, ... ,ka ahol
crp = (]IX) Jelolje S]’?(Z) az 8]’? allapot [-dik csucsanak tipusat, vagyis Sf(l) = S vagy
SJ’?(Z) = I. A fenti jelolésekkel egy csiicsnal torténs valtozast a kovetkezGképpen

tudjuk leirni:

Fertozés: egy S tipusi csics I tipusi lesz. Ez egy SF — S dtmenet, ahol i
és j olyanok, hogy létezik egy [ csucs amelyre S]’?(l) = Sés S =1, a
tobbi m # I cstcsra pedig SF(m) = SF*'(m). Valmint létezik legalabb egy
olyan r # [ csucs, melyre Sj’?(r) =1 ¢és g, = 1 (azaz az [-nek van fert6z6

szomszédja).

Gyogyulas: egy [ tipusu cstcs S tipust lesz. Ez egy SJ’»g — Sf_l atmenet, ahol 7 és
j olyanok, hogy létezik egy [ csiics amelyre Sj’?(l) =165 SFY(1) = S, a tobbi
m # | cstcsra pedig S¥(m) = SF~(m).

Jelolje X]’?(t) annak a val@szintségét, hogy a rendszer a t idGpillanatban az Sj’»“ al-
lapotban van. Legyen X*(t) egy ¢, dimenzios vektor, amely az XF(t), (j =1...¢)

valoszintiségeket tartalmazza:
XE(t) = (X7 (1), X3(1), - . Xg5 (1))

Az atmenetek az X*(t) fiiggvényekre egy lineéris dllandé egyiitthatos differencidlegyenlet-

rendszert hatdroznak meg, amely a Markov-lanchoz tartoz6 alap egyenlet. Mivel a
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fert6zott cstucsok szama legfeljebb 1-el valtozhat minden idépillanatban, ezért az

alapegyenlet a kovetkez6 blokkdiagonalis alakban irhato:

Xk = ARXF1 4 pEXk L ok xR k=0,
ahol AY és OV nullmatrixok. Méatrixos alakban irva:
X = PX,

ahol

B C° 0 0 0

Al Bt 0 0

0 A? B2 (?

p—
0 0 0
AN-1 pN-1 (N-1
0 0 0 AN BY

Az AF matrixok a fertézés folyamatat irjak le, vagyis egy Afj elem adja meg az
S]]-“_l allapotbol az SF allapotba térténd Atmenet ratajat. Mivel az S*~1 halmaznak
ce—1, SF-nak pedig c; részhalmaza van, ezért az A¥ matrixnak ¢, sora van és c_;
oszlopa. Egy Afj elem akkor lehet nem 0, ha az Sf’l és SF allapotok pontosan egy
csicsban kiilonboznek, legyen ez az [ cstics melyre Sf‘l(l) = S és SF(l) = 1. Még
sziikséges, hogy létezzék olyan r # [ csics melyre g, = 1 és S]]-“_l(r) = I, vagyis az

Sf’l allapotban az [ egészséges csiicsnak van fertéz6 szomszédja a grafban. Ekkor
Afj =7i{re{l,2,...N}: g, = 1,8;-“_1(7’) =1}

A C* matrixok a gyogyulas folyamatat irjak le, vagyis C}; elem adja meg az Sf“
allapotbol az SF allapotba torténd dtmenet ratajat. Mivel az S**! halmaznak cpy1,
SF-nak pedig ¢, részhalmaza van, ezért a C*-nak ¢, sora és ¢, oszlopa van. Egy
C}; elem pontosan akkor nem nulla, ha az 8]]-”1 és az SF allapotok egyetlen cstics
allapotaban térnek el, legyen ez a csics [ és Sf“(l) = I, 8¥(l) = S valamint minden
m # [ csticsra i (m) = SF(m) . Ekkor CF = .

A B* matrixok az S} — S} atmenetek ratait adjak meg, igy ezek diagonalis

méatrixok ¢, sorral és oszloppal. Meggondolhato, hogy egy ij elem csakis akkor
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lehet nem nulla, ha ¢ = j. Mivel a P matrix minden oszlopdsszege 0, ezért konnyen
meghatarozhatéak a B matrix diagonalelemei is:

Ck+1 Ck—1

k __ k+1 k—1
Bli=-Y Akt N "okt
J=1 Jj=1

Irjuk most fel a alap egyenleteket a harom csicst teljes graf esetében! Ekkor
a graf allapottere a 22 = 8 elemfi halmaz, melyet az I tipust csticsok szdméanak
megfelelen négy osztélyra oszthatunk, ezek X° = Xgg5, X! = (X155, X515, Xs571),
X? = (X115, X151, Xs11) €8 X2 = Xp77. A harom csiiest grafhoz tartozo P matrix a

kovetkez6 alaku:

B Cc® 0 0
At Bt C' 0
P pu—
0 A? B* (7
0 0 A B?

Teljes graf esetében az egyes részmatrixok:

B=0.  =(y7 7).

0 =27 — v 0 0 v v O
A= 0 |, B'= 0 27 — v 0 , Cl=1~ 0~ |,

0 0 0 —27 — 7 0 v ~

T 7 0 —27 — 2 0 0 ol
A= r07 |, B= 0 —27 — 2y 0 , =] 4

07 7 0 0 —27 — 2y ol

ABZ(?T 27 27’), B = (-3).

Ekkor az X = PX differencialegyenlet-rendszer a kdvetkezs alakban irhato:

X0 = B°X°+C°X!,
X! = A'X°4+ B'X'4+C'X?,
X2 = A’X'+4 B2X?4(C?X3,

X3 = AX?+BX
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A fenti egyenletekben az X' és X? vektorokat kifejtve megkapjuk a teljes 8 egyen-

letbél all6 egyenletrendszert.

Xsss = vXrss +7Xsrs +7Xssr,

Xiss = vXus+7Xisr — (v +27)Xss,

Xsrs = vXns +7Xsir — (v +27) Xsrs,

Xssr = YXrsr +7vXsi — (v + 27) Xssr,

Xirs = 7Xrss + 7 Xsrs + X1 — 2(v + 1) Xus,
Xist = 7Xrss + 7 Xssr + X1 — 2(y + 1) Xrs1,
Xsrr = 7Xsrs + 7Xss1 + X1 — 2(v + 1) Xsrr,

X = 2rXps+21X5sr + 21 Xsir — 37Xy (2.16)

A fenti eljardshoz hasonléan barmilyen graf esetén felirhaté az egyenletrendszer
amely az SIS dinamikat leir6 Markov-lanchoz tartoz6 alap egyenlet. Megjegyezziik,
hogy az igy kapott rendszer mar egy N = 20 csticsu graf esetén is igen nagy méretd
lesz, hiszen ekkor az allapottér 22° elemi halmaz, igy a P méatrix mérete is ekkora.
Ezért érdemes az egyenletek szamanak csokkentésére dsszevonasokat illetve kozeli-
téseket alkalmazni. Erre mutattattunk két példat a megeléz6 alfejezetekben, most
pedig megmutatjuk, hogy a harom csicsu teljes graf egyenleteit hogyan érdemes
0sszevonni.

Tehéat tekintsiik a (2.16) egyenleteket. Az Gsszevonas lényege az, hogy azokat azon
differencidlegyenleteket amelyek ugyanazon osztalyba tartozé allapotokhoz tartoz-

nak Osszeadjuk és ezekre 0 valtozokat vezetiink be. Vagyis:
22 =X0 =X+ X0+ X3, 2 =XP+ X5+ X5, 2= X
Az ezekhez atrtozo egyenletek pedig a kdvetkezsk:

20 = ’yxl,

' = 29z — (21 + )z,
22 = 3ya® + 21zt — 21 + )2,

23 = 272 — 3ya®, (2.17)

Az igy kapott egyenletrendszert méatrixos alakban irva:
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0~ 0 0
‘ 0 —(27+7) 2~y 0
= x.
0 27 —2(t+7) 3y
0 0 2r  —3y

A fenti matrix megkaphat6 a P matrixbol, mégpedig tgy, hogy az A, B, C részmétri-
xok oszlopdsszegeit vessziik. Megjegyezziik, hogy az 6sszevonas feltétele az, hogy az
egyes A matixok oszloposszegei megegyezzenek. Ez azzal magyarazhato, hogya a graf
szerkezete a fertGzés soran tud érvényesiilni, igy az az A métrixokban tiikrozédik.
Az 6sszevonassal kapott egyenletrendszer 8 helyett csak 4 egyenletet tartalmaz,
ami nyilvan kevesebb informaciot tartalmaz, viszont a szadmunkra érdekes mennyi-
ség, nevezetesen a fert6zd illetve egészséges csicsok szamanak varhato értéke igy is

felirhato. Ez a varhato érték definicidja alapjan:
[1](t) = 2 (t) + 22%(t) + 32°(t), [S](t) = 32°(t) + 22" (t) + 2*(¢).

Megjegyezziik, hogy altalanos esetben nem mindig trivialis, hogy hogyan vonjuk
Ossze az egyenleteket. Erre egy modszer a graf automorfizmus csoportjainak vizs-
galata, és az egy csoportba tartozo egyenletek Gsszevonésa. A kovetkezGkben meg-
mutatjuk, hogy teljes graf esetén a graf automorfizmuscsoportjat hasznalva a 2V
egyenletbdl allo alaprendszer 6sszevonhatd N + 1 egyenletbdl all6 rendszerré. Mivel
a teljes graf permutéciocsoportja az Sy permutaciocsoport, igy az egy S' osztalyba
tartoz6 allapotok Gsszevonhatoak. Vagyis azon allapotok, ahol az I csiicsok szadma
megegyezik Osszevonhatok. Ezzel kapjuk az N + 1 1j osztéalyt [7]. Az Osszevonéas

matrixa a kovetkezs T matrix:

Sy 00 0
0% 0 0

T = :
0 0 0
0 0 0 Sy

ahol Sy = (1,1,...,1), ¢ hosszisagu vektor. Az 4j ismeretlen fiiggvények pedig

ck
o= XF = 5"
j=1
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Az X* fiiggvényekre vonatkozo (2.15) egyenletrendszer c* egyenletbsl &ll, ezeket

Osszeadvas:

ok = S AFLE T 4 S BRak 4 SO (2.18)

A fenti egyenletben S, A és S;, B értékei kiszamithatoak, amikkel a kovetkezd egyen-

letrendszert kapjuk:

20 = vyt
ok = (k+ 1)y 4 (k= )N — k + 1)k~ — (K(N — k)T + kv)a*

N = (N =17z — Ny, (2.19)

ahol k = (1,2,...,N —1).



3. fejezet
A részgraf megkozelités

Ebben a fejezetben a jarvanyterjedés vizsgalatanak egy mésik modszerét, az Ggy-
nevezett részgraf (subsystem) megkozelitést mutatjuk be STR dinamika esetén [1].
Most a populacié minden egyede harom kiilénb6z6 allapotban lehet egy adott idé-

pillanatban:
o S: fertGzhetd (Susceptible),
o [: fert6z6 (Infectious),
e R: meggyogyult (Recovered).

Az id6ben lezajlé folyamat soran egy egészséges egyed megfert6zédhet, és egy ferts-
z0tt egyed meggyogyulhat, de 4jbol nem tud megfert6z6dni, vagyis kikeriil a rend-
szerbol.

Az egyes egyedek allapotat minden idGben két vektorral fogjuk lefrni: [-vel és
S-el, ahol I; = 1, ha az 4. csics fert6zott és 0 kiilonben, hasonléan S; = 1, ha
az 1. csucs egésszéges és 0 kiilonben. A fertézés és a gyogyulas folyamatat most is
fiiggetlen Poisson-folyamatnak tekintjiik 7 fert6zési illetve v gyogyulasi ratakkal.

Jelolje A € {0,1}*N az N csticsii halozat szomszédsdgi matrixat. Ekkor felirhato

17
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a kovetkezd differencidlegyenlet-rendszer:
(S = - ZAUT (SiL;)

(L) = ZAUT (i) = (L),

N
<Sz]]> = Z ]kT SS Ik Z Azsz IkSI> AUT<SZI]> _/V<Si-[j>a
k=1,k# k= lk:;éz
<SzSJ> = Z AjkT SS Ik Z AMT IkSS> (31)
k=1,k#1i k=1,k#i

Ahol (S;) és (I;) annak a valoszintiségét jeloli, hogy az i. cstcs egészséges illetve
beteg az adott idépillanatban. (A;B;) annak a valészintisége, hogy az i. cstcs A, a
j. csucs pedig B allapotu, hasonloan értelmezziik a (A;B;Cy) jelolést is.

Példaul az <]Z) -re vonatkozo egyenletet a kovetkezs képpen kapjuk meg. Az i csicsot,
ha az S allapott, akkor barmely fert6z6 szomszédja meg tudja fertézni 7 rataval,
igy az S;I; éleket T-val szorozva és Gsszegezve kell bevenni az egyenletbe. Ha pedig
az 1 csucs fert6zott allapoti, akkor v rataval meg tud gyogyulni, és ezzel kikeriil az
I; allapotbol.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fenti jel6lések nem kovetelik meg, hogy a parok
illetve harmasok kozott élek fussanak.

Az egyenletrendszer teljessé tehetd, ha felirjuk a megjelené harmasokra, négye-
sekre és igy tovabb az egyenleteket. Ezzel azonban a csticsok méretével exponenci-
alisan novekvd méretd egyenletrendszert kapunk, ami mar 6t cstcst graf esetében
is tul nagy ahhoz, hogy gyorsan meg tudjuk oldani. Ezért altalaban kiilonb6z6 ko-
zelitéseket szoktak felirni a harmasokra, négyesekre, stb., ezzel valamilyen szinten
lezérva az egyenletrendszert. A kovetkezGkben bemutatunk két lezarasi modszert

melyek pontosak és ezek pontossagat be is bizonyitjuk.

3.1. A teljes rendszer felirasa egy példan

Elgszér megmutatjuk egy konkrét iranyitatan grafon, hogy hogyan is épiil fel

az egyenletrendszer. Tekitsiik a hdrom cstcst, nem teljes grafot, mely a 3.1 abran
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lathato. Legyen a fert6zési rata 7 és a gyogyulési rata . A csicsokra a kdvetkezs

3.1. abra. Harom csicsu ut graf.

egyenletek irhatok fel:

(L) = 7(Sil) — (L),
(L) = T(LSy) +7(Sals) — ¥(Is),
<Is> = 7(I3S5) — y(I3). (3.2)

Itt I; és I3 szerepe teljesen szimmetrikus. Mindkett6 allapot agy johet létre, ha a Io
megfertGzi Si-et illetve S3-at az Gket 0sszekotd élen keresztiil, ez 7 rataval torténik.
Valamint mindkét csiics v rataval meggyogyulhat. Io-re az egyenlet hasonlé médon
irhato fel. Az S5 cstcs fert6z6 allapoti lesz, ha az 1-es és a 3-as csticsok egyike meg-
fertézi, valamint [, meg is gyogyulhat. Az S allapotokra az egyenletek kdvetkeznek

(3.2) egyenletekbdl, hiszen csak egy S allapotu cstcs valhat I allapotava.
(S1) = —7(Sih),

<52> = —T<1152> - 7’<52]3>7
(Ss5) = —7(I,S5). (3.3)
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A fenti egyenletekben megjelentek az élek allapotaira a valosziniiségek, igy azokra

is fel kell irni az egyenleteket:

(S1L) = 7(S19:05) — 7(S1 1) — v(S1 1),
(I1Sy) = —7(I18515) — 7(I,.S5) — y{(I1S5),
(SoI3) = —7(I18515) — 7(Sal3) — y{(Sal5),
(I,S3) = 7(1,5555) — 7(I555) — v(I255). (3.4)

Példaul az Sp1, él megvaltozasa a kovetkezd modon irhato. Ha S5 allapotban van
az 1 — 2 él, akkor 7 rataval az I3 csics meg tudja fertézni a 2-es csiicsot, és ezzel
az 1 — 2 él S11, allapotu lesz. Az S11, allapotban a 2-es cstics megfertGzheti az 1-es
csucsot, valamint meg is gyégyuéhat, ezzel kikeriilve az S;15 allapotbol.

Veégiil felirjuk a harmasokra az egyenleteket:

(S19913) = —7(S19515) — ¥(S1S15),
<1152]3> = —27'<]15213> — 27(]182]3),
<[1S'253> = —T<115253> — "}/<[15253> (35)

A fent (3.2)-(3.5) egyenletek teljes egyenletrendszert alkotnak, igy adott kezdeti
feltételek mellet meg lehet oldani. Tehat paldaul meghatarozhato az (1;)(t) fliggvény

t > 0 esetén.

3.2. Lezaras az élek szintjén

Legyen a grafunk Osszefiiggs és kormentes, azaz egy fa, és tegyiik fel, hogy a
rendszer kezdeti allapotat 1 valdszintiséggel meg tudjuk hatarozni. Megmutatjuk,
hogy ekkor a rendszer az élek szintjén lezarhato és a lezéras pontos. Ez azt jelenti,
hogy az élek egyenleteiben megjelen6 harmasok valoszintiségét ki tudjuk fejezni csak
az élek és csucsok valoszintségeivel, igy az egyenletrendszerben nem jelennek meg a

harmasok. Pontosabban, megfogalmazhaté a kovetkezd tétel:

3.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a graf kérmentes (vagyis egy fa) és a rendszer dlla-

pota kezdetben 1 valdszintdséggel a 3N lehetséges dllapot valamelyike. Ekkor a kévet-
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kezd egyenldségek fenndllnak minden i € {1,2,... N} estén:
(5i)(S;Sil) = (S;5:)(Silk)
minden olyan j-re és k-ra melyek dssze vannak kitve i-vel és j # k;
(Si){L;Sily) = (1;5:)(Silk)
minden olyan j-re és k-ra melyek dssze vannak kiotve i-vel és j # k.
Ekkor a tétel szerint a (3.1) rendszer ilyen zart alakban irhato:

(S)) = —ZAijT<5i1j>,

N

<Iz> = ZAz‘jT<Sin>_7<]i>,

(SiLy = > Ajlﬂ’% - > AikT% — Ai(Sil;) = v(5il;),
k=1k#i J k=1k#i g
S al (SiSH(Sil) (1x:5i) (5455)

A tételre altalanos esetben adhat6 egy hosszadalmas, a differencidlegyenletek
eszkozeit hasznalo konstruktiv bizonyitas mely elészor a [1] cikkben jelent meg. Jelen
dolgozatban a bizonyitas modszerét harom specidlis esetre mutatjuk meg, valamint

adunk egy masik, a valoszintiségszamitasi alapokon nyugvé bizonyitast is.

3.2.1. Bizonyitas egyetlen fert6zott cstics esetén

Ha kezdetben a rendszerben egyetlen fert6zott csucs talalhato, akkor a fertézés
csakis linearisan terjedhet. Tehat annak a val6szintisége, hogy a 3.2 abran lathato
harmas I;5;1 allapotban legyen 0, hiszen akar i-bdl, akir k-boél indul a betegség,

keresztiil kell haladnia a j csticson, hogy eljusson a masik cstcshoz.

Tehat példaul az

(1:S5) = (1iS;Sk) + (1;Sj1x) + (I;S; Ry)
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3.2. abra. A harom csucsi at grafon, ha kezdetben egyetlen fert6zott csics van,
akkor annak a valdszinisége, hogy az abran lathat6 I;S;I;, allapotba keriiljon a graf

0.
egyenletben a ([;S5;1;) valoszintség 0 és igy a ([;S;Ry) valoszintség is. Tehat
(1;S;) = (1;S;Sk)-

Ezzel megmutattuk, hogy egy kormentes Gsszefiiggd halozaton, kezdetben egyet-

len fert6zott cstcs esetén a (3.1) rendszer igy irhato:

(S)) = —ZAz‘jT<Sz‘fj>,

N
(i) = Z Ay (Sily) — (i),
j=1
. N
(Sily) = Z AT (Silx) — AiyT(Sil;) — v(Sil;),
k=1,k#i
. N N
<SZSJ> = - Z Asz<]1€SI> - Z AjkT<SjIk>.
k=1k+#i k=1,k#i

3.2.2. Bizonyitas harom csticsi Ut esetén

Tekintsiik a mar korabban targyalt 3.1-es 4bran lathato grafot, és a hozza felirt
(3.2), (3.4) és (3.5) egyenleteket. A tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz ezeken kiviil

a kovetkezo két egyenletre is:
<51'SQ> = —T<5152]3> és <5253> = —T<]152S3>.

Megmutatjuk, hogy az egyenletrendszer lezarhaté az élek szintjén, és a (3.5)
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egyenletekre nincs sziikség. Tekintsiik elGszor a kovetkezs kozelitést:

(1152)(Sa13)
(Sa)

Egyenldség pontosan akkor all fent, ha a(t) = 0, ahol

<]152f3> ~

a(t) = (So) (1155 15) — (11.95) (S, 13).
Vegyiik az o fiiggvény id6 szerinti derivaltjat:
a(t) = (S} (1185 I5) + (So) (1185 I5) — (11.85)(SaIs) — (11.S5)(Sa1s).
Helyettesitsiik be a megfelels derivaltakat a (3.2) - (3.5) egyenletekbdl:
a(t) = — (¢<1152> + T<5213>) (I1S213) — 2(7 + 7)(S2) (11 5213)
+ <T<115213> + (1 + 7)<1152>> (Syl3) + (I1S5) <T<115213> + (1 + 7)<5213>) .

Egyszertisitve ott, ahol tudunk kapjuk a kdvetkezd differencidlegyenletet:

a(t) = =2(1 + 7)a(b).

Ezt megoldva kapjuk:
a(t) = a(0)e 2+t

Konnyen meggondolhato, hogy «(0) = 0. Tegyiik fel, hogy a rendszer kezdeti &l-
lapota 1 valoszintiséggel [;S215, ekkor (So) = 1 és ([1.52) = (S213) = 1, amibdl
kovetkezik, hogy a(0) = 0. Ha pedig a kezdeti allapot 1 valoszintiséggel egy masik
allapot, akkor is «(0) = 0 vilagos. Vagyis a(t) = 0 minden ¢ > 0 id6pontban. Ezzel
belattuk, hogy a lezaras egzakt. A masik két harmasra, (S15215)-ra és (115953)-ra
teljesen hasonl6an miikodik a bizonyitas, felhasznalva az S.S tipusi élekre a megfe-

lel§ egyenleteket.

3.2.3. Bizonyitas csillag alaka graf esetén

Tekintsiik a 3.3 Abran lathato irdnyitatlan grafot. Megint legyen minden cstcsra

a fertézési rata 7 és a gyogyulasi rata . ElGszor irjuk fel a grafhoz tartozo teljes
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3.3. abra. 4 cstcsu csillag graf.

rendszert, mert a bizonyitdshoz majd sziikségiink lesz bizonyos egyenletekre.

A cstcsokra vonatkozo egyenletek a kovetkezdk:

(h) = 7(SiL) —~(I),

(L) = 7(SaL) —(I),

(I = 7(Ssli) —v(Is),

(I) = 7(IiS4) + 7{IzS84) + T(I3Ss) — (L4
(1) = —7(SiL),

(S2) = —7(SaL),

(Ss) = —7(Ssl),

(S)) = —7(LSs) — T(1,Ss) — T(I354)

(SiL) = T(SiL,S4) + 7(S11354) — (T +7){(S114),
(o) = T(I,5584) + 7(S51351) — (T +7)(S21y),
(S51)) = T(,S354) + 7(1,5554) — (T + 7)(S51y).
(ISy) = —7(I11,5,) — 7(I I3S4) — (T + ) {(1154),
(1,S)) = —7{I11,5:) — 7(I1155,) — (T + ~){I254),
(IS)) = —7(I1135;) — T(II55:) — (T + 7){I554).

($184) = —7(S11,5,) — T(S1I55,),

(9254) = —7(I1555,) — 7(S5155),

<53.S4> = —T<[15354> — 7'<[253S4>.
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A megjelené harmasok allapotaihoz tartozé egyenletek:

(I1558)) = —7(I,S2135,) — (7 4 7){115:54),
(I,S55,) = —7(I,155955,) — (T 4 7){115554),
($11,8)) = —7(S11,155)) — (T + ) (51 S4),
(I,958,) = —7(I,1,5554) — (T + 7)(1,5554),
(51158,) = —7(S11,135,) — (T 4+ 7){S11554),
(89138, = —7(I1S5I55y) — (T + 7)(S2155,),
(1,S)) = —7(IL1155,) — 2(7 + y){111,5,),
(L1S)) = —7(I11,155,) — 2(1 + ) {11 155,),
(ILI3S)) = —7(L LIS —2(1 + ) (II354).

Lathato, hogy kétféle harmas lezarasara van sziikség: az S — S —Tés I —S—1
tipustiakra. Most a grafban harom kiilonb6z6 harmas van, az (1,4,2), (1,4,3) és
(2,4,3). Elegendd lesz csak az egyiket bizonyitanunk, a tobbit ugyanigy lehet. Tehat

célunk a kovetkezd két Osszefiiggés igazolasa:

(S4)(S113Ss) = (5154)(I354),
<S4><]1]384> = (IlS4><]3S4> (36)

Ezeket nullara rendezve kapjuk:

(S4)(S11354) — (S184)(I354) = 0,
<S4><11]354> - <[1S4><1354> - 0

Vezessiik be a kovetkez§ fiiggvényt:
= <S4><51]354> — <Sls4><]354>

Derivaljuk le és helyettesitsiik be a derivaltak helyére a teljes rendszer megfeleld

egyenleteit. Ekkor kapjuk:

021 = —(T+’Y)Oél — TQg — T3 — TOY. (37)
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Ahol

ay = ([154)(S11354) — (S154)(I113S,),
3 = <IQS4><51[354> — <5154><[21384>,
gy = <S4> <31]2]354> — <I3S4><81]QS4>.

Derivaljuk le as-t:

ay = =2(1 +v)ay — Ty — Tag, (3.8)

ahol

a5 = <_[1]QS4><SII3S4> — <Sl]254><]1]354>,
Qg = <1154>(51[2135'4> — <SlS4><11[2[354>.

az és ay derivaltjait hasonléan kaphatjuk meg. as-6t is lederivalva kapjuk:
as = =3(7 +v)as — Tay — Tas, (3.9)
ahol

Q7 = (11]2[354><S1[354> - <51[2[354><[11354>
ag = <11]21334><81]284> - <Sl]2[354><_[1.[254>.

ag derivaltjat szntén hasonldéan kaphatjuk meg. Végiil a; és ag derivaltjait véve
kapjuk, hogy
027 = —4(7’ + 7)0(7 és 028 = —4(7’ + 7)&8. (310)

Ezeket mar meg tudjuk oldani: a7 (t) = ar(0)e 4T+ &5 ag(t) = ag(0)e T+, Fel-
tehetd, hogy a kezdeti allapot egy valoszintiséggel a 3* = 81 lehetdség egyike. Ezzel
kénnyen lathato, hogy a7(0) = 0 és ag(0) = 0 és igy az(t) = 0 és ag(t) = 0 min-
den t > 0 esetén. Ebbdl az as-re felirt egyenlet is megoldhato, és hasonlo érveléssel
as(t) = 0 is fennall minden ¢ > 0 esetén, ugyanez igaz ag-ra is. Kovetkezésképpen
as =0, és ag = 0, ay = 0. Ezeket felhasznalva lathato, hogy oy = 0, ami a bizonyi-
tasunk célja volt. Teljesen hasonl6 modon lehet megmutatni, hogy a (3.6) egyenlGség
is fennall.

A teljes rendszert a MATLAB programcsomag beépitett ODE45 megoldojéaval

megoldva numerikusan kiszamithatok a (3.12) tételben szerepls egyenl@ségek jobb
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illetve bal oldalai. Ezeket szemléltetik a 3.4 abrak.

515,75, LESE,

. 5,515, 5 LSPLE;

3.4. dbra. A 4 cstcsu csillag alaka graf esetében a teljes egyenletrendszert felirva és
numerikusan megoldva 6sszehasonlithato a 2.1 tételben szerepls egyenlségek jobb és
bal oldala. A bal oldali 4bran az S;1,5, allapotra vonatkoz6 egyenléség két oldalanak
fiiggvénye, mig a jobb oldalin a I;1,S, allapotra vonatkozd fiiggvények lathatoak.
Folytonos vonallal mindkét esetben az egyenlGségek bal oldala, pontozottal pedig a

jobb oldal van &brazolva.

3.2.4. Fiiggetlenségen alapulé bizonyitas

Tekintslink egy kormentes grafot és azon a kdvetkezs, a 3.2.1 tételben szerepld

lezarasokat:

(355 (S 1Ix) (£:S5)(Silk)
(S;) (Sj)

ahol 7,7 és j, k csucsok kozott fut él. Egy kormentes grafban, ha egy j csics a t.

idgpillanatban S tipusi, és egy k szomszédja I tipusi, akkor a k cstcs j barmely
masik szomszédjanak az allapotat nem tudja befolyasolni. Vagyis egy S tipust cstcs
barmely két szomszédjanak az allapota egymastol fiiggetlen. Ezt az észrevételt fel-

hasznalva felirhatjuk a kovetkezdket:

(L] S;) = (L] Sj) (k] S;)-
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Ahol (A4;|B;) a feltételes valoszintiséget jeloli, vagyis annak a valészintsége, hogy az
1 A allapotu feltéve, hogy a j cstics B allapota.
Ha I;1), és S; is fennall egy adott ¢ id6pillanatban, akkor 1;S5;1; is fennall, ezért

a fenti egyenlGséggel ekvivalens:
(1:51x|S;) = (1:S;19;)(S;1x| S;)-

Felhasznélva a feltételes valoszintiség tételét:

ey iSi){(Sidk)
<[zSJIk|SJ> <Sj>2 :

Mivel I;S;1; esetén S; is bekovetkezik, ezért (1;S;1;]5;)(S;) = (1;9;1k). Ezt felhasz-

nalva kapjuk a tétel allitasat:

(1:S5)(S;11)
(S;)

A masik esetre hasonl6 érveléssel kapjuk, hogy az egyenldség fennall.

(I,S;1,) = (3.11)

3.3. Lezaras a harmasok szintjén

Tekintsiik az 3.5 abran lathato grafot, melyet a tovabbiakban lollipop grafnak
neveziink. Ebben a részben meg fogjuk mutatni, hogy a grathoz tartoz6 rendszer
egzakt modon lezdrhatd a harmasok szintjén. ElGszor felirjuk a teljes egyenletrend-

szert, mivel azokat a bizonyitasban hasznalni fogjuk. Az egyenletek a csicsokra:

3.5. 4bra. Lollipop graf.
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(S1) = —7(SiL) — T(S,I5)

(S)) = —7(I1Sy) — 7(Sy13),

(Ss) = —7(I,Ss) — 7(I1Ss) — 7(SsI4),

(S1) = —7(I3S4)

(I) = 7(S1L) +7(S1Is) — (1)

() = 7(I1Ss) + 7(Sals) — ¥(Is),

(I) = 7(I,S5) + 7(1,S5) + 7(S51,) — v(I3),
(L) = 7(I381) — (L)

Az élekre vonatkoz6 egyenletek:

(S15) = T(S18:05) — T(S1 L 13) — (7 4+ 7){(S115),

(I1Sy) = 7(S18505) — 7(I1S513) — (T + ) {11.5,),

(S1I3) = 7(S115S5) — T(11S513) — (7 + 7)(S11s),

(I,Ss) = 7(S11,85) — 7(I 1,S5) — 7(I, Ss1,) — (T +7){I, Ss),
(SoI3) = T(I155S5) + 7(S851,) — T(11S515) — (7 4 7)(Sa13),
(I,S3) = 7(1,5585) — 711 1,83) — 7(I1S514) — (T + ~)(I253),
(Ss1,) = —7(I1S51y) — T(I,S51s) — (T + v){(S514),

(I5)) = 7([S354) + 7(1,5554) — (T + 7)(I554).

(S182) = —7(S1513),

(S195) = —27(S11,S5) — 7(S1S514),
(9553) = —27(119555) — 7(S2551,),
(958, = —7(I,5554) — 7(I555,).
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A harmasokra az egyenletek:

($19:05) = 7(5185851s) — (27 +7)(S1 5o 15),

(S1I13) = 7(S11,851s) + 7(S15215) + 7(S11555) — 2(7 + v){(S1 o I5),
(ISo03) = 7(1,55851,) + 7(115555) + 7(S15515) — 2(7 + ) (11.5213),
(511,83) = —7(S11,851,) — (27 + ){S11555),

(IL1,S5) = 7([5S5) + 7(S11:53) — T{I1 [,S314) — 2(7 + y)([1 [55),
(I1S51,) = 7(S11,851s) — 7(I11,851,) — 2(1 + v){1,S51,),

(I19:53) = —7(I152551,) — (27 + 7)([15555),

(92531) = —27(115:5514) — (T + 7){S29514),

(I,S31,) = 7([S5851s) — 7(I11,551,) — 2(1 + v)(1,551,),

(I,555)) = 7(51155955:) — 7(I11555,) — (T + ~){I15554),

(I9551) = 7(I19:5554) — 7(I11:5354) — (T 4+ 7){I25554),

($1531) = 27(S1155514) — (T +~)(S1.551,),

(51555) = —7(815955514).

Végiil a négyesekre az egyenletek:

<5152.53[4 = —(T+’y><515253[4>,

<51]2'53]4 == —(37’+2’7)<51]253I4>,

(1155951, = —(37 + 27)(11.55551,),

<81[25’354 = —(27’ + ’Y) <81[25354>,

= T<]13233I4> + T<51]283S4> — 2(7’ + 7)<11]QS3S4>,

)
)
)
(11,551,) = 7(I185851,) + 7(S1155514) — 3(1 + ) {11 1,551,),
)
(I,1,555,)
)

<1152S3S4 == —(27' + ’)/) <11525354>.

Amint lathaté 6sszesen hét kiilonb6z6 allapota érdekes a fenti graf allapotainak.
Ezek koziil is, mivel az 1-es és a 2-es cstucsok szimmetrikusak, elegendd négy allapo-
tot tekinteni: [ —S—-S—-S, - S—-S—I1,1—1—-S5—S5,1—1—S5—1. A lezarasnak
a lényege az lesz, hogy a grafot két részgraf egyesitéseként tekintjiik, és figyelembe

vessziik a kozos résziiket. Esetlinkben ez az 1 — 2 — 3 és a 3 — 4 cstcsokbdl 4llo
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haromszog illetve él, a kapcsolat a kettd kozott pedig a kozépss 3-as cstics. Vegyiik
észre, hogy a megjelen négyesekben a 3-as cstics allapota minen esetben S. Ez azzal
magyarazhato, hogy az egyenletrendszer felépitése soran mindig Osszefiiggd részgra-
fok allapotai keriilnek be a rendszerbe. Egy cstics akkor jelenik meg I allapottal, ha
az egy ilyen Osszefiiggs rendszer &llapotat befolyasolni tudja. Jelen esetben a 3-as
csucs akkor tudna megjelenni I allapottal ha az 1,2 és 4-es csticsok Osszefiiggek
lennének.

Megfogalmazhato a kdvetkezo tétel:

3.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a rendszer dllapota kezdetben 1 valdsziniséggel a 3V
lehetséges dllapot valamelyike. Ekkor a 3.5 grdf dllapotaira fenndll a kévetkezd eqyen-

ldség:
<S3><A18253C4> - <A18253><5304>, (312)
ahol A, B és C'" mindegyike az S, 1 dllapotok egyike.

A teljes egyenletrendszert a Matlab beépitett ODE45 megoldojaval megoldva
numerikusan is leellenérizhets a tételben szerepld allitds. Az ezekre kapott eredmé-

nyeket szemléltetik az (3.6) abrak.

A fejezet tovabbi részében két bizonyitast adunk a fenti tételre. Az els§ egy
hosszadalmas konstruktiv bizonyitas lesz, a masik pedig egy valoszintiségszamitasi

eszkozoket hasznald révidebb heurisztikus bizonyitas.

3.3.1. Bizonyitas differencidlegyenletek segitségével

A bizonyitast csak az ([159:535,) allapotra fogjuk bemutatni, a t6bbi esetben
teljesen hasonlo modszerrel lehet igazolni az allitast. Tehat a kdvetkezs egyenl&séget

szeretnénk igazolni:

<Sg><[1525354> = <]15253><53S4>. (313)

Vezessiik be a kovetkez6 o fiiggvényt:

a = (S3)(11555584) — (1,5555)(S5S4). (3.14)
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3.6. dbra. Minden el6forduld négyesre a (3.12) egyenldség jobb és bal oldalanak
numerikus 0sszehasonlitdsa. Az egyenlség jobb oldala folytonos vonallal, mig a bal

oldala pontozottan abrazolva.

Derivaljuk le a-t az id6 szerint:
& = (S)(I1529554) + (S5)(11.925554) — (I15255)(S3S4) — (11.5295)(S554).
Behelyettesitve a megfelel§ derivaltakat az egyenletrendszerbdl:
G =— (T<1153> + 7([2S3) + T(ng4>> (11595354) — (S3) ((27 + 7)([1525354>> +

+ <T<115253]4> + (27’ -+ ’Y><115253>) <SgS4> + <115253> < + 7'<1153S4> + T<.[25354>)
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Majd csoportositva a megfelels tagokat kapjuk:
&= —(21 +y)a+Taz — Tas, (3.15)
ahol

ar = (S3Ii)(115555Ss) — (S3Su) (11525514
oy = (05:85)((118581) — (BSsS1)) = ((118s) = (BS5)) (11828584)

El6szor foglalkozzunk as-vell Ezt is derivaljuk le:
g = —(37 + 2y)ag — Ty — Tas, (3.16)
ahol

Qy = <IIS3I4><IIS2S3S4> - <IIS3S4><IIS2S3I4>
a5 = <IQS;3[4><115253S4> — <IQSgS4><[1SQSgI4>

ay-et lederivalva a kovetkez6t kapjuk:
ay = —(471 + 3y)ay + Tag + Taz, (3.17)
ahol

Qg = <SIIQSSI4><]ISQS3S4> - <SIIQS3S4><IIS2S3]4>
ay = <[1]253S4><115253]4>— <11]253I4><115253S4>

Derivaljuk le ag-ot is. Osszevonva a megfelels tagokat kapjuk:
ag = — (57 + 37)as. (3.18)
A kapott differencidlegyenlet megoldasat ag(0) ismeretében meg tudjuk adni:
ag(t) = ag(0)e”CTH, (3.19)

Feltéve, hogy a graf kezdeti allapota 1 valoszintiséggel a 3* = 81 esetek egyike,
kénnyen lathato, hogy ag(0) = 0. Tegyiik fel példaul, hogy (1;595354)(0) = 1, ekkor
(I1155514)(0) = (S115555,) = (11525314) = 0, és ezek alapjan ag(0) = 0. Tehat azt
kapjuk, hogy ag(t) = 0 minden ¢ > 0 esetén.
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Derivaljuk le ar-et is. Ekkor 6sszevonasok és egyszertisitések utan kapjuk, hogy
ary = —(b7 +4y)a; — Tag = — (57 + 47) . (3.20)

a7(0) ismeretében az egyenlet megoldasa: az(t) = az(0)e” 4" Az elgbbiekhez
hasonl6 megfontolas utan lathato, hogy a7(0) = 0, és igy az(t) = 0.

Felhasznalva az ag-ra és ay-re kapott eredményeinket:
ay = —(47 + 37)au, (3.21)

melyet megoldva kapjuk, hogy ay(t) = 0 minen ¢ > 0 esetén.
Térjiink vissza as-re, és derivaljuk le ezt is. Egyszertisitések és 0sszevonasok utan
kapjuk:
as = —(47 + 3v)as + Tay = — (47 + 37)as. (3.22)

Tehat as(t) = as(0)e”“+37 Most is véggigondolhato, hogy as(0) = 0, és igy

as = 0. A fentieket felhasznalva as-re is egy autoném differencidlegyenletet kapunk:
dg = —(37' -+ 2’}/)052, (323)

melynek megoldasa: as(t) = ag(0)e” G2t = 0, hiszen ay(0) = 0.
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a (3.14) egyenlettel megadott v = 0, még meg
kell vizsgalnunk ag-at is. Ezt is derivaljuk le. Osszevonva a megfelels tagokat a

kévetkez6t kapjuk:
az = —(47 + 3v)as + Tay + Tas + Tag + Tag.
Figyelembe véve, hogy mar megmutattuk, hogy ay =0 és a5 = 0:
as = —(47 + 3y)as + Tas + Tay, (3.24)
ahol

Qg = <IIS2S3><51[2SSS4> - <SII2S3><IISQS3I4>
Qg = <[1[233><[1SQSBS4> - <[15283><11[25334>

Ezeket is derivaljuk le és vonjuk 6ssze a megfelels tagokat.

dg = —(47 + 2v)ag + Tag,

ag = —(47 4 3y)ayg — Tag — Taz.
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Mivel ag = 0, és ag(0) = 0, ezért ag = 0. Hasonléan a; = ag = 0 miatt és
ag(0) = 0 miatt ag = 0. Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy as = —(47 + 37)as,
ebbdl pedig kovetkezik, hogy as = 0. Az el6bbi szamitasainkat felhasznalva kapjuk,
hogy & = —(27 + 7)a, amit megoldva a(t) = a(0)e~ ™™, a kezdeti feltételre tett
feltevésiink miatt «(0) = 0, és igy a(t) = 0, ami a bizonyitasunk célja volt.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a lollipop grafban a rendszer lezdrhaté a harmasok
szintjén, vagyis a négyesekre felirt egyenletekre nincs sziikség, hiszen azok mind-
egyike egzakt modon kifejezhets a megfelel§ harmasok, élek és cstcsok felhasznéala-

saval.

3.3.2. Fiiggetlenségen alapul6 bizonyitas

Ahogy méar a fejezet els§ felében is emlitettiik, abban az esetben, ha a graf
allapota két részre oszthato ugy, hogy a kozos csics S tipusi, akkor a két részgraf
allapotai egymastol fiiggetlenek. Ebben a részben ezen fiiggetlenség felhasznélasaval
szeretnénk bebizonyitani a 3.3.1 tételt.

Tehat tekintsiik a kdvetkezs lezarast:

<]1‘S’253> <S3]4>
(S3) '

Mivel az 1 — 2 él allapota fiiggetlen a 4-es csics allapotatol, ezért az (I1S5514|S3)

(119585 1,) = (3.25)

feltételes valoszindség igy irhato:
<1132[4|53> - <[1SQ‘53><[4’53>

Valamint a feltételes valoszintiség tételét felhasznalva fennall:

(11.5253) (S314)
(S3)? .

Mivel az 15,551, allapot bekovetkezésekor S is fennéll, ezért (11.555314]S53)(S3) =
(I155531,). Ebbdl és az el6z6 egyenlséghol kovetkezik a tétel allitasa az 1.SST alla-

<[1SQSSI4‘SS> = <IISQSSIS3><SSI4|S3> =

potra:
(115255)(Ss1y4)

(Ss)

A t6bbi allapotra a bizonyitas teljesen hasonléan mikodik.

<1152SSI4> =



4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban betekintést nydjtottunk a halozait folyamatok differencidlegyen-
leteinek elméletébe. SIS dinamika esetén bemutattuk a dinamikat leiré (2.1) egyen-
letrendszert, annak kétféle lezarasi modszerét és a Monte-Carlo szimulaciot. A leza-
rasokkal felirt egyenletekek helyességét a szimulacidéval valé numerikus Osszehason-
litassal vizsgaltuk meg a teljes, ErdGs-Rényi és regularis véletlen grafok esetében.
Ezt a MATLAB programcsomagban valositottuk meg, a lezarasokkal felirt egyenlet-
rendszerek megoldasahoz a beépitett ODE45 megoldot hasznaltuk, a szimulaciohoz
pedig a 2.2 fejezetben ismertetett algoritmushoz {rtunk egy programot.

STR dinamika esetén ismertettiik a részgraf megkozelitést és a hozza tartozod
(3.1) differencidlegyenlet-rendszert. A lezarasi lehet&ségekre ismertettiink két tételt,
3.2.1-et, és 3.3.1-et. Az els6t egy fa szerkezetii Gsszetett grafra mondtuk ki, és ha-
rom speciélis esetben adtunk egy-egy konstruktiv bizonyitast. Az alatlanos esetre
vonatkozo6 igen hosszadalmas bizonyitas megtalalhaté a [1]-ben. A maésodik tételt
az ugynevezett lollipo graf esetére mondtuk ki. Itt szeretnénk megemliteni, hogy
ez a tétel sajat eredménynek is tekinthet6. A MATLAB programcsomag segitsé-
gével a teljes egyenletrendszert megoldva modunk van Osszefiiggéseket keresni az
allapotfiiggvények kozott. Az igy kapott eredményeket mutatjak a 3.4 és 3.6 abrak.
A bizonyitas kidolgozasdhoz az els§ tételben szerepld Gtletet hasznaltuk fel.

Tovabbi kutatasokhoz érdemes lehet egy olyan programot irni amely legeneralja
a grafthoz tartozo teljes egyenletrendszert, hiszen igy egy adott garf allapotaira vo-

natkoz6 barmely sejtésiinket konnyen leellenérizhetjiik. Ez a modszer csak kisebb
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grafok esetében hatékony, hiszen egy N csticsti grafnak 3V allapota van, igy az
differencidlegyenlet-rendszer is 3V egyenletbél all. Ezért érdemes lenne a megfigyelé-
seinkbdl levonni egy altalanos estre vonatkozo kovetkeztetést és arra egy bizonyitast

kidolgozni.



Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom témavezetémnek, Simon Péternek, aki itmutatasaival, vég-
telen tiirelmével segitette munkdmat. Mindig szakitott ram id6t és tanacsaival, ész-
revételeivel nem csak jelen dolgozat elkésziilését segitette, hanem ezen tilmutatod
szakmai képességeket is tanulhattam téle.

Halaval tartozom csaladomnak és bardtaimnak is akik az elmult években szere-

tetiikkel és bizalmukkal tamogattak.
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