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1. Bevezetés

A szakdolgozatom téméjat tekintve két részbdl épiil fel. Az els6 részben olyan kombinato-
rikus optimalizalasi problémék poliéderes leirasaval foglalkozunk, melyekben kikotést tesziink
a megoldéasok elemszamara. Példdul egy iranyitott grafban kizardlag a 2 vagy 4 hosszusigui
utak kozil szeretnénk kivédlasztani egy adott célfiiggvény szerinti optimélisat. Azt az esetet
vizsgaljuk, amikor az el6irt megengedett elemszamok egy véges halmazbdl keriilnek ki, ak-
kor hogyan lehet leirni a feltételeknek eleget tevé halmazok incidenciavektorainak a konvex
burkédt. Angolul az ilyen problémaéakat a szakoridalom cardinality constrained combinatorial
optimization néven tartja szamon. Mi ezt értjilk az elemszam-homogén halmazrendszerek

poliéderes leirdsa cim alatt.

A probléma leirasa a szakirodalomban 30 évre tekint vissza. Bemutatunk egy linearis egyen-
16tlenségrendszert, ami leirja az eldirt elemszami halmazok incidenciavektorainak konvex
burkat. Ugynevezett tiltott halmaz egyenl8tlenségeket lehet megfogalmazni, melyek levagjak
a feltételnek nem eleget tevo elemszami halmazok incidenciavektorait. Ilyen egyenlétlensé-
geket eloszor az 1980-as évek elején publikalt P. Camion és J. F. Maurras, majd 2004-ben
M. Grotschel tjra felfedezte Oket. Eloszor ezzel a rendszerrel foglalkozunk, majd a probléma
altaldnositasanak iranyaban haladunk a publikdciok kronolégidjat kovetve. A leirds helyessé-
gének bizonyitasban hangsilyos szerepet kap a mohé algoritmus. Ezt a fonalat megragadva
kideriil, hogy hasonlé médon megfogalmazhatdak érvényes egyenlétlenségek akkor is, ha az
alaphalmaz egy matroid. Mutatunk egy leirast az elemszam-homogén fiiggetlen halmazok
matroid poliéderére, ami J. F. Maurras és R. Stephan 2010-es munk&jan alapul. A kovetkezd
lépésben az elemszam-homogén polimatroidok leirasaval foglalkozunk az egyre frissebb cik-
kek nyoman. Erdekes figyelemmel kisérni a bizonyitasok felépitésének véltozasat. Végil S.
Fujishige és J. Massberg eredményét mutatjuk be, mely dltalanos hatarolé fiiggvények altal
definialt poliéderek esetén mutat sziikséges és elégséges feltételt a leird egyenlotlenségrendszer
érvényességére vonatkozdan. A leird rendszerek egy tulajdonsidga kapcsan egy més témaju

munka is elokeriilt, mely atvezetett a szakdolgozat masodik részéhez.

A kovetkez6 részben egy matrixokhoz definidlt rendezéssel és annak alkalmazasaival fog-
lalkozunk. A f6 szakirodalmi forrds A. Lubiw tézise. Angolul a doubly lexical ordering el-
nevezés van hasznalatban, mi a rovidség kedvéért bi-lexikus rendezésnek hivjuk a matrix
sor- és oszlopvektorainak lexikografikusan novekvo sorrendjét és az azt létrehozé algorit-
must. Vizsgaljuk a rendezés tulajdonsidgait. A grafok szomszédsdgi métrixdnak szimmetri-

kus bi-lexikus rendezése alapjan a graf csicsainak sorrendjére is értelmet nyer a definicié



(a csticsok lexikus sorrendje) és érdekes alkalmazasokkal szolgal. A rendezés alkalmazdsaval
jol vizsgdlhatd, hogy a matrixok tartalmaznak-e bizonyos specidlis részmatrixokat, illetve
a grafokban el6fordulnak-e valamely tulajdonsagu részgrafok. Kideriil, hogy a teljesen Kki-
egyenstlyozott matrixok osztalya karakterizdlhaté ily moédon, valamint a merevkori grafok

felismerésére, a csuicsok szimplicidlis sorrendjének elGallitdsara gazdagodunk egy mddszerrel.



2. Elemszam-homogén halmazrendszerek leirasa

Ebben a részben M.Grotschel munkéja [1] alapjan mutatjuk be az eredményeket. Le-
gyen adott E={1,2,...,n} véges halmaz. Tegyiik fel, hogy E#(, azaz n>1. Egy CC2F
részhalmazrendszert elemszam-homogénnek neveziink, ha teljestil, hogy ha C tartalmazza
E-nek egy k elemszamu (0<k<n) részhalmazat, akkor £ minden k elem részhalmazat tar-
talmazza.

Példék elemszam-homogén halmazrendszerekre:
o C=2F;
e C={FCEF | |F| péros };
o C={FCF | |F| paratlan };
e C= Uy, uniform matroid koreinek halmaza.

A jelolések tomorségének érdekében bevezetjiikk a c=(cy,...,c,,) nemiires, egész szdmokbdl
allé vektort, hogy fennill 0<ci<ca<. .. <cp<n. Ezt el6irt elemszam sorozatnak nevezziik.

Bevezetjiik az alabbi jeloléseket az elemszam-homogén halmazrendszerek definiciéja alapjan:

C(n;c):={A€F | |[Al=¢ }, i=1,...,m,

C(n;c):=C(n;cy,. .. ,cm)= U, C(nse;)
A fent definidlt elemszam-homogén halmazok incidenciavektorainak konvex burkét az alabbi
poliéderrel jeloljiik:

P(n;c):=P(nic1,...,cm):=conv{ xa € R¥ | A € C(n;c) }.

Céliink P(n;c) poliéder teljes, nem redundans lefrdsahoz megtaldlni az alkalmas egyenléségeket
és egyenlOtlenségeket. Az E halmaz minden eleme maximum egyszer szerepelhet egy halmaz-

ban, az alaphalmaz elemszamanak a legnagyobb és legkisebb eldirt érték kozé kell esnie, igy

a kovetkezd egyenlétlenségeknek teljestilniiik kell P(n;c)-re:
0<z;<1,57=1,...,n, (1)

c1 < F(E) < e (2)
Azoknak az F'CFE részhalmazoknak a halmazat, melyek elemszama nem az eldirt értékek koziil
keriil ki, az aldbbiakban F-el jeloljik. Kés6bb tiltott (elemszémi) halmazokként hivatkozunk
rajuk.
F=F(ct1,...cm)={FCE | ai< |F| < ¢m, |Fl#cj, j=2,...,m — 1},
f=f(F)=max{j € {1,... m-1} | ¢;<|F| } V FeF.



Minden F-beli F' halmazra fenndll, hogy cy < [F| < cf41. A P(n;c) poliéder lefrdsakor
sziikség van olyan egyenlOtlenségekre, melyek levagjdk a nem c-beli elemszami halmazok

incidenciavektorait. Nevezziik el 6ket CF-egyenl6tlenségeknek.

CFF(m)izzjeF(Cfﬂ —|F|)z; — ngF(‘F’ —cp)ry =

= (cp41 — |FN)EE) — (|F| — c)F(E\F) < (cpa1 — [Fl)es = 5(F) (3)

[ ] ® 3 ° .E\F

= N |Fl=a

1. dbra. Egy tiltott elemszdmi részhalmazhoz tartozo CF-egyenldtlenség szemléltetése.

Az 1. dbra az F' C F részhalmazhoz tartozé CF-egyenl6tlenséget szemlélteti. Az egyenlGt-
lenségrendszer érvényességének bizonyitasa elott gonduljuk végig egy konkrét példan, mit is
jelent itt a fent definidlt korlat. Az alaphalmaz elemszdma |E|=12, az el6irt elemszam sorozat
c=(2,7,9). A kivalasztott sotét sziirkével jelolt F' halmaz tiltott elemszamu, ugyanis |F|=4,

emiatt tartozik hozzd egy CF-egyenlStlenség, ahol cyi1=7, c;=2, azaz
(7T-4)Z(F) - (4-2)z(E\F) < (7-4)3

Emiatt a részhalmazhoz tartozé CF-egyenlGtlenségben az F-beli elemek egytitthatéja 7-4=3,
mig a nem F-belieké -(4-2)=-2. Ilyen stlyozas mellett Osszegezve az z(e) értékeket (ecF) a
szumma legfeljebb 6 lehet. Azt tapasztaljuk, hogy azok a halmazok, melyek F-be legfeljebb
2 elemmel metszenek bele, azokra az egyenlotlenség teljesiil, illetve ezek koziil pontosan ak-
kor teljesiil egyenloséggel a megszoritas, ha ez egy F-beli két elemli halmaz. Ha egy TCFE
halmaz F-be 2-nél tébb elemmel metsz bele, akkor annak FE\F-be is kell metszenie, hogy
teljesiiljon az egyenlStlenség. Ezek az F' elemeibdl legalabb 3-at tartalmazé halmazok (me-
lyekre z(e)e {0,1} Ve € E) pontosan akkor teljesitik egyenldséggel a korlatot, ha az Gsszes
F-belit és még 7-4=3 E\ F-beli elemet tartalmaznak.

A tovabbiakban megfogalmazunk 4 allitast a tiltott halmazokhoz meghatarozott egyenl6t-

lenségekkel kapcsolatban.

2.1. Allitas. Minden CF-egyenlétlenség érvényes P(n;c)-re.



Bizonyitas: A kovetkez6kben belatjuk, hogy minden CF-egyenlétlenség igaz P(n;c)-re.
Megmutatjuk, hogy egy tiltott halmazhoz tartozé egyenl6tlenség minden el6irt elemszamu
halmaz karakterisztikus vektorara igaz. Legyen F€F tiltott elemszamu, f=f(F), tehdt ¢y <
|F| < cfq1és S€C(n;c) megengedett elemszami halmaz. Az F-hez tartozé C F-egyenlStlenségbe

az S halmaz karakterisztikus vektorat behelyettesitve a kovetkezét kapjuk:

(Crr=FDxs(F)=(1F[=cr)xs(B\F) = (cpp1=[FDIFNS|=(|F|=cp)[(E\F)NS].

Ha |S|<cy, akkor [FFNS| < ¢y, a kivonand6 pedig nemnegativ, igy azt elhagyva CFr(xs)<s(F).
Egyenl6ség akkor all fenn, ha |S|=cy és SCF.
Ha [S|>cy, akkor |S|>cyy1. Ekkor [(E\F)NS|=|S\F|>cf1—|F|. Az |FNS|<|F|=cy+|F|—cf

atirassal a kovetkezot kapjuk:

(cr1=IFIFNS|=([F|=cp)|(E\F)NS| <
(crrr—|FDes+(cri-| PN F|—cp) = (|F|—cp)(cr1—|F|) =(cp1—|F|)es=s(F),

egyenldség akkor &ll fenn, ha [S|=csi; és SNF=F. O

2.2. Allitas. Minden yeRE\P (n;c) 0-1 vektorhoz, melyre e1< §(E)<cp létezik legaldbb egy
olyan CF-egyenldtlenség, ami szepardlja P (n;c)-tdl.

Bizonyités: Legyen yc{0,1}*\P(n;c), c1<y(E)<cn. Legyen F az a részhalmaza E-nek,
melyre xp=y. Az y valasztdsa miatt FEF. Az F-hez tartozé CF-egyenlStlenség bal oldalan
(cf41-|F|)|F| all, ami |F|>c; miatt nagyobb, mint s(F'). Tehat y biztosan sérti az F-hez
tartozé CF-egyenlGtlenséget. [

2.3. Allitas. Zﬁ_ll 21:61;11 (}) CF-egyenlétienség van, ezek szdma dltaldban nem poli-

nomidlis n-ben.
2.4. Allitas. Egy CF-egyenldtlenség minden egyititthatdja kiulonbozik 0-tol.

Adott c=(c1,...,cn) elemszam sorozathoz definidljuk a kovetkez6 poliédert:
Q(n;e):=Q(n;c1,...,cm):={ z€ R¥ | z kielégiti az (1), (2), (3) egyenlStlenségeket }.
Az 1.1 Allitds miatt a lefrni kivant vektorokra mind a 3 egyenl6tlenség igaz, tehat
P(n;c) C Q(n;c).

Tovébba az 1.2 Allftds és az elemszam korldtok miatt azt is mondhatjuk, hogy



P(n;c)=conv{ z € {0,1}F | z € Q(n;c) }.

Tehat egy linedris célfiggvény P(n;c) poliéderen valé maximalizaldsdnak a relaxéltja a cél-

fiiggvény @Q(n;c)-n torténé maximalizdldsa.

2.1. Tétel. P(n;c)=Q(n;c) minden E={1,...,n} véges halmazra és c=(ci,...,cx,) elemszam

sorozatra.

Az 1.1 Tétel bizonyitdsdhoz j6 eszkdz a primdl és dudl mohé algoritmus vizsgalata.
Definidlunk egy mohé algoritmust, mely minden w célfiiggvényre taldl megengedett meg-
oldast a max{ w'z | z€P(n;c)} probléméira. Majd lefrunk egy algoritmust, ami a max{
wlz | 2€Q(n;c)} dudlis feladatra taldl megengedett megoldést. Ezutan belatjuk, hogy a két
célfiiggvényérték megegyezik. Ebb6l arra jutunk, hogy P(n;c)=Q(n;c).

Primal és dual mohé algoritmus

Adott E={1,...,n} véges halmaz, elemein w; silyozés (i€ F). Az el6irt elemszamok vektora
c=(c1,...,cm), ahol 0<c1 <. .. <¢p<n. Célunk megtaldlni a legnagyobb stlyd olyan halmazt,
aminek az elemszama megengedett, azaz ¢ elemei koziil valé. Az alabb bemutatott algoritmus

meghatdrozza a maximélis silyt S* C E halmazt, hogy |S*|=c¢; valamely i=1,..., n-re.

Primdl mohd algoritmus

1. Rendezziik E elemeit a silyuk alapjan nemcsokkend sorrendbe, hogy wi>ws>. .. >wy,.
2. Ha w,,, >0, akkor S*:={1,...,cn}, VEGE.

3. Ha w,, <0, akkor $*:={1,...,¢;}, VEGE.

4. Kilénben (ha w¢, <0<w,,),

e Jeloljiik p-vel azt a legnagyobb egész szdmot, 1<p<n, amire w,>0>wp1,

e Jelolje ¢ azon indexét a ¢ vektornak, melyre ¢, <p<cg41.

. \"Ca+1 .
o hi=) 1 Lw;

5. Ha h > 0, akkor S*:={1,... ,¢cq41},
kiilonben S*:={1,...,¢,}. VEGE.

Az S*-t mohé megoldasnak nevezziik. Mivel yg+ csticsa a P(n;c) polidérnek, igy w' xs+ nem
nagyobb, mint max,cp(y;c) w'z, ami pedig alsé korlitja a MaX,cQ(n;c) w'z relaxalt opti-
mumértékének.

frjuk fel a primal probléma relaxaltjat és annak dudlisat, ahogy azt a kovetkez6 abra szemlélteti.



1

0< | Y & & 1

0< v o e B B B B -1 < -C1

0< z (I 1 (e 1 < “Cm
(e~ |FI)

0 | v -(|Fl-¢) < |leprlFlle

2. dbra. A linedris programozdsi feladat mdtriza

A primél feladat:

i(E)Scmy
(cr1— I FDE(F)~(Fl-cp)F(E\F) < (c—|Fl)e; FEF,

z; >0, j=1,...,n.

A dudl feladat:

min Y0 uj—crz+eme+ Y pep(cri1—|Fl)eryr

uj—v+z+Y per jer(Crii—F)yr—>"per jer (| Fl—cp)yrzw;, j=1,...

v,z > 0,
u; >0, j=1,...,n,

yrp >0, FeF.

()

A dudl feladat megolddsa kovetkezik. A primdal mohé algoritmus kiinduldsdhoz hasonléan

a We,, >0, illetve a w,., <0 esetekre gyorsan adédik az optimadlis megoldas. Ha w,,, >0, ak-

kor z:=w.,,, uj=wj—we,, (j=1,...,cm), a tobbi valtozé értéke pedig 0. Ha w,, <0, akkor

V= —We, , Uji=w;—We, (j=1,...,c1), a tobbi valtozé pedig 0. Latjuk, hogy mindkét esetben

a dudl valtozdkhoz definidlt értékek kielégitik a korlatokat, tehdt megoldashoz jutottunk,



valamint a dudl célfiiggvény értéke megegyezik a primal mohé algoritmus sordn kapott S*

halmaz silyaval.

Hétra van még az az eset, amikor a primal algoritmus a 4. 1épésbe ér. Ekkor az 5. pontban h
értéke szerinti esetszétvilasztdssal jutottunk a megoldashoz. Definidltuk a ¢ (1<¢<m-1) in-
dexet, hogy az alaphalmaz elemei koziil a ¢, darab legnagyobb elemet kivélasztva csak pozitiv
sulyu elemeket taldlunk, mig a legnagyobb c,41 elem mar nempozitiv sulyut is tartalmaz.

Definidljuk az FoCF részhalmazt elemei felsorolasaval:
Fi:={1,2.. )k}, k=cq+1l,cq+2,... cqr1—1.

A silyfiiggvény maximalizaldsa érdekében a primal mohd algoritmus amig lehet, addig po-
zitiv elemeket valaszt ki egy megengedett elemszamu halmazt 1étrehozva. Akkor kérdéses a
valasztas, ha két olyan megengedett elemszam kozott vagyunk, ahol a kisebb c-beli elemszamu
csak pozitiv elemeket tartalmaz, mig a rakovetkezo eldirt elemszami halmazba mér negativ
elemek is keriilnek. Azt kell eldonteni, hogy ez a kettd koziil melyiknek lesz nagyobb silya.

A primal mohé algoritmus 4. lépéséhez definidlt probléma:

max wT T

z;<1, j=1,..,n,
z;20, j=1,..,n,
S (Cgpr—k)z =Yy (h—cg)zj < (cqpa—h)eg,  k=cq+1,... cq1—1.
Ennek a dudlisanak keressiik az optimadlis megoldasat:

. -1
min Z?:wfrZZ‘ZSqH (cq+1—k)cqyr,

Yry, > 07 k:Cq+1,. . ’Cq-i-l_lv
C, +171 C +171 .
Ui+ ke 1k Car1=R)YR =20 1 ke (—C)ym, 2wy, j=1,....n.

Dual mohé algoritmus h=0 esetén:

1. Legyen y}k::M k=cq+1,...,cqe1—1.

Cq+1—Cq ’
koo, Cq+1_1 * Cq+1—]_ *
2. Legyen uj'_w]_zk}:cq+1,k}2j(CQ+1_k)yFk+Zk:cq+17k<j(k_cq)yFk’

3. A tobbi valtozo legyen 0.

10



A fentiek alapjan kapott u* és y* a dudl mohé algoritmus megolddsai, melyek kielégitik
a feltételeket és ha h=0, akkor a célfiiggvény értéke megegyezik a primél mohé algoritmus
célfiiggvény értékével. Abban az esetben, ha h#0, a kovetkez6 atalakitdassal vissza tudjuk

vezetni a feladatot a h=0 esetre.

Ha h<0, akkor megnoéveljiik a célfiiggvény w; koordindtdinak értékét j=cq,+1,...,cq41-1e
oly médon, hogy a noévelés utan a nemcsokken6 rendezés az elemek silya szerint érvényes
maradjon, igy elérve a h=0 esetet. Ez nem véltoztatja meg a primal mohé algoritmus op-
timalis megoldasanak értékét, és a relaxalt dualisanak megengedett megoldasai az feladat

megoldésai lesznek a novelés utdn is. Alkalmazzuk a dudl mohé algoritmust h=0 esetén.

Abban az esetben, ha h>0, akkor csokkentjik a silyokat j=c,+1,...,cq4+1 valamely ele-

Cq+1 , 4 , . ,
ot w' = 0 és a rendezés tovabbra is fenndll az

. /. ! sz 1
mein, hogy az uj w; értékekre h'= el Wy

eredeti indexelés mellett. Ezutan I, és I; primal optimalis megoldasok értékére igaz, hogy
w(ly)=w(Iy)+h. A dudl mohé algoritmus utdn megkapjuk u’ és 3’ megoldasokat, melyekbdl

megkapjuk uj=u’+w;—wj, j=1,...,n, y*=y’ optimalis dudl megolddsokat.

*__

J
A szamolasokat itt nem kozoljik, az érdeklddé Olvasé utdana nézhet az irodalomjegyzékben

Belathato, hogy h=0 esetén u;=0, ha j=cq+1,... cq41, illetve uj=wj-we, 41, ha j=1,... cq.

feltiintetett [1] cikkben. Az algoritmus futédsideje az elemek rendezése miatt O(nlogn).

Roviden kitériink a leirds teljesen dualis egészértékiiségének kérdésére. Adott A € R™*"

matrix és b € R™ vektor altal meghatarozott { Az < b, x>0} lineéris egyenlGtlenségrendszert
teljesen primal egészértékiinek mondunk, ha a max{w'z | Az < b, >0} lineéris optimalizalsi
feladatnak van optimdlis egészértékii  megolddsa minden w € R"™ vektorra, amire 1étezik
optimélis megoldds. Azt mondjuk, hogy a linedris egyenl&tlenségrendszer teljesen duélisan
egészértékii, réviden TDI, ha a min{y"b | y4 < w, y>0} dualis feladatnak minden egészértékii
w esetén van egészértékli optimdlis y € R™ megoldésa, feltéve, hogy 1étezik optimalis meg-

oldas.
Felmeriil a kérdés, hogy mit tudunk elmondani a bemutatott leirds TDI voltardl. A [1]

cikk tartalmaz ellenpéldat, mely mutatja, hogy az itt kozolt leirds nem TDI. Tovébbi gon-

dolkodasra 0sztonzo lehet az elemszam-homogén halmazok poliéderéhez TDI leirast keresni.
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Szeparacios algoritmus

A leir6 egyenlétlenségrendszer vizsgalata sordn kideriil, hogy konnyen el tudjuk donteni egy
y € Q" pontrdl, hogy eleme-e a P(n;c) poliédernek, és ha nem, akkor taldlunk egy téle
elvélaszté hipersikot. El6szor ellendrizziik, hogy a vektor minden koordindtaja 0 és 1 kozé
esik-e, illetve y(E) c1 és ¢, kozotti értékét vesz-e fel. Tegyiik fel, hogy az el6bb emlitett
feltételek teljesiilnek y-ra.

Célunk egy olyan tiltott elemszamu halmaz megtaldldsa, amihez tartozé CF-egyenl6t-
lenség nem teljesiil y-ra. Megfigyeljiik, hogy ha y megsért egy F'€F halmazhoz tartozé CF-
egyenl6tlenséget, akkor mindig tudunk hozza taldlni olyan F*€F halmazt, amihez tartozo
CF-egyenl8tlenséget szintén sérti y. A keresett F* olyan tulajdonsdgu, hogy |F*|=|F|=k
és Zje - y; maximdlis. Tehat y koordinatdit nemnovekvd sorrendbe rendezziik, y1 > 9
> ... >y 6s F={1,...k}. Igy y akkor és csak akkor elégiti ki az F*-hoz tartozé CF-

egyenl6tlenséget, ha kielégit minden & elemszamu F'e€F-hez tartozé CF-egyenl6tlenséget.

Mohé szepardcids algoritmus P(n;c)-re:
Adott E={1,2,...,n}, c=(c1,...,cm), y € Q™. STOP azt jelenti, hogy taldltunk y-t P(n;c)-tél

elvalaszté hipersikot.
1. Ha létezik j=1,...,n, hogy y;<0 vagy y;>1, akkor STOP: y&P(n;c).
2. Ha y(E)<cy vagy ha y(E)>cy,, akkor STOP:yZP(n;c).
3. Rendezziik y koordinatait nemnovekvo sorrendbe: y1 > yo > ... > yy.

4. Vizsgaljuk k=ci1+1,..., ¢p-1 és k#c;, i=2,... ,m—1,

ha 35 (eppa-k)y— gy (k—cp)y; > (cra1—k)es, ahol  f = f({1,... ,k})

akkor STOP, ugyanis y sérti az Fy, ={1,....k} halmazhoz tartozé CF-egyenlStlenséget,
azaz y¢P(n;c).

Ha nem &llt meg az algoritmus, akkor y € P(n;c).

Az ebben a részben kozol eredményeket M. Grotschel [1] cikkje alapjan kovettiik végig.
Torténeti szempontbdl emlitésre méltd, hogy az itt targyalt egyenlotlenségrendszert J.F. Ma-

urras mar kordbban, 1977-ben publikdlta [5]-ben, tehat Grotschel tjrafelfedezte Eket.
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3. Matroid elemszam-homogén fiiggetlen halmazainak politépja

Ebben a fejezetben R. Stephan és J. F. Maurras 2010-ben publikalt cikke [2] alapjdn
vizsgaljuk az eredményeket. Legyen adott E véges halmaz, ZC2F a fiiggetlen részhalmazok
rendszere, M=(FE,Z) matroid rz(F) rangfliggvénnyel, illetve c¢=(c1,..,¢;,) elemszam el6ird

vektor. Az elemszam-homogén fiiggetlen halmazok poliédere
P4(E)= conv{x;€RE: I € INC(n;c)},

ahol C(n;c) a megengedett elemszamu halmazokat tartalmazza. Célunk megtaldlni a Pg-t
leir6 egyenlétlenségrendszert. A tovabbiakban feltessziik, hogy ¢, <rz(FE).
A halmazok elemszdmaira vonatkoz6 megkotés nélkiil az M=(E,Z) matroid fiiggetlenjeinek

poliéderét le tudjuk irni az alabbi mdédon:
Pr={z € RF | Z(F) < rz(F) V0#FCE, z.>0 VecE }.

El6szot megnéziink egy példat, hogy az el6z0 részben targyalt egyenlétlenségrendszer
hogy viselkedik matroidok esetén.

A 3. 4brén grafikus matroidot latunk, melyre az el6irt elemszamok vektora c¢=(3,4,11,12).

.‘ ............ : . ® -“':‘.
+ ‘.' .O
X B JRPTLLAN
.0 0. - ws® .O
.'- 3d . .t \
'_*‘_- . .
. -
. o .'. ‘.“_’
« ; o
P et K -
. - o
- > R
P - ‘0' :
- * -
&, ., P ‘0' -
u u e
Ry it
M ssssassssssssssssETEsEEEsEEEEEEE "y
c=(3,4,11,12) =(3,4,11,12)
|F=6 Ir(F)1=6

3. dbra. Grdfok élein tiltott halmaz egyenldtlenségek szemléltetése.

Példaként vizsgaljuk meg, miként médosulhatnak az el6z6 fejezetben leirt CF-egyenl6tlenségek
egy olyan altaldanosabb struktirdan, mint a matroid. A példa utan kozoljik a tételt és a bi-
zonyitdst. A vastag élek részgrafja egy tiltott elemszamu halmaz. Erre felirva az el6z6 fe-
jezetben megfogalmazott CF-egyenl6tlenségeket az alabbit kapjuk |F|=6, cpi1=11, cp=4

esetén:
5Z(F)-2Z(E\F) < 54.

Mivel a kivalasztott F halmaz rangja 3, minden erdd legfeljebb 3 éllel metsz bele, azaz

Z(F)<3, 2-Z(E\F) >0, igy a bal oldal legfeljebb 15 < 20. Teh&t nincs olyan megengedett
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elemszamu fliggetlenje a grafikus matroidnak, ami egyenloséggel teljesitené az egyenlotlenséget.
Moédositanunk kell a CF-egyenlStlenség forméjat, |F|-et cseréljiik r1(F')-re. Az eddigi egyen-
16tlenségek mind érvényesek maradnak, s6t igy mar 1éteznek olyan el6irt elemszamu erddk,

melyekre az egyenlGtlenség egyenlGséggel teljestil.

A P£(E) poliédert leiré rendszert igy tudjuk megadni:
(cr1 — ri(E)EE) = (r1(F) = ¢)E(E\F) < cf(esr — ri(F) (6)

VFeF, cy < |T‘[(F)| < Cf+1,

Z(F)<ri(F) Y0#FCE, (9

ze >0 VeekFE. (10

3.1. Tétel. A matroid elemszdm-homogén figgetlenjeinek poliéderét teljesen leirja a (6)-(10)

egyenlotlenségrendszer.

A P{(E) poliéderes lefrasanak elemzése soran felhasznaljuk a matroid csonkoltjanak lefrdsat.
Barmely k természetes szamra M'=(EZ"), T'={I € T : |I| < k } is matroid, amit M
csonkoltjdnak neveziink. M’ fiiggetlen halmazainak poliéderes leirdasa gy torténik, hogy a
Pr(E)-t lefré egyenldtlenségekhez hozzaadjuk még a #(E) < k feltételt. Pp(E)= PO (B),
M’ bézisai az aldbbi egyenldtlenségekkel frhatdak le:

#(F) < ro(F) V0 £F C B,

r.>0Veek .

A csonkolt matroid poliéderének bézis rendszerén polinomialis idé alatt tudunk optimalizalni
a moho algoritmus segitségével. Tehdt a c=(c1,..,¢;,) elemszam vektorhoz tartozé fliggetlen
halmazok konvex burkan egy adott w:FE—R célfiiggvényt maximalizdlhatunk a mohé algo-

ritmust legfeljebb m<FE alkalmazasaval.

2.1 Tétel bizonyitasvazlata:
PZ(FE) részhalmaza a (6)-(10) dltal meghatarozott poliédernek, mivel minden egyenlétlenség
igaz a leirni kivant halmazok incidenciavektoraira. Ezt az el6z6 rész szdmolasaihoz hasonld

modon ellendrizhetjilk, ennek leirdsatdl most eltekintiink. A forditott irdnyud tartalmazédst a
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definialt egyenl6tlenségek kozotti esetekre bontds soran latjuk be.

A tovabbiakban segitségiinkre lesz az egyenlétlenségek kozotti dominald viszony vizsgalata,
a definiciéhoz bevezetiink jeloléseket. Egy érvényes az<ag, a€RF ag € R feltételre nézve az
FeF halmazt feszesnek mondjuk, ha axr=ag. A Pj poliéderre érvényes ar < ag egyen-
16tlenséget domindl egy masik érvényes br<by egyenlStlenség, ha {z€Pf(E): ax=ap} C
{zeP§(E): bx=by}. Szigori domindlasrdl akkor beszéliink, ha a két halmaz kozott nem &ll
fent egyenléség.

A 4. dbran példat lithatunk domindlé egyenl6tlenségekre R%2-ben. Az a és a b egyenes altal

X2

X1

4. abra. Domindlo egyenlétlenségek

meghatarozott egyenl6tlenségek domindljak egymdést P-re nézve, valamint mindkettot szi-
goruan domindlja a ¢ egyeneshez tartozd korlat. Mindharom érvényes P poliéderre nézve, a
@ (vagyis az a halmaz, aminek @) az incidenciavektora) feszes a-ra és b-re nézve, a c-re nézve

pedig azok a halmazok feszesek, melyeknek incidenciavektora a ¢ egyenesen van.

Célunk, hogy minden P¢(E)-re érvényes egyenlotlenséghez talaljunk (6)-(10) sorai kozott
egy 6t domindl6 egyenlotlenséget. Legyen bz < by egy Py(FE)-re érvényes egyenlOtlenség, ez

alapjan osszuk fel az E alaphalmazt 3 csoportba:
P = {e€E : b,>0},
Z = {e€E : b,=0},
N :={ ecE : b.<0}.

A részhalmazok definiciéja miatt E=PUZUN. Ha P=Z=N=(), akkor E=(), tehit nincs mit
bizonyitani. Az egylitthatok dtalakithatéak olyan alakba, hogy a bye{-1,0,1}. Ez a harom

eset mentén fogjuk szétbontani a bizonyitast.
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1. bp= -1
Ha ¢;=0, vagyis az iires halmaz is megengedett elemszamu halmaz, akkor 0 € P¢(FE),
ezért 0= b-0 < -1, ez pedig ellentmondaés.

Ha ¢1>0, akkor tovabbi 3 esetre bontva vizsgalédunk:

(a) P=Z=0, N#0. Tegyiik fel, hogy van olyan I€Z halmaz, hogy |I|=c, valamely
p> 2-re és erre a halmazra feszes az egyenlétlenség. Akkor barmely JC /I halmazra,
melynek elemszdma |J|=c; fennall, hogy x ;€ P{(E). Ekkor a b; egyiitthat6k nega-
tivitasa miatt by j>bxy, viszont I feszessége miatt byj=—1, tehdt by ;> —1, ami
ellentmond annak, hogy J halmaz incidenciavektora eleme a poliédernek. Ezért ha
I fiiggetlen, megengedett elemszamu halmaz feszes, akkor |I|=c;. Tehat bz< —1

egyenl6tlenséget domindlja az T(E)>c; elemszam korlat.

(b) PUZ#(D, N=0). Ekkor by>0 minden yePg(E), viszont a feltételiink szerint a by <

—1 = by érvényes egyenlétlenség a poliéderre, ez ellentmondas.

(¢) PUZ#D, N£0D. Ha ¢y <r(PUZ), akkor van olyan ICPUZ fliggetlen, ¢; elemszamu
halmaz, melyre bx;>0, ami ellentmondas. Ezért ¢c;>r(PUZ). Belatjuk, hogy nincs
c1-nél nagyobb elemszamu feszes halmaz. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik J fe-
szes halmaz, hogy |J|=c, (p>2). Ha JCN, akkor barmely K CJ, amire |K|=c;
—1 =byxy < bxg, ezzel K megsérti a br<-1 egyenlStlenséget. Tehdt JN(PUZ)Z(.
Mésrészrél JNAN ), mivel ¢,>ci>r(PUZ). Az NNJ halmazbdl barmely (c,—c1)
darab elemet kivéve kaphatunk olyan fiiggetlen, ¢; elemszdmu K halmazt, mely-
nek az incidenciavektora sérti a bx< —1 feltételt, ami ellentmondas. fgy ha az
L megengedett elemszam, fiiggetlen halmaz feszes, akkor |L|=c;. Tehéat bz< —1

egyenl6tlenséget domindlja az x(E)>c; korlat.
2. bp= 0.
3. bp= 1.

A boe {0,1} esetben a bp=0-ndl latott megfontoldsokhoz hasonléan végezhetjik a bi-
zonyitas a domindlé egyenlotlenségek meghatarozdsanak folyamataban. Itt nem kozoljiik

ezeket, megtalalhat6ak a [2] irodalomban.
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4. Elemszam-homogén polimatroid

A matroid elemszdm-homogén fliggetlen halmazainak poliéderes leirdsa utén a [2] cikk
szerzOi egy ujabb 1épést tettek a probléma altaldnositasa irdnyaban. J. F. Maurras, R. Ste-
phan és I. Spiegelberg 2011-ben publikaltak egy cikket az elemszam-homogén polimatroidok

lefrasardl [3]. Adott E véges, nem iires halmaz, valamint f: 2F — R fiiggvény, mely

1. szubmodularis, azaz f(A) + f(B) > f(AUB) + f(ANB) V A,B C E,
2. nem csokkend, azaz V A C B C E-re f(A)< f(B),

3. egészértékii, azaz f(A) € Z VYV ACE.

Példdul a matroid rangfiiggvénye egy specidlis polimatroid-fiiggvény. Az f: 28 — R

polimatroid-fiiggvény altal leirt polimatroid a kovetkezo:
Py(E):={ze RE:Z(U)< f(U) VUCE x>0 VeckFE}.

A (e1,...,cm) €l6irt elemszémvektorhoz tartozé elemszdam-homogén polimatroid definiciéja a

kovetkezo:

P{(E):=conv{ z € ZE N Py(E): 2(E)=c, valamely pe {1,2,...,m }-re }.

Célunk a PJ?(E) poliédert leird linedris egyenlGtlenségrendszer meghatarozasa. Hasonléan az
eddig latott lefrasokhoz, itt is segitségiinkre lesznek a tiltott halmaz egyenlétlenségek. Az
eddigiekhez képest kis mdédositasra lesz sziikség definidlasuk soran.

Az elemszam-homogén polimatroidot leir6 rendszer a kovetkezo:

#U) < f(U) YU CE, (11)
z(e) >0 VeeE, (12)
a1 S T(E) < o, (13)

(cp1-¢p) T(U) - (f(U) - ¢p) Z(E) < ¢p (¢py1 - f(U))
VU C E,ahol valamely p € {1,2,..,m — 1}olyan, hogy ¢, < f(U) < cpi1. (14)

4.1. Tétel. A (11)-(14) egyenldtlenségek rendszere leirja az elemszam-homogén polimatroi-

dot.
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Bizonyitas vazlat: Eloszor 1, utdna 2, majd tobb eléirt elemszéamra latjuk be, hogy a (11)-
(14)-ben definidlt rendszer leirja Pj-t. Legyen az egy eléirt megengedett elemszdm c1=g. Ez
alapjan definidljuk az fo(U):=min{f(U), ¢} csonkolt polimatroid fliggvényt, mely szintén
polimatroid fiiggvény, ha f az. P\ (E)= {z€R” | Z(U) < f,(U) (UCE), #(E)=q, 2>0} az
fq hatarfiiggvény éltal definidlt bazispoliéder alkalmas azon halmazok incidenciavektorainak
a konvex burkanak leirasara, melyek elemszama gq.

Két megengedett elemszam esetén jelolje P}EC“Q) azt a polimatroidot, mely a ¢; és co elemszamu
halmazok incidenciavektorainak konvex burka. Legyen P az a poliéder, melyet (a 11), (a 12)

és a kovetkez6 egyenlétlenségek frnak le:

c1 <z(S)< e
(ca —c)x(U)-(f(U)-c1)x(S) < c1(ca — f(U)) YU C S, melyre ¢; < f(U)< ¢a.
P}Clm) C P, ugyanis minden P-t definidlé egyenlétlenség igaz P}Cl’cr")—re. A(all)ésa(al2)
egyenlStlenségek Pf-t hatdrozzdk még, P}Cl’@) C P§, tehdt igazak P}CI’CZ)—re is, valamint
Z(9)-re felirt elemszam korlat is teljesiil. A tiltott halmaz egyenl6tlenségek P}Cl)—re és P}CQ) -
re is teljestilnek, és mivel PJEC“C?) ezen poliéderek egész pontjainak a konvex burka, ra is
teljestil.

Még azt kell megmutatni, hogy P:P]Echcz)

. Megjegyezziik, hogy az z(U)< f(U) egyenlGtlenség
f(U)> cg esetén redundans. A P poliéderhez definidlunk egy linedris célfiiggvényt és tekintjitk
a primal és dudl feladatot. A primal feladat optimalis megolddsa mohén meghatarozhatd,
a két bazispoliéder optimalis megoldédsai kozil a nagyobb célfliggvényértékiit valasztjuk.
Belatjuk, hogy ennek az értéke megegyezik a dudl feladat megoldasaval. fgy P}clm) C P.
A szerzék megemlitik, hogy a bizonyitds azért miikodik, mert a max{wz | IEPJSCI)} és a
max{w!' 7 | :BEPJECZ)} linedris programozasi feladatokban a poliédereknek kézos optimalis duél
béazisuk van. Ez fontos megfigyelés, ugyanis latni fogjuk a kovetkez6 részben, hogy a leiras
érvényességének feltételét meg lehet e mentén fogni.

To6bb elemszéam esetén jelolje P a (11)-(14) egyenlétlenségek altal definialt poliédert. Célunk
belatni, hogy P:P]‘i. Az el6z6 részekhez hasonlé atalakitasokkal belathatd, hogy P]’i CP.A
forditott irdnyu tartalmazas belatasat az m > 2 lehetséges elemszamu esetén visszavezetjik
a két elemszami esetre. A P poliéder minden = € R¥ pontjéra z(S)€ [cp, cpt1] valamely
p € {l,...,m — 1}-re. Ekkor mivel z kielégiti a két elemszamnal meghatarozott feltételeket,
x € P}C”’C”“). Ezért aztdn x € P§, ugyanis P}C”’C”“) C P%.

A cikk iréiban felmeriilt a kérdés, hogy két elemszam-homogén polimatroid metszetérél
mit tudunk elmondani. Ahogy az elemszam korlat nélkiili esetben igaz az, hogy ha az T
halmazrendszer az Z; és az Iy fliggetlen halmazrendszerek metszeteként &ll elo, akkor a

hozzajuk tartoz6 matroid poliéderekre igaz, hogy

conv{ xr: I € Z }= P, (FE) N P, (E),

18



ha az r; az Z;-hez tartozé matroid rangfiiggvény (i=1,2). Ez polimatroidokra is igaz. Kidertil
azonban, hogy az elemszam-homogén esetben ez nem igaz.
Ellenpélda egy iranyitott graf fenyveseinek a karakterisztikus vektorainak konvex burka (bran-
ching politép). Adott D=(V, A) digrafban a fenyves olyan erdé, amelyben minden cstics be-
foka legfeljebb 1, incidenciavektoraik konvex burkét P,(A)-val jeldljiik, az elemszam-homogén
poliéderét pedig Pf(A)-vel. Két matroid metszeteként tudjuk eléllitani a digraf fenyve-
seit, melyek a grafikus matroid Mi= {F C A| F erd§ } és a particiés matriod Mao=
{B C A||IBNnd(v)| <1Vve V}. Az el6bb definidlt matroidok rangfliggvényeit r;-vel jelélve
(1=1,2) azt kapjuk, hogy Py(A) = P, (A) N P, (A).

Tekintsiik az 5. dbran ldthaté D=(V, A) digréfot. Legyen xa:% Va € A. Ekkor = €
P oo (A) ésa e PZ9(A), tehdt x € P 0 (A) N P eo(A), dea ¢ P9 (4), ugyanis a P

ures.

o<

5. dbra. D=(V,A) irdnyitott graf

Az elemszam-homogén polimatroidok metszetét jeloljiik P}T%Jf;) (E)= conv{ z€Z” NP (E)

OPE(E ) : (E)=cp valamely p-re}. Mivel a branching politop matroid politop,
P]'flme(E) 7 Pﬁl(E) n P;Q(E)’

A szerzék azt sejtették, hogy a két polimatroidfiiggvényt alkalmasan Osszefésiilve tudnak
gyartani egy olyan f polimatroidfiggvényt, melyre felirva a fent definidlt linedris rendszert
lefrhatd lesz az elemszam-homogén metszet polimatroid. A szakirodalmat figyelemmel kisérve
egy év mulva kideriil, hogy nem mindig irhato le a fenti rendszerrel az elemszam-homogén po-
limatroidok metszete és a dudl optimalis bazis 1étezése egy jé feltétel a leiras érvényességének

vizsgédlatahoz.
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5. Dual konzisztens linearis egyenl6tlenségrendszerek és

elemszam-homogén halmazok poliéderei

S. Fujishige és J. Massberg 2011 decemberében publikaltak az elemszam-homogén hal-
mazok poliédereinek leirasaval kapcsolatban [4]. A cikkben az el6z6 fejezetekben bemutatott
megfigyeléseket és tételeket altalanositjak. Megfogalmaznak egy feltételt arra vonatkozdan,
hogy egy linedris egyenl6tlenségrendszer mikor irja le az elemszam-homogén halmazok inci-
denciavektorainak konvex burkat. Ehhez megismertetik a dual konzisztencia fogalmét. Ebben

a részben ezeket az eredményeket vizsgaljuk.

El6szor két eloirt elemszam esetével foglalkozunk, késébb ezt altaldnositjuk tobb elemszamra.
Legyen E véges, nem iires halmaz. Tekintsiik az F részhalmazain értelmezett f;:28— R
(i=1,2) fiiggvényeket. Legyenek az el6irt elemszamok c1:=f1(F) < fo E) =:co.

Definidljuk az f; fliggvényhez és a ¢; elemszamhoz tartozé poliédert az alabbi mdédon:
Pi={z cR” | Z(U) < fi(U) YUCEé&Z(E)=¢} (i=12).

Célunk a P;fll U P]‘f; konvex burkénak lefrdsa. A tovabbiakban feltételt adunk arra, hogy az

alabbi egyenl6tlenségrendszer mikor irja le az unié konvex burkat:
(c2 = e)Z(U) = (f2(U) = L(U)Z(E) < e f1(U) —er fo(U) (U € E), (15)
c1 <T(F)<c (16)
FEz a feltétel az egyenl6tlenségek dudl konzisztencidja, amit a kévetkezd részben targyalunk.

5.1. Megfigyelés. Ha a (15) és (16) egyenlbtlenségekhez hozzdadjuk az x(E)=c; feltételt,
akkor az {z(U)< f;(U) (UCE), 2(E)=c;} rendszerrel ekvivalens leirdst kapunk, ami definicio

szerint meghatdrozza a P]‘fz poliédert.

5.1. Dual konzisztens linearis egyenl6tlenségrendszerek

Definidlunk a PJ‘EZ (i=1,2) poliéderekhez egy we RE vektort. Tekintsiik a kévetkezd P

linearis optimalizalasi problémat:
maz{wz| z € P;'}. (17)

Legyen z} optimalis megoldasa a P/’-nek (i=1,2). Bevezetjiik az aktiv egyenlStlenségek

reprezentdldsara x;-hoz a kovetkez6 halmazt:
Ai(a}) = {xv e RP|Z*(U) = fuU)}  (i=1,2). (18)
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A P probléma duél optimélis bazisanak nevezziik a B C RE halmazt (i=1,2), ha létezik

P"-nek olyan z] optimélis megoldasa, hogy

rang(B) = |E|. (20)

Ezek alapjan elmondhatjuk, hogy z} egyértelmti megoldasa az z(U)=f;(U), (U C E) egyen-
letrendszernek. A tovabbiakban feltehetjiik, hogy x g eleme a B optimélis duél bazisoknak.

5.1. Definicié. Az {z(U) < f;(U), (E)=c¢;} (i=1,2) linedris egyenldtlenségrendszerek dual
konzisztensek, ha minden weRY esetén létezik kéz6s B optimdlis dudl bdzisa P -nek és P3-

nek.

A dudl konzisztencia fiigg ¢; (1=1,2) megvélasztasatol. Dudl konzisztens egyenl6tlenség- rend-
szerek példaul az fi,fs szubmodularis fiiggvényekhez tartozé egyenlGtlenségekrendszerek. A
kovetkezdkben a rovidség kedvéért azt mondjuk az egyenl6tlenségrendszerek dudl konzisz-

tencidjara hivatkozva, hogy (f1, f2) par duél konzisztens.

5.2. Elemszam-homogén halmazok konvex burkanak leirasa két el6irt elemszam

esetén

Ebben a részben azt az esetet ismertetjiik, amikor olyan halmazok konvex burkat sze-
retnénk lefrni, amelyek elemszdama két el8irt elemszam valamelyikével egyezik meg. A kovet-
kezd részben altalanositjuk tobb lehetséges el6irt elemszam esetére.

Legyen Paza poliéder, amit az alabbi egyenl6tlenségrendszer ir le:
(c1 = )2(U) = (f1(U) = f2(U)Z(E) < o fi(U) —er fo(U) (U € E) (21)

C1 S E(E) S Co. (22)

Jelolje P]flljfj a P;' és P poliéderek unidjénak konvex burkdt. A kovetkezdkben beldtjulk,
hogy ijlljf;:ﬁ akkor és csak akkor, ha a (fy, f2) par dudl konzisztens. A bizonyitashoz
felhasznaljuk a kovetkezd végtelen sok egyenlStlenségbdl allé rendszert, ahol (;’-vel jeloljik

a P feladat optimalis célfiiggvényértékét:

(2 —c1) Y _w(e)z(e) = (¢ = GIEE) S ealf —er¢y (Y w e RP). (23)
eckl

5.1. Allitds. Ha minden w € RE és z € P esetén (23) fenndll, akkor az (f1,f2) pdr dudl

konzisztens.
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Bizonyitas: A (23)-beli egyenlétlenségek olyan hipersikokat hatdroznak meg, melyek P]fll—t
és Pfj—t is tdmasztjdk. Tehét a c; <T(E)<cy és (23) egylitt meghatdrozzdk a ijll UPJf; konvex
burkat. A feltétel miatt PQPE”;;, az 5.1 miatt pedig PE:EQP, tehét P:ijj:;ﬁ;.

Elegendé megmutatni egy tetszéleges generikus weRF vektorra a dudl konzisztencidt. A
P (i=1,2) probléma egyértelmii x} megolddsa megegyezik a ijii polidéder egy csicsaval,
és P:PE,’E valamint az optimélis megoldés egyértelmfiisége miatt i=1,2-re ezek P két
szomszédos csucsai lesznek. Ebbol kovetkezik, hogy 1étezik ko6zos optimédlis dudl bazisa a
P (i=1,2) probléméknak minden we RF-re.

(]

5.2. Allitas. Minden dudl konzisztens (f1,f2) pdrra, melyre f1(E=ci<co=f2(E), (21) és
(22) leirjik Pyl és Py konvex burkdt.

Bizonyitas: Az 5.1 miatt ijlljfj CP. Indirekt tegyiik fel, hogy P;lljfj +£P. Ekkor a P poliédernek
van egy olyan L éle, mely az x1 és xo csicsokat koti Ossze, és x1 € ﬁ\P]ffij, 29 pedig valame-
lyik P;ﬁ;—nek a csucsa (i = 1,2). Az édltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy xo GPE.
Legyen az L élet definidlé tdmaszté hipersik egyenlete wr=0b (w,z € R¥, b € R). Ekkor az xo
a Py’ probléma egyértelmili optimadlis megolddsa. Legyen y; a P’ probléma optimalis meg-
oldasa. Feltehetjiik, hogy w-t generikusan vélasztjuk, igy y; egyértelm@. Az allitas feltétele
miatt 1étezik B kozos dudl optimalis bazisa a két probléméanak. Az 5.1 Megfigyelés miatt zo
és Y a P poliéder azon oldalan fekszenek, amit a P-t definials (15) egyenlStlenségek koziil
a yu € B altal egyenldséggel teljesiteté sorok hatéroznak meg. Emiatt 2o és y1 egy L' élén

fekszenek, igy az x; csiics megegyezik az y; cstcesal, ellentmondva az indirekt feltevésnek.
5.3. Allitas. Ha ]3:P;11’;22, akkor (23) teljesiil minden x€P-ra.

Bizonyitds: A tétel kovetkezik abbdl, hogy P]fll ’ij—et leirjdk a (23) egyenl6tlenségei és a ¢
< Z(E) < ¢y egyenlStlenség.

5.1. Tétel. Az eldz6 dllitdsokat osszefoglalva az aldbbi hdarom dllitds ekvivalens:
D _ pC1,c2
1. P= Pf17f2'
2. Minden x € P-ra teljesiilnek a (23)-beli egyenlbtlenségek.

3. Az (f1,f2) pdr dudl konzisztens.
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5.3. Elemszam-homogén halmazok konvex burkanak leirasa tobb el6irt

elemszam esetén

Eddig kétféle, c¢; és co elemszamu halmazok konvex burkanak leirasaval foglalkoztunk.
Most adott (ci1,..,c) eldirt elemszam vektor, c;<ca<..<cp és fi: 2F =R (i=1,..,m). Fel-
tessziik, hogy minden (f;,fi+1) par dudl konzisztens (i=1,..,m-1). Ez nem azt jelenti, hogy
minden (f;,f;) (¢=1,..,m, j#i-1,i,i+1) par dudl konzisztens, ugyanis a dudl konzisztencia
nem tranzitiv relacié. Célunk P]fll UPEU..UP;;” konvex burkdnak lefrdsa, amit a tovabbiakban
P;;;j;: -vel jeloliink. A legéltaldnosabb esetben, amikor a P;f;;;: azon pontjaira, melyre
Z(F)=c; nem feltétlenill érvényes az (U)< f;(U) egyenlétlenség, nehéz lenne az unié konvex
burkéara érvényes egyenlGtlenségrendszer meghatarozni. Ezért a tovabbiakban feltételezziik,
hogy

Pz n{z e RPE(E) =} = Pf (i=1,.,m) (24)
Azt is feltessziik, hogy a P;: poliédert leiré rendszer minden egyenlétlensége meghatarozza
egy oldalat a poliédernek (i=1,..,m).
A 24 feltétel miatt

Py o = Yistm—rconv{ Py, Pty (25)

Aﬁjfj;j;:z poliédert az alabbi egyenlétlenségrendszer irja le:
(civ1 = ci)Z(U) = (firr(U) = fi(U)Z(E) < cip1 fi(U) = ¢i fiyr(U), (26)
UCE,i=1,...,m—1,
c1 < zT(F) < cp. (27)

Minden UCE részhalmazhoz és i€{1,...,m}-hez tartozé (26)-beli egyenl6tlenség az oldal-
definidlé feltétel és 5.1 Tétel miatt tdmasztja a iji", ij:ll és COHV(P;Z UP;::) poliédereket. Va-
lamint a (24) és a ijll ;22;: poliéder konvexitdsa miatt minden ilyen egyenlStlenség érvényes
a tobbi P;; (7 €{1,...,m }\ {4, i+1} ) poliéderre is. Ezekbél a megallapitasokbdl kovetkezik
az alabbi tétel:

5.2. Tétel. A fent leirt feltételek esetén a kovetkezd két dallitds ekvivalens.

~
1 P017027--7cm __pPC1,C2,--,Cm

Frofooton =L o

2. Az (fi,fi+1) figgvények dudl konzisztensek i =1,...,m — 1.
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5.4. Példa 1: Elemszam-homogén polimatroidok

A korabban bemutatott szakirodalomban tdargyalt elemszam-homogén polimatroidok esete
példaként hozhaté a fent megfogalmazott rendszerre. Az tigynevezett tiltott halmaz egyen-
16tlenségek levezethetSek a (26) egyenlétlenségekbdl.

Legyen E véges halmaz, f:2F— RT polimatroid rangfiiggvény, (c1,...,c1) az eldirt elem-
szam vektor, ahol 0<¢1<..<c¢,, <f(F). Definidlunk m darab fliggvényt, melyek az f po-
limatroid fiiggvény csonkoltjai, f;(U):=min{c¢;,f(U)} (U C E). Tudjuk, hogy a csonkolt
rangfliiggvény is polimatroid fiiggvény. Az igy elkészitett fiiggvények szubmodularitdsuk mi-
att paronként dudl konzisztensek. Teljesiilnek rajuk a 5.2 Tétel feltételei, igy a (26) és (27)
egyenlStlenségeinek rendszere leirja a ij; (i=1,..,m) poliéderek uniéjanak konvex burkat. A

(26) egyenlStlenségek az alabbi forméban is frhatdak:

(€111 — c)FW) = (fisa (U) = FOUNFE) < it i) — esfor(U) (U C Byi=1,.,m—1)
(28)

Valamely i€{1,..,m-1}-re és UCFE-re, ahol ¢;<f(U)<c;j+1, azt kapjuk, hogy fi(U)=c; és

fix1(U)=f(U). Tehét az egyenlStlenségeket a korabban targyalt alakban kapjuk vissza:

(civ1 —c)z(U) = (f(U) — c)2(E) < cicipr — f(U)). (29)

A (28) egyenl6tlenségeknél a c;11<f(U) esetben fit1(U)=cit1, igy a 0<z(E\U). Amikor
pedig ¢;>f(U), akkor f;(U) = f(U) = fi+1(U), z(U) < f(U) egyenlStlenségeket kapjuk.

5.5. Példa 2: Elemszam-homogén parositasok paros grafban

Ebben a részben az elemszam-homogén parositasok leird rendszerét mutatjuk be paros
grafban. A fent leirt mdédszert alkalmazva az egyenlétlenségrendszer generdlasdara kidertl,
hogy ebben az esetben két el6irt elemszam altal meghatarozott linearis egyenlotlenségek rend-
szere nem dudl konzisztens. Azt is megmutatjuk, hogyan tudjuk dudl konzisztenssé tenni az

egyenlGtlenségrendszereket.

Adott G=(S,T;F) paros graf, V=SUT a csucsok halmaza, E az élek halmaza. Jeloljik d(v)-
vel a v-re illeszkedd élek szamét, N(v)C V-vel a v cstics szomszédainak halmazat (ve V). Le-
gyen weRF generikusan valasztott, éleken értelmezett silyfiiggvény. Legyenek a c;€Z 7T (i=1,2),

c1<ca eloirt elemszamok gy, hogy létezik legalabb egy olyan M CFE parositdas G-ben, hogy
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| M |=cy. Tekintsiik a maximalis stlyu el6irt elemszamu parositdasok probléméjat, amelynek a

relaxaltjat az aldbbi egyenlétlenségek P}’ rendszere irja le:
max Z w(e)x(e) (30)
ZeEN(v)‘T(e)S 1 VeV,
0<z(e)<1 Ve€eEFE,
:TV(E): C;.

Jelolje z; a (P}) probléma optimalis megolddsat, mely a stlyvektor generikus vélasztdsa
miatt egyértelmii. Mivel a (30) rendszer &ltal leirt poliéder egész, van olyan M;CE parositas
i=1,2-re, melyre T;=x 1/, -

Tekintsiik a két probléma optimalis parositasait, Mi-et és Ms-t. Ezek szimmetrikus dif-
ferencidgja My1AMy= (M\M2)U(M3\M;) csicsdiszjunkt utak és korok unidja, melyek M,
és Mo élein alterndlnak. Az optimédlis megoldéds egyértelmiisége miatt nem tartalmaz paros
utat vagy kort. Paros grafban nincs paratlan kor, igy elég az utakat vizsgdlnunk. Ezeket
a pératlan hosszi alternalé utakat a tovabbiakban QF-val, éleiket pedig E(QF)-val fogjuk
jelolni (k=1,..,1). Az alabbi osszefiiggések koziil pontosan az egyik igaz a parositdsban az

alternalé utakbeli élek szamara:

| M2 N E(Q¥)| = [My N E(Q)] + 1, (31)
| Mz 0 E(QY)] = My N E(QY)| - 1. (32)
Azon QF utak szdma, melyre az els6 egyenlet igaz, legyen a€N, a masodik Gsszefiiggésnek
beN darab alternalé 1t felel meg. fgy I=a+b, valamint a — b =co—c1> 1. Azt éllitjuk, hogy
b=0. Indirekt tegyiik fel, hogy b>1. Ekkor ha egy olyan @’ utat, melyre az elsé egyenldség igaz
és egy olyan @7 utat, melyre a masodik igaz egyiitt vizsgdlnank, akkor uniéjukban ugyanannyi
M7-beli él van, mint Ms-beli, ez viszont ellentmond az optimalis megoldés egyértelmiiségének.
Tehat b=0 és a=cy—c1=I.
Minden QF 1t bels6 pontjait jeldlje V(QF). A (30) rendszerek (i = 1,2)aktiv egyenlStlenségei
az alabbiak:
1. Minden e € M;NMas-re z(e)=1.
2. Minden e € E\(M1UM3)-re z(e)=0.

3. Minden k=1,..,co-c1-re:
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A harmadik pontban szereplé egyenléségek szama [V (QF)|=|E(Q¥)|-1. Az els6 és mésodik
pontbeli egyenldségek mindig hozzavehetéek a dual bazishoz, az egyszeriibb attekinthetdség
kedvéért torolhetjitk az MiNMs-beli és az E\(MUMas)-beli éleket G-bol.

Igy a tovébbiakban MiNMy = (0 és E=M;UM,. Ha ca—c1=1, akkor M;AM, egy alternald
ut. Azt tapasztaljuk, hogy a fenti hdrom pontban megfogalmazott egyenléségek plusz az
elemszam korlat Osszesen pontosan |E| darab feltételt ad, mely egyértelmiien meghatarozza
az optimdlis Z; megoldést (i=1,2). Tehat (P’)-nek és (P5’)-nek van kozos optimalis dudl
bazisa, azaz a két poliéder dudl konzisztens. Ebben az esetben a (30) rendszer leirja a két
poliéder konvex burkédt az utolsé egyenldtlenséget ¢; < Z(E) < ca = (¢1+1) -re cserélve.
Abban az esetben, ha co—c1> 2, legaldbb 2 4t van M;AMs-ban, ami miatt a kézos aktiv
egyenl6tlenségek szama legfeljebb |E| — 2. fgy az elemszam korlat hozzavételével sem lehet

kozos optimalis dudl bazisa a két rendszernek, azaz nem dudl konzisztensek a P;” poliéderek.

Ilyenkor sziikséglink arra, hogy 1j, redundans egyenl6tlenségeket adjunk hozzd a P/-
t leiré rendszerhez (i=1,2), hogy meg tudjuk hatarozni a P}?”f konvex burkot. Ezek az
egyenl6tlenségek lehetnek a (23) szerinti alakban. Jelolje az élek barmely F'C E részhalmazaban
a maximalis élszam parositas elemszaméat o(F'). Legyen e®) egy My-beli 6l Q*-ban k=1,. . .,co—
c1. Az M=M,UM; péarositdban a legnagyobb parositas elemszama o(M)=|Ma|=ca>c;. Te-
kintsiik minden k=1,...,co—ci-re M \e(k)—t, melyben a maximadlis parositas elemszama meg-

egyezik Mo\e®) éleinek szdméval, ami o(Mo\e®))=cy—1 élet jelent.

fgy ha a (30) rendszerhez hozzdadjuk az aldbbi egyenlétlenségeket:

Y a(e) <a, (34)

ecM\e(F)

P{’-re érvényes rendszert kapunk, ami x=ys,-re egyenloséggel teljesiil, valamint

Z z(e) <ecg—1, (35)

ecM\e®)
érvényes Pi’-re és x=xs,-re egyenléséggel teljesiil. Megjegyezziik, hogy az el6z6 harmadik
pontbeli egyenl6tlenségek linedrisan fliggetlenek a (34) és (35)-t6l, mert co—ci>1. A (34)
egyenlStlenségeket P’-hez adva és a (35) sorokat Ps’-hez adva lesz kozos optimélis dual

béazisa a két poliédernek.

Barmely generikus w silyvektor meghataroz optimaélis M; parositdast P/’-ben (i=1,2). A
P (i=1,2) egyenlStlenségrendszerei dudl konzisztenssé tehetéek a fent leirt médon. A nem
generikus sulyvektoroknal az optimadlis parositds ugyan nem feltétleniil egyértelmii, mindig
talalhato olyan M; és Ms par, melyekhez 1 egyenlétlenségeket megfogalmazva lesz kozos

optimalis dudl bazisa P}’ és Py’ poliédereknek.
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6. A bi-lexikus rendezés

6.1. A bi-lexikus rendezés fogalma és tulajdonsagai

Ebben a részben bevezetjiik a bi-lexikus rendezés fogalmat A. Lubiw munkéja [6] alapjan.
Ezt a rendezést olyan matrixok esetében definidljuk, melyek elemei egy teljesen rendezett hal-
maz elemei. Az ilyen méatrixok bi-lexikus rendezésében a sor- és oszlopvektorok lexikografiku-
san nemcsokkend sorrendben kovetik egymast. A vektorok lexikografikus rendezésénél a meg-
szokottdl eltéréen az elemek 6sszehasonlitasat a vektorok legnagyobb koordinatdju elemeitél
kezdjik, igy haladva a kisebb koordindtaju elemek felé. Tehdt egy bi-lexikusan rendezett
matrixban az oszlopvektorok elemeit alulrdl felfelé olvasva, mig a sorvektorokat jobbrdl balra
olvasva lexikografikusan nemcsokkeno sorrendben kovetik egymaést a bi-lexikusan rendezett

matrixban.
6.1. Tétel. Minden mdtriznak van bi-lexikus rendezése.

A tétel belatasdhoz definidlunk egy segédvektort. Az mxn-es @ méatrixhoz tartozé p(Q)
vektor a () matrix elemeit tartalmazza sor- és oszlopindexiik 6sszege alapjan rendezve. Tehat

a Q(1,7) elemek i+j alapjén, azon beliil j szerint vannak névekvé sorba rendezve.

p(Q)=(Q(1,1),Q(2,1),Q(1,2),Q(3,1),..,@(m,n)).

6.1. Megfigyelés. Két lexikografikusan csékkend, azaz a bi-lexikus rendezés szempontjdbol

nem jo sorrendben lévé sorvektor [oszlopvektor| cseréje a p(Q) vektort lexikografikusan néveli.

Bizonyitas: Legyenek k</ a ) matrix két soranak indexei agy, hogy az pq sorvektor
lexikografikusan kisebb, mint a rq. Legyen j az a legnagyobb oszlopindex, ahol a két vek-
tor eltér, azaz Q(k,j)#Q(¢,7). Mivel ,q lexikografikusan kisebb, mint xq, Q(k,7)>Q(¢,7). A
csere utan a segédvektorban az ¢+j a legnagyobb koordinata, ahol véltozas lesz, mégpedig
P (Q)(l+7) = p(Q)(k+7)>p(Q)(I47), igy a segédvektor lexikografikusan novekedni fog. A

szimmetria miatt hasonld érvelés miikodik az oszlopok esetében is. [

A 6.1 Tétel bizonyitasa: A 6.1 Megfigyelés miatt a ) matrixnak az a rendezése, amely

a p(Q) vektort lexikografikusan maximalizalja, bi-lexikus rendezése a @ métrixnak. [J

Egy rendezett 0-1 méatrixban a kovetkezo tulajdonsdg ekvivalens azzal, hogy a maétrix
oszlopvektorai lexikografikusan névekvo sorrendben vannak: barmely r sorhoz, melynek a k.
oszlopaban 1, £. oszlopaban 0 szerepel és k</, 1étezik olyan s>r sor, melynek k. oszlopaban

0, £. oszlopdban 1 szerepel.
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A tovabbiakban megnézziik a szimmetrikus métrixok bi-lexikus rendezhetOségének tulaj-
donsagait. A () matrix szimmetrikus, ha sor- és oszlopindexei ugyanabbdl az S halmazbdl
kertilnek ki és Q(s,t)=Q(t,s) Vs,teS. Az ilyen matrixoknédl S rendezését a matrix szimmet-

rikus rendezésének nevezziik. Az nem igaz, hogy minden szimmetrikus métrixnak van szim-
metrikus bi-lexikus rendezése. Példaul a méatrixnak nincs szimmetrikus bi-lexikus
1

rendezése, mert a jobb alsé sarokban mindenképp 1-nek kell lennie, az pedig csak @Q(1,2)
vagy @(2,1) lehet.

A @ szimmetrikus matrixnak van domindns diagonalisa, ha Q(s,s)>Q(s,t) V s,t € S.

6.2. Tétel. Ha egy szimmetrikus mdtriznak van domindns diagondlisa, akkor van szimmet-

rikus bi-lexikus rendezése.

Bizonyitas: A dominans diagondlisi szimmetrikus matrixnal két nem j6 sorrendben 1évé
oszlop cseréje az ugyanazon indexii sorokat lexikografikusan csokkend sorrendben hagyja.
Ezért az azonos indext, csokkend sorrendben 1év6 sorok és oszlopok egymadsutani cseréje
egyiitt lexikografikusan noveli a p(Q) segédvektort. Tehat @-nak az a szimmetrikus ren-
dezése, amely p(Q)-t lexikografikusan maximalizalja, biztosan szimmetrikus bi-lexikus ren-

dezése lesz a matrixnak. [J

Szimmetrikus matrixoknal elégséges, de nem sziikséges feltétel a dominans diagondlis
létezése a szimmetrikus bi-lexikus rendezés létezéséhez. Gyakorlati szempontbdl hasznos szé-
munkra a 6.2 Tétel a grafokhoz definidlt szomszédsagi métrixok vizsgalata soran. A G=(V, F)
graf szomszédsagi matrixa az a szimmetrikus 0-1 métrix, melynek sor- és oszlopindexei a
graf csucsainak felelnek meg és Q(u,v)=1 (u,v€ V), ha u és v csiicsok megegyeznek vagy
szomszédosak, kiillonben @Q(u,v)=0. Egy graf lexikus rendezésének a csticsok olyan sorrendjét
nevezzik, ahol a graf szomszédsagi matrixa bi-lexikusan rendezett. Mivel a szomszédsagi
métrix szimmetrikus és van domindns diagondlisa (Q(v,v)=1 VYV v € V), a 6.2 Tétel miatt

minden grafnak van lexikus rendezése.

Megfogalmazunk egy feltételt a graf csicsainak lexikus rendezésére nézve, melyhez a =2
jelolést haszndljuk, ha két csics egybeesik vagy szomszédos. Adott G graf cstcsai lexikusan
rendezettek, ha barmely v;,v;,0; € V-re, ahol 1<j, v;=vy, vpZ vj, van olyan vy csicsa a

grafnak, hogy (>k, v;=v,, v; & vy.
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6.2. A matrixok bi-lexikus rendezésének algoritmusa

Ebben a részben bemutatjuk a matrixok bi-lexikus rendezését el6allité algoritmust, me-
lyet A. Lubiw publikédlt az el6z6 részben emlitett munkajaban. Az algoritmus futdsideje
O(Llog?L), ahol egy m xn-es matrixban e jeldli a métrix legkisebb eleménél nagyobb elemek

szamat, L=m+n+e.

Bevezetiink néhany jelolést és elnevezést az algoritmus leirdsdhoz. Egy véges F halmaz
rendezett particidja az (F1,FEs,. . .Ey) rendezett lista, ahol az E; C E (i=1,. . .,k) részhalmazok
diszjunktak és uni6juk az alaphalmaz. Az E halmaz teljes, azaz egyelemii részekbdl &llo
(e1,€2,...,en) € € E (i=1,...,n = |E|) rendezése konzisztens az (F1,Es,...E}) rendezett
particiéval, ha e;€E,, e;€E,, p<q maga utdn vonja i<j-t. A matrix sorainak (R1,Ra,...R})
és oszlopainak (C7,Cs,...Cy) rendezett particidjabdl egyet-egyet kivalasztva a matrix egy
B=Q(R;,C;) blokkjat kapjuk. B blokk konstans, ha minden eleme megegyezik. A legna-
gyobb elem B-ben max(B)= max{Q(r,c): reR;, ceC;}. Hasité sornak hivjuk B-nek azt
az r€R; sorat, melyre {ceCj: Q(r,c)=max(B)} nem iires, valédi részhalmaza Cj-nek. Ha-
sonlbéan definidljuk a hasité oszlopot. Minden nem konstans blokknak van hasité sora vagy

oszlopa.

Az algoritmus minden 1épésében szamon tartjuk a soroknak és az oszlopoknak egy ren-
dezett particidjat. Kiinduldskor ez a legdurvabb, egy részbdl all6 particié. Az algoritmus
akkor ér véget, ha a sorok és az oszlopok rendezett particidi altal meghatarozott blokkok
mind konstansak. Minden 1épésben kivalasztjuk a legjobboldalibb és legalsébb nem konstans
B=Q(R*,C*) blokkot. Ha B-nek van r€R* hasit6 sora, akkor e mentén felosztva cseréljitk
ki C*-ot az oszlopok particiéjdban {c¢ € C*: Q(r,c)# max(B)}, {c € C*: Q(r,c)= max(B)}
diszjunkt részhalmazokra. Ha a kivélasztott nem konstans B blokknak nincs hasité sora,
akkor van hasité oszlopa, mely alapjan az el6z6 felosztdshoz hasonlé médon meghatarozzuk
R* két részhalmazat, amikre kicseréljiik a sorok rendezett particidjaban. A rendezett particié

finomitasanak folyamata akkor ér véget, ha mar minden blokk konstans.

A 0-1 matrixok barmely bi-lexikus rendezése elérhet az algoritmussal. A végeredményként
kapott rendezés a kiindulastol és a blokkok valasztasatdl fiigg. Ha az adott 0-1 matrix kiin-
dulaskor bi-lexikusan rendezett alakban van megadva, akkor mindig a legalsé hasito sort vagy
legjobboldalibb hasit6 oszlopot valasztva az algoritmus 1épései soran nem fog valtozni a sorok
és oszlopok sorrendje, tehat a kiindulasi matrixot kapjuk a bi-lexikus rendezés eredményéiil.

Az viszont nem igaz, hogy valds matrixok barmely bi-lexikus rendezését eléallitja az algorit-
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2 0
mus. Példaul a ( ) matrixhoz nem fogunk hozzajutni ezzel a rendezési algoritmussal,
1

0
hanem csak a szintén bi-lexikusan rendezett < ) alakban all eld.

0 2

A dominéans diagonalisu szimmmetrikus métrixok esetén az algoritmus lépései tamogatjak
azt a szandékunkat, hogy a végeredményiil kapott bi-lexikusan rendezett matrix szimmetri-
kus legyen. Amikor a B=Q(T,U), T+# U blokkot particionaljuk, utdna a B=Q(U,T) blokkal
is meg kell tenniink ezt. Ha a szimmetrikus B=Q(T,T) blokkot valasztjuk, akkor a .q, t€ T
hasito sor valasztasa két részre osztja a T oszlop partici6 részt, T=T1UTs. Ezutan a dominans
diagonalis 1étezése miatt Ba=Q (T, 1) blokkot fogjuk valasztani és két részre osztani a T sor

partici6 részt a szimmetria miatt az el6z6hoz hasonlé médon.

Az algoritmus miik6désének bizonyitasa: Tekintsiink a bi-lexikus rendezési algorit-
mus végeredményeként kapott ¢) matrixban két oszlopot, melyek indexei d<e. Megmutatjuk,
hogy az oszlopvektorok elemeit a matrix végsé rendezése alapjan sorba véve ¢q lexikografiku-
san nem nagyobb, mint g.. Ennek a megfontolasnak az analdgiajara mikodik két sor helyes
sorrendjének a beldtésa is.

Legyen s a végeredményiil kapott rendezésben a legalsd sor, ahol g és q. eltér egymastél.
Indirekt tegyiik fel, hogy a két oszlopvektor lexikografikusan csokken6 sorrendben koveti
egymast, azaz Q(s,d)>Q(s,e). Mivel a két oszlop nem egyezik meg egyméssal, d és e bizto-
san két kiillonboz6 részében vannak az oszlopok rendezett particidjanak. Tegyiik fel, hogy a
B1=Q(R1,C1) blokk valasztdsa soran a t€ Ry hasité sor osztotta két kiilonbéz6 particiéba d-t
és e-t. Ezért a qq és a g, vektorok elemei az R; sorparticié rész alatt megegyeznek és Q(t,d)
< max(B1)=Q(t,e). Mivel s a legalsé sor a végsd rendezésben, ahol ¢4 és g, kiilonbozik, s>t
és s€R;y, valamint Q(s,e) < Q(s,d) < max(Bp) = Q(t,e).

Mivel 4q és ¢+q sorok nem egyeznek meg, az algoritmus valamelyik 1épésében kiilon sorparticié
részbe kellett, hogy keriiljenek. Legyen ez a Bo=Q(R2,C2) blokk és feCy oszlop vélasztésa
soran, hogy Bs blokkot By blokk valasztasa utdn kellett kivdlasztanunk. Az sq és +q sorvekto-
rok elemeinek Cy oszlopparticié részt6l jobbra esé koordindtai megegyeznek, valamint Q(¢,f)
< max(Bs2) = Q(s,f).

A korabban leirt B; blokkndl valé felosztds soran f oszlop nem lehetett a C7 particiétdl
jobbra, mert akkor a Bs blokkot vélasztottuk volna B elott. A C particié jobb oldali
részparticidjanak sem lehet eleme az f oszlop, mert akkor Q(¢,f) = max(B;) > Q(s,f) lenne.
Tehat a By blokk kivéilasztasakor az f oszlop az e oszlopot balra megeléz6 oszlopparticiénak

volt az eleme. Emiatt Q(t,e)=Q(s,e), ami ellentmondés. [J
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6.3. Grafok lexikus rendezése

Ebben a részben azzal foglalkozunk, hogy mit jelent a griafok nyelvén a szomszédsagi
matrix szimmetrikus bi-lexikus rendezése, azaz a graf lexikus rendezése. A csiicsok lexikus
sorrendje és a graf lexikus rendezése kifejezések alatt ugyanazt értjiik a tovabbiakban. Adott
G=(V, E) graf csticsainak szeretnénk a (v1, va, . . . , v, ) sorrendjét meghatarozni (|V|=n), hogy

teljestiljon az alabbi feltétel:

Vovi,vi0p €V, 1 < g, 0=y, 02 vj = Jug € Vi U>k, vj=0, v 2.

6. abra. A cstcsok lexikus sorrendjének feltétele.

Az algoritmus minden lépésben fenntartja a csiticsok egy rendezett particiéjat. Kiin-
duléskor ez egy részbdl all, ami az egész V. Az algoritmus akkor ér véget, ha minden partici6
rész teljes részgrafot feszit (lehet ez egy cstcs is) és barmely két X, Y CV rész kozott vagy
nem fut él, vagy minden ¢l be van hizva (B zy€E: r€X, y€Y vagy V z€X, yeY: zycE). A
csicsok minden olyan sorrendje lexikus rendezése G-nek, amely konzisztens a végeredményiil

kapott rendezett particiéval.

Az algoritmus fenntartja azt a (7') tulajdonségot, hogy minden lépésben az aktudlis ren-
dezett particiébol az X; és az X, i < j blokkokat kivalasztva ha van olyan X}, hogy valamely
X;-beli és Xj-beli cstics Ossze van kotve, X; és X}, csticsai kozott pedig nincs él, akkor 1étezik
olyan X, rész a particiéban, ¢ > k, hogy X; és X}, kozott nem fut él, mig van olyan X;-beli
és Xy-beli csics, melyek Ossze vannak kotve. Tekintsiik az algoritmus 1épéseit, megmutatva,

hogy fenntartjak a (T") tulajdonsagot.

Az aktualis rendezett particiébdl az algoritmus kivélasztja azt a legnagyobb indexti X;
részt, amihez van olyan Xj, ¢ < j rész, hogy (a) 3 u,veX; és w € Xj, hogy uw € E,
vw ¢ E, vagy (b) 3 p,q € X; ésr € X;, hogy pr ¢ E, qr € E, tehat a két rész kozott

31



van él, de nincs mind behuzva. Ekkor az (a) esetben X; részt kettéviagjuk w € X; cstcs
alapjan, X;:=X;U X/, |, ahol X/:={z € X; : 2w ¢ E} és X| :={x € X; : xzw € E}. Ekkor
technikai megfontolasbdl a sorrendben az X; utani részek indexét noveljiik eggyel, j > ¢ esetén
Jji=j + 1. A (b) esetben az X; halmazt osztjuk ketté az r € X; csticcsal valé Gsszekotottség
alapjén, X:= {v € X; : vr ¢ E} és X} ;= {v € X; : vr € E}, valamint minden j-nél
nagyobb index(i rész indexét 1-gyel noveljiilk. Abban az esetben, ha az aktudlisan vizsgalt
Xj-hez nem taldlunk ilyen X részt (j > i), akkor azt vizsgdljuk, hogy az X; csicsai klikket
feszitenek-e. Ha nem, akkor egy olyan z € X; csiics mentén, melynek az aktudlis részben van
szomszédja és vele nem Osszekotott cstcs is, kettéosztjuk az X; részt: X/:={v € X; : va ¢ E},
X/ :={v € X : vz € E}, illetve a j > i indexekre j := j + 1. A kovetkez$ lépésben
az aktudlisan vizsgalt rész az 14j indexelés szerint az (i + 1). lesz. Ha X cstcsai klikket
feszitenek és ¢ > 1, akkor tovabb megytlink az X;_; rész vizsgalatara. Ha X; csucsai klikket

feszitenek és i = 1, akkor vége az algoritmusnak.

7. dbra. Az algoritmus lehetséges lépései.

Megmutatjuk, hogy az algoritmus minden 1épése fenntartja a (") tulajdonsigot. Tegyiik
fel, hogy az algoritmus eddig a rendezett (Xi,...,X)) particiét allitotta el és fennall (7'
a tulajdonsdg. A tulajdonsig megmaradasdnak beldtasat a lehetséges 1épések alapjan ese-
tekre bontva végezziik. Tegyiik fel, hogy az aktudlisan kivalasztott rész az X;, 1 < i < k,
az 1j rendezett particié (Xi,...,X; ;). A (T) tulajdonsag tigy tudna sériilni valamely X, és
X, részek viszonyaban, ha cstucsaik legnagyobb indexti kozos x szomszédjat tartalmazé X,
részét (r > q > p) az algoritmus kettévigja, és X, csticsainak valamely szomszédja X -be
keriil, X, cstcsainak szomszédjait viszont csak X/-ben taldljuk a felosztds utan. A hdromféle
lehetséges 1épést sorra véve megmutatjuk, hogy semilyen kettéosztas nem eredményez ilyen

allapotot.
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Ha a (c) 1épés kovetkezik be, akkor az X;-t két részre bontjuk, igy keletkezik az X és
az X[, ;. Csak akkor kévetkezhetett a (c) 1épés, ha az X; és barmely sorrendben rakovetkez

rész kozott vagy nem fut él vagy mind be van hizva. Az X/ X/

41 Tészek és egy X} rész
(j > i+ 1 vagy j < i) viszonydban a tulajdonsdg fennmarad. Az X és az X[ | részekre
igaz, hogy ha X valamely csticsa Gssze van kdtve egy X-beli csicesal (j > i + 1), akkor X]
és X, minden csticsa Ossze van kotve az Gsszes X }—beli cstccsal, tehat nincs olyan feltételt
sérté X rész (k > i), hogy vezet él X[ és X}, kozott, de nem vezet €l X | és X kozott. Még
ellenérizni kell, hogy az X;-t megeloz6 részek tekintetében nem romlik-e a tulajdonsag. Ez
akkor fordulhatna eld, ha lennének olyan X, és X részek (p < q < i), hogy X, csticsainak
legnagyobb indexti részben 1év6 szomszédja X7, -ben, X;-nek pedig X;-ben van. Tudjuk,
hogy X=X, és X ;=X, valamikor egy rész volt, amit szétvdgott az algoritmus. Ennek a
szétvagasnak valamely X; rész utdni v € V csics mentén kellett torténnie, hogy X, egyik
csticsa sem szomszédos v-vel, mig X, valamely csicsa igen. Tehat mindenképp van olyan X,
particié, £ > i+ 1, hogy az X, és X részek kozott nem fut él, mig X és Xj kozott igen,
kiilénben sériilne az a kiinduldsi feltétel, hogy az (X1,...,.X,,.. .. Xq,.. ., Xj,. .., X)) rendezett

particiora teljesiil (7).

Ha a (b) 1épés kovetkezik be, akkor az X; rész vizsgalata sordn taldltunk a particiéban
utdna szerepld olyan X részt (j > i), hogy X; valamely cstcsdval szomszédos X; egy cstcsa,
valamelyikkel nem az, ez alapjan kettévigjuk X;-t. Az X; utdni részek viszonya a tulaj-
donséagot illetéen nem véltozik, ugyanis az X, (£ > i) részek csicsai vagy mind 6ssze van-
nak kotve X; minden csicsdval, vagy egyéltalan nem fut él kozottiik. A sorrendben X;
el6tti részek kozott sem lehet két olyan X,,, X, (m > n), melyek legnagyobb indexii k6zos
szomszédja ugyanabban az X; részben volt(h > j), mert a X,, és X,, az algoritmus soran
ketté lettek osztva valamely X; utdni részbeli csiccsal valé sszekotottségiik alapjan. Hasonld

érvelés alkalmazhat6 az (a) 1épés esetén is.

Az algoritmus miikodése a graf szomszédsagi matrixan elmondhatd a méatrix bi-lexikus
rendezési algoritmusa mintéjéra. Osszehasonlitjuk a métrixok és grafok nyelvén valé leirdsat
az algoritmus miikodésének. Az algoritmus minden 1épésben kivalasztja a particiébdl azt a leg-
nagyobb indexti X C V részt, amihez létezik olyan nagyobb indexti Y C V rész a particiéban,
hogy X és Y kozott fut él, de nincs mind behuzva, vagy X csticsai nem feszitenek klikket. Az
els6 esetben olyan blokkot valasztottunk, mely szomszédsagi részmatrixa nem szimmetrikus
a foatlora. Mivel nem konstans, biztosan van olyan x € X csicsa, melynek van y€ Y-beli
szomszédja, de nincs 6sszekotve minden Y-beli csticesal, vagy valamely y€ Y csicsdnak van
legalabb 1, de nem minden z€X szomszédja. Az els§ esetben egy hasité sor mentén két

részre osztjuk az Y oszlop particiét, azaz Y-t kicseréljiik {veY: (v,2)¢E} {veY: (v,z)eE}
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atindexelés I

az aktudlisan vizsgélt particid:= {x€X: yx€E}, i:=i+1 ‘

N [ X := X, az aktualisan vizsgalt particié ]

Ha 3 yEY,x4,%,€X, hogy
X1Y€EE és x,y ZE:
X-et kettévagni rendre
Igen L {xEX: yx£E}{xEX: yxEE}

Van olyan X utani Y particio,

amire x,y,€E és x,y,ZE ?

Ha 3 XEX,y1Y,EY, hogy
Xy, €E és xy, €E:
atindexelés Y-et kettévagni rendre
{YEY: yx&E}, {yEY: yxEE}

i=i-1

s X csticsai klikket

feszitenek?

JvEX, aminek az X-beli

szomszédai nem feszitenek
klikket :X-et kettévagni rendre
{x€ X: vx&E},{xEX: vXEE}

az aktualisan vizsgélt particid:= {xEX: vx€E},i:=i+1 ‘

| 4tindexelés I

Igen

Vége

8. abra. A grdfok csiucsainak lexikus sorrendjét eldallito algoritmus folyamatdbrdja.

particidkra ebben a sorrendben. A maéasodik esetben X részt osztjuk fel y € Y hasit6 oszlop
mentén {v € X: (v,y) € E} , {v € X: (v,y) € E} particiékra. Az X kivalasztdsdnak masodik
fajtaja olyan blokkot jelent, ami szimmetrikus a f6atléra és nem konstans, tehat tartalmaz 0
és 1 elemeket is. Azaz van olyan z€ X csiics, ami a tobbi X-beli csiics egy részével szomszédos,
masik részével nem. Ez a csics mentén osszuk két részre a blokkot, egymads utan a sorok és
oszlopok particiéjaban. Cseréljik ki X-et a {v € V: (v,z) € E}, 2 U {v € V: (v,z) € E}
részekre a particiéban. Igaz most hasité sorokrdl és oszlopokrdl volt sz6 egy B=Q(X,Y)
blokk esetén, lattuk, hogy ez szimmetrikusan meg fog ismétlédni B=Q(Y,X) blokkra is,

tehat helytall6 a cstcshalmaz X, Y CV csicsainak particidjara tenni kijelentést.
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6.3.1. Példa: fak lexikus rendezése

Ebben a részben olyan grafokat vizsgalunk, melyek kérmentesek és Osszefiiggoek, a fakat.
A lexikus rendezés algoritmusanak miikodését jél meg lehet figyelni a fakon. Ha az adott
G=(V, F) graf fa, akkor |V |=n cstcsa |F|=n — 1 élt feszit.

vl Uy U3 Uq4 Up Vg Uy Ug
v1 10 ¢ e 00 id
v 1 500000 A ol 5080
vg 1500 A0 O 01, 50
vy L0 @9 10009
vy 07 20000 10 g 9
vg 0 1 0 001 0 1
vr 00100010
vg G000 SR R S 1A 0 |

9. abra. Példa: Nem lexikusan rendezett fa és szomszédsdgi mdtriza.

A G=(V,F) fdban a csicsok egy tetszéleges r € F gyokérponttdl szamitott tavolsdgat
jelolje £,.(v), ahol £,(r)=0, £,(v)> 0 Vv € V. A tovdbbiakban mutatunk egy mddszert a fa
cstcsainak lexikus sorrendjének elallitdsiara egy gyokérponttdl vett tdvolsag nemnovekvo

sorrendje alapjan.

6.2. Megfigyelés. A lexikusan rendezett faban minden csicsbdl pontosan eqy él vezet egy

nagyobb indext, sorrendben utdna kévetkezd csicsba (kivétel a legnagyobb indexi csucsot).

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan csics, hogy egynél kevesebb szomszédja
elézi meg a sorrendben, azaz nem vezet él valamely v; (1 < i < n) csticsbdl semelyik vj,
n > j > i csucsba. Akkor semelyik v, 1 < k < i kordbbi csticsbdl sem vezethetne él valamely
vj, 7 > @ csicsba a lexikus rendezés tulajdonsiga miatt, igy a graf nem lenne Osszefiiggd,
ez ellentmondds. Tehdt legaldbb egy él vezet minden csicsbdl egy rakovetkezébe (kivétel
természetesen az utolsé csicsot). Indirekt tegyiik fel, hogy egynél tobb él vezet valamely
v; (1 < i < n) csticsbdl a sorrendben rakovetkezkhoz, egy v; és egy vy n > € > j > i
csicsba. Ekkor a lexikus rendezés feltétele miatt, ha v; és vy nincs Gsszekdtve (nem lehetnek
Osszekotve, hiszen a fa kormentes), akkor vj-nek van egy vy, szomszédja, n > m > ¢, ami

nem szomszédja v;-nek. Tovabba v; és vy sorrendje miatt ve-nek van vy,, szomszédja, hogy
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my1 > m, és ezt iterdlva kort kapunk, ami nem lehetséges a faban. Tehat semelyik csicsnak

nem lehet 1-nél tobb vagy kevesebb szomszédja a sorrendben réakovetkezd csicsok kozott.

Vi Vi Vi | _ V1 v,

10. abra. Lezikusan rendezett faban egy csucsnak nem lehet 1-nél t6bb rdkovetkezd szomszédja.

6.3. Megfigyelés. Ha a csicsokat egy tetszdleges v € V' gyokérponttol szamitott tavolsdg, az
Ly (v) alapjan nemndvekvd sorrendbe rendezzik, tigyelve arra, hogy (i) az azonos £, (v) értéki
csucsok kézil a kozds szilével rendelkezdk eqgymds utdn kovetkezzenek a sorrendben és (ii) a
korabban kivdlasztott csiucsok szomszédai elébbre legyenek a sorrendben az azonos tdvolsdgi

csucsok kozott, akkor a fa csicsainak lexikus sorrendjét kapjuk.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy a cstcsok (vi,...,v,) sorrendje lexikus rendezését adja a
fanak, ha l,, (v;)<ly, (v;) esetén ¢ > j, valamint az (i7) tulajdonsdg teljesiil. Ellenorizziik a
lexikus rendezés feltételét. Barmely v,,v, € V' csticsok esetén, ha p < ¢ és van olyan v, cstcs,
hogy vpv, € E és vgv, ¢ E megmutatjuk, hogy létezik v, € V', hogy s > 1 és vpus € E, vgvs €
E. Az (i) feltétel miatt [, (vp)>ly, (vg). Ha ly, (vp)>ly, (vq), akkor a v, cstcs sorrendben
rakovetkezd v, szomszédjara a Iy, (vp)>ly, (v4)> Ly, (vr)=ly, (vp)-1 Osszefiiggés teljesiil, tehdt
by, (Vg)=ly, (vp)—1 =ly, (vr). A 6.2 Megfigyelés miatt v, cstcsnak ez az egyetlen sorrendben
rakovetkezé szomszédja, valamint v,-nak is pontosan egy olyan v, szomszédja van, amire
5> q és Ly, (vs)=ly, (vg)—1 <ly, (vr), tehdt s > 1 és vsv, € E, igy a lexikus rendezés feltétele
teljesiil. Ha 1, (vp)=ly, (vq), vagyis a két csics egyenld tévolsagra van a v, gyokércsicstdl,
akkor az (i) feltétel miatt a v, csics egyetlen sorrendben rékovetkezd szomszédjanak az

indexe kisebb lesz, mint v, szomszédjaé, tehdt a lexikus rendezése feltétele teljesiil.

Vg Vs Vg Ur Uy Vg U4 U]
U8 1500 10 0 0T 0
Us 0T 0540 1 08
Ug 1 08 S 508 007 40
Uz 00 0 L0l L
U2 .0 1 PR 0 R T VA
U3 000: 0 1L 64 O 1
Uy 00 000, 3 i
U1 00 00 1 1 1 1

11. abra. Példa: Lexikusan rendezett fa és bi-lexikus szomszédsdgi mdtrixa.
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6.3.2. A lexikus rendezés és a Havel-Hakimi algoritmus

Ebben a részben a Havel-Hakimi algoritmus és a lexikus rendezés kapcsolataval foglalko-
zunk. Havel és Hakimi azt a kérdést valaszoltak meg, hogy adott dy > ds > ... > d,, nemne-
gativ egész szamokbdl &ll6 sorozathoz mikor készithet n csicsi egyszert graf d; (i=1,...,n)
fokszdmokkal[9],[8]. J6l ismert a kézfogds lemma, mely szerint 2 | Y1 d; sziikséges feltétele
egy fokszamsorozat grafot vald realizalhatosiagara, azonban ez csak multigrafokra elégséges,
egyszerli grafok realizdlhatésdgara nem. Az aldbbiakban kozoljik a Havel és Hakimi &dltal
megfogalmazott feltételt adott fokszdmsorozathoz egyszeri graf realizalhatésagara, mely al-
goritmust is nyujt a graf 1étrehozasira. A tétel bizonyitasaban taldlkozunk a bi-lexikus sor-
rend feltételéhez rokon gondolattal. Felmeriil a kérdés, hogy a Havel-Hakimi algoritmushoz

definidlhat6 sorrend bi-lexikus sorrendet ad-e.

6.3. Tétel. Akkor és csak akkor létezik olyan egyszeri grdf, melynél a csiucsok fokszima

di >0,dy >...>dy, ha létezik do — 1, ..., dg,+1 — 1,dg,42,. . .,dyn fokszami egyszeri grdf.

Bizonyitas: Az elégségesség bizonyitasa konnyen lathat6, mivel ha az n — 1 csicson re-
alizalt do — 1, ..., dg,+1 — 1,dg,+2,. . .,dp, fokszdmu grathoz hozzévesziink egy 4j v; pontot,
amit Osszekotiink a va,... vgq, 41 csucsokkal, akkor pont a dj,ds,. . ..d, fokszamsorozat egy re-
alizaciojat kapjuk.

A sziikségesség belatdsa kovetkezik. Legyen G az a graf, ami a di,ds,. . .,d, fokszdmsorozatot
realizalja. Jelolje S a G graf azon csucsait, melyek fokszamai da,. . .,dg, +1 valamelyikével meg-
egyeznek, N (v1) pedig a d; fokszadmi v; csics szomszédainak halmazét jelenti. Ha S C N(vy),
akkor vi-et elhagyva pont a kivant G’ grafot kapjuk. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan
S-beli cstics, ami nem eleme N (v1)-nek és legyen G olyan, hogy | N (v1)NS|-et maximalizalja.
Igy van olyan d; fokszamu v; € S cstcs (2 < j < dy +1), ami nem szomszédja vi-nek. Emiatt
van olyan dj, fokszamu vy, csics N(vq)-ben, amire k > di + 1 és v &S. Mivel dj, < d; és
vivEE, viv;€FE, van olyan v; szomszédja vj-nek, ami nem szomszédja vi-nak. Ilyenkor a
(vivg) és (vivj;) élek helyett (vivj), (vivg) éleket a grafhoz véve egyszerti grafthoz jutunk, ezzel

novelni tudjuk |[S N N(vy)| értékét, ezzel ellentmondva az indirekt feltételnek. OJ

A Havel-Hakimi algoritmusnak egy specidlis esetében minden lépésben az aktudlisan
maximalis d; fokszamu csucsot kotjik Ossze a fokszamok nemcsokkend sorrendjében utdna
kovetkezo d; darab cstcesal. Utana d;-t toroljiikk a sorozatbol, szomszédjai fokszamat eggyel
csokkentjiik, a nemcsokkend sorrendet esetleg korrigdljuk és tjra kivalasztjuk a legnagyobb
fokszamn csticsot, mig minden fokszam 0 nem lesz. Felmeriil a kérdés, hogy ebben az esetben
a kiindulési d1> do > ... > d,, sorrend a hozzatartozoé csicsoknak forditott lexikus sorrendjét
adja-e. Az algoritmus miikodése azt sugallhatja, hogy mivel a kisebb fokszamu csicsokhoz

késébb kotiink éleket, vjveE, vjup€E, dj > di > dy esetén lenne olyan v; € V, d; > d;
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csics, hogy v,up€E és vyui¢ E. Ez azonban nem igaz, a kiindulasi fokszamsorrend nem adja
mindig a graf forditott lexikus sorrendjét, ezt mutatja a 12. dbran lathatd graf. A csicsok
a 3,3,3,3,2,2,2,2,2 fokszamsorozat alapjan vannak indexelve és ha forditott lexikus sorrend
lenne, akkor vgvg € E miatt minden v;(i < 8) csticsnak, mely nem szomszédos vs-mal, kellene

lennie 3-nél kisebb indextii szomszédjanak, ez azonban nem teljesiil az v;-re i € {5,6,7}.

Az koénnyen latszik, hogy a kiinduldsi nemcsckkend fokszamsorrend altaldban nem Aallit
el6 lexikus sorrendet, példaul di=n—1, dy < n—2 esetén, ahol n a csicsok szdma, v Gssze van
kotve minden csticcsal, igy egyik utdna kovetkezd csucsnak sem talalhaté olyan szomszédja,
amivel v1 nem szomszédos. Az algoritmushoz kapcsoléddan tekinthetnénk a fokszamsorozaton
kivil a cstcsok kivéalasztasdnak sorrendjét. Az el6z6 indokldas miatt itt is csak a forditott le-
xikus rendezés lehet&ségét kell szamba venniink. A 12. abran a kivéalasztott csticsok sorrendje
v1, V2, vs és itt meg is allhatunk, mert mar lathaté, hogy ez nem lehet forditott lexikus

sorrend, mivel v vs utan keriil sorra, viszont vivs € E, vqvs € E.

vy vy

Va

Vs Vs

vz

12. dbra. Havel-Hakimi algoritmus dltal realizdlt grdf, mely nem dllit eld lexikus sorrendet.

A kovetkez6 részben részletesen foglalkozunk merevkori grafokkal. Azokat a grafokat
nevezzik merevkoriinek, amelyek nem tartalmaznak legaldbb négy élbdl allé atlomentes
kort. Itt a Havel-Hakimi algoritmus kapcsdn azt nézzilk meg, hogy egy merevkori graf
fokszéamsorozatdahoz az algoritmus mindig merevkorii grafot hoz-e 1étre. A valasz nem, egy
fokszamsorozathoz realizalhaté merevkori és nem merevkort graf is a Havel-Hakimi algorit-

mussal.

b~ 00 A~

13. abra. Hawvel-Hakimi algoritmus dltal elddllitott grifok a 3,3,3,3,2,2,2,2 fokszdmsorozatra.
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7. A bi-lexikus rendezés alkalmazasai

Ebben a részben bemutatjuk a matrixok bi-lexikus rendezésének alkalmazéasait a teljesen

kiegyensulyozott métrixok, a merevkorii grafok és az atlés paros grafok vizsgdlatdban. A bi-
lexikus rendezés segitségével bemutatjuk az emlitett matrix- és grafosztdlyoknak az NP- és
co-NP jellemzésiiket.
A vizsgilt @ 0-1 maéatrixok a tovdbbiakban az algoritmus szaméra konnyii kezelhetOség
érdekében tgy vannak megadva, hogy szamon tartjuk a sorok és az oszlopok listdjat, minden
reR sorra azon oszlopok listdjat, ahol Q(r,c)=1 és minden c¢ oszlopra azon sorok list4jat,
ahol Q(r,c)=1.

7.1. Teljesen kiegyensulyozott matrixok és a I'-nélkiili rendezés

Egy nxmn-es 0-1 matrixot kérmétrixnak neveziink (n > 3), ha minden oszlopdban és
minden sordban pontosan 2 darab l-es van és egyik valddi részmatrixdra sem igaz ez a
tulajdonsag. Azokat a 0-1 méatrixokat, melyek nem tartalmaznak kor részmétrixot, teljesen
kiegyensulyozott matrixoknak nevezziik.

I'-nak nevezziik azt a 2x2-es 0-1 értékli matrixot, melyben pontosan 1 darab 0 szere-
11
pel a jobb alsé sarokban, ( Lo ) Egy 0-1 matrixot I'-nélkiilinek neveziink, ha nincs T’

részmatrixa. A ['-nélkiili rendezés olyan rendezése a matrixnak, ami I'-nélkiili matrixot hoz

létre.

7.1. Tétel. Teljesen kiegyensilyozott mdtriz bi-lexikus rendezésében nincs I' részmatrix.

A 7.1. Tétel bizonyitdsahoz felhasznaljuk a kovetkezd tételt:

7.2. Tétel. Legyen Q bi-lexikusan rendezett 0-1 mdtriz, R sor- és C oszlopindexhalmazzal. @
barmely 2x 2-es részmdtriza, melyre r1<re€R, c1<co€C, Q(r1,c2)=Q(r2,c1)=1, Q(ra,c2)=0
kiterjeszthetd valamely n>3-ra olyan nxn-es részmdtrizd, hogy annak 1 <ro < ... <r, €ER
éscp < ey < ...< ¢y €Cindexeire Q(ri,civ1)=Q(rit1,¢i)=1 minden i=1,...,n-1 esetén,
Q(rn,cn)=1 és Q(ri,c;)=0 kiilénben, esetleg kivéve i=j=1-et.

Ez specidlisan azt jelenti, hogy eqy I' részmdtriz kiegészithetd kor részmdtrizd.

Bizonyitas: A bizonyitast teljes indukcidval végezziik. Kezdjik i=2-vel: Q(r;,¢;)=0. V-

lasszuk ki azt az oszlopot c;yi-nek, amelyik a legjobboldalibb azok koéziil, ahol ,,q és ,,_,q
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kiilénboznek. Mivel Q(7;—1, ¢;)=1 és Q(r;, ¢;)=0 és a sorok lexikusan névekednek a bi-lexikusan
rendezett matrixban, c;41>c¢; biztosan létezik és Q(ri—1, ¢i+1)=0, Q(rs, ciy1)=1. A g, , 0sz-
lopban a métrix minden r;_;1-nél kisebb sorindex{i elemének 0-nak kell lennie, kiilénben

sériilne a sorvektorok lexikus rendezésének feltétele.

71 0
10 1 O
01 0 1
00 1 0
1 0
1 0
0 --- 0 11

Hasonléképpen valaszthatjuk ki az ;¢ sort, a legals6 olyat, ahol ¢, és q.,_, oszlopvek-
torok kiilonboznek. Ha Q(r;11, ¢c;+1)=1, akkor a bizonyitdssal végeztiink n=i+1-re. Ha nem,
akkor az indukcids 1épést iteraljuk. Mindenképpen véget fog érni a fent definialt 1épéssorozat,
mivel egyszer elériink a rendezett matrix jobbalsé elemének kivalasztdsahoz, ami csak 1 lehet.
Ha M (ry,c1)=1, azaz T volt a kezdd 2x2-es métrix, akkor pont egy kort kaptunk.

Tehat a teljesen kiegyensilyozott matrixok (melyek nem tartalmaznak kor részmatrixot) bi-

lexikus rendezésében nem lehet I' részmatrix, ezzel belattuk a 7.1 Tételt. O

7.1. Megfigyelés. Ha egy 0-1 mdtriznak van kor részmdtriza, akkor a mdtriz bdrmely ren-
dezésében lesz I részmdtrix. Mégpedig a kor részmdtrixz balfelsé 1-ese, illetve ennek sordban

és oszlopdaban lévd 1-esek, melyek a korhoz tartoznak.

7.3. Tétel. Egy 0-1 mdtriznak akkor és csak akkor van I'-nélkili rendezése, ha a mdtrix

teljesen kiegyensulyozott. [

A 7.3. Tétel mutatja az ekvivalenciat a teljesen kiegyensilyozott matrixok NP- és co-
NP-definicidja kozott. Egy matrixrol belathatjuk, hogy nem teljesen kiegyensilyozott, ha
megmutatjuk egy kor részmatrixat. A teljesen kiegyensulyozottsag pedig gy lathaté be, ha
mutatunk egy I'-nélkiili rendezését, erre alkalmas a bi-lexikus rendezése a matrixnak, mivel

az teljesen kiegyenstlyozott matrix esetén nem tartalmaz I'-t.
Egy rendezett @ € {0,1}"*™ matrix I-nélkiiliségének hatékony ellenérzésére bemuta-

tunk egy megfigyelést, aminek segitségével O(L) id6 alatt ellendrizhetd, hogy van-e @-ban

I' (L=m+n+e, e a matrix l-eseinek szamét jeloli). Ez a matrix bi-lexikus rendezésének
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eléallitasaval egyiitt O(Llog?L) id6t vesz igénybe.

7.2. Megfigyelés. Ha egy rendezett QQ mdatrizban van I részmdtriz, akkor olyan I részmdtrix
is van, melyet r1<rg sorok és c1<cy o0szlopok hatdroznak meg, hogy Q(r1,c)=0 Y c: c1<c<ca,
és Q(r,c1)=0 Y r: ri<r<ra.

Bizonyitas: Bevezetiink egy fliggvényt a @-beli részmatrixok méreteinek szdmontartdsa
érdekében, s(r1,r9,c1,c2)= |{c€C: c1<c<ca }| + [{r€R: ri<r<ry }|, r1<ry sorok és c1<cy
oszlopok jelolik a részmatrix hatarait. Jeloljék az s-et minimalizdlé I' részmatrixot a j;<jo
indexii sorok és ki<ke indexii oszlopok. Azt akarjuk belatni, hogy az s-et minimalizalé I’
részmatrixban ki és ko oszlopok kozott nincs l-es a j; sorban, valamint j; és jo sorok
kozott nincs 1-es a kp oszlopban. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan m oszlopindex,
amire ky<m<kso és Q(ji1,m)=1. Ha Q(j2,m)=0, akkor s(ji, j2, k1,m) < s(j1,j2, k1, k2), ha
pedig Q(j2,m)=1, akkor s(j1, 72, m, ko) < s(j1,j2, k1, k2), tehdt ellentmondésra jutottunk az
indirekt feltevéssel, miszerint ji, jo sorok és ki, ko oszlopok minimélis s értékii I'-t definidlnak.

Hasonlé érvelés miikodik a sorokra is. [

A teljesen kiegyensilyozott matrixok osztalya része a kiegyentlyozott matrixok osztalydnak.
Egy @ 0-1 matrixot kiegyensulyozottnak neveziink, ha nincs olyan részmatrixa, ami egy
paratlan hosszui kor incidenciamatrixa. Egy masik szempont alapjan a teljesen kiegyensilyozott
maétrixokat a részfa méatrixok osztalya is altaldnositja. A részfa maéatrixok sorait egy T fa
csucsai, oszlopait a T részfai jelentik, a matrix egy eleme pontosan akkor 1, ha a sorat
jelold csics eleme az oszlopban jelolt részfanak, kiilonben 0. A részfa matrixok bi-lexikus
rendezése tamogatott I'-rendezés, mely szerint barmely j; < jo sorok és ki < ko oszlo-

pok &ltal meghatdrozott I' részmdtrixhoz van olyan j3 > jo sora a () matrixnak, hogy

Q(J3, k1)=Q(j3, k2)=1.

Részfa \
matrixok

Kiegyensulyozott
matrixok

Teljesen

kiegyensulyozott

_ O O =
- o = O =
[ i — e —]
S Sy

matrixok

14. dbra. A mdtrizosztdlyok elrendezddése.
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7.2. Teljesen kiegyenstlyozott matrixok és az er6sen merevkorii grafok

Az el6z6 részben a teljesen kiegyensilyozott matrixokat vizsgaltuk és a bi-lexikus ren-
dezést alkalmaztuk felismerésiikre. Felmeriil a kérdés, hogy mi a jelentése a grafokra nézve a
szomszédsdgi matrix teljesen kiegyensulyozottsaganak. A teljesen kiegyensilyozott négyzetes
matrixban nincs olyan részmétrix, ami egy 3-ndal hosszabb atlémentes kor incidenciamétrixa.
A haromszog (hdrom hosszu kor) az dltalunk hasznalatos szomszédsagi matrixokndl a 3 x 3-as
csupa l-es részmatrix, hiszen a féatloban végig 1-esek vannak. A teljesen kiegyenstlyozott,
szimmetrikus bi-lexikusan rendezett szomszédsdgi matrix a csicsok olyan (vq,va,. . .,v,) sor-
rendjét hatdrozza meg, ahol a I'-nélkiilisége miatt minden ¢ < j és k < [ esetén ha v;vg, v;vy,
vy, € B, akkor v;u; € E. Egy graf csicsainak az ilyen sorrendjét M. Farber erds elimindcios

sorrendnek nevezte [7].
7.1. Definicié. Egy grdf erdsen merevkord, ha létezik erds elimindcids sorrendje.

Lattuk, hogy egy teljesen kiegyensilyozott szomszédsigi matrixu graf lexikus sorrendje erés

elimindciés sorrend. Ebbdl és a a 7.1 Megfigyeléshél adodik a kovetkezo tétel:

7.4. Tétel. [7] Egy grdf akkor és csak akkor erdsen merevkord, ha szomszédsdgi mdtriza

teljesen kiegyensulyozott.

A 7.4. Tétel miatt az er6s merevkori grafok felismerhetéek a szomszédsagi matrixuk
bi-lexikus rendezése, majd annak I'-nélkiiliségének ellentrzése alapjan. Ez a rendezés el6 is
allitja az erés eliminaciés sorrendet, ha a graf erGsen merevkori. Az er6s merevkori grafok
karakterizaci6i koziil még egyet emlitiink M. Farber cikkje alapjan [7]. Erés atlénak hivjuk a
G grafnak azt az élét, amely egy paros hosszu korben két paratlan, 1-nél nagyobb tavolsigra

1évo csucsot kot Ossze.

7.5. Tétel. G grdf akkor és csak akkor erdsen merevkori, ha merevkorid és minden legaldbb

6 hosszu pdros kérében van erds dtlo.

A kovetkezd részben a tagabb osztallyal, a merevkori grafokkal foglalkozunk.

15. abra. Merevkori, de nem erds merevkord grdf.
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7.3. Merevkorii grafok és a szimplicialis sorrend

Egy G grafot merevkoriinek (haromszogeltnek) hivunk, ha minden legaldbb 4 csticsbdl
allé korének van atldja. A szimplicidlis sorrend (egyes szakirodalmakban perfekt elimindciés
séma) a graf csicsainak olyan sorrendje, amiben minden v;€ V' cstcsra a sorrendben uténa

kovetkezd szomszédai klikket alkotnak.
7.6. Tétel. Egy grdf akkor és csak akkor merevkorii, ha létezik szimplicidlis sorrendje.

Ezzel a klasszikus tétellel lathatjuk a graf NP és co-NP definicidja kozotti ekvivalenciat.
A graf egy csucsat szimplicidlisnak nevezziik, ha szomszédai klikket alkotnak. A tétel kovet-

kezménye, hogy minden merevkori grafnak van szimplicidlis cstcsa.

A szimplicidlis sorrend eléallitasahoz Tarjan és Yannakakis linedris futasideji algoritmust
publikélt, ami max-vissza sorrendet hataroz meg a csicsokon, és ennek a forditottja szimp-
licidlis sorrend. A max-vissza sorrend létrehozasa egy tetszoleges v; € V csucs kivalasztasaval
indul, minden 1épésben azt a csiicsot véalasztja, ami a legtobb éllel kapcsolddik a mar kivalasz-
tott csticsokhoz. A v cstcs és a kivélasztott csticsok kozott futé élek szamat d(v, V;)=|{x € V|
vr € E'} jeloli, ahol V;={v1,...,v;} az elsé i darab kivélasztott cstcsot jeloli. A max-vissza

sorrendre igaz, hogy d(v;, Vi—1)>d(vj, Vi—1) (V2 <i < j <n).

A merevkori grafokrdl szélo rovid bevezeté utdn megnézziik a szimplicidlis sorrend kap-
csolatat a graf szomszédsagi matrixdnak szimmetrikus bi-lexikus rendezésével. A merevkori
grafok () szomszédsigi matrixaban a csiicsok szimplicidlis sorrendezettsége azt jelenti, hogy

@-nak nincs olyan I' részmatrix, melynek balfels6 egyese a féatléban van.
7.7. Tétel. A merevkori grafok lexikus rendezése szimplicidlis sorrendet hatdroz meg.

Bizonyitas: Vegyiik a G=(V, E) gréf lexikus sorrendjét. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan
v; cstics a rendezésben, aminek a sorrendben rakovetkezd v;,vy, szomszédjai nincsenek Ossze-
kétve (i < j < k). A graf lexikus sorrendje miatt teljesiil, hogy a v; csicsnak van olyan
vk csucs utdni vy, szomszédja, amivel v; nincs Osszekotve. Valasszuk vy, -nek a sorrendben
leghdtsé ilyen tulajdonsagi cstcsot. Ha wipvy, € E, akkor (vi,vj,vy,vk,v;) csicsok egy
atlomentes kort hataroznak meg, ami merevkori grafban nem lehetséges. Ha vyvy, ¢ E,
akkor ismét a lexikus sorrend tulajdonsagara utalva (mivel vjv, € E és j < k) vg-nak van
olyan vy, utani vy, szomszédja, ami a v; cstcesal nincs Osszekotve. Ekkor a vy, vy, €l megléte

vagy hidnya ismét ellentmondéasra vezet vagy az eddig latott 1épés tovabbi iterdlasara utal.

43



Mivel az m. 1épésben a leghatsé olyan v, csticsot valasztjuk, ami v,,_o-vel szomszédos,
Um—s-mal pedig nem, az (m — 2)-nél kisebb indexii csticsok biztosan nem szomszédosak a vy,
csuccsal, tehat atlomentes kort hozunk létre a bizonyitas soran. A 1épések soran folyamato-
san novekedo élszamu kor egyszer be fog zarulni, mivel a grafnak véges sok csicsa van. Az
eredménytiil kapott legaldbb 4 hosszu atlomentes kor pedig ellentmond a feltételnek, miszerint

a graf merevkori. O

A graf lexikus sorrendje tehat szimplicidlis sorrendet allit eld, ugyan futdsidé tekintetében
lassabb a linearisndl. A max-vissza sorrend egy lokdlis tulajdonsdgot figyelve hozza létre a
rendezést, a lexikus sorrend pedig a csicshalmaz particiéjanak finomitasan alapszik. Az alabbi

abra a merevkorli grafok szimplicialis sorrendjeinek halmazai kozotti Osszefiiggést mutatja.

Szimplicialis sorrend

(b)

Forditott max-
Lexikus sorrend

vissza sorrend

16. abra. Merevkori grafok szimplicidlis sorrendjeinek viszonya.

4 5 4 5 3 4
VAVANNVAVAVEVAVAN
(a) (b) (c)

17. abra. Merevkori grafok szimplicidlis sorrendjeinek viszonya.
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7.4. Teljesen kiegyensiilyozott hipergrafok és az atlés paros grafok

Eddig a teljesen kiegyenstlyozott () métrixokhoz kapcsoldddan olyan grafokat vizsgaltunk,
melyeknek () a szomszédsagi matrixa, azaz a sorok és oszlopok ugyanazt a V' csicshalmazt je-
lentik. Ebben a részben olyan G=(S,T'; F') paros grafokat vizsgalunk, melyekhez tgy tartozik
egy mxn-es @ matrix (m = |S|,n = |T'|), hogy a péros graf egyik fiiggetlen 7' csiicshalmaza a
sorokat, a masik pedig az oszlopokat jeloli, Q(4, j)=1, ha s;t; € E, kiilonben 0. A G=(5,T; E)
grafot atlés péaros grafnak (angol elnevezése chordal bipartite) nevezzik, ha @ teljesen ki-
egyensilyozott. Az atlds paros grafok bizonyos tekintetben a merevkord grafok paros megfe-
lel6i. Egy paros graf akkor atlés paros, ha nincs benne legaldbb 6 hosszu atlémentes kor. A
matrix egy Q(io, jo) eleme akkor szimplicidlis, ha Q(ig, jo)=1 és Q(io,)=Q(7,jo)=1 esetén
(i=1,...,n, j=1,...,m) Q(i,j)=L.

7.8. Tétel. Minden nemnulla teljesen kiegyensulyozott mdtriznak van szimplicidlis eleme.

A tétel az atlés paros grafok nyelvén azt jelenti, hogy minden atlés paros grafnak van olyan
st éle, hogy s és t szomszédai teljes paros grafot feszitenek.

Bizonyitas: Legyen G=(S,T; E) 4tl6s paros graf. Tegyiik fel, hogy G nem teljes paros
graf, ugyanis akkor minden él szimplicidlis. Vegyiink egy tartalmazdsra nézve maximélis
X C V halmazt, hogy X 0Osszefiiggd részgrafot feszit és van olyan éle a grafnak, ami nem
eleme X U N(X) csicsai altal feszitett éleknek. Az X halmaz biztosan létezik, mivel egy
izolalt csiics megfeleld, vagy ha az nincs, akkor egy olyan s € S csics eleme lehet X-nek,
aminek fokszdma kisebb |7'|-nél.

Legyen Z=V\(X U N(X)). X maximalitdsa miatt minden y € N(X) cstics szomszédos
minden G[Z]-beli éllel. Hiszen ha lenne olyan él, amivel nem szomszédos y, akkor X-hez
hozzavehetnénk y-t, ezzel sértve a feltételbeli X maximalitdsat, és még maradna él G[X U
N(X)]-en kiviil.

Belatjuk azt a segédéllitast, hogy N(X)NS minden csicsa ssze van kotve N(X)NT
minden csucsdval. Tegyiik fel, hogy vannak olyan u € N(X)NS és w €N(X)NT cstucsok,
melyekre uw ¢ E. Vegyiikk a G[X]-ben azt a legrovidebb P utat, mely sszekoti N(u) és
N(w) valamely csicsait. Legyen zy € E egy G[Z]-beli él. Ekkor az (u, P,w,z,y,u) kérben
nincs 4tl6 és legaldbb 6 hosszisagu, ami ellentmondas, tehat N(X)NT és N(X)NS teljes
paros grafot feszitenek.

Ha Z nem feszit olyan ef € E élet, hogy N({e, f})NZ teljes paros gréfot feszit, akkor a
fenti gondolatot alkalmazzuk G[Z]-re indukciéval. O

Ennek a bizonyitdsnak a mintdjara kapunk egy bizonyitdst arra is, hogy minden me-

revkord grafnak van szimplicidlis csicsa.
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7.9. Tétel. Minden merevkori, grifnak van szimplicidlis csicsa.

Bizonyitas: Legyen adott G=(V, E) merevkorii graf. Feltehetjiik, hogy G nem teljes gréf,
ugyanis akkor minden csicsa szimplicidlis csics. Legyen az X C V olyan tartalmazésra nézve
maximalis részhalmaza a csicsoknak, hogy X U N (X)-en kiviil még van csicsa a grafnak és
az X altal feszitett részgraf Osszefiiggs. Illyen X halmaz biztosan 1étezik, mert elkezdhetjiik
felépiteni egy olyan v € V csiicsbdl kiindulva, aminek van nem szomszédos csticsa a grafban.

Belétjuk, hogy az N (X)-beli csticsok minden W:=V\(X UN (X)) csiccsal szomszédosak.
Ha ez nem lenne igy, azaz 3y € N(X), z € W, hogy yz € E, akkor X":=X U{z} t6bb csticsbdl
all6 halmaz lenne, hogy X' U N(X')-en kiviil még van a grafnak cstcsa, példdul z.

Megmutatjuk, hogy N(X) cstcsai klikket feszitenek. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem
igaz, tehat Ju,v € N(X), hogy uv ¢ E. Ekkor legyen P az a legrovidebb G[X]-beli tt, ami
u egy szomszédjat Osszekoti v egy szomszédjaval. Ilyen biztosan 1étezik, mivel X Osszefuiggd.
Léattuk, hogy W minden csticsaval szomszédos u és v, kivalasztjuk w € W csticsot. Ekkor az
(u, P,v,w,u) legalabb 4 hosszi koérben nincs atlé, mivel P-t a legrovidebbnek véalasztottuk
és w-bdl nem vezet él X-be. FEz ellentmond a graf merevkoriiségének, igy uv € E.

Igy van szimplicidlis cstics W-ben, aminek N (X)-beli szomszédai klikket feszitenek. A
bizonyitas indukciét haszndl, ha || > 1 és van olyan csicsa, melynek szomszédai nem al-

kotnak klikket, akkor a fenti eljarast alkalmazzuk W-re, végiil szimplicidlis csticsot kapunk.[]

A péros grafok tulajdonsdgait gyakran hasznaljuk hipergrafok jellemzése kapcsén. Egy
H=(V ) hipergrafot teljesen kiegyensilyozottnak neveziink, ha csics-hiperél illeszkedési
matrixa teljesen kiegyensilyozott, azaz ha a csiicsok és élek halmazéan definialt paros graf atlés
paros graf. Azt mondjuk, hogy egy halmazrendszer lanc, ha barmely két X, Y részhalmazara
X CY vagy Y C X teljestil.

7.3. Megfigyelés. Minden teljesen kiegyensilyozott H=(V,e) hipergrifnak (V- # 0) van

olyan csucsa, hogy az ot tartalmazo hiperélek ldncot alkotnak.

Bizonyitas: A teljesen kiegyenstlyozott hipergrathoz tartozé matrixnak van I'-nélkiili ren-

dezése, ahol az els6 sorhoz tartozo cstiics biztosan szimplicidlis. [

Tovabbi gondolkodéasra 6sztonzé kérdések, hogyan taldlhatjuk meg hatékonyan az &tlos
paros graf éleinek sorrendjét, hogy minden él szimplicialis éle a sorrendben réakévetkezo élek
altal meghatdrozott grafnak. Ehhez segitség lehet egy jo feltétel megfogalmazdsa arra az
esetre, hogy ha a paros graf egyik csiicshalmazat fix sorrendiinek tekintjiik és azt vizgsdljuk,
hogy csak a masik osztaly csicsainak sorrendezésével mikor érhet6 el az éleken definialt
szimplicidlis sorrend. Az atlés paros grafok esetén jél kihasznalhaté tulajdonsagot igér, hogy

nincs legalabb 6 hosszi atlémentes kor a grafban.
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7.5. Biszimplicialis élek paros grafokban

M. Bombhoff és B. Manthey a paros grafok biszimplicidlis élei és a Gauss eliminaci6 soran
célszeriien valasztandé pivot elemek kozott nézték a kapcsolatot, ebben a részben a [10]
cikkjiik alapjan foglaljuk Ossze eredményeiket. Az elimindcié soran a pivot valasztdsakor azt
az igényt tartjuk szem el6tt, hogy minél kevesebb 0 elem véaljon nem nullava a matrixban.
Vagyis az algoritmus lépései soran a matrix valtozdsanak feljegyzéséhez kevés tarhely fel-
haszndldsdra toreksziink, angol kifejezéssel élve a fill-in elkeriilése érdekében valasztjuk a
pivot elemeket. A tovabbiakban ) egy n X m-es 0-1 értékli matrixot jelol. Mivel a Gauss
kikiiszobolés algoritmusdnak tarhelye szempontjabdl elég azt vizsgdlni, hogy a matrix eleme
0 vagy nem 0, a jelen vizsgdl6dds megéllapitdsai kiterjeszthet6ek valos elem@i métrixokra. A @
matrixhoz megfeleltetiink egy G =(S, T'; E) paros grafot, hogy a métrix minden sordhoz tarto-
zik egy S-beli, minden oszlopahoz egy T-beli cstics a grafban, valamint s;t; € E (i € S,j € T)

akkor és csak akkor, ha a méatrix i-edik sordnak j-edik oszlopaban 1év6 elem nem nulla.

A Gauss eliminécié soran a nem nulla elemekkel val6 felto1t6dést6]l megdvhaté matrixoknak
megfeleltetett paros grafok épp az atlés paros grafok, ugyanis egy szimplicialis élhez tartozo
pivotelemet véalasztva a matrix nulla elemei nulldk maradnak. A tovdbbiakban bemutatunk
egy algoritmust a paros grafok szimplicidlis éleinek megtaldlasara. A cikk szerzdi paros grafok
esetén a szimplicidlis csicsnak megfeleld élet biszimplicialsnak nevezik, az alabbi definici6

alapjan mi is ezt hasznaljuk a tovabbiakban.

7.2. Definicié. A G=(S,T;E) pdros grdif st € E élét biszimplicidlisnak nevezzik, ha az
s€ S éstel csicsok szomszédai dltal meghatdrozott GI'(s) UL'(t)] grdf teljes pdros grdf.

Az m éli paros graf egy adott élér6l O(m) id6 alatt lehetséges eldénteni, hogy biszimp-
licidlis-e. Tehat biszimplicilis él keresése lehetséges legfeljebb O(m?) idében. Az itt targyalt
algoritmus futdsi ideje O(nm), ahol n a csticsok szdma. A biszimplicidlis élek keresésére
el6szor jelolteket sorakoztat fel az algoritmus. Nem minden jel6lt biszimplicidlis és nem min-
den biszimplicidlis él van felsorolva a jeloltek kozott. Az aldbb megfogalmazott lemmék
alapjan gyorsan kivalaszthatéak a biszimplicidlis élek a jeloltek koziil, valamint a jeloltek
kozott nem felsorolt biszimplicidlis elemek megtalaldsara is jél ellendrizhetd feltételt fogal-

mazunk meg.

7.1. Lemma. Haa G=(S,T;E) pdros grif st € E éle biszimplicidlis, akkor 6 (s)< mingcp)d (s')
€s 0 (1)< mingcp(s)0 (t').

Bizonyitas: Legyen st € E biszimplicidlis él és A C F az s € S ést € T cstcsok szomszédai

altal feszitett teljes paros graf. Indirekt tegyiik fel, hogy s’ € T'(¢) csics fokszdma kisebb, mint
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s fokszéma. Akkor van olyan t' € T'(s), hogy s't’ ¢ E. De akkor s és ¢ csicsok szomszédai
nem feszithetnének teljes paros grafot, st nem lehetne biszimplicialis ellentmondva a lemma

feltételének.]

A matrixok nyelvére leforditva a fenti lemma azzal a jelentéssel bir, hogy egy Q(i;j)=1
elem akkor tartozhat biszimplicialis élhez, ha a métrix 7. sordban 1év6 1-esek oszlopai koziil
a j. oszlopbeli elemek 6sszege a legkisebb, illetve a j. oszlopbeli 1-esek sorai koziil az 7. sor
elemeinek Osszege a legkisebb. Az algoritmus els6 része a jelolteket ennek a tulajdonsagnak a
teljestilése alapjan valogatjuk. A tovabbiakban a graf biszimplicidlis élére és a neki megfeleld

elemre a méatrixban is biszimplicidlis elemként hivatkozunk.
Algoritmus [ jeloltek felsorakoztatdsa a biszimplicialis elemek megtaldlasara |

1. A Q matrixnak minden sorédra és oszlopéara kiszamolni az elemeik 0sszegét.

2. A maétrix minden i sordra meghatdrozni azt a ¢; oszlopindexet, ahol Q(i,c;)= 1 és ¢;
oszlopOsszege a legkisebb az i. sorban l-est tartalmazé oszlopok koziil; ha az i. sor

minden eleme 0, akkor ¢; := 0.

3. A madtrix minden j oszlopara meghatérozni azt az r; sorindexet, ahol Q(rj,j)= 1 és
rj sorosszege a legkisebb a j. oszlopban 1-est tartalmazd sorok koziil; ha a j. oszlop

minden eleme 0, akkor 7; := 0.
4. Kivélasztani a matrix azon elemeit jeloltnek, amikre Q(i,7)=1ésr; =i ¢; = j.

Az algoritmus minden 1épésének futési ideje legfeljebb O(n?). A 4. lépésben legalabb
1, legfeljebb n jeloltet kapunk. Ez a jeloltek szamara vonatkozd korlat fontos a futasi id6
becslésében. A kovetkezé két lemma a jeloltek és a biszimplicidlis elemek kozotti kapcsolatot

irja le.

7.2. Lemma. Az 1,7, 7 indexekre az aldbbiak teljesiinek:
1 Qij)=1és Qirj')=1
2. q; €s qj oszlopok ugyanannyi 1-est tartalmaznak
3. 17 elem biszimplicidlis.

Ekkor ij’ elem is biszimplicidlis, valamint q; és q;jr oszlopvektorok megegyeznek. A szimmetria

miatt ugyanez érvényes akkor is, ha oszlopok helyett sorokra fogalmazzuk meg a lemmdt.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a matrix ¢; és q;» oszlopvektorai nem identikus. Mivel ugyan-

annyi l-est tartalmaznak, ekkor van olyan i’ sor, hogy Q(i',j)= 1 és Q(i',j')= 0 (azaz T
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részmatrixot talaltunk). fgy azonban 7j elem nem lehetne biszimplicidlis. Tehat j és j' oszlo-

poknak meg kell egyezniiik egymadssal. A szimmetria miatt ekkor ¢j" is biszimpliciélis. (]

7.3. Lemma. Ha i'j’ biszimplicidlis elem, akkor vannak olyan i < i’ és j < j' indexek, hogy
1 és 1 sorok megyegyeznek, j és j' oszlopok megegyeznek, valamint ij biszimplicidlis elemet

jeloltnek vdlasztotta az algoritmus.

Bizonyitas: Legyen j < j’ az a legkisebb indexti olyan oszlop, amire Q(i’, j)= 1 és ugyan-
annyi 1-est tartalmaz, mint a j'. oszlop. Az eléz6 lemma miatt ekkor Q(7', j) is biszimplicidlis
elem és q; oszlopvektor megegyezik q; oszlopvektorral, ezek a legkisebb oszloposszegilick azok
kozott, amiknek 1-es van az ¢'. sorukban. A szimmetria miatt van ilyen tulajdonsigi i < 4/
indexti sor is. Mivel ij' és i’'j biszimplicialis elemek, ;q és q, q; és g;; megegyeznek, igy ij
elem is biszimplicidlis, valamint a legkisebb indexti biszimplicidlis az ¢. sorban és j. oszlopban,

tehat az algoritmus jeloltnek valasztotta. [

Az aldbbiakban kiegészitjlik a fent definialt algoritmust a kévetkezd 1épésekkel, hogy az

Osszes biszimplicialis elemet megtalaljuk a matrixban:
1. Minden jeldltet teszteljiink, hogy biszimplicidlis elem-e. (Ez lehetséges O(n?) idé alatt.)

2. Minden biszimplicidlis Q(7,7) jeloltre azokat a Q(i', ;") elemeket is vélasszuk ki bi-
szimplicidlisnak, ahol Q(i’, j)= 1 és i’. sorban ugyanannyi 1-es van, mint az i. sorban,

valamint Q(4,j' )= 1 és a j'. oszlopban ugyanannyi 1-es van, mint a j. oszlopban.

Az igy kiegészitett algoritmus minden biszimplicidlis elemet megtaldl a métrixban O(n?)
id6 alatt. A cikk szerz6i bizonyitottak, hogy az algoritmus lépésszama véletlen grafok esetén
az input méretében linedris, mivel az els6 1épésben allitott jeloltek szaméanak varhatd értéke

kicsi.
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8. ésszefoglalés

A dolgozat elsé részében az elemszam-homogén halmazrendszerek poliéderes leirasaval
foglalkoztunk. Elére megadott elemszami halmazok incidenciavektorainak a konvex burkara
fogalmaztunk meg egyenlotlenségeket. A szakirodalom feldolgozdsaban tanulsidgos volt, ahogy
az egyre altaldnosabb strukturakon definialt problémaéara hogyan valtozik a tiltott halmaz
egyenl6tlenségek alakja. Figyelemmel kisértiik, hogy a meghatarozott korlatok érvényességének
bizonyitdsdban milyen moédszerek alltak a rendelkezésre. Tovabbi gondolkodasra 6szténzo a

teljesen dudlisan egészértékii leiras megtalalasa.

A dolgozat mésodik felében a matrixokhoz definidlt bi-lexikus rendezést vizsgaltuk. Erdekes
volt a matrixoknal megfigyelt tulajdonsagokat a grafok nyelvére leforditani. Foglalkoztunk a
teljesen kiegyensilyozott méatrixok jellemzésével és felismerésével. A grafok lexikus sorrendjét
tudtuk alkalmazni a merevkori grafok jellemzéséhez. Kideriilt, hogy merevkori grafoknal
a lexikus sorrend szimplicidlis sorrendet hataroz meg. Tovédbbi gondolkodasra indit az 4tlos
péros grafok élein meghatarozhatd szimplicidlis sorrendre algoritmus keresése. Valamint meg-
fogalmazni arra egy feltételt, hogy a bi-lexikus sorrend mikor allithaté eld, ha csak az oszlopok

sorrendjét valtoztathatjuk.

Ko6szonetnyilvanitas

Ko6sz6nom témavezetomnek, Frank Andrasnak azt a sok idot és figyelmet, amit a munkdm-
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