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Bevezetd

Bevezeto

Az els6 fejezetben altalanosan fogok beszélni a VARMA folyamatokrol és azok altalanos
tulajdonsagarol. Tobbek kozott a konstrukeivjarol, a VAR és M A reprezentacidjarol, és
azok létezésérdl, a I'(r) kovariancia fliggvényének kiszamolésarol, és a VARMA folyamatok
linearis transzforméaciojarol, és azok fokanak felsé becslésérdl.

A masodik fejezetben ismertetem az VARMA identifikdciéjahoz hasznalt népszertibb alako-
kat, a Final format, az Echelon formét, és az Inverz Echelon format. Ezek koziil az Inverz
Echelon forméaval foglalkozom mélyrehatébban, és ilyen alakban szeretnénk a folyamatun-
kat az y,-t T kiilonboz6 id6pontd megfigyelésiink alapjan megkonstrualni. Ttt ismertetem
a Kronecker indexek, és Invariansainak a fogalmat, és ezeknek a jelentGségét. A késGbbi
fejezetekben ezeket a Kronecker invaridnsokat szeretnénk meghatérozni aszimptotikusan
stacionarius, és kointegralt esetben.

Aszimptotikusan stacionérius esetben ismertetem Poskitt [4] 0j és gyorsan szamolhato
algoritmusat az ARMAX reprezentacio segitségével, aminek segitségével az el6bb em-
litett Kronecker invariansokat, és a koordinatak azon permutéciojat meghatirozhatjuk,
amik szerint ezek a Kronecker invaridnsok a megfelel§ sorrendben vannak. Széval meg-
hatarozzuk a koordinatdink azon sorrendjét, amik szerint a Kronecker indexek mono-
ton csokkend sorrendben lesznek rendezve, majd ez utan alkalmazva Poskitt [2] cikkében
hasznalt Akaike-szert, és Bayes-szeri informaciés kritérium fiiggvényének a segitségével
meghatarozzuk a Kronecker invaridnsainkat. Az algoritmus miikodését és konvergenciajat
biztositja az algoritmus utani tétel.

Kointegralt esetben elsének kiszamoljuk a kointegracios rangot Poskitt [3]| cikkében taglalt
fliggvény segitségével, majd hasonléan hasznaljuk az algoritmusunkat, mint aszimptoti-
kusan stacioner esetben. Itt Engle-Granger 8] féle EC felirast, és a Beveridge-Nelson
felirast hasznaljuk, majd ennek segitségével megkonstrudljuk az EFCARM AX reprezen-
taciot. Az algoritmusunk soran ezt fogjuk felhasznélni. Innentdl kezdve az algoritmusunkat
hasonléan az el6z6 részhez futtatjuk a Kronecker invariansok, és a koordinatik megfelels

sorrendjének megtalalasdhoz.



VARMA folyamatokrol altalanosan

1. fejezet

VARMA folyamatokrol Altalanosan

1.1. Arma folyamatok

Ebben a fejezetben bevezetem egyszertibb (egy dimenzios) folyamatok segitségével az
ARM A folyamatot, majd ezutdn VAR és M A folyamatok segitségével a VARMA folyama-

tot. Elgszor definidljuk a mozgoatlag, és az autoregressziv folyamatot.

1.1.1. Definicié. Legyen ...cq,e1... eqy egyszerd fehér zaj folyamat dgy, hogy E(ex) =

w = 0 vdrhatd értékkel, és D(ey) = o szordsnégyzettel. Emellett legyenek my, ..., m, € R.
Uy = MoEp + M1Ep—1 + ...+ MeEn—qg = Z mMiEn—i

Ekkor azt mondjuk, hogy az aldbbi (u,)nen egy q-ad rendd (véges) mozgddtlag folyamat.
Jelolése M A(q).

q
Tekintsiik a kovetkez6 polinomot: m(z) = mg + myq + ... + my2? = Zmlzl Ezt a
i=0

polinomot az u, folyamat karakterisztikus polinomjanak nevezziik. Ha erre a polinomra

igaz, hogy m(z) # 0, ha |z| < 1, akkor a folyamatunk invertalhato.

1.1.2. Definicié. Legyen &, egy staciondrius folyamat. Legyen a, € R és €, fehér zaj
folyamat, ekkor

p

Yn = B+ @1Yp—1 + Q2Yp—2+ ...+ ApYn—p+1 +éen = Z A;Yn—i T En
=1

FEkkor azt mondjuk, hogy az aldbbi (y,)nez egqy p-ed rendd (véges) autoregressziv folyamat
w vdrhatd értékkel. Jelolése AR(p).

q

Tekintsiik a kovetkezd polinomot: a(z) = ag+a1q+ ... +a,27 = Z a;2". Ezt a polinomot
i=0

az y, folyamat karakterisztikus polinomjanak nevezziik. Ha erre a polinomra igaz, hogy

6



VARMA folyamatok VARMA folyamatokrol altalanosan

a(z) # 0, ha |z| < 1, akkor a folyamatunk stabilnak nevezziik. Ezeknek az alapfolyama-
toknak a segitségével szeretnénk definialni a szdmunkra lényeges ARM A folyamatot. Az
ARM A folyamat ahogy a nevébdl is adodik egy autoregressziv és egy mozgoditlag részbél
all.

1.1.3. Definicié. Legyen y, egy p-ed rendd autoregressziv folyamat ay, ..., a, egyittha-
tokkal, és legyen u, egy q-ad rendd mozgddtlag folyamat my, ..., m, egyiitthatokkal. Ekkor

az aldbbi y,, folyamatot egy p vdarhato értéki (p,q) rendd autoregressziv mozgddtlag folya-
matnak hiviuk (ARMA), ha y, az aldbbi modon dll eld:

Yn = W + a1Yn—1 + asYn—2 + ...+ ApYn—p + MoEn + M1Ep_1+ ...+ MgEn—gq

1.1.1. Megjegyzés. A fentebbi ARM A(p,q) folyamat felirhatd gy is, hogy
P q
Yn = Z A;Yn—i + Z MiEn—i
i=1 i=0

1.2. VARMA folyamatok

Ebben a fejezetben az eléz6 fejezetben taglalt folyamatok tobb dimenziora torténd
kiterjesztésérdl lesz sz6. Sajnos nem olyan egyszerd a munkank, hogy le tudjuk annyival
ezt a kérdést, hogy n darab fiiggetlen ARM A folyamatot egymés alé rakjunk, mivel ezen
folyamatok kozott megengedett az Osszefiigg@ség. Definialni fogjuk a tobbvaltozos AR
folyamatot, a VAR folyamatot, majd utdna a toébbdimenzios M A folyamatot. Ezekbdl
konstrualjuk meg a VARMA folyamatot (amivel a késGbbiekben foglalkozni fogunk).

Els6nek definidljuk a tobbvaltozos autoregressziv folyamatot:

1.2.1. Definici6. Legyen y, € R" wvektor. Legyen Ay,..., A, € R™™" konstans mdtri-
zok, és legyen e, € R™ vektor fehér zaj. Tovdbbd legyen u = (p1,...1wy) a vdrhato érték
vektorunk. Ekkor

Y =+ A1 + Asr—o ..+ Apyr—p + &4
Ekkor y,-t eqy p vdrhatoértékd n dimenzids p-ed rendd VAR folyamatnak nevezzik.
Most definialjuk a tobbvaltozés mozgdatlag folyamatot:
1.2.2. Definicié. Legyen u, € R"™ vektor. Legyen My, ..., M, € R™*" konstans mdtrizok.
Legyen g, € R™ nulla vdrhato értékid fehér zaj folyamat X, kovariancia mdtrizszal. Ekkor

q
w=pte+Me g+ A Me_g=p+ Y Me,
=0

ahol My = 1. Ekkor azt mondjuk, hogy u; eqy n dimenzios q-ad rendd mozgodtlag folyamat.

1.2.1. Megjegyzés. Altaldban a p vektorunkat nullinak tekintjik az eqyszeriség kedvé-

ert.



VARMA folyamatok VARMA folyamatokrol altalanosan

A késébbiekben majd sziikségiink lesz egy fontosabb tételre, amit most fogok kimondani

és bizonyitani. Torténetesen a Wold felbontasnak tobbdimenzids valtozatara.

1.2.1. Tétel. Legyen u; tdbbvdltozds q-ad rendid M A folyamat. Ekkor u;-nek akkor létezik
VAR(oc0) reprezentdcidja, ha det(Iy + Myz+ ... M,27) # 0 minden z € R és |z| <1

1.2.2. Megjegyzés. Ha ez a tulajdonsdg teljesil us,-re, akkor a mozgddtlag folyamatunkat

wnwvertdalhatonak hivjuk.

Bizonyitds: Els6nek definidljuk az L eltolds operatort. Ez az operator azt tudja, hogy
a folyamatunkat az id6ben balra eltolja eggyel, azaz formdlisan Le;, = ¢, ;. Ennek a

felhasznalasaval probaljuk felirni a mozgoatlag folyamatunkat:
Ut = E¢ + Mlgtfl + e + ngt,q = ([n + MlL + . Mqu)Et = M(L)gt

Itt M(L) egy matrix, aminek az elemei maximum g-ad rendi polinomok (méas néven
polinom matrix). Ha M(L) teljesiti az invertalhatosag kritériumat, akkor M (L)™' -el

balrol megszorozhatjuk mindketts egyenletiinket.
M(L) 'y = &

Most M (L) '-et szeretnénk felirni tgy, hogy VAR alakban alljon el6 az egyenletiink.
Tehat legyen

M(L)™' =1I(L) = I, — i IL;L

Itt II; felirhato 11, = M, indulé matrixértékkel, és a tobbi tag meg rekurzivan az alabbi

egyenlet alapjan (méatrixszorzassal ellendrizhetd):

Ebbdl kovetkezik, hogy ui-nek létezik VAR reprezentacioja, ha a feltételeink teljesiilnek,
és az alabbi alakban All el6:
Et — H(L)Ut

O

A bizonyitasunk utan szemléltetés gyanant tekintsiink egy egyszert példat:
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1.2.1. Példa. Legyen y; egy n dimenzids M A(1) folyamat. Formdlisan:
Y =&+ Mgy

ahol My egy n x n konstans mdtriz, ys = (Y1t,- - - Ynt)s € gy nulla vdrhatd értékd fehér
zaj folyamat eqy nem szinguldris X, kovariancia mdtrizszal. Innen egyszerd dtalakitdsok
utdn a kévetkezd alak adodik:

e =Y — Migq

Eqgyszeri behelyettesitéssel konnyen adodik, hogy:

et = yr— Mi(yo1 — Mi(gs2)) = ys — Myys 1 — Migi o (1.1)
= Yt — Mlyt—l 4+ ...+ (—Ml)"yt_n -+ (—Ml)n+1€t_n_1 (12)
oyt Z(_Ml)iyt—i (1.3)

i=1
Innen kivetkezik az alabbi VAR(co) alak:

o0

Yo =& — Z<_Ml>iyt7i
i=1
Ez eqy VAR(co) stabilis folyamat, ha M; 7% 0. B pedig pontosan akkor teljesil, ha
My sajdtértékei kisebbek, mint 1. Azaz

det(l, — Myz) #0,Vz € C,|2| <1

Tobbvaltozos folyamatok esetén természetesen az is igaz, hogy a kovariancia strukti-
raja a folyamatunknak nem feltétleniil szimmetrikus. Nézziik meg példaul a Cov(uy, u;—1)
-et. Az 6 kovariancia matrixuk legyen 3. Ekkor ¥,(1,2) = Cov(us,u@-1)2). Viszont

21(2,1) = Cov(usz, u—1),1). Ennek a kettének pedig nem feltétleniil kell megegyeznie.

1.2.3. Megjegyzés. Ez az elobbi szerencsére nem jelent nekink nagy problémdt, mert
az viszont igaz, hogy Cov(ug, upr) = Cov(upik,us) -vel, azaz csak egy transzpondlds a

kiulonbség a két kovariancia mdtriz kozott.

Ezek utan épitsiik fel ezekbdl a varva vart VARMA folyamatunkat, aminek az identifi-

kaciojaval foglalkozni fogunk!

1.2.3. Definicié. Legyen egy p-ed rendd vektor autoregressziv (V AR) folyamatunk, és egy
q-ad rendd mozgddtlag folyamatunk (M A). Ekkor a kettdjik dltal alkotott VARMA folyamat

a kovetkezdképpen néz ki:
Yy=p+ Ay + Ay o+ Ay e+ Mgy + Magy_o+ ...+ Mgy,

Q
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Ahol g, nulla vdrhatoértéki fehér zaj folyamat egy nem szinguldris Y. kovariancia mdt-
rizszal.

Ezt a folyamatot gy nevezzik, hogy VARMA(p, q).
1.2.4. Megjegyzés. A p értékét dltaldban nulldnak tekintjik az eqyszeriség kedvéért.

A folyamatunk felirhat6 az eltolas operator segitségével is egy altalunk kénnyebben

hasznélhato rovidebb alakban is:

Ahol A(L) = In — AlL — A2L2 — ... Apr7 és M(L) = In + MlL + M2L2 —+ ... Mqu.

1.2.4. Definici6é. Az y; VARMA(p, q) folyamatunkrol azt mondjuk, hogy stabil, ha A(z) =
(Ag+ A1z + ...+ Ap2P) #0, ha |2| < 1

Az y; VARMA stabil folyamatunknak létezik M A reprezentécioja, amit a A(L)~! balrol valo

szorzasaval érhetiink el. Formaélisan

o)

o= A M(L)ey = ®(L)ey = Y iy

=0

Ahol a ®(L) = A(L)™' « M(L). Ttt ®(L) megadhato rekurzivan az aldbbi modon:

A(L)®(L) = (I,— AL — AL* — ... — A,LP) (i <1>Z-LZ'> (1.4)
= I, + i (@i — iAjcbi_j) L (1.5)
= I, + ;\}1L +... jr_Mqu = M(L) (1.6)

Innen mivel a polinomok egyilitthatéi megegyeznek, ezért azonnal adddik az aldbbi

rekurziv képlet:

Oy =My = I,M; =0, — Y AP, (1.7)
j=1

®; = M; + Z AP (1.8)
j=1

Ha az M A operatorunk M (L) teljesiti az invertalhatosagi feltételt (azaz M(z) # 0
minden z € C,|z| < 1), akkor a VARMA folyamatunkat invertalhatonak hivjuk. Ekkor

létezik neki tiszta VAR reprezentacioja az alabbi médon:

e =M(L) ALy, =y — Y Wiy = (L)y,

i=1

Kiszamolhat6 a II; ugy, hogy felirjuk matrixdsszeg alakban A(L)-t is, és M (L)-t is, és erre

10



VARMA folyamat V AR(1) reprezenticidja VARMA folyamatokrol altalanosan

felirjuk az alabbi egyenletiinket:

M(I)TL) = (Iy+ ML+ ML*+ ...+ M,L)(I, = > TLL) (1.9)
=1
= I,+ M; — Y M;_,II; | L' 1.10
750
i=1 j=1
= I, —AL— ... —AJLP = A(L) (1.11)

Ahol Ay = My =1, és M; =0, ha j > q, A; =0, ha j > p. Innen azonnal adddik, hogy
i—1
—Ai=M; =Y Ml — 1,
j=1

Innen adodik, hogy
i—1

=1

1.3. VARMA folyamat V AR(1) reprezentaci6ja

Ebben a fejezetben a célunk, hogy a VARMA folyamatunkat atirjuk egyszertien egy
V AR(1) folyamatta. Ebben segitségiinkre lesz egy Y; és U, folyamat, és egy A hipermétrix.
Legyen v, egy n dimenziés VARMA(p,q) folyamat. Definidljuk Y, € R"P+ox1 s [, ¢
R™P+a)*1 yektort. Legyen

/
Y, = (ytaytfly e Yt—pt1, €4, 1, - - - >5tfq+1>
és
/
Ut: (€t,0,...,0,5t,0,...70)

Ezek utan definialjuk A € R*P+a)xn(+9) hipermarixot az alabbi modon:

A A
A= 1,1 1,2
Asq Ags

Ahol Ay € R™*™ Ay 5 € R™*™M Ay € R és Ay 9 € R dimenzios hiperméatrix.

A;j 1,7 =1,2-re a kovetkezd:

A A, A,
I, 0 0
Al,l—
0 I, 0

11



VARMA folyamat V AR(1) reprezenticidja VARMA folyamatokrol altalanosan

M, M, M,
0 0 0
Ajg =
0 0 0
Ag’l =0
Azaz A, ; nullmatrix.
0 0 0
n 0
Ago = )
0 I, 0

Innen adodik nekiink a folyamatunk n(p+¢) dimenzios VAR(1) reprezentéacioja az alabbi

modon:

Yi =AY, + U

1.3.1. Megjegyzés. Egyszerd mdtrizszorzdssal ellendrizhetd, hogy az dtalakitisunk he-

lyes, és valoban megegyezik a bal és a jobb oldalunk.

1.3.1. Allitas. A fentebbiy, segitségével megkonstrudlt Y, VAR(1) folyamatunk akkor és
csak akkor stabil, ha az eredeti y, VARMA(p,q) folyamatunk stabil volt.

Bizonyitds: Legyen Y; n(p + q) x 1 dimenzios VAR(1) folyamat. Legyen y, n dimenzios
VARMA(p, q) folyamat. Ekkor ha Y; stabil az azt jelenti, hogy det(/,(,q) — Az) # 0 Vz €

C,|z| < 1. Ez a determinans atirhato A definicidja szerint az alabbi médon:

det([n(p+q) — AZ) = det([np — A1712) det(]nq — A272’Z) (112)
= det(l, — A1z —... — A,2P) (1.13)

Itt 1.13 azért all fenn, mert ha A; ; nem szingularis matrix, akkor a determinans el6 all

az alabbi alakban:
det A = det(Al,l) det(AQQ — A2,1A17&A1,2)

1.14 azért igaz, mert (I,,, — Az 22) egy als6 haromszog matrix, tehat a determinénsa pon-
tosan a foatlobeli elemek szorzata, azaz 1, és a masik tag det([,, — A;12) pedig azért
egyenld A(z)-vel, mert ha kiszdmoljuk a determinansat, akkor azonnal egyszertien adodik
(sorcserék, és a determinéns kifejtési tétel segitségével).

Itt a jobb oldalon pontosan az y, stabilitisdnak az egyenletét kaptuk. Tehat pontosan
akkor stabil Y;, ha vy, stabil. U

19
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1.4. VARMA autokovarianciija és autokorrelacioja

Legyen y; n dimenzios, nulla varhato értéki stabil VARMA(p,q) folyamat az alabbi
egyiitthatokkal:

Yt = Alyt—l + ...+ Apyt—p + &+ Mlgt—l + ...+ ngt—q

Az autokovariancia méatrixa y,-nek kiszamolhato tobbek kézott példaul az M A reprezen-

tacio segitségével. Legyen i, M A reprezentacidja az alabbi:

Y = Z D4
i=0

Ekkor az autokovariancia métrixa y,-nek az alabbi médon szamolhato:

Ly(h) = E(yeyr_p) Z(I)h+zz @]

Ennél kényelmesebb modszer kiszamolni a I'y(h)-t agy, hogy az y;re vonatkozo alapegyen-

letiinket beszorozzuk vy, _p-val és vesziink egy varhato értéket. Ekkor

E(ye,vin) = AEWewy )+ -+ AEWe—pyis) + E(eyi-n)
+ MlE(gt—lyé—h) +...+ MQE(Et—qy;—h)

A folyamatunk felirasabol (mind a VARMA, mind az M A-bol) kovetkezik, hogy ha s < t,
akkor E(ey.) = 0. Tegyiik fel, hogy h > ¢, ekkor a kovarianciara a kovetkezd formula
igaz:

ILy(h) =AT,(h—1)+ ATy(h—2)+...+ A, (h—p)

Hap > qésTy(0),...,I'y(p—1) adott, akkor az autokovariancidink egyszertien kiszamit-
hatok I'y(h)-ra minden h = p,p+1,... esetén.

A kezdeti kovariancidk kiszamolasahoz meg alkalmazzuk az el6z§ fejezetben taglalt

e,

Fy(O) = COV(Y;, Y;) = E(Y;g, Y;/) = E(AY;_l, (AY;g_l),) + ZU = Ary(O)A/ + ZU

Rendezziik 4t az egyenletiinket:

Ty (0) — ATy (0)A' = Sy

Itt alkalmazzuk a vec operatort, azaz vegyiik a bal oldal és a jobb oldalnak is a vektori-

zaltjat!
vec(Ty (0) — ATy (0)A") = vec(Xy)

13
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1.4.1. Allitas. A vec operdtor linedris.

Bizonyitds: Ellenérizziik le a linearitas tulajdonsagait. Legyen A, B € R™*" és A € R.

vec(A+ B) = wec(A) + vec(B) (1.14)
vec(AA) = vec(A) (1.15)

Az els6 azért kovetkezik, mert legyen

11 Q12 - Q1n
Q21 Q22 -+ Q2n
A=
Am1 Qm2 am,n
és
bii b b1y,
ba1  bao ban
B — b .7
bm 1 bm,? bm n
Ekkor az alabbi igaz:
ag+bi1 ar2+bia - ar,+big,
az1 +ba1  aget+beo - ag, +bay
A+B= . . .
Qm,1 + bm,l Am,2 + bm,2 ot Qmn + bm,n

Ennek a vektorialisa megegyezik a kdvetkezd oszlopvektorral:
vec(A+ B) = (a11 + b, a12+bio, .. ain 4+ binsa21 + 021, oo Qg + D)’

Ami pontosan megegyezik vec(A) + vec(b)-vell A masodik pont trividlisan adodik, mert
konstanssal valo szorzasnal mindegy, hogy elGszor a matrix elemeit szorozzuk meg, és

utdna alkalmazzuk a vec miveletet, vagy mar alapbol a vektorizaltat szorozzuk meg a
A-val. UJ
Ekkor az allitdsunkat felhasznalva kovetkezik, hogy

vec(Ty (0)) — vec(ATy (0)A") = vec(Xy)
A wvec operétor tulajdonsagai alapjan tudjuk, hogy:
vec(AXB) = (BT ® A)vec(X)
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Ahol ® alatt a Kronecker szorzatot értjiik. Ezt a tulajdonségot felhasznalva az egyen-

letiink a kdvetkezGképpen alakul:
Tvec(T'y(0)) — (A ® A)vec(I'y(0)) = vee(Xy)

Innen kiemelve a vec(I'y (0))-t és (I — (A® A))-al leosztva (inverzzel szorozva) a kovetkezd

egyenletet kapjuk a keresett vec(I'y (0))-ra:
vec(Ty(0)) = (I — A® A) tvec(Sy)

Itt y,; stabilitasabol kovetkezik Y; stabilitasa, amibdl kdvetkezik, hogy létezik az inverze a
matrixunknak. Igy tehat az invertalhatosag kérdésével szerencsére nem sziikséges foglal-
koznunk. A vektorialisbol, ha visszaalakitjuk a métrixunkat (azaz a matrixunk elsé sora
a vektor elsG n eleme lesz, masodik sora a masodik n eleme lesz etc...), akkor kapunk egy
konnyen szamolhato képletet I'y (0)-ra.

I'y (0)-nk ekkor adott lesz, aminek kiszamolaséaval egyszertien megadhatjuk
r,0),...,I'y(p — 1)-et, mivel

Fo(0) - T11(0) Tya(0)
Y Ty1(0) Ty2(0)

Ahol a kovariancia blokkok a kovetkezGek lesznek kis szamolds utan:

Iy (0) L, - Typ—1)
- | BV O o
Ly(—p+1) T'y(-p+2) ... T,0)
E(yie;)  E(ye;y) - E(?Jtd&—qﬂ)
T1,(0) = 0 E(?/tf.ldf—l) : E(yt—lfg—q+1)
0 0 o E(—pr1€igs1)
o 0 - 0
Loy =| L
0o 0 ... Xy

Innen az els6 blokk elemei megadjak nekiink a keresett kovariancidinkat. Ehhez sziikséges
volt nekiink, hogy p > ¢ legyen. Itt ha a feltételiink nem teljesiil, akkor az autoregressziv
részt, kiegészithetjiik gy, hogy hozzdadunk nulla koordinatikat addig, hogy a p > ¢
feltételiink teljesiilhessen. Igy ki tudjuk szamitani a modszeriink szerint tetszéleges VARMA

folyamatra a kivant autokovarianciat!
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VARMA linearis transzforméacioi VARMA folyamatokrél altalanosan

A folyamatunk autokorrelacidja ugy szamolhato, hogy

[V

Ry (h) = diag(T,(0)~2)T, (h)diag(T,(0)"?)

Itt diag(f‘y(O)_%)—el kell leosztanunk, ami a I',(0) f6atlojanak az inverzének a gyoke.

1.5. VARMA linearis transzformacioi

Ebben a fejezetben megismerkedhetiink a VARMA folyamatainknak a lineéris transz-
formacioival, a transzforméciok hatasara létrejott folyamatok fontosabb tulajdonsagaival
mint példaul rendjével, és dimenziojaval.

Els6nek nézziik meg mozgobdatlag folyamatokra!

1.5.1. Allitas. Legyen y, eqy n dimenzids g-ad rendd mozgddtlag folyamat nem szinguld-
ris X kovarianciamdtrizszal. Ekkor ennek az vy, folyamatnak eqy linedris transzformdcidja
eqy véges rendd mozgddtlag folyamatot ad, és nem ndveli a linedris transzformdcio a fo-

lyamatunk rangjdt.

Bizonyitds: Legyen v, a fentebbi feltételeknek megfelels folyamat. Igy legyen

Yy = M(L)Et = & + Ml{‘:t_l + e + ngt—q

Tovabba legyen F' egy M X n-es M rangi transzformécié métrix. Ekkor definidljuk z;
folyamatunkat tgy, hogy z; = F'y, legyen. Ekkor z, egy M dimenziés mozgobatlag lesz az
alabbi egyiitthatokkal:

N, = FM,
Ny = FM,

(1.16)
N, = FM,

q q

Ezek az N; egyiitthatok segitségével felirhato z; invertalhatd M A(G) alakban:
Zt = FEt + ngt—l + ...+ Nth_q

Innen kovetkezik, hogy ¢ < ¢, mivel ¢ rangja maximum annyi lehet, a z; reprezentacidja

szerint, mint y; rangja. [
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1.5.1. Megjegyzés. Erre a z; folyamatra a kovariancia fliggvény egyszeriden kiszdmol-

hato az y; kovariancia fligguényének seqitségével az aldbbi modon:

I.(h) = E((Fy)(Fyi-n)) = FTy(h)F" = (1.17)
q—h
> FMiSMF' hah=0,1,....q
= g (1.18)
0 hah>q

A kovetkezGkben nézziik meg, hogy a VARMA folyamatokra alkalmazott linearis transz-

formaciok milyen folyamatok is lesznek.

1.5.2. Allitas. Legyen y, egy n dimenzids, stabil, invertdlhaté VARMA(p, q) folyamat. Le-
gyen F eqy (M x n)-es M rangi mdtriz. Ekkor z, = Fy; folyamatnak van VARMA(D,q)
reprezentdcidja gy, hogy p < Kp és ¢ < (K —1)p+q.

Bizonyitds: Irjuk fel a folyamatunkat eltolas operatoros alakban:

Osszunk le adj(A)-val mindkét oldalt. Ez megtehetd, mert y,; stabil.
|Alye = adj(A(L)) M (L),

Kovetkez6 1épésben szorozzuk be mind a két oldalt az F' transzformacionkkal.
|Alz = Fadj(A(L))M (L),

Innen latszik, hogy adj(A)A(L) foka maximum p(n—1) lehet (adjungalas + matrixszorzas
miatt), és mivel linearis transzformaltja egy M A(q) folyamatnak M A(q) folyamat, ezért
¢<pn—1)+q

Az AR operator |A(L)| fokszama maximum np lehet, mivel A(L) foka maximum p és
a determinans a f6atlobeli elemek szorzata. Igy mivel n sorunk van, ezért np foku lehet

maximum az 1) AR operatorunk. [J
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2. fejezet

VARMA i1dentifikacidja

2.1. Final forma

Tegyiik fel, hogy ¥, stacionérius és nulla varhato értéki. Tegyiik fel tovabbé, hogy van
stabil, invertdlhat6 VARMA(p, q) reprezentacidja. Tekintsiik a folyamatunkat a kovetkezd
eltoldsoperatoros alakban:

A(L)yy = M(L)e, (2.1)

Ahol A(L ZA L', és M(L) = P M;L'. Emellett tegyiik fel, hogy [A(2) : M(z)]
balrol relativ prlmek és a fehér zaj kovariancia matrix >, nem szingularis.

2.1.1. Definicid. FEkkor azt mondjuk, hogy 2.1-rél, hogy Final formdban van, ha A(L) =
p

a(L), ahol o(L) = Z a; L' egy p-ed foki polinom gy, hogy ap =1 és a, # 0.
i=0
Ha egy kezdeti A(L)y, = M(L)e; VARMA(p, q) folyamatbol indulunk ki, akkor az egyik
legkézenfekvébb modszer a Final forméra hozasban az, hogy szorozzuk meg mind a két
oldalt az A(z) adjungaltjaval. Ez megtehetd, mivel a folyamatunk invertalhat6 volt. Koz-

tudott, hogy (adjA(z))A(z) = det A(z), ezért ha az adjungalttal szorzunk balrol, akkor

bal oldalon pont egy Final forménak megfelel6 a(L) polinomot kapunk. Formélisan:
det A(2)y: = (adjA(L))M(L)e;
Nézziink erre egy példat:

2.1.1. Példa. Legyen y, egy egyszerd 2 dimenzids VARMA(2,0) folyamat az aldbbi operd-

torokkal:
o Az) = <(1) _10‘)
[ M(Z) = 12
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Ekkor a folyamatunk reprezentdcidja gy néz ki, hogy:

1 «
01 yr = Iogy

1 1 0
Konnyen kiszamolhatd, hogy det(A(z)) = det( 0 (f ) = 1 és adjA(z) = ( . 1)
a

Ezeket behelyettesitve megkapjuk a folyamatunk Final forma elddallitdsat:

1 0
= €
Ut ol 1 t

Nézziik meg egy mésodik 3 dimenziés példat a Final formara alakitasrol:

2.1.2. Példa. Legyen

1—-6,L —05L 0
A(L) — 0 1-— 93L - 04L2 —95[/
0 1
€s
l—mL 0 0
0 0 1—mnsL
Az AR operdtorunk determindnsa : (1 — 6, L)(1 — 3L — 0,L?) lesz, mig az adjungdlija a
kovetkezo:
1—6sL—04L% 6oL 0,05 L*
ad](A(L)) = 0 1— HlL 95L - 91(95L2
0 0 (1—60,L)(1 —63L — 0,L?)

Igy tehdt a folyamatunk Final formdban a kivetkezd lesz:

1—03L — 0,17 6L 0505 L
(1—-0,L)(1 —03L — 0,L%)y, = 0 1—0,L O5L — 0,05L* X
0 0 (1 —6,L)(1 — 3L — 0,L?)
1—-mL 0 0
0 1 — 1, 0 £
0 0 1—1nsL
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2.2. Echelon forma

Ebben a részben az Echelon (létra) forméaval fogunk megismerkedni kézelebbrsl. Ez
egy olyan alakja a VARMA folyamatoknak, amit az identifikacios algoritmusunkhoz hasz-
nalni szeretnénk a tovabbiakban. Mivel az 1, sztochasztikus viselkedése nagyban fiigg
[A(z) : M(z)] operator parunktol e, zajon keresztiil, ezért tegyiik fel, hogy az ,-nk az
alabbi feltételeknek eleget tesz:

1. Feltevés. Legyen ¢, = (€14,...,6p¢) Staciondrius, ergodikus, martingdl differencia
sorozat. Legyen F, az e5-ek dltal generdlt o-algebra, azaz F, = o{es : s < t}. Ekkor

E(e|#i-1) = 0. Emellett E(ee;|.%_1) = X >0, és B(e},) <ooj=1,...,v és k > 2-re.
Legyen a v dimenziés invertalhatd VARMA folyamatunk:

A(L)y, = M(L)e,

Legyen az [A(z) : M(z)] bal oldali relativ prim polinommaéatrix, legyen a rendje p =
max pi, ahol n; = ¢;, azaz [A(z) : M(z)] i-edik soranak a foka. Ezeket az n;,i = 1,...v
egész szamokat hivjuk Kronecker indexeknek. Ezek a Kronecker indexek meghatarozzak
a zaj struktarajat a folyamatunknak. Echelon formabol két ekvivalens fajta létezik, a
klasszikus Echelon forma, és az Inverz Echelon forma. A kett6 kozotti kiillonbség az, hogy
az egyik az autoregressziv operatorunkra szabja meg a feltételeinket, mig a masodik a

mozgobatlag operatorunkra. Definidljuk elsének az Echelon format:

2.2.1. Definicié. Legyen y; eqy n dimenzids VARMA folyamat. Legyen p = max p; és
n; = 6, azaz az i-edik sor foka. Ekkor [A(z) : M(2)] Echelon formdban van, ha az aldbbiak

teljestilnek:

1. My = Aq, azaz a polinom mdtrizunk konstans egyiitthatdi megegyeznek.

U (2) = 14 Q12+ Qro?® + oo Gy, 2™ =1+ Z - (2.2)
i=1

Ty

re(2) = Qrepp-npet1Z2 + oo+ Qren, 2" = Z Aren, 2" (2.3)

1=np—nypc+1

Ny

— 2 Ny __ %

3. Mye = Myrco + Myc12 + Myc22 +...+ Myen,. ~ "= E Meypc,i®
i=1

Most definidljuk az altalunk hasznalni kivant Inverz Echelon formét:
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2.2.2. Definicié. Legyen vy, eqy n dimenzids VARMA folyamat. Legyen p = max p; s
n; = &;, azaz az i-edik sor foka. Ekkor [A(z) : M(2)] Echelon formdban van, ha az aldbbiak

teljestilnek:

1. Mg == AQ
2.
My (2) = 14+ mp12+ mmng +oit My, 2" =14 Z Mypr, 20 (2.4)
i=1
Mre(2) = Myenyp—npet12 + oo+ Mpep, 2" = Z Myen; 2 (2.5)

=Ny —Npe+1

Ny

2 i

3. Qre = Qpeo + Qret 2 + Qrepz” + 00+ Qrep, 277 = E QreiZ
=1

Ahol n,. az aldbbi modon szamolhato eqyszerien:

min(n, + 1,n.) har>c
Nype = .
min(m,,n.) har <c

2.2.1. Megjegyzés. Tekintsiik a két indexes Kronecker indexeket. Ezek definicidjabol
adddik, hogy a fédtlo folott min(m,,n.) szerepel. Ebbdl ldtszik, hogy az Echelon formd-

ban levd M A madtrizunk konstans mdtriza csak alsé hdromszdg mdtriz lehet.

2.2.2. Megjegyzés. Az eldbbi hdarom pontbol t6bb egyszeri kévetkeztetés vonhato le:

o Konnyen ldthato, hogy az elsd feltétel azt hatdrozza meg nekiink, hogy M(z) és A(z)
konstans mdtrizai megegyezzenek. Természetesen ezek nem feltétlendl csak az iden-
titds mdtrizok lehetnek, mivel ha tekintjik a mdsodik feltételt s, akkor ldthatjuk,

hogyha n, + 1 = n,.-vel, akkor azokban az esetekben is keletkezhet konstans tagunk.

o A mdsodik sor meghatdrozza az M(z) mdtrizunk elemeinek minimdlis, és mazimdlis

fokszdmait.

o A harmadik feltétel pedig az A(z) mdtrizra vonatkozd enyhébb feltétel. Itt csak a

mazximdalis fokszdmot korldtozzuk le a sor Kronecker indexére.

Az inverz Echelon forma megkonstrualhaté az alabbi W leképezés segitségével, amit az

alabbi modon definidlunk:
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o
Itt U(z) = Z W,;z". ¥, kénnyen szamolhat6é az V AR reprezentéaciora vonatkozo rekurzié

1=0
alapjan:
S M = A, i=0,1...p (2.6)
7=0
p
> MU = 0,i=p+Lp+2,... (2.7)
7=0

2.2.3. Megjegyzés. FEgyértelmi, hogy Vo = I, mivel Ay = My. Emellett tudjuk, hogy
|W;|| < oo, ahol ||¥;|* = trW; W az euklideszi norma. Ez a mdsodik megldtds abbol
kovetkezik egyszeriien, hogy mivel a folyamatunk invertdlhatd, ezért det M(z) # 0, ha
|z| < 1, amibdl kivetkezik, hogy |V;|| — 0 exponencidlis gyorsasdggal ahogy i — oo.

Emellett még az is igaz, hogy a kivetkezd hatvanysor konvergens ¥|z| < 1-re:

N
U(z) = lim W,

N—o00 4
=0

t—1

A VARMA folyamatunk invertdlasa utédn a folyamatunk &atirhato e, = Z\Pjyt_j fo-
=0

lyamatté. Nevezzilk ARM Ag(v)-nek az inverz Echelon formaban levé VARMA folyamatok

osztalyat, ahol v = {ny,ng,...,n,}. Ekkor az ARM Ag(v) meghatérozza a VARMA model-

liink kanonikus strukturajat a McMillan index segitségével, ami a kévetkezs:

v
i=1

2'. Feltevés. Tegyiik fel, hogy [A(z) : M(2)] bal oldali relativ primek, és [A(z) : M(z)] €
ARMAg(v). Emellett tegyiik még fel, hogy

e detA(z) nem azonosan nulla mdtriz
e detM(z) nem azonosan nulla mdtriz
o detA(z) #0, ha |z| <1 - kvdzi stabilitds
o detM(z) #0, ha |z| <1 - azaz az invertdldst.
[tt jegyezziik meg, hogy a Feltevés 2' megengedi A(z)-nek, hogy az egységkoron legyenek

gyoOkei neki. Stacionarius esethez mondjuk ki a Feltevés 2'-nek az erésebb valtozatat, mely

szerint:

3'. Feltevés. Tegyiik fel, hogy Feltevés 2 teljesiil, és e mellé teljesiil az is, hogy detA(z) #
0, ha |z| <1, azaz a folyamatunk stabil.
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2.3. Kronecker index

Ebben a fejezetben az y, VARMA(p, q) folyamat Kronecker indexeinek a meghatarozasa

lesz a célunk. Legyen y; a szokésos v dimenzios VARMA(p, q) folyamatunk:

Legyen tovabba e; egy v dimenziés zajfolyamat ugy, hogy E(g;) = 0, Cov(es,e5) = 0,
ha s # t, tovabba legyen ¢, kovariancia métrixa X pozitiv szemidefinit méatrix. Legyen
tovabba A(z) = I — A1z — Ag2® — ... — A,zP legfeljebb p-ed foku polinom feletti matrix
6s M(2) =1— Myz — Myz® — ... M,29 legfeljebb g-ad foku polinom feletti matrix.
Legyen a I['; az a v X v dimenzi6és matrix, ami y;-nek az [. autokovariancia matrixa, azaz
Iy = Cov(ys, yi—i1). 1tt elemenként I'y;; = Cov(yei, Ye—i;)-

Vegyiik A(L)y,; folyamatunkra a kovarianciat y;_;-el. Ekkor, ha [ > ¢, akkor a kovetkezd

kovariancia egyenlet érvényes:
rL-Al,—-...-AI,=0 (2.8)

Ez az egyenletiink amiatt teljesiil, mert ha tekintjiik a jobb oldalt azaz M(L)e;, akkor
E(M(L)eyi—;) lesz. Mivel M (L) foka csupan ¢, és E(e,e5) = 0, ha t # s, ezért a jobb

oldalunk azonosan nulla lesz minden [ > ¢-ra.

2.3.1. Megjegyzés. Természetesen itt megjeqyezném, hogy ha l < q lenne, akkor a jobb

oldalunk nem azonosan nulla lenne, hanem egy mdtriz, ami %-tdl és M(L)-tdl figgene.

2.3.2. Megjegyzés. a 2.8 szerint kiszamolhatoak a kovariancidink gy, hogy | = q +
1,...,2q 4+ 1 egyenletet felirunk.

Vegyiik az autokovariancidk alapjan a kovetkezd H; Hankel blokkmatrixot.

r, Iy --- T,
= Iy T3 -+ T
Iy Dy oo Toa

Legyen H = H,, végtelen dimenzi6s hipermatrix. Nyilvanvaloé, hogy ez a H matrix felir-
hato dgy is, hogy konstrualunk g, vektorok segitségével egy miilt és egy jovG vektort, és
azok kovarianciajat vessziik. Legyen P (Past) a mult vektor, és F' (Future) a j6v6 vektor.

Formalisan:
Pt = (Y1-1, Yi—2: Y13, - - )
és
Fy = (Y0 Y1 Yigos - )
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Ekkor H = H,, = Cov(F}, P,_1) teljesiil. (egyszert kovariancia szamitéassal ellenérizhetd)
Legyen a H métrixunk (¢ — 1)v + j-edik sora h; ;, azaz legyen a hipermatrixunk i-edik
matrixdnak j-edik sora. Ennek segitségével szeretnénk a Kronecker indexeinket meghata-
rozni.

A H kovariancia matrixunk a kovetkezd fontos tulajdonsagokkal bir:

1 haa h;; sor az 6t megeléz6 h;, j,, - . ., hi, j, sorok linearis kombinécioja, akkor h;1; ; a
hii 414, - -5 his41,5 sorok linedris kombinacidja, ugyanis a Hankel métrixunk minden

kés6bbi hipersora a korabbiak csonkolasaval azonos.
ii ha rang(H) véges, akkor a folyamatunknak létezik VARMA reprezentécioja.

iii ha rang(H) = m < oo, akkor mar a rang(H,,) értéke is egyenls m-el, és ezt a
rangot nevezziik az y, folyamatunk (Hankel matrixunk) Mcmillan indexének (fok-

szamanak).

Ezek szerint a véges rangt H,, hipermatrixbeli matrixok minden sorindexére, azaz
minden j = 1,...,v van egy olyan d; index, amelyre ha d < d;, akkor hg; sor még
fiiggetlen az el6z6 h; j-t6l, ahol ¢ < d. Azonban, ha d > d;, akkor hy ; sor mar a korabbi h; ;
i < d soraink valamilyen linearis kombinacidja. Ezeket a d; indexeket nevezziik a sorok
Kronecker indexének. A Kronecker indexek vektora (di,...,d,). A Kronecker indexek
vektora erGsen fiigghet a koordinaték sorrendjétél, és a koordinatdink Kronecker indexe
is fligghet attol, hogy az adott folyamat koordindtait hanyadik folyamatkoordinataként
soroltuk fel. Altalaban nem igaz, hogy a tébbdimenzios folyamatok egyes koordinatainak
a Kronecker indexe fiiggetlen volna attol, hogy a koordinata hanyadik. A kovetkezd allitas
egy fontos és természetes tulajdonsigara hivja fel a figyelmet a Kronecker indexeknek.
Mégpedig arra, hogy az y; vektorunk koordinatainak sorrendjének bizonyos médon torténd

megvaltoztatdsa nem befolyasolja a Kronecker indexek halmazat.
2.3.1. Allitas. A Kronecker indezek halmaza figgetlen a koordindtdk sorrendjétdl

Bizonyitds: FElég belatnunk, hogy két egymas utani koordinata felcserélésétsl nem fiigg
a Kronecker indexek halmaza, mert az elemi algebrabol ismert tétel szerint egymés utani
elemek cseréjével elGallithatjuk az elemek tetszéleges permutaciojat.

Két szomszédos koordinata felcserélése mindig az alabbi hét eset valamelyikének felel meg.
A Hankel matrixunk sorai elé irjunk egy 0-t vagy egy z-et gy, hogy 0-t akkor, ha az adott

sor fligg az elGtte levd soroktol, és x-et, ha az adott sor fiiggetlen az elGtte levs soroktol.
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Ezt a cimkézést az alabbi példa szemlélteti:

x F1,11 F1,12 Fl,lk:
x F1,21 F1,22 F1,2k:
H= z F1,31 F1,32 Fl,Sk
O I'iar Dia [y ag

Ha tekintjiik a h; j 2 = 1, ... elemeket, akkor azt tapasztaljuk, hogy el6bb benne csak z-ek
vannak, majd pedig egy indext6l kezdve csak nullak lesznek benne. Fz a Hankel méatrix
struktaraja miatt van, azaz a kovariancidk miatt, mivel a kovariancidk kiszamoléaséra ele-
gend§ 1épés utan utan felirhatunk egy rekurziv képletet, ami pont egy lineéris kombinaciot
biztosit a kovetkezs sorra. Tehat, ha egy h; ; sor 0 lett, akkor az utana levé hy, ; sorok is
Osszefiiggek lesznek k = i+ 1, .. .-ra. Emellett tudjuk, hogy az i. sor Kronecker indexe az
pontosan megegyezik azzal, hogy #( x van hy; el6tt |k € ZT), azaz pontosan megegyezik
az z-ek szamaval a hy,; sorok el6tt, ahol k € Z+.

Legyen u és v két egymas uténi folyamat koordinata. Legyen u a k-adik, mig v a k + 1-
edik. A Hankel matrixunk 4. hipersordban az (u,v)’ parnak megfelelg két sorvektorunkat
jelolje nekiink wu; és v;. A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy a Hankel métrixunk
soral elé irt 0 vagy x oszlopvektor elemei hogyan valtoznak az u és a v felcserélésekor.
Mivel a cserélt sorok szomszédosak, ezért elég nekiink az (u,v) parnak megfelel§ sorok
el6tti jeleket vizsgalnunk, hiszen a tobbi sor jele nyilvan nem valtozik szomszédos sorok

felcserélésének esetén. Legyen (u;,v;) az eredeti pér, és (uf, v}) az Gj par.

1) 71

i 2 sor felcserélése utan is — marad.
gz azért igaz, mert v; fﬁg@etlen volt az el6zményétdl, és a cserével a v; el6zménye
szlikiil, tehat az 4j u, koordinatank mindenképpen x marad. Ha az u; egy sorral
lejjebb keriilve fiigg6vé valna az el6zményétsl, akkor ez azt jelentené, hogy v; miatt
lett Gsszefiiggs. De ez az eset nem lehetséges, hiszen ekkor ez elGallitast adna wu;-ra v;
segitségével, ami elallitast biztositana v;-re is. Es mivel feltettiik, hogy v; fiiggetlen

az elGtte levs soroktol (azaz x), ezért ez ellentmondas.

. , ... 0

ii 0 a cserénk utan is 3 marad.
Mivel u; el6zménye boviil, ezért az v, az 0 lesz. Mivel v; el6zménye csokken, de w;
mér az el6tte levék el6zményétsl mar fiiggott (linearis kombinaciojuk volt), ezért v

is nulla lesz.

ili — a csere utdn — lesz.
x 0
Az u; elzménye béviil és az 0 is volt, ezért v, f6leg 0 lesz. v; elzménye viszont

csokken ezzel a cserével, ezért u az x lesz.
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x x
iv 9 mellé feltessziik azt is, hogy (u;_1,v;—1) — volt, és v; felithato u; felhasznélasa
x

nélkiil is, akkor a csere utan v lesz.

A feltétel szerint u; nem csakxa koradbbiaktol fiigg, hanem w; nélkiili korabbiaktol is,
azaz létezik egy linearis kombinacio az u,; nélkiiliekkel felirva. Emiatt v} nulla lesz.
Az u; el6tti vektorok halmaza viszont csak ezzel a v; vektorral béviilt. S mivel ez a
v; vektor felirhato az w; nélkiili el6zmények segitségével, és u; fliggetlen az wu; elGtti

soroktol, ezért az uj vi-nk z lesz.

x . x

v 0 a csere utan is 0 marad, ha az el6z6 (u;_1,v;_ 1) parra mar nem - volt.
A w] mellé 0 keriil, hiszen az u;_; mar fiiggott az el6z6 soroktol, igy w; is fiiggni fog
az el6z6ekt6l. Az vl mellé viszont x keriil, mert a teriink csak ezzel a v;-vel béviilt,
ami mar az el6z6 soroknak linearis kombinaci6ja volt, és attol u; fiiggetlen volt.

vi 0 a csere utan is 0 marad, ha az Osszes el6z6 - volt, és a cserélt v; nem irhaté fel
az u; felhasznélasa nélkil.
v; mellé 0 keriil, mert v; segitségével egy 1j felirasat tudjuk uw;-nek megkonstrualni
u; mellé viszont z keriil, mert a feltevésiink szerint v; nem irhaté fel u; felhasznalasa

nélkiil, igy mindenképp fiiggetlen lesz az el6tte levd soroktol.

. T .0 x
vii 5 a csere utan is . marad, ha az el6z6 (u;_1,v;_1) parra mar nem - volt.
w; mellé nulla keriil, mert u;-nek megfelel sorokrol feltettiik, hogy mar nullara
valtottak, és ha egyszer nullara valtanak, akkor nulldk is maradnak. Ha v az u;
el6zményeibdl is felirhato lenne, akkor nem valtana x-r6l O-ra u;, mert cserével nem

béviilne az u; elGttiek altal generdlt tér. Tehat v; mellé x-nek kell keriilnie.

A fentebbi esetek mindegyikében véltozatlan marad a két felcserélt koordinata Kronecker
indexeinek a halmaza. S6t, az utolsd és utolsd elGtti esetet kivéve a koordinata viszi is

magéaval a Kronecker indexét. []

2.3.1. Kovetkezmény. Ha monoton csokkend sorrendbe szeretnénk rendezni a Kronec-
ker indexeket, akkor az egyértelmd gy, hogy csak kisebb Kronecker indexeket cseréliink

fel nagyobb Kronecker indexire.

2.3.3. Megjegyzés. Ha novekvd sorrendbe szeretnénk rendezni dket, akkor minden eset-
ben meg kellene vizsgdlnunk az el6z6 sorokkal kapcesolatos fliggdséget, emiatt az a mdodszer
korilményes lenne nekiink, amellett, hogy ha az utolsé két eset egyike dllna fenn, akkor
lehetséges lenne olyan, hogy két koordindtdt felcseréliink, de a hozzdjuk tartozé Kronecker
indexek nem cserélddnek fel. Emiatt a monoton csékkend sorrendet fogjuk felhaszndlni a

tovabbiakban.
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2.3.1. Definicid. Legyen (pi,...,p,) a Kronecker indexek vektora. Legyen tovdbbi r egy
permutdcio. Ekkor (pray, ..., Drw)) vektort Kronecker invaridnsnak nevezzik, ha
Pr(j) = Pr(i), akkor j <. Tehdt a monoton csokkend sorrendbe rendezelt Kronecker inde-

zeket Kronecker invaridnsoknak nevezzik.

2.4. Identifikaciés algoritmus stacionarius esetben

Ebben a fejezetben D.S. Poskitt [4] cikke alapjan egy olyan algoritmust fogok ismer-
tetni, amely meghatéarozza a megfigyelt folyamat koordinatainak Kronecker indexét, és a
sorrendbe rendez&dnek.

Az algoritmusunk lényege vazlatosan a kovetkezd:

Els6nek vezessiik be a Poskitt|2] féle informacios kritériumot, ami a kdvetkezo:
1Cr(n) = Tlogo(n) + pr(d;(n))

Itt o(n) a maximul likelihood, p; egy Penalty Term fiiggvény. Poskitt|4]| szerint ahol ez a
fiiggvény felveszi a lokalis minimumat, az az n lesz a Kronecker indexiink. Célunk ennek
az ICr(n) fliggvénynek a kiszamolasa lesz lépésenként, majd az Gsszehasonlitasa az el6z6
ICr(n — 1)-el. Amig jobb modellt kapunk az n novelésével addig szémoljuk ezt, majd
amikor mar a b6vebb modell nem lesz jobb, mint a sztikebb, akkor leallitjuk a bévitést és
elfogadjuk a talalt értéket a Kronecker indexiinknek.

Ennek az ICp(n)-nek a kiszamolasdhoz sziikségiink van lépésenként egy ARMAX mo-
dell illesztésére, mivel az ML becslésiink szamolasa lényegében eszerint torténik. Ennek
az ARMAX felirasnak bemutatasat, létezését, és fontosabb tulajdonsagait a kovetkezs
alfejezetben fogom taglalni.

Az algoritmusunk kezdetekor vegyiink minden koordindtanknak a nullad fokt ARMAX
modelljét. Ez megegyezik 1ényegében az adott koordinatanak az Osszes tObbire vett reg-

resszidjaval.

2.4.1. Megjegyzés. Ekkor még nem tudhatjuk, hogy a koordindtink Kronecker invari-
dnsa 0 vagy sem. Ezt csak akkor tudjuk megdllapitani, ha illesztink egy elsérendd ARM AX
modellt, és az lényegesen rosszabbnak bizonyul, mint a nullad rendd. (azaz az informdcios

kritériumunk noni kezdett)

Koévetkezd 1épésben minden sorra illesztiink egy 1. rendii ARMAX modellt dgy, hogy
mintha az az utolsé koordinata volna. Ezt megtehetjiik, hiszen az invaridns permutaci-
6ban 1 Kronecker indext koordinatak utén csak a nulla Kronecker indextiek lehetnek,
és persze nincs még olyan koordinatank, amire rabizonyitottuk volna, hogy a Kronec-

ker invaridnsa 0. Ha taldlunk olyan koordin&tat, aminek az 1-ed foki ARM AX modellje
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rosszabb, mint a 0-ad rend(, akkor a Kronecker invaridnsa nulla, és ezt (vagy ezeket) a
koordindtakat bemértnek tekintjiik és a csokkens sorrendben levé Kronecker index soro-
zat (Kronecker invaridns vektor) végére tessziik.

Kovetkezd 1épésben 2-od fokit ARM AX modelleket illesztiink, de gy, hogy a tébbi ko-
ordinata jelenidejii értékei koziil csak azokat vessziik figyelembe, amiknek a Kronecker
invariansat még nem hataroztuk meg, azaz nem nulla. Ebben a lépésben azokat a koordi-
natakat fogjuk megtalélni, amiknek a Kronecker invariansa 1.

Ezt az algoritmust addig folytatjuk, amig az 6sszes koordinata esetén megtalaljuk a fok-

szam szerinti szukcessziv legjobb modellt.

2.4.2. Megjegyzés. Természetesen az algoritmusunk elején megadunk eqy alkalmas h
értéket, amit a ciklusunk végértékének tekintink. Azaz mds szoval, ha n eléri az eldre
megadotl h értéket, azazn = h lesz, akkor a beméretlen koordindtdk Kronecker invaridnsait

h-nak vesszik.

Az algoritmusunk preciz leirdsat a kovetkezs alfejezetekben szemlélhetjiik meg. Az algo-
ritmussal kapcsolatos elméleti tételeket az algoritmusok utan bemutatom, de nem bizo-
nyitom. A bizonyitasukat megtalalhatjak D.S. Poskitt [4] cikkében.

2.4.1. Skalar ARM AX reprezentacio

Ebben az alfejezetben a késébb altalunk hasznélando skalar ARM AX reprezentaci-
6jarol és azokkal kapcsolatos tételrdl lesz sz6. Az identifikacios algoritmusunknak egyik
legfontosabb része ez az ARM AX reprezentacio. Elsének nézziink meg egy lemmaét, ami

majd segithet nekiink az ARM AX reprezentéacios tételiink kimondasaban.

2.4.1. Lemma. Legyen y; eqy VARMA folyamat, amely teljesiti a Feltevés 1'-et és teljesiti

a Feltevés 2 -t. Legyen tovdbbd az y; folyamatunk az aldbbi alaki:

Uyt
U2t
U = = A(L)y:
Uv,t
Legyen minden j = 1.... v-re v, = ujy, azaz lépésenként legyen v, aj-edik koordindtdnk.

Ekkor létezik egy nulla varhato értékd, n, fehér zaj folyamat gy, hogy a szdrdsa o,, €s 1,

felirhato az aldbbi modon:
Ve ="M + -1+ ... + UnT—n
ahol n =n; €s i, ..., 1, koefficiensei pu(z) —1 = Zuszs meghatdrozzdk az autokovari-

s=1

ancia fligguényét vi-nek igy, hogy az megegyezik oyu(2)pu(z™1), és pu(z) # 0, ha |z < 1.
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Bizonyitds: Legyen e; = (0,...,1,...,0) a j-edik v dimenzi6s bazisvektor. Tudjuk, hogy
a spektrél sdrdségfiiggvénye v, = ciu-nek a kovetkezs:
1 / *
Sy(w) = %ejM(w)ZM(w) e;.

Az autokovariancia generalé fiiggvény hasonlban:

p(z) = D e (2.9)

S=—nN

= M(2)SM(z")e; (2.10)
ahol n = n;. Az el6z6 felirasbol konnyen latszik, hogy 2" p(z)-nek 2n gydke van, és
ps = p_s-el minden s = 1,... n-re a szimmetria miatt. Itt ps-ek valosak, és a gyokei p(z)-
nek valosak, vagy konjugalt parok. Mivel p(w) = 275, (w) > 0, ha —1 < w < 7, ezért p(z)-
nek nem lehetnek gyokei az egységkoron. Osszuk a gyokoket két halmazra: {(,. .., (,}-ra,

és {G ..., G )-ra. Most konstrualjuk meg a kovetkez6 m(z) operdtort:
m(z) =mo | [(1 - ¢2)
s=1

ahol mg = (HS(—Cs)pn)%. Most p(z)-t ha felirjuk, akkor a kovetkez eredményeket kapjuk:

n

p(z) = por " [JA- )1 -C 2) (2.11)
= m(z)m(z7") (2.12)

Ekkor kivalaszthatunk n gy6kot p(z)-bdl, hogy megkonstruédljuk p(z)-t a kovetkezd képen:

p(z) =1+ pz+ ...+ 2"

agy, hogy p(2) = opu(2)pu(z7"), ahol u(2) = ZES% és o
w(z) # 0, ha |z] < 1. A létezése az n,-nek kovetkezik a v, mozgoatlag reprezentaciojabol.

O

= m? és u(z)-re igaz, hogy

2.4.1. Kovetkezmény. Az eldzd lemma kiovetkezménye, hogy minden koordindtdjdra vy,-
nek felirhatd soronként eqy m:-s reprezentdcid eqymdstdl fiiggetlendl. A soronkénti n,-k

wviszont nem feltétlendil lesznek eqymadstdl fiiggetlenek ebben a felirdsunkban.

2.4.1. Tétel. Legyen y; VARMAg folyamat, ami teljesiti a Feltétel 1'-et és
Feltétel 2-t, és tegyiik fel, hogy a koordindtdk sorrendbe vannak rendezve a Kronecker
invaridnsok szerint, azaz Y = (Yits-- - Yot) = WUr@)ts - Yr@w)t)'s 6hol Yriy < Yo(s), ha

J <4, ésn; =n.y) j = 1,...,v esetén. Ekkor minden j = 1,...,v-re a j. egyenlele
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a VARMA folyamatunknak ekvivalens a kovetkezd skaldir ARM AX reprezentdcidval, ahol
2t = y]>t

n 7j—1 v n n
Zt + Z QgZi—g + Z ﬁiyi,t + Z Z Bi,syi,t—s =M + Z HsTt—s (213)
s=1 i=1 s=1

i=1 s=1
i#]

ahol n = n;. Legyen tovdbbd
alz) =1+ Z sz’
s=1

€s

6(2) = (61 + Z Bl,szsa s 76]'71 + Z ﬁjfl,szsa 07 Z 6j+1,5287 sy Z 51},528)
s=1 s=1 s=1 s=1

tovdbbd pu(z) =1+ Z,uszs relativ primek, ésy;p i =1,...,7 —1-, ésy—s 1 =1,...,0,
s=1
1# 7, s =1,...,n koordindtdk csak a z multjatol figgenek, azaz z-tdl nem.

2.4.3. Megjegyzés. Felirhatjuk az adott f(z), a(z), u(z) segitségével is a reprezentdcios

eqyenletinket az aldbbi modon:
a(z)z+ B(2)ye = p(z)m

Bizonyitds: Mivel y; inverz Echelon formaban van, ezért My = Ay egy alsé haromszog
matrix. Ezért rekurzivan megadhatjuk az els6 sortol kezdve a reprezentacionkat az utol-
soig. Legyen a(z) az A(z)-nek a j. sora. Azaz formalisan legyen a(z) = €} A(z). Ekkor a

7. egyenlet a kovetkezd:

Jj—1 voony
a(L)y, = yj. + E aji0Yit + E E Qji sYit—s = Ujt-
i=1 i=1 s=1

Az egyenletiink végén allo u;, felirhato nekiink a Lemma 2.4.1 alapjan az alabbi mo-

don:

n

Ujp = Vg =Ny + -1+ ...+ My = 1 + Z Hile—i
i=1

Legyen z; = y;+, és rendezziik 4t a fentebbi egyenletiinket gy, hogy o, = ajjs, 5 =
L,....n=n,, Bi=a0 1=1,...,v,1# j, s =1,...,n. Ekkor megkapjuk a tételiinkben
szerepld 2.13 egyenletet.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy a(z), u(z) relativ primek és ezaltal a bel6liik konstrualt a(z),
p(z) is tegyiik fel indirekt, hogy nem relativ primek. Ekkor a kozos osztokat eltiintethet-
jik a(L)y, = p(L)n-b6l, ami utan egy a(L)y, = 1(L)n-t kapunk, ahol [a(z) : 71(z)] foka
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kisebb lesz, mint n;. Most hasznaljuk fel az alap méatrixaink 1,...,5—1,7+1,..., v sorait
és a(L)y, = p(L)n-t, hogy megkonstrudljuk [A(z) : M(z)] € ARM Ag(v) métrixunkat,
ahol v = (my,...,7,) Ggy, hogy m; < ny, emellett [A(z) : M(2)] = U(z) [A(z) : M(z)],
ahol U # I unimodularis matrix. Ez viszont ellent mond a Feltevés 3'-nak! Tehat az alli-
tasunk igaz.

Végiil nyilvanvald, hogy y;;—s i = 1,...,v,¢ # j,s = 1,...,n értékei nem fiiggnek z,-t6l.
Hasonloan igaz y;;-re is, ha i = 1,...,j — 1. Ez amiatt igaz, mert a struktirank rekurziv
és ortogonalizalhatjuk az innovaci6 folyamatunkat agy, hogy kézben megtartjuk a rekur-
ziv struktirat, és a mozgd atlagunk sor rangjat. Ahhoz, hogy ezt igazoljuk tekintsiik >
Cholesky felbontasat. A Cholesky felbontas alkalmazhato, mivel szimmetrikus, és pozitiv
szemidefinit matrixunk van.

Y =CDC'

ahol C egy als6 haromszog matrix egység diagonalis elemekkel, és D = diag(d3,. .., d?).
Ekkor w; = C~'g; martingal differencia fejlédési folyamat, D kovariancia matrixszal.

Ennek segitségével tjra irhatjuk az ARM A folyamatunkat az alabbi modon:

p p
Aoy + Y Aoy = Lowy + ¥ Lyw;_, (2.14)

s=1 s=1

itt Ly = MyC, és ez természetesen megint egy als6 haromszog matrix lesz 1-esekkel a
diagonalisban, mivel als6 haromszog méatrixok szorzata alsé haromszog matrix lesz, és a
diagonalis a diagonalisok szorzata lesz. Emellett L, = M C. Tekintsiik a j. egyenletiinket
2.14-bsl:

Jj—1 v ny
Ujr = Wit + g Liiow; ¢ + g E Lii sWi g—s.
i=1 i=1 s=1

Ezért az el6z6 egyenletiinkbdl latszik, hogy v, ¢ azaz z; legteljebb w4, ..., w;_; -t6l fiigg-
het. A konstrukciobol pedig adodik, hogy w; elemei korrelalatlanok, és E(y; qw;|-#) = 0.
O

2.4.4. Megjegyzés. Az eldzd Tétel szerint két érdekes megfigyelést tehetink. Elsd, hogy
a zaj operdator fokszdma csak az adott sor Kronecker invariansdn maulik.

Az egyideji komponenseink csak az elbtte lévd sorok értékétdl fiiggenek. Ami azt jelenti,
hogy csak a nagyobb Kronecker invaridnsi tagoktol fiiggenek. Ez axt jelenti, hogy a Kron-
ecker invaridnsdl y,;)-nek, ha tudjuk, akkor az eldrulja nekink, hogy milyenek lesznek
a zaghosszisdgaink az ARMAX reprezentdcidjaban y,(;-nek, és mivel tudjuk, hogy a
Kronecker invaridns fiigg a tobbi indexinktdl, igy n,.jy < ne@s), ¢ = 7+ 1,...v plusz infor-
mdcidkat ad nekink o rekurzios struktirdnkrol. A pontos értéke a rdkévetkezd Kronecker

mvariansoknak persze nem sziikséges explicite nekink, elég lesz nekiink a j. sor ARMAX
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reprezentdcidjdhoz a kévetkezd d;j(n) = (j—1)+(v+1)n figgvény. Ezt a figgvényt Penalty
Term fligguénynek nevezzik. Ezt fogjuk felhaszndlni a kovetkezd fejezetrészben a Kronecker

nvariansaink megtaldldsdra.

2.4.2. Az algoritmus lépései stacionirius esetben

Az algoritmusunk preciz leirasat ebben a fejezetben taglalom.
Legyenek y,-k t = 1,...,T a megfigyeléseink, ahol y; v-dimenziés VARMA folyamat, ami az
alabbi modon all els:
A(L)y; = M(L)e

Ez az y; teljesiti a Feltétel 1'-t és a Feltétel 3-mat. Legyen P(1,...,v) = (r(1),...,r(v))
permutacié leképezés. Ekkor P(y:) = (Yr(1)st, - - - Yr(v))- Ezzel a permutacio leképezéssel
szeretnénk monoton csokkend sorrendbe rendezni a Kronecker indexeinket. A koévetkezs
algoritmusunk meghatarozza a Kronecker invariansokat, mig a P permutéici6 leképezést
lépésenként valtoztatjuk. Az algoritmusban felhasznaljuk a Tétel 2.13 ARM AX repre-

zentaciojat is.

A stacionarius algoritmus 1épései
i Inicializacio:
Legyenek a kezdeti értékek:
e n = 1 - az aktualis Kronecker indexiink.
e j = v - az aktualisan vizsgalt koordinata (a végérsl kezdjiik).
o P =1 - kezdeti permutacié matrixunk, ahol I az identitdsmatrix.

o ¥ ={1,...,v} indexhalmaz

Szamoljuk ki a tapasztalati atlaggal korrigalt y,-ket, azaz vy, =y, — vy, t =1,..., T,

T
Zj:l Yt
T

i € A -re szamitsuk ki &7 ;(0)-t, amit 7, 7, -re valo regressziojanak a segitségével

ahol § = . Bzt az y-t szeretnénk a tovabbiakban hasznélni. Ekkor minden

kaphatunk meg, ahol k = 1,... v,k # i. Ez lesz a kezdeti célfiiggvényiink.

ii. WHILE j > 1 esetben az alabbi lépést végezziik el:

(a) FORi(k) € A k=1,...,v

iy = Ei(k),j(Pyt), ahol az E,; operator felcseréli az a és b sorokat. Ezutan

szamitsuk ki a j-edik sor ARM AX reprezentaciojat.
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A. Legyen A(z) = By, PA(2)P'Ejy, ; és a(z) legyen az A(z) j-edik sora,
azaz a(z) = e;A(z). Tekintsiik a tapasztalati autokovarianciafiiggveé-
nyiinket, ahol r=1,... 7 — 1:

i T =

A ! = y yfr
Cy(r) = G-y = St e

Célunk az alabbi egyenletekkel kiszamolni az Qs egyiitthatokat:

Zéséy(r—ks) =0,r=n+1,...2n
s=0
Ezt azért tehetjiik meg, mert tudjuk, hogy

Zésfy(r+s) =0,r=n+1,...2n

5=0
Ezeket hivjuk Yule-Walker egyenleteknek. Ezeknek az empirikus valto-
zata a fentebb szerepld éy tapasztalati kovarianciafiiggvényes egyenlet.
Ezek v-dimenziés vektorok, melyek az alabbi modon allnak el6:
ao = (1,0, -,8j-10,1,0,...,0)é8 a5 = (A1, ..., dvs), ahol s = 1,... 7.
Ezutan hatarozzuk meg az ARM AX reprezentaciobeli a és (3 egyiitt-
hatokat a kovetkezGképpen (s =1,...n):

Gy = js (2.15)
Bi = agi=1,...,5—1 (2.16)
Bi,s = éi,57i:17"'av7i7éj (217)

B. A kévetkezGekben r = 1,...n becsiiljiik meg a v folyamatunk

autokovarianciafiiggvényét az alabbi modon:

Co(r)=Cu(r) = D ) a.Cylr+s—u)a, (2.18)

s=0 u=0

_ / )] ()a(w) exp (—iwr)de  (2.19)

—T

Ahol az a(w) = ag + ay exp (iw) + . . . + ayn exp (inw) és

I,(w) = % i C,(s) exp (iw)

Ezutén definidljuk a v spektrumat:

1 n

§y(w) = — Z C,(s) exp (iws)
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Most szamitsuk ki /15, s = 1,. .., n mozgoatlag egyiitthatéinkat:

n

Zﬁs@u(l+s) =0,aholl=1,...,n

e ()] ()i(w)
~ ”dwlywdw* i
G (r) = / T e (i

ii. Szamitsuk ki a zaj szérdsanak a Pszeudo Maximum Likelihood becslését.

A. Legyen 1, az ARM AX reprezentacié jobb oldala. A kbvetkezé modon
adhato meg 7;:

Moo= gt —s) = fisiis (2.20)

-1
= &s ZB zt+z B@syzt s Zﬂsnt 221

s=1

i=1
i#]

Konstrualjuk meg a kévetkezs v + 1 dimenziés (&, @) folyamatunkat

- gt s ?jt
+ =1
J-£[)-E

Itt &, és -t a kovetkez6 modon kaphatjuk meg koordinatanként:

az alabbi modon:

aﬁt 2

o E 2.22
! 2.22)
on 5

ro= G (2.23)
8/8i,s

on 2

— (2.24)
Ojis

Es a rekurzionk 7, = 0 és (ét,gz;t)’ = 0 kezdeti értékekbdl indul, azaz
t < 0-ra azonosan 0 értékeket vesz fel.

2.4.5. Megjegyzés. Az elobbi € és ¢ felirdsdbdl eqyszerden ldtszddik,

hogy
(92,: 77152 d z I~
= t—jnt (225)
8% ;
o i 2
T S > gl (2.26)
aﬂj t=1
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T 29
B. Ebben a lépésben az el6z6 1épésben megemlitett % -t szeretnénk
minimalizalni Hannan Rissanen [5] cikke alapjan Gauss-Newton elja-
rassal.
~ DY
Legyen ¢z(0) = =5+
T  :7
&.(s) = D st Mibi—s
U T
T 2 2
& -(s) = D tms1 hPt—s
A T

A kovetkezd 1épésben szamitsuk ki a négyzetes hibankat:

n

o(n) = 5(0) + Y Aauei(s Z Afig@.5(s)
s=0
Itt Ada, Toeplitz regresszioja 17-nek —éz-,t—re, és ét_s—re, aholi=1,...,7—
1,s=1,...,n.Az iteracionkat (Gauss-Newton ) addig folytatjuk, amig
nem konvergalunk azaz nem keriiliink igényeinknek megfelel6en kozel.
Mivel a Z%nt kvazi kvadratikus, ezért Poskitt [4] alapjan elég nagy
T értékekre a megfelel§ pontossaghoz nem sziikséges két-harom itera-

cionél t6bb nekiink.

iii. Most szamitsuk ki az informacios kritérium fliggvényiinket:

IC7r(n) =Tlog 3z(n) + pr(d;(n))

Itt a pr(d;(n)) a Penalty Term fiiggvényiink, ami pozitiv valos értékd,

monoton névekvs d;(n)-ben és nem csokkens T-ben.

Akkor legyen:

o r(j) = i(k)
e n,j=n—1
o P =Ly, P
o N =N \i(k)
e j=j5—1
e end
(c) end

ii FOR i(k)

eN
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e IF n < h; (elére megadott Kronecker felsg korlat)
n=n+1

o else
— FORi(k)e /', k=1,...,v
r(j) = i(k)
= (G =N
— P = Ejy, ;P
AN\ (k)
—J=7-1
end FOR i(k) € A

e end

iv end when j =0

2.4.3. Algoritmussal kapcsolatos tételek

Ebben a fejezetben Poskitt [4] algoritmussal kapcsolatos két tételét fogom ismertetni,
amely biztositja az algoritmusunk miikodését, és a Kronecker invariansaink konvergenci-

0

ajat. Az r(i)r az algoritmusunk &ltal talalt permutécio, r(i)? a valodi, azaz az elméleti

permutaci6 a tételekben.

2.4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy y; VARMA folyamat, ami teljesiti a Feltétell'-t, és Feltétel3 -
mat. Emellett leqyenek a Kronecker invaridans parok, amiket az algoritmusunkbol kaptunk:

(r(J)7, nr(jyr ) -k Legyen emellett pr(d;(n)) n és T sztochasztikus fiiggvénye. Ekkor:

o ha (r(i)r, nrpyy) = (r(i)o,nT(i)0)7 i=gq+1,...,v, és pr(dy(n))/T — 0 majdnem

mindig, ha T — oo, akkor n.r > ng(q).

o ha (r(i)r, ne@y,y) = (r(0)% ne@p), i = g+1,...,0, és liminfr_o pr(dy(n))/L(T) > 0
majdnem mindig, ahol L(T) egy valds értéki loglogT/L(T) — 0 nagysdgrendben

novekvd fiiggvénye T-nek, ekkor P(limp_ o (g, < Npgp) = 1.

2.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy y; VARMA folyamat, ami teljesiti a Feltétell'-t, és Feltétel3 -
mat. Emellett leqyenek a Kronecker invaridns parok, amiket az algoritmusunkbol kaptunk:
(r(J)7, nrjyr) -k Ha pr(dg(n))/T — 0 és loglogT/pr(dy(n)) — 0, ha T — oo, ekkor

r(j)r =r(j)" m.m. elég nagy T-re, és P(limy_o0 Ny(j)p = o) =1, j=1,... v-re.
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2.5. Identifikacios algoritmus kointegralt esetben

2.5.1. Algoritmusunk adaptalasa kointegralt folyamatok esetén

Ebben a fejezetben a kointegralt y; folyamatokra probéaljuk meg alkalmazni az algorit-

musunkat. Ehhez sziikségiink lesz Engle-Granger [8] féle Error Correction reprezentéciora,
és a kointegralt ARM AX reprezentaciora, és a Poskitt féle [3] kanonikus korrelacios fel-
irdsara, amivel meghatarozzuk a kointegracios teriink bazisat, és a kanonikus korrelécios
egyenletiink sajatértékeinek, sajatvektorainak a segitségével meghatarozzuk majd a koin-
tegracids rangunkat.
Elsonek tegyiik fel, hogy A(z)-nek v — p gyoke van az egységkoron, és az Osszes tobbi
gyokiink az egységkoron kiviil helyezkedik el. Emiatt detA(z) = (1 — z)""Paq(z), ahol
as(z) # 0, |z] < 1, és p < v. Alkalmazzuk a Beveridge-Nelson dekompoziciot, igy
A(z) = B(2)(1 — 2) + A(1)z, ahol B(z) = =By + B1z + ...+ B,_1271. Itt By = Ay,
é6s B = —(Ais1+...+A4,),i=1,...p—1. Ez pont a Engle-Granger féle EC reprezen-
taciohoz vezet, azaz:

B(L)Ay; + CEy;—y = M(L)e.

Itt A(1) =" _,As = CE, ahol C és E' v x p dimenzios teljes rangi matrixok.
Tekintsiik most az EC reprezentaciot, ahol [B(z) : M(z)] teljesiti az alabbi feltételeket:

1 brc,O = Myc0

. . n
i mey(2) =14+ mpa1z+ .o Mppy, 2",

Ny

i me(2) = Mypeny—nper 127" e b My, 2"
: -1
iV bye(2) = breo + b1z + ..o 4 bpep, 2",
v E row reduced Echelon formaban van.

Amikor ezek a feltételek teljesiilnek a fentebbi y; folyamatra, akkor ezt ECARM Ag(v, p)
formajunak nevezziik, ahol a p a kointegraciés rangja a strukttranknak.

A row reduced Echelon formaban egy matrix akkor van, ha FEchelon formaban van, és
minden sor els6 nem nulla eleme 1. Emellett minden oszlopban, ahol a sor els6 nem nulla
eleme van (azaz egyes), abban az Gsszes tobbi elem (felette is és alatta is) azonosan nulla.
Most definidljunk Poskitt [4] cikke szerint egy T' v X v dimenzios nem szingularis transz-
forméacio métrixot, ahol T = [T : T']' Ggy, hogy A(z) = A,(2)T'A(2)T, ahol detA,(z) =
as(z), A(z) = [I, : I,—,(1 — 2z)] polinom blokkmatrix. Ha z; = [«, : 2/,]" = T'y;, akkor
el6z6 egyenletiink kis dtrendezése utéan azt kapjuk, hogy : A(L)z; = TA(L) ' M(L)ey, és
az els6 p sordban z,-nek, az x. valtozok aszimptotikusan stacionarius folyamatok, és a

megmaradt v — p sorunk els6 (1 — L) differencidlas utén stacionérius.
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2.5.1. Megjegyzés. A(1l)-re igaz a fentiek alapjin, hogy:
A(l) = A ()T'A()T = FT,
ahol A(1) megegyezik az egyiitthaté mdtrizok dsszegével.

2.5.1. Tétel. Legyeny, ECARM Ag(v,p) folyamat, ami teljesiti Feltétell' -, és Feltétel? -
t. Emellett tegyiik fel, hogy a vdltozok a Kronecker invaridns sorrendbe vannak rendezve.
Ekkor minden Az, = Ayji, j = 1,...,v-re létezik relativ prim o(z), B(z), pw(z) n = n;

rendd operdtor, és ¢ egyttthatdvektor, hogy Azi-re igaz az aldbbi reprezentdcid:
a(L)Az + B(L) Ay + ' xey1 + p(L)n (2.27)

ahol xy = T,y,. Emellett az is igaz, hogy Ay;p 1 =1,...,5 —1-, és Ay, i =1,...,0,

1#J,s=1,...,n, xc4_1 koordindtdk csak a Az mailtjdtol figgenek, azaz Az-161 nem.

2.5.2. A kointegralt algoritmus lépései

Az algoritmusunk preciz leirdsat kointegralt esetben ebben a fejezetben fogom taglalni.
Legyenek y,-k t = 1,...,T a megfigyeléseink, ahol y, v-dimenziés VARMA folyamat, ami az

alabbi modon 4all els:

Ez az y, teljesiti a Feltétel 1'-t és a Feltétel 2'-t. Legyen P(1,...,v) = (r(1),...,r(v))
permutécioé leképezés. Ekkor P(y:) = (Yr(1)4s - - - Yr(v),t)- A kbvetkezd algoritmusunk meg-

hatarozza a Kronecker invaridnsokat, mig a P permutaci6 leképezést is valtoztatjuk. Az

Elsé f6lépés:
Hatarozzuk meg a kointegracios rangunkat, és a kointegracios teriink bazisat. Ezeket a
kovetkez6 sajatérték és sajatvektorfeladat megoldasaval kaphatjuk meg:
(AL, — Cy(o)_lcy(l)Cy(o)_lcyﬂ)/]vt =0

Rendezziik sorba ezeket a [\, r,v; 7], i = 1,...,v parokat ugy, hogy M7 < dor <,..., <

Av,r. Hatérozzuk meg p = 0,...,v — 1-re az alabbi fiiggvény értékét:

Vr(p) = T(v—p)log ( > UAJTT) ~T Y logAjr + (2.28)

Jj=p+1 P Jj=p+1

T
= p(2v—p+1)loglog 3 (2.29)

¥
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Ezutén hatarozzuk meg ennek a fiiggvénynek a minimumat p szerint.

Pu =22, Vrlo)

Ezzel a p,-al fogjuk megbecsiilni a kointegracios rangunkat Poskitt |3] cikke alapjan.
Legyen a bazisunk Bp = [vip : ... : v, 7| Evvel a Bp-vel fogunk dolgozni a tovibbiak-
ban.

Masodik félépés:

1 Inicializaci6:

Legyenek a kezdeti értékek:

e n =1 - a teszt Kronecker indexiink.
e j = - a jelenleg vizsgalt koordinata (a végérdl kezdjiik).
e P = [ - kezdeti permutacié matrixunk, ahol I az identitasmatrix.

o ¥ ={1,...,v} indexhalmaz.

Szamoljuk ki az els§ differencialt értékét y-nek, azaz Ay, = y, — y,_1-et.Emellett
legyen (; = Bry;, minden ¢ = 1,...,7T. Ekkor minden i € .4 -re szamitsuk ki
~2

JW-(O)—t, amit 7, , y; ,~re valo regresszidjanak a segitségével kaphatunk meg, ahol

kE=1,...,v,k # 1. FEz lesz a kezdeti célfiiggvényiink.

iit. WHILE j > 1 esetben az alabbi lépést végezziik el:

(a) FOR i(k)e #/ k=1,...,v
i. Ay, = B ;[PAy,, ahol az E,; operator felcseréli az a és b sorokat.
Ezutan szamltsuk ki a j-edik sor EFCARM AX reprezenticidjat.
A. Legyen D(z) = [Eitr); PB(2)P'Ely) 5, i) ;PC) és d(z) legyen az D(z)
j-edik sora, azaz d(z) = e’-[?( ). Tekintsiik a w, tapasztalati autokova-

rianciafiiggvényiinket, ahol w, = [Ay,,(; ||, ésr=1,...,T —1:

B T—|r| ~ ~y
Cu(r) = Culr) = St

Szamoljuk ki ezutdn az alabbi fiiggvényt:

1 = -
:Q—ZC s) exp (iw)
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Ennek segitségével megoldhatjuk a kovetkez6 egyenletet:

/ d(w) I (w) exp (—iwr)dw = 0,7 =n+1,...,2n
Ezutén hatarozzuk meg az EC ARM AX reprezentacidbeli a és (3 egyiitt-
hatokat a kovetkezGképpen (s =1,...n):

153

as = dj, (2.30)
Bi = digyi=1,...,5—1 (2.31)
BNLS = ~Ls’z’:1,...,1},2’7«&‘7'07«:cier,,,l,r:1,...,py (2.32)

B. A kovetkezSekben r = 1,...n becsiiljiik meg a v folyamatunk

autokovarianciafiiggvényét az alabbi médon:

Co(r)=Cur) = 33 dCulr +5—u)d, (2.33)

_ / " (@) () (@) exp (—iwr)de (2.34)

Ezutén definidljuk a v spektrumat:

n

él,(w) = — Z C,(s) exp (iws)

Most szamitsuk ki fi,, s = 1,...,n mozgoatlag egyiitthatéinkat:

n

> iCi (14 s)=0,ahol l=1,...,n

s=0

Itt:

o (r) = / T d(w) ], (w)d(w)*

(2%

- exp (—irw)dw

- gl,(w)Q
ii. Szamitsuk ki a zaj szérdsanak a Pszeudo Maximum Likelihood becslését.

A. Legyen 1, az ECARM AX reprezentacio jobb oldala. A kdvetkez6 mo-
don adhaté meg 7,:

SN

(L) + (1 — (L)) (2.35)

v

t:

Konstrualjuk meg a kévetkez§ v + p, + 1 dimenzids (Et, (ﬁt)’ folyama-

tunkat az aldbbi moédon:
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Itt ft, és &t—t a kovetkez6 moédon kaphatjuk meg koordindtdnként:

on B

P= g (2.36)
;s

on 5

U (2.37)
Ofis

Es a rekurzionk ﬁt =0 és (ft,(ﬁt)’ = 0 kezdeti értékekbdl indul, azaz
t < O-ra azonosan 0 értékeket vesz fel.

2.5.2. Megjegyzés. Az eldbbi € és (5 felirdasabol egyszerien ldatszodik,

hogy
a T 22 T 2 )
02t _ NG (2.38)
da, t=1
a T 29 T A .
Zﬁ LN Z@ﬁﬁt (2.39)
8Mj t=1

>
T

minimalizalni Hannan Rissanen [5]| cikke alapjan Gauss-Newton elja-

B. Ebben a 1épésben az el6z6 1épésben megemlitett -t szeretnénk

rassal.
T =2
Legyen ¢5(0) = Zt:T““Q
T 2z
6 A(S) — Zt:3+1 ntgt—s
i3 T
i T

A kovetkezd 1épésben szamitsuk ki a négyzetes hibankat:
29 = ~ . L~ .
0,(n) =2¢:(0) + Z Adscﬁg(s) Z A,usc%(s)

Itt ACZS Toeplitz regresszidja ﬁ—nek —fl-7t—re, és —fvﬂ,,t—re, ahol ¢ =
L...,j—Lr=1...,p, Afi, pedig Toeplitz regresszidja 1-nek —ét,s,
re és gzgt_s—re nézve, ha s=1,...,n.

iii. Most szamitsuk ki az informaciés kritérium fiiggvényiinket:
ICr(n) = Tlog 572,(71) + pr(d;(n))

Itt a pr(d;(n)) a Penalty Term fiiggvényiink, ami pozitiv valés értékd,

monoton névekvs d;(n)-ben és nem csékkens T-ben.
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(b) IF ICr(n) > ICp(n — 1) - ha a kritérium fiiggvény megtalalta a lokalis mini-
mumat
Akkor legyen:
e r(j) =i(k) - r(j) indexet i(k)-ra allitjuk
® n,.(;) =n — 1 - a Kronecker indexiink az el6z6 lesz
e P = Eyyy ;P - a P permutacié matrixunkat valtoztatjuk

N =N\ i(k) - az indexhalmazunkbol kivessziik i(k)-t

e j =7 —1-akoordinataink szerint eggyel feljebb lépiink.
e end
(c) end
iii FOR i(k) € N
e IF n < h; (elére megadott Kronecker felsg korlat)
n=n+1

e else
- FOR i(k)e /', k=1,... v
— r(j) = i(k) - r(j)-t i(k)-ra allitjuk.
— n,;) = n - az r(j)-edik koordinata Kronecker invariansat beallitjuk n-re.
— P = FEyu) ;P - a P permutéacio matrixunkat valtoztatjuk
— A \i(k) - kivessziik (k) koordinatat az .4 halmazunkbol
— j =7 — 1 - eggyel fentebbi koordinatat vizsgalunk a tovabbiakban
— end FOR i(k) € A

e end

iv end when 5 =0

2.5.3. Algoritmussal kapcsolatos tételek

Az algoritmusunk miikodéséhez sziikséges Poskitt [4]-b6l par tételt idéznem, ami bizto-
sitja az algoritmus miikodését. Ezeket nem fogom bizonyitani, ezek bizonyitasai a fentebb
idézett cikkben megtalalhatoak.

2.5.2. Tétel. Legyeny, ECARMA(v, p) folyamat, ami teljesiti a Feltétell’-t, és Feltétel? -
t. Legyen pr és (1(J)r, Ny()r) @ kointegracids rang, és a Kronecker invaridns pdrok, amiket

az algoritmusunk segitségével kapunk. Ekkor elég nagy T-re pr = p° egy valdsziniséggel,

és ha M — 0, és loglogm — 0, ha T — oo, és ekkor r(j)r = r(7)° 1 valdszi-
niséggel elég nagy T-re, azaz P(imp_,o Nyjyr = Nn(jyo) = 1, minden j = 1,... v-re.
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2.5.3. Megjegyzés. Ebben a tételben p° a valddi kointegracids rang, mig n, o a valddi

Kronecker invaridns.

43



Program

3. fejezet
Program

A szakdolgozathoz készitett program R programozasi nyelvben késziilt. Célja az el6bb
ismertetett algoritmus alkalmazasa stacionarius esetben.
A programomban Paul D. Gilbert 10 dimenzios idésorat hasznalom fel a dse program-
csomagbol. Célunk ezekbdl a kivett 2, 3, és 4 dimenzios idGsorok Kronecker indexeinek a
meghatarozasa Poskitt algoritmusa szerint. A megfigyelések 1974-t61 1993-ig tartanak, és
236 megfigyelésiink van minden valtozéra nézve. A valtozoink a csomag szerint a kévet-
kezdk:

e CPI,GDP, M1,

long run interest rates (RL),

the Toronto stock exchange 300 index (7'SE300),

employment

the Canada/US exchange rate (PFX),

a commodity price index in US dollars,

US industrial production, and

US CPI.
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Tesztelés Program

A program négy 6 részbdl all, amelyek az alabbiak:

3.1.

A
[ J
[ J

F6 program - A f6programban inicializdlunk, és futtatjuk az alprogramokat, amik
segitségével a Kronecker indexet meghatirozzuk. Ebben a programban hasonlitjuk
Ossze az alprogramoktol kapott értékeket, azaz az aktudlis modellértékeket az els-
z6ekkel.

Null modell értékels segédfiiggvény - Ez a segédprogramban kiszamitja a null mo-
delliink értékét, amit majd Gssze szeretnénk hasonlitani az els6rendii modelliinkkel

a f6programunk futtatasa soréan.

Aktualis modell értékels segédfiiggvény - Ez a segédprogram kiszamitja az aktualis
modell értékiinket, amit Ossze szeretnénk hasonlitani az el6z6 modellértékiinkkel a

f6programunk futtatasa sorén.

Meghivo fiiggvénybdél - Ebben a programban toltjiik be az el6bb ismertetett klasszi-
kus adathalmazt, és futtatjuk a tesztiinkben az algoritmusunkat kiiléonb&z6 adathal-

mazunkbol kivett koordinatakra.

Tesztelés

kovetkez6 inputokra teszteltem a programot:
Els6nek az 6todik és hatodik koordinatara,
Miésodiknak az elsd, a harmadik, és a tizedik koordinatara,

Harmadiknak a harmadik, negyedik, 6todik, és hatodik koordinatara.

Az elsé teszt idGsora a kovetkezd:

TSE300
0 0 200

-800
|

emp
-10 -05 00 05

1975 1980 1985 1990



Tesztelés Program

Ezekre a program a kovetkez6 eredményeket adta:

ap

[1]1 21

kr

[1] 0 1

ert

[1] 2922.733 2913.375

A masodik teszt iddsor a kovetkezd:

2.0

CPI
1.0

1

UScpi

06 00 05 10 18 -2 0 2 4 600

1975 1980 1985 1990
Ezekre a program a kovetkezd eredményeket adta:

ap
[1] 312

kr
[1] 2 2 3

ert
[1] 853.9423 845.1102 850.1850
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A harmadik teszt idgsor a kovetkezd:

M1
2 10 1 2420 2 4 8
[

TSE300

-800  -400 o

emp

10 0.0
I I

1975 1980 1985 1990
Ezekre a program a koévetkezd eredményeket adta:

ap
[1]1 4123

kr
[11 1112

ert
[1] 2911.480 2911.032 2911.731 2915.556

3.2. A programok forraskodjai

Ebbe a fejezet a programjaim, és az alprogramjaim Project-R beli forraskodjait tartal-
mazza. A kédok elején kommentben kiilon feltiintetem, hogy mik a programok, vagy al-
programok inputjai, illetve outputjai. Emellett egyes lépéseit kommentekben részletezem a
pontosabb megérthetfség kedvéért. A program a dse programcsomagot felhasznélja, ami-
nek a letoltése, és futtatésa az elsG lényeges 1épés a programunk kiprobalasahoz. Ezutan
az alprogramjainkat (ha a kodot nem szeretnénk atirni a futtatasahoz), akkor taroljuk el
az aktualis konyvtarunk f6lotti mappaban, és a programkoédban talalhato néven mentsiik
el ket .t formatumban. A f6programot main.t néven, a null értékel§ programot nullmod.t

néven, mig az aktualis modell értékeld fiiggvényt aktmod.t néven.
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A programok forraskodjai Program

3.2.1. Féprogram

# FO PROGRAM

# bemenet: y

# kimenet: ap, kr, ert

# hivott sajat filiggvények: nullModellErt, aktModellErt
# tovabbi filggvények: dse csomagbdl

PKron<-function(y,nm=6)
{ k<-nseriesOutput(y) # a dimenzid
ap<-1:k # az aktudlis permutacid
akh<-1:k # az akt.koord.halmaz
akh.k<-length(akh) # az akt.koord.halmaz szamossiga
ak<-0 # az akh-bol legutébb értékelt koordindta ap-beli indexe (még nem volt)
kr<-rep(0,k)

ert <- nullModellErt(y)# a null modellek értékelése

n<-1 # az aktudlis rend

while((n<nm)&! (akh.k==0)) # mig az akh nem iires
{
if(ak==1) {n<-n+1;ak<-0}
ak<-if (ak==0) akh.k else ak-1
t.ak<-ap[ak] # az akt koordindta tényleges sorszama
t.ek<-if (akh.k>1) ap[(1l:akh.k)[-ak]] else NULL # az e16z8 koordinatak
a.ert<-aktModellErt(t.ak,t.ek,n,y) # az aktudlis modell értékelése
if(a.ert > ertl[aplak]])
{ert[aplak]]<- a.ert} # az akt modell jobb
else # van Kronecker
{kr[ap[ak]]l<-n-1;
aplc(ak,akh.k)]<-c(aplakh.k],aplak])# aplak] <-> aplakh.k] csere
akh.k<-akh.k-1 3}
}
return(list (ap=ap,kr=kr,ert=ert)) }



A programok forraskodjai

Program

3.2.2. Null modell értékels fiiggvény

# a null modellek értékelése: nullModellErt()
# -
# bemenet: a teljes folyamat

# kimenet: ert = a k.db koordinata O modell értékelése

nullModellErt <- function(y)
{ k<-nseriesOutput (y)
AR<-array(0,dim=c(1,1,1))
AR[1,,]<-diag(1)
MA<-array(0,dim=c(1,1,1))
MA[1,,]1<-diag(1)
EX<-array(0,dim=c(1,1,k-1))
EX[1,,]<-runif(k-1,-1,1)

arma <- ARMA(A=AR, B=MA, C=EX);
armaSS<-toARMA (arma)
s0<-rep(NA,k)
for(i in 1:k)
{ W<-y
inputData (W)<-outputData(W,series=(1:k) [-i])
outputData(W)<-outputData(W,series=1)
M<-estMaxLik (armaSS,W)
sO[il<-informationTestsCalculations (M) [3]
}
return(s0)

+

# nullModellErt(D) # a fiiggvény hivéasa
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3.2.3. Aktualis modell értékels fiiggvény

S
# az aktudlis modell értékelése: aktModellErt(ak,ek)

# --—-

# bemenet: ak az aktudlis koordinata

# ek az e16z8 koordinatak

# n az aktualis rend

# y a teljes folyamat

# kimenet: ert a koordindta n-ed rendld modell értékelés

aktModellErt<-function(ak,ek,n,y)# az aktualis koord ertekelese
{ k<-nseriesOutput(y)
# n<-1; ak<-2 ; ek<-c(1,3)
AR<-array(0,dim=c(n+1,1,1)) # arben levSk szabad valtozdk, strukturadlis nullak
# vagy szabad paraméterek.
AR[1,,]<-diag(1)
for(i in 2:(n+1)) AR[i,,]<-runif(1,-1,1)
MA<-array(0,dim=c(n+1,1,1))
MA[1,,]<-diag(1)
for(i in 2:(n+1)) MA[i,,]<-runif(1,-1,1)
EX<-array(0,dim=c(n+1,1,k-1))
d<-rep(0,k); if(!tis.null(ek)) dlek]<-1; d<-d[-ak]
EX[1,,]<-d
for(i in 2:(n+1)) EX[i,,l<-runif(k-1,-1,1)
arma <- ARMA(A=AR, B=MA, C=EX);
armaSS<-toARMA (arma)
W<-y
inputData (W) <-outputData(W,series=(1:k) [-ak])
outputData (W) <-outputData(W,series=ak)
M<-estMaxLik (armaSS,W)
si<-informationTestsCalculations (M) [3]

return(sl)}
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3.2.4. Meghivé fiiggvény

# vesszuk a dse::egJofF.1dec93.data adathalmazt

library(dse)#

rm(list=1s())

source(’../main.t’)# PKron() -- a fOprogram

source(’../nullmod.t’)# nullModellErt(y) -- a null értékelés
source(’../aktmod.t’)# aktModellErt(ak,ek,n,y) -- az aktudlis ARMAX értékelése
data(egJofF.1dec93.data) ;D<-egJofF.1dec93.data;rm(egJofF.1dec93.data)
D$input<-NULL
attributes(D$output)$dimnames<-1list (NULL,attributes (D$output)$seriesNames)
attributes (D$output) $dimnames [[2]1] [c(6,8,9,10)]1<-c("emp", "ComPri","USip","UScpi™)
plot (D$output)

# elsd teszt

W<- D

outputData(W) <- outputData(W,series=c(5,6))
plot (W$output)

PKron (W)

# masodik teszt

W<- D

outputData(W) <- outputData(W,series=c(1,3,10))
plot (W$output)

PKron (W)

# harmadik teszt

W<- D

outputData(W) <- outputData(W,series=c(3,4,5,6))
plot (W$output)

PKron (W)
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