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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Nagy Katalinnak a sok
segitségért, tiirelemért és észrevételért, amit a dolgozatom elkészitéséhez nyujtott.
Kiilon koszonettel tartozom Besenyei Adamnak a LaTeX programban nytjtott segitségéért.
Valamint halas vagyok mindazoknak, akik a dolgozatom elkésziiltéhez még hozzdjarultak.



1. Bevezetés

Diplomamunkdm témédja az operatorfélcsoportok elmélete és annak alkalmazdsa
egydimenziés véletlen kozegili bolyongasra vonatkozé centrélis hatdreloszlas tétel
és egydimenziés véletlen kozegli kizardsi folyamat hidrodinamikai limeszének bi-
zonyitdsara.

Dolgozatom mésodik fejezetében alapvetd fogalmak és tételek szerepelnek az
operatorfélcsoportok elméletébdl. A fejezet két £6 tétele a Hille- Yosida és a Trotter-
Kurtz tétel. A dolgozat harmadik fejezetében megmutatom, hogy a Trotter-Kurtz
tétel felhaszndlhaté egydimenzids egyszerii szimmetrikus véletlen kézegti bolyongdsra
vonatkoz6 centralis hatdreloszldstétel bizonyitdsara, és ezt felhaszndlva az egydi-
menzios egyszeri szimmetrikus véletlen kozegl kizdrasi folyamat hidrodinamikai
limeszét is bizonyithatom. A kizardsi folyamat hidrodinamikai limesze a sztochasz-
tikus folyamatok, a parcidlis differencidlegyenletek és a statisztikus fizika elméletének
hatarteriiletéhez tartozik. A fejezetben bizonyitott tétel szerint megfeleld feltételek
mellett az egydimenziés egyszerti szimmetrikus véletlen kozegii kizdrasi folyamat
diffiziv médon atskaldzott stiriiségi mezdjének makroszkopikus viselkedését egy line-
aris hévezetési egyenlettel lehet leirni. A harmadik fejezetben az operatorfélcsoportok
elméletének fogalmai és tételei mellett felhasznalok alapvets fogalmakat és tételeket
a sztochasztikus folyamatok elméletébdl is. A mésodik fejezet megirdsdhoz f6ként
a 3] konyv els6 fejezetét haszndltam, a harmadik fejezet eredményei a [7] cikkbdl
valék. A dolgozatomban szerepld bizonyitdsok sok esetben részletesebbek, mint a
[3] konyv és a 7] cikk bizonyitdsai.

A [7] cikk és dolgozatom harmadik fejezetének érdekessége, hogy egydimenzios
esetben, ha a kozeg fliggetlen azonos eloszlasi, a félcsoport elméletet - azon beliil
is a Trotter-Kurtz tételt felhasznélva - elemi médon bizonyithaté a diffiziv médon
atskalazott véletlen kozegi bolyongas konvergencidja egy megfelel6 Wiener folya-
mathoz. E folyamat konvergencidja kordbban is ismert volt (lasd pl. [1] és [4]
cikkeket). Azonban az ott szerepls bizonyitdsok joval bonyolultabbak, az el6bbi per-
turbécié elméletet haszndl, az utébbiban pedig altaldnos invarianciaelv bizonyitasa
torténik reverzibilis Markov folyamatok fliggvényeinek integrédljaira, a bolyongds
konvergencidja ebbdl adodik.



2. Operatorfélcsoportok, elméleti hattér

Ebben a fejezetben alapvets fogalmak és tételek szerepelnek az operdtor félcso-
portok elméletébdl a tételek java részének bizonyitasaival egyiitt. A fejezet két
f6 tétele a Hille-Yosida és a Trotter-Kurtz tétel. Az el6bbi sziikséges és elégséges
feltételt ad arra, hogy egy Banach téren értelmezett linedris operdtor valamely
erdsen folytonos kontrakcié félcsoport generdtora legyen. Az utébbi pedig egy app-
roximacios tétel, amely szerint erésen folytonos kontrakcié félcsoportok konvergen-
cidjanak bizonyitdsdhoz elég a generatorok konvergencidjat bizonyitani megfelels
kozelits fliggvénysorozat mentén. E fejezet megirdsdhoz f6ként a [3] konyv elsé
fejezetét hasznaltam.

2.1. Alapfogalmak

2.1.1. Definicié. Legyen L walds Banach tér || - || normdval. {T'(t) : t > 0}
korldtos linedris operdtorok egy-paraméteres csalddjdt L-en félcsoportnak nevezziik,
ha T(0)=1 ésT(s+t)=T(s)T(t) minden s,t > 0 esetén.

2.1.2. Definicié. Az L Banach téren értelmezett {T(t)} félesoportot erdsen folyto-
nosnak nevezzik, ha

lim T(t)f = f VfeL (1)

t—0

2.1.3. Definicié. A {T'(t) : t > 0} korldtos linedris operdtorok egy-paraméteres
csalddjdt az L Banach téren erdsen folytonos kontrakcio félcsoportnak nevezzik, ha
igazak rd az elébbi tulajdonsdgok és ||T(t)|| < 1 minden t > 0 esetén.

2.1.4. Definicié. Legyen B € L korldtos, linedris operdtor és
— 1
tB _ k k
e —ZHtB, t>0. (2)
k=0

Egy egyszerti szamitdsbol adédik, hogy e*™8 = esBetB minden s,¢ > 0-ra,

mésrészt e = I. Ezért {e!P} félcsoport, amirsl beldthaté, hogy erdsen folytonos.
Felirhaté ugyanis, hogy

=1 =1
el <) gt"” IB*I <) gt’“ IB|F =€lPl >0 (3)
k=0 k=0

amibdl
(e = Dl < e —1=50

Igy {e'P} valéban erésen folytonos félesoport.



2.1.5. Allitas. Legyen {T(t)} erdsen folytonos félcsoport az L téren. Ekkor létezik
M > 1 konstans és w > 0, hogy

T < Me*, t>0. (4)

Bizonyitds. /2.1.5. dllitas bizonyitdsa/ Belatjuk elGszor, hogy létezik M > 1 és
to > 0 gy, hogy ||[T(t)]] < M, 0 < t < ty esetén. Amennyiben ez nem igaz,
tudunk taldlni pozitiv szdmok {t¢,} sorozatat, amely tart nulldhoz olyan mddon,
hogy | 7(t)| — oo.

Azonban ekkor az FEgyenletes korldtossdg tétele szerint létezik f € L, melyre
sup,, || 7(t,) f|| = co. Ez viszont ellentmond az erds folytonossag feltevésének.

Legyen w = t;'In M és legyen t > 0. Ekkor ¢ = kty + s alakban irhat6, ahol k
nemnegativ egész, 0 < s < {. fgy

IO = IT(s)T(to)*|| < MM* < MM = Me*", (5)
O

2.1.6. Kovetkezmény. Legyen {T'(t)} erdsen folytonos félcsoport az L téren. Ekkor
minden [ € L-re at — T(t)f [0,00)-bdl L-be képezd fiigguény folytonos.

Bizonyitds. /2.1.6. kovetkezmény bizonyitisa/ Legyen f € L. Felhaszndlva 2.1.5
allitast a kovetkezdk irhatok fel:
hat >0 és h > 0, akkor

IT(t+h)f =T L =T [T(R)f = £l < Me | T(h)f = flI, (6)
éshat>06és0<h<t, akkor

1Tt —h)f =TOf =T —h) [T(h)f = flIl < Me |T(h)f — £l (7)

Ebbdl adédik a folytonosség. O

2.1.7. Definicié. Legyen A az L téren értelmezett nem feltétleniil korldtos linedris
operdtor, A értelmezési tartomdnydt jeldlje D(A), értékkészletét R(A).
Az A linedris leképezés grafikonja:

G(A) ={(f,Af): feD(A)} C Lx L, (8)

ahol L X L maga 1s Banach-tér a komponensenkénti dsszeaddssal és skaldrral valo
szorzdssal és az ||(f, 9)|| = ||| + |lg|| normdval.

2.1.8. Definicié. Az A operdtort zdrtnak nevezzik, ha G(A) zdrt részhalmaza az
L x L térnek.



2.1.9. Definicié. Legyen {T'(t)} félcsoport az L Banach téren, és legyen

Af = Jim AT(f - f), (9

ahol A értelmezési tartomdnya D(A) azon f € L-ek halmaza, amelyekre ez a hatdr-
érték létezik. Ekkor az A linedris operdtort a {T'(t)} félcsoport generdtordnak ne-
vezziik.

2.1.1. Banach tér értékii fiiggvények

A kés6bbiekben sziikségiink lesz Banach tér értékii fiiggvényekre, ezért az aldbbi-
akban megadunk néhdny ezekkel kapcsolatos definiciot és allitast.

2.1.10. Definicié. Legyen A C (—o0,00) zdrt intervallum. Jelolje Cp(A) a A-rdl
L-be képezd folytonos fiigguények terét. Valamint jeldlje C}(A) a A-rél L-be képezd
folytonosan differencidlhato figguények terét.

2.1.11. Definicié. Ha A egy véges [a, b] intervallum, akkor azu : A — L fiigguényt
(Riemann) integrdlhatonak nevezzik a A intervallumon, ha létezik

n

61210 U(Sk)(tk — tk_1>

k=1
ahola =1ty <s; <t3 <+ <ty 1 <58, <t,=0>0¢ésd=maxy(ty —tr_1), és a limesz
nem fligg a felosztdssorozattdl. A hatdrértéket jeldlje fA u(t) dt vagy fab u(t) dt.

Ha A = [a,00), akkor az w: A — L fiigguényt integrdalhatonak nevezzik a A
intervallumon, ha u|[a b integrdalhaté minden [a,b] intervallumon, ahol b > a, és ha

létezik
b

lim u(t) dt.

b—oc0 [,

A hatdrértéket jelolje ismét [, u(t) dt vagy [ u(t)dt.

2.1.12. Lemma. (i) Hau € Cr(A) és [, [Ju(t)]| dt < oo, akkor u integrdlhato az
egész A intervallumon és

| [ woae] < [ o (10)

Specidlisan, ha A egy véges [a, b] intervallum, akkor minden Cr(A)-beli fiigguény
integrdlhato a A intervallumon.



(ii) Legyen B egy zdrt linedris operdtor az L téren. Tegyiik fel, hogy u € Cr(A),
u(t) € D(B) minden t € A esetén, Bu € Cr(A) és u és Bu is integralhatd a
A intervallumon. Ekkor [, u(t)dt € D(B) és

B / u(t) dt = / Bu(t) dt. (11)
A A
(i) Ha u € C}la,b], akkor
" d
/ —u(t)dt = u(b) — u(a). (12)
. dt
Bizonyitds. Ezt a lemmat nem bizonyitjuk. O]

2.1.2. Generatorok tulajdonsagai

2.1.13. Allitas. Legyen {T(t)} egy erdsen folytonos félcsoport az L Banach téren
A generdtorral.

(i) Ha f € L ést >0, akkor f(f T(s)fds € D(A) és

T@f—f = A/OtT(s)f ds. (13)
(i) Ha f € D(A) ést >0, akkor T'(t)f € D(A) és
CT(1)] = AT()] = T()AS (14

(iti) Ha f € D(A) ést >0, akkor
T(t)f—f:/o AT(s)fds:/O T(s)Af ds. (15)

Bizonyitds. /2.1.13. lemma bizonyitdsa/
(i) 1 t .
LT 1 /0 T(s)fds_ﬁ/O[T(s+h)f—T(s)f]ds_ (16)

(e [roa) -
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1 tth 1t
:E/t T(s)fds—ﬁ/0 T(s)fds

teljesiil minden h > 0O-ra, h — 0+ esetén az utols6 kiilonbség T'(t)f — f-
hez konvergdl, mivel {T'(t)} erésen folytonos félcsoport, igy a legelss kifejezés
hatérértéke is létezik. Tehdt fot T(s)fds € D(A) és a (13) egyenlGség teljesiil.

(ii) Felirhato, hogy

T(t+h)f —T(1)f] = AT(Of =TMAS  Vh>0,  (17)

SRS

ahol A, = h='[T(h) — I]. Igy, mivel f € D(A), ezért T(t)f € D(A) és
d\*t
(5) O = ar(0s = 7)1
is teljesiil. Igy elegendé mar csak azt beldtni, hogy
d —
(5) T0f = AT =T(®)Af
feltéve, hogy t > 0.

Az el6z6 Gsszefiiggéshez hasonldan felirhatd, hogy

ST D) - TWS - THAf = T~ WA ~TWAf = (1)
= T(t— W) Anf —T(t — hAf + T(t — h)Af — T(H)Af =
T(t—h)[A,—Alf+[T(t—h)—-T()]Af

minden 0 < h < t esetén. Ldathatd, hogy h — 0 esetén az utolsé két tag
osszege 0-hoz konvergdl, és igy készen vagyunk.

(iii) Ez (ii)-nak és a 2.1.12. (iii) részének kovetkezménye lesz.
0

2.1.14. Megjegyzés. Legyen az A operdtor az L Banach téren értelmezett {T'(t)}
erdsen folytonos félcsoport generdtora, ekkor

(i) D(A) siri részhalmaza L-nek,
(i1) az A generdtor zdrt.

Bizonyitds. /2.1.14. megjeqyzés bizonyitisa/ {T(t)} erésen folytonos félcsoport,
fgy



t—0+

lim %/OT(S)fds:f VfeL

Mésrészt a 2.1.13. 4llitds (i) része miatt 1 fot T(s)fds € D(A), igy L tetszéleges
eleméhez lehet D(A)-beli elemekkel tartani, tehdt D(A) C L stird.

(ii) Ahhoz, hogy megmutassuk az A zartsagdt, a kovetkezdkre lesz sziikség: legyen
{fn} € D(A) sorozat, amelyre f, — f és Af, — g¢. Igazolnunk kell, hogy
f€D(A), és Af = g. Az 2.1.13. allités (iii) részébol adédéan felirhato, hogy

Tt)fn— fn :/0 T(s)Af,ds

minden ¢ > 0 esetén. Ebbdl a kifejezésbdl ha n — oo, akkor

T(t)f — f = / T(s)gds

addodik. Amennyiben leosztjuk ¢-vel és t — 0, azt kapjuk, hogy f € D(A) és
Af = g, azaz A valéban zart operdtor.

O

2.2. Hille - Yoshida tétel

2.2.1. Definicié. Legyen A zdrt linedris operdtor az L Banach-téren. Ha valamely
valos \-ra

(i) N — A(= M — A) injektiv,
(1)) R(N—A) =L,
(iii) és (A — A)~! korldtos linedris operdtor L téren,

akkor azt mondjuk, hogy \ eleme az A rezolvens halmazdinak, p(A)-nak, és Ry =
(A — A)~ operdtort az A operdtor \-hoz tartozo rezolvensének nevezziik.

2.2.2. Allitas. Legyen {T(t)} erdsen folytonos kontrakcid félcsoport az L Banach
téren A generdtorral. Ekkor (0,00) C p(A),

Ryg=(\—A)lg= / e MT(t)g dt (19)
0
minden g € L és X > 0 esetén, és [|Ry|| < \~! minden X\ > 0 esetén.

10



Bizonyitds. /2.2.2. bizonyitdsa/ Legyen A > 0 tetsz6leges. Definidljuk az L téren
értelmezett Uy-t a kovetkezd Osszefiiggéssel:

UAg:/ e MT(t)gdt
0

Ekkor -
|WWH§1:€JWT@MWﬁ§A4HW (20)

minden g € L esetén. Igy U, korldtos linedris operdtor az L Banach téren. Most
adott g € L-re

T(h) — Usg = / TN T+ h)g — T(t)g)di = (21)

1
h h

A1 oo A h
= / e MT(gdt — — [ e MT(t)gdt
hJo hJo

minden h > 0 esetén. Ha h — 0, akkor Uyg € D(A) és

AUxg = NUxg — g

adédik, azaz
A=A)Uxg=9g, ge€L. (22)

Ezenkiviil, ha g € D(A), akkor (felhaszndlva a 2.1.12. lemma (i7) részét)
UyAg = / e MT(t)Agdt = / A(e™NT(t)g) dt = (23)
0 0

= A/ e MT(t)gdt = AUyg
0

Emiatt a (22) egyenlet dtirhato6 gy, hogy

Us(A=A)g=yg,  g€DA). (24)

Tegyiik fel, hogy (A —A)f = (A — A)g, ekkor Ux(A — A)f = Ux(A — A)g, és igy (24)
miatt f = g, tehat A — A injektiv.

A (22) egyenlGség azt eredményezi, hogy R(A—A) = L. A (22) és (24) sszefiiggé-
sekbél lathato, hogy (A — A)~! = Uy, igy A € p(A). Mivel a bizonyitast tetszéleges
A > (O-ra vezettiik le, igy készen vagyunk. O

11



2.2.3. Definicié. Legyen A zdrt linedris operdtor az L Banach téren. Mivel teljesiil
a kommutativitds a kovetkezdkre: (A—A)(u—A) = (u—A)(A—A) minden X\, p € p(A)
esetén, igy (u—A)"1(A=A)"1 = (A\=A)"Y(u—A)~! is felirhatd. Ezekbdl egy eqyszeri
szdmoldssal kaphaté meg a rezolvens azonossdg:

R\R, =R, Ry=A\—p) (R, — Ry, A p€pA). (25)

Ugyanis
RyRy= (A= p) "' (A= w)R\R, =
= (A=) (A= A) = (n= A)R\Ry = (A = 1) (Ry — Ra).
Ha X € p(A) és | X\ — p |< ||Rall™" teljesiil, akkor

o0

SO Ry (26)

n=0
eqy korldtos linedris operdtort definidl, ami valdjaban a (u — A)™', hiszen

A A=p)"RyT = (A= A) = (A= IRy (A= p)" Ry =

n=0

f: P Iu an i n+1Rn+1 — T
n=0

n=0
Ebbél, tébbek kizott, kivetkezik az, hogy p(A) C R nyilt halmaz.

2.2.4. Definicié. Legyen A linedris operdtor az L téren. A-t disszipativnak ne-
vezzik, ha ||Af — Af]| > M| f]| minden f € D(A) és A > 0 esetén.

2.2.5. Lemma. Legyen az A operdtor eqy erdsen folytonos kontrakcio félcsoport
generdtora az L Banach téren, ekkor A disszipativ.

Bizonyitds. /2.2.5. lemma bizonyitisa/ Legyen f € D(A) és A > 0. Ekkor a 2.2.2.
allitds szerint Ry = (A — A)7! l6tezik, ||Ry|| < A7, és gy

A== A7 = A fl < A= A fL
tehat A disszipativ. O

2.2.6. Lemma. Legyen A disszipativ linedris operdtor az L Banach téren és legyen
A > 0. Ekkor A akkor és csak akkor zart, ha R(A — A) zdrt.

12



Bizonyitds. /2.2.6. lemma bizonyitdsa/ A bizonyitds egyik irdnydndl tegyiik fel,
hogy az A operétor zért. Ha {f,} C D(A) sorozat és (A — A)f, — h, akkor A
disszipativitdsa miatt

1

minden A > 0, n,m € N esetén. Tekintve, hogy (A\—A)f, — hés (A—A)f,, — h,
az egyenlet bal oldala 0-hoz tart, ami a jobb oldal 0-hoz tartdsat okozza. Azaz {f,}
Cauchy-sorozat, és mivel L teljes, ezért létezik f € L, hogy f, — f, és igy

lim (A\f —Af,) =h
n—oo
tehat
Af, — Af—h

Mivel A operator zéart, f, — f és Af, — Af — h, ezért f € D(A) és Af =
Af — h, tehat h = (A — A)f. Ez pedig azt eredményezi, hogy R(A — A) zart.

A bizonyitds mésik irdnyanal induljunk ki abbél, hogy R(A—A) zart. Ha {f,} C
D(A) sorozat, f, — f és Af, — g, akkor (A — A)f, — Af — g. Igy, mivel
R(A — A) zért, létezik olyan fy € D(A), hogy

A —g=0A=A)fo (27)
Az A operator disszipativitasabol kovetkezik, hogy f,, — fo, hiszen
(/\ - A)(fn - fO) — 0
és
(A = A)(fa = fll = Allfu = foll
Az egyenlet bal oldalanak 0-hoz tartdsa miatt lithato, hogy a jobb oldal is tart O-

hoz. Igy f = fo. Eat a (27) egyenléségbe helyettesitve, majd azt atrendezve kapjuk,
hogy Af = g. Tehat az A operator zart. O

2.2.7. Lemma. Legyen A disszipativ zdrt linedris operdtor az L Banach téren, és
legyen pt(A) = p(A) N (0,00). Ha pt(A) nem dres, akkor p™(A) = (0, 00).

Bizonyitds. /2.2.7. lemma bizonyitdsa/ Elegendd azt megmutatni, hogy p*(A) nyilt
és zart is (0, 00)-ben. Azt mar lattuk, hogy p(A) nyilt részhalmaza R-nek, igy p™(A)
is nyilt a (0, 00)-ben. Tegyiik fel, hogy {\,} C p*(A)és A\, —> X > 0. Legyen g € L,
ekkor g = (A, — A)(\, — A)"lg, és legyen g, = (A— A)(\, — A)~"tg minden n esetén.
Beldathaté A disszipativitdsa segitségével, hogy g, — g gy, hogy

dim_[lgn — gl = T [ = A — Ay~ (A~ A) Mgl = (28)
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A= Ml

n

o
= lim [[(A = A)(An — A) g|’§nh—r>noo

n—aoo

lgll = 0.

Mivel g € L tetszbleges, és g, € R(A — A), igy R(\ — A) stirti L-ben. Madsrészt az

A operdtor zart és disszipativ, igy a 2.2.6. lemma miatt R(\ — A) zéart is. Ennek

kovetkeztében R(A — A) = L. Még egyszer kihasznédlva A disszipativitdsit arra

jutunk, hogy A — A injektiv és ||(A— A)7|| < A7'. Ugyanis ha (A—A)f = (A\— A)g,

akkor 0 = (A\—A)(f—g), valamint A disszipativ, igy 0 = |[[(A—=A)(f—g)| = || f—g]|-

Tehat ||f — g|| =0, azaz f = g, és igy (A — A) injektiv. Masrészt A disszipativitdsa

miatt

AHUIA == A7 VfeL

fgy |(A=A)7!|| < AL Emiatt X € p*(A), tehdt p*(A) zart a (0, o) intervallumban.

0

2.2.8. Lemma. Legyen A disszipativ zdrt linedris operdtor az L Banach téren.
Tegyiik fel, hogy D(A) sdrd L-ben és (0,00) C p(A). Ekkor az A operdtor Yosida-
approzimdcidjit, Ax-t minden N\ > 0 esetén az Ay = NA(N — A)™! dsszefiiggéssel
definidljuk. Ez a kévetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(i) Minden N > 0 esetén Ay korldtos linedris operdtor az L téren és {e} egy
erdsen folytonos kontrakcio félcsoport L-en.

(ii) ANA, = A, Ay minden \, ;> 0 esetén.
(111) limy_ o Axf = Af minden f € D(A) esetén.

Bizonyitds. /2.2.8. lemma bizonyitdsa/ Legyen Ry = (A—A)~! minden \ > 0 esetén
és mivel A disszipativ, ezért |[(A—A)7Y| = [|Ra|| < A7t Mésrészt (A\—A)Ry = I az
L téren és Ry(A — A) = I a D(A) tartomdnyon, ezért felirhaté egy a késébbiekben

igen fontos Gsszefiiggés:
Ay = NRy— A (29)

az L téren minden \ > 0 esetén. Ez a Yosida - approrimdcio definiciéjabol vezethets
le a kovetkez&képpen:

Ay =AA— (A=A = A = 20— A= AN = A) (A — AL = A2R, — ML

Maésrészt
Ay = AR\A (30)
a D(A) tartomanyon, A > 0 esetén.

A (29) egyenldségbdl lathaté, hogy A > 0 esetén Ay korldtos és fgy {e' : ¢t > 0}
erdsen folytonos, mésrészt

€45 = = PR < eIl < 1, (31)
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hiszen ||Ry|| < A7!, és fgy
|| Ryl < tA

minden ¢ > 0 esetén. Ezzel igazoltuk az (i) tulajdonsédgot.

A (i7) tulajdonsdg a (29) és (25) egyenletek kovetkezményeképpen kaphaté meg.
A (i4i) tulajdonsdghoz elGszor belatjuk, hogy

/\h_r)n AR f = f, VfelL. (32)
Vegyiik észre, hogy
IABAf = [l =T (AN =) = 1) fll = [[(A=A) T A= (A= A)f] =

= |(A= A)TTASf| = IRNAF| < A AF =S 0

minden f € D(A) esetén. Mivel D(A) stirt L-ben, és [|ARy — I]| < 2, igy (32)
minden f € L esetén teljesiil.

Végezetiil a (ii7) tulajdonsdg a (30) és (32) egyenlGségek kovetkezménye. O

2.2.9. Lemma. Ha B és C korldtos linedris operdtorok az L téren gy, hogy BC' =
CB, ||etB|| <1 és ||e]| < 1 minden t > 0 esetén, akkor

le'Pf — e fIl < t||Bf = Cf]] (33)
minden f € L ést > 0 esetén.

Bizonyitds. /2.2.9. lemma bizonyitisa/ A lemma Osszefiiggése a kovetkezs azo-
nossdagbdl kovetkezik:

t d t
B —Cf = / T [Pl fds = / P Bl — PO ds = (34)
o das 0

t t
= / e*B(B — C’)e(t_s)cf ds = / 6SBe(t_S)C(B —C)fds
0 0
Az utolsé egyenléségnél B és C' kommutativitdsat hasznaltuk ki. m

Ezek utdn mar minden el6zménnyel rendelkeziink ahhoz, hogy kimondhassuk és
belathassuk a Hille - Yosida tételt.

2.2.10. Tétel (Hille - Yosida tétel). Legyen A linedris operdtor az L Banach
téren. FEkkor A egqy L-en értelmezett erdsen folytonos kontrakcid félcsoport ge-
nerdtora akkor és csak akkor, ha a kovetkezd tulajdonsdgok teljestilnek:

(i) D(A) sirid L-ben,
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(ii) A disszipativ,
(11i) létezik olyan A > 0, amelyre R(A — A) = L.

Bizonyitds. /2.2.10. tétel bizonyitdsa/ A tulajdonsdgok sziikségessége a 2.1.14.
megjegyzésbdl, a 2.2.2. allitasbdl és a 2.2.5. lemmdabol kovetkezik. Ezért elég csak
az elégségességet igazolnunk.

Ennek igazoldsahoz tegyiik fel, hogy (i), (i7) és (iii) teljesil. A (i7) és (i)
tulajdonsdgbol, valamint a 2.2.6. lemmabdl kovetkezik, hogy A zart operdtor és
p(A)N(0, 00) nem iires (a disszipativsaghol adédik, hogy (A—A) injektiv, és (A—A)~!
korldtos). Igy a 2.2.7. lemma alapjdn lathaté, hogy (0,00) C p(A). Hasznaljuk a
2.2.8. lemma jelolését, igy definidlhatunk minden A > 0 esetén egy erdsen folytonos
kontrakcié félesoportot {Th(t)}-t az L téren, ahol legyen Ty(t) = . A 2.2.8.
lemma (i7) tulajdonsdgat, valamint a 2.2.9. lemmat felhaszndlva felirhaté, hogy

[T f = Tu(®) fII < | Axf — Auf (35)

minden f € L, t > 0 és A\, u > 0 esetén.

A 2.2.8. lemma (iii) része miatt Ayf Cauchy sorozat, igy (35) miatt rogzitett
t-re, T\(t)f is Cauchy sorozat, és igy limy_,o Th(t)f létezik minden f € D(A) és
t > 0 esetén, és korlatos id6 intervallumon egyenletesen konvergens. Es igy minden

f € D(A) =L esetén is.
Jeloljiik az el6z6 kifejezés hatarértékét T'(¢)f-fel. Mivel ||T)\(¢)]] < 1 minden
A>0ést >0 esetén, igy T'(t) is kontrakcié minden ¢ > O-ra. Mésrészt
1T@)f = fI <T@ f = D@ fI+ TN f = f

minden f € L és A > 0 esetén. Legyen T' > 0. Mivel T)\(t)f — T(t)f 0 <t <T
intervallumon egyenletesen, ezért Ye > 0 I\g > 0, hogy ||T),(t)f — T()f]| < §
minden 0 < ¢ < T esetén. Mdsrészt T, (t) erGsen folytonos, igy létezik 0 < tq < T,
hogy 0 < t < tg esetén || Th,(t)f — f|| < 5. [gy 0 <t <ty esetén [|T(t)f — f| < e,
tehét T'(t) erGsen folytonos.

Felhaszndlva a kovetkezd azonossdagot

T(s+t)f —T(s)T(t)f = [T(s+t) — Ta(s + 1) f+ (36)
+TA(s)[Ta(t) = T(@O]f + [Ta(s) = T(s)IT @) S,
arra jutunk, hogy {T'(¢)} erdsen folytonos kontrakcié félcsoport az L téren.

Ezek utdn méar csak az maradt, hogy megmutassuk, hogy az A operitor a
{T'(t)} kontrakci6 félcsoport generatora. Felhasznalva az 2.1.13. &llitds (iii) részét,
felirhato, hogy

T)\(t)f — f = /Ot A)\T/\(S)f ds = /Ot T)\(S)A)\f ds (37)
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minden f € L, ¢t >0 és A > 0 esetén. Minden f € D(A) és t > 0 esetén felirhaté a
kévetkezG azonossag:

Ta(s)Arf = T(s)Af = Th(s)(Axf — Af) + [Ta(s) = T(s)| Af (38)

Az el6bbi egyenléséghen A — oo esetén a jobboldal els6 tagja tart 0-hoz, mivel
ITx(s)|| < 1 és Ayf — Af, és a jobboldal mésodik tagja is tart 0-hoz, mivel
T\(s)Af — T(s)Af. Igy

T(s)Axf 23 T(s) Af,

mitébb 0 < s < t esetén egyenletesen. Ezt a (37) egyenl@ségre alkalmazva a
kovetkezG adodik:

T@)f - f = /0 T(s)Af ds (39)

minden f € D(A) és t > 0 esetén. Felhaszndlva a (39)-et és azt, hogy T'(t) erGsen
folytonos

T)f —
lim —( V= f = lim 22— = Af
t—0+ t t—0+
minden f € D(A) esetén. Igy a {T(t)} kontrakcié félcsoport generdtora, B az A

operdtor kiterjesztése. Igy, ha beldtjuk, hogy D(B) C D(A), akkor A = B addédik.
Legyen f € D(B), és legyen A\ > 0 olyan, hogy R(A — A) = L, a (iii) feltevés
miatt ilyen \ létezik.
Legyen g = (A — B)f. Ekkor g € L = R(\ — A), azaz létezik h € Dy, hogy
g = (AN—A)h. Mivel B az A kiterjesztése, igy h € D(B) is igaz, és g = (A — B)h.
Azonban mivel B egy erésen folytonos kontrakcié félcsoport generdtora, igy (A — B)
injektiv, tehdt f = h, és igy f € D(A). Ezzel a tételt bizonyitottuk. ]

A kovetkezd dllitds az el6bbi bizonyitds és a lentebbi 2.2.12. megjegyzés egyiittes
kévetkezménye.

2.2.11. Allitas. Legyenek {T(t)} erdsen folytonos kontrakcid félcsoport az I téren
A generdtorral. Legyen Ay az A operdtor Yosida-approrimdcidja, ahogy mdr kordbban,
a 2.2.8. lemmdban szerepelt. Ekkor

e F — T@) f|| < t]|Arf — Af]|, fE€DA),t>0,\>0, (40)

és igy minden f € L-re limy__,o e f = T(t)f minden t > 0 esetén és korldtos idd
intervallumokon egyenletesen.

2.2.12. Megjegyzés. Legyen {T(t)} és {S(t)} erdsen folytonos kontrakcid félcso-
portok L téren A és B generdtorokkal. Abban az esetben, ha A = B, akkor T(t) =
S(t) minden t > 0 esetén.
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Bizonyitds. Ezt a megjegyzést nem bizonyitjuk. O

Sok alkalmazdsban a Hille - Yosida tétel egy alternativ forméjat haszndljak.
Ahhoz, hogy ezt kimondhassuk, sziikségiink lesz egy lemmara és két definiciora.

2.2.13. Definicié. Eqgy L térbeli A linedris operdtort lezdrhatonak neveziink, ha
letezik zart linedris kiterjesztése.

2.2.14. Definicié. Ha az L térbeli A linedris operdtor lezdrhatd, akkor lezdrdsa A
az A legszikebb zdrt kiterjesztése. Még konkrétabban, ez az a zdrt linedris operdtor,
amelynek az L x L térbeli grafikonja A grafikonjdnak lezdrdsa.

2.2.15. Lemma. Legyen A egy disszipativ linedris operdtor L téren D(A) értelme-
zést tartomdnnyal, amely sird L-ben. Ekkor a kévetkezd két tulajdonsdg teljesiil:

(i) az A operdtor lezdrhatd,

(ii) RN — A) = R(\ — A) minden X\ > 0 esetén.
Bizonyitds. /2.2.15. lemma bizonyitdsa/

(i) Elegendé csak azt megmutatni, hogy ha létezik {f,} sorozat tigy, hogy {f,} C
D(A), fn — 0és Af,, —> g € L, akkor g = 0. Vdlasszunk egy {g,,} C D(A)
sorozatot dgy, hogy ¢g,, — ¢. Az A operator disszipativsiga miatt felirhato,

hogy
A = A)gm = Agll = Tim [[(A = A)(gm + Afa)l| = (41)

> lm  Allgm + Afull = Mgl
n—>00

minden A > 0 és minden m esetén. Leosztva a kifejezés két végét A-val és
feltéve, hogy A — o0, azt kapjuk, hogy

1gm = gl = llgml|
minden m esetén. EbbSl m — oo-re, g = 0 adddik.

(ii) Legyen A > 0. Az, hogy R(A — A) D R(A—A) nyilvanvald, ezért az egyenldség
igazoldsahoz azt kell megmutatnunk, hogy R(\ — A) zért. Azonban ez a 2.2.6.
lemma kozvetlen kovetkezménye, hiszen ott mar belattuk, hogy R(A— A) zart.

]

2.2.16. Tétel (Hille - Yosida tétel alternativ formdja). Tegyik fel, hogy az L
Banach téren értelmezett A linedris operdtor lezdrhats. Az A operdtor A lezdrtja
eqy erdsen folytonos kontrakcio félesoport generdtora az L téren akkor és csak akkor,

ha
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(i) D(A) siri L-ben,
(i1) az A operdtor disszipativ, és
(ii1) létezik olyan X\ > 0, amelyre R(\ — A) strd az L térben.

Bizonyitds. /2.2.16. tétel bizonyitdsa/ Tegyiik fel elGszor, hogy A lezdrhaté és A
egy erdsen folytonos kontrakcié félcsoport generdtora. Ekkor a 2.2.10. tétel miatt
D(A) sfirti L-ben, A disszipativ és R(\ — A) = L valamely A\ > 0-ra. De ekkor D(A)
stirf L-ben, A disszipativ és a 2.2.15. lemma miatt R(A — A) = R(A\ — A) = L, és
igy R(A — A) siirt L-ben.

Tegyiik fel most, hogy az A linedris operdtor lezarhato és (i), (i7), (iii) teljesiil
A-ra. Ekkor A is linedris operator, D(A) stiri L-ben, A is disszipativ és (ii) miatt
L=TR(\—-A),a2215. lemma miatt R(A\ — A) = R(\ — A), és igy RA—A) =L
valamely A\ > 0-ra. Ezzel a 2.2.10. tétel miatt A egy erdsen folytonos kontrakcié
félcsoport generdtora. O

2.3. Trotter - Kurtz tétel

Legyenek (L, - |I), (Ln, || - ||n), » = 1,2,... Banach terek. A tovdbbiakban
az egyszer(iség kedvéért || - ||,-et is || - |-val jeloljik. Legyenek m, : L — L,,
n =1,2,... korldtos linedris transzformacick. Tegyiik fel, hogy sup,, ||| < co. A
tovdabbiakban azt irjuk, hogy f, — f, ha f, € L,,, f € L és

lim || f, —m.f| =0. (42)
n—-ao0

2.3.1. Definicié. Legyen A egy zdrt linedris operdtor az L téren. D(A) egy D
alterét az A operdtor magjdnak nevezink, ha A|, = A.

2.3.2. Tétel (Trotter - Kurtz tétel). Legyenek {T,,(t)} és {T(t)} erdsen folytonos
kontrakcio félcsoportok L, és L tereken A, és A generdtorokkal. Legyen D az A
operdtor magja. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) Minden f € L esetén T,(t)m,f — T(t)f minden t > 0-ra, korldtos idd
intervallumon egyenletesen.

(ii) Minden f € L esetén T, (t)m,f — T(t)f minden t > 0-ra.
(11i) Minden f € D esetén létezik f, € D(A,) sorozat, hogy f,, — [ és Apfrn —
Af.
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Ahhoz, hogy ezt az eredményt igazolni tudjuk, sziikségiink lesz a kovetkezd
két lemmaédra. Ezek kozil a 2.3.3. lemma a kordbban szerepelt 2.2.9. lemma
altalanositdsa.

2.3.3. Lemma. Rdgzitsink eqy n pozitiv egész szamot. Legyenek {S, (1)} és {S(t)}
erdsen folytonos kontrakcio félcsoportok az L, és L tereken B, és B generdtorokkal.
Legyen f € D(B) és tegyiik fel, hogy m,S(s)f € D(B,) minden s > 0 esetén, és
tegytik fel, hogy B,m,S(-)f : [0,00) — L, folytonos. Ekkor minden t > 0 esetén

gﬁwd—wﬁ@f:zEupﬂxmm—mﬁw@ﬁ@, (43)

és igy, mivel S, (t — s) kontrakcio

1Su(0)maf — muS(0)f] < / |(Bata — 7, B)S(s) £ . (44)

Bizonyitds. /2.5.3. lemma bizonyitdsa/ Elegend§ azt észrevenni, hogy a (43) egyenld-
ségben az integrandus a —S,,(t — s)m,S(s) f kifejezés s-szerinti derivaltja. Hiszen

—%Sn(t — s)mpS(s)f = Su(t — 8)Bpm, S(s)f — Su(t — $)m,BS(s)f,

amely pont a (43) egyenldség integrandusa. A félcsoport derivaldsdt a 2.1.13. allitds
(1) része szerint végeztiik. O

2.3.4. Lemma. Tegyik fel, hogy a 2.3.2. tétel hipotézisei és a tétel (iii) dllitdsa
teljesil. Legyen n = 1,2,... és A > 0 esetén A, » és A\ az A, és A generdtorok
Yosida-approzimdcidja (mint a 2.2.8. lemmdban). Ekkor

An,)\ﬂnf7H—o>oA)\f
minden f € L és A > 0 esetén.
Bizonyitds. /2.53.4. lemma bizonyitdsa/ Rogzitsik A > 0-t. Legyen f € D és
g = (A= A)f. Feltétel szerint létezik f, € D(A,) sorozat, amelyre f, — f és
Apnfn — Af, ésigy (A — A,) fn — g. Most nézziik a kovetkezd kifejezést:

[Anamng — T Angll = (45)

D120 = A,) ™" = Mg — ma[N2(A — A) ™! = Ag|| =

II _ _
D2\ = A,) Mg — (A — A) g <
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(I11)
< N = An) T g = full + X fo = m (A = A) gl <

(av) )
< Almng = (A= An) foll + XN fn = 7S]

minden n > 1 esetén. Ttt a (29) egyenlet miatt Ay = N2Ry — A\ = N\2(A— A)"1 =\
és hasonléan A, = A\ — A,)~' — M, gy adédott az (I) egyenlSség. A (IV)
egyenlstlenségben kiemeltiik (A — A,,)71-t, illetve (A — A)~!-t és felhasznaltuk azt a
korabbi becslést, miszerint ||(A — A,) 7| = ||Ran]| < AL Feltétel szerint f,, — f,
és lattuk, hogy (A — A,)f, — g, amellyek a (42) Osszefiiggés szerint azt jelentik,

hogy
A=A fo —mgll — 0 és || f, — T f]| — 0.

Kovetkezésképpen || A, zmng — T, Arg|| — 0 minden g € R(A— A|p) esetén. Azon-

ban R(A— Al ) stiri az L térben, és az A, ym, —m, Ay, n =1,2,... linedris transz-
formacick egyenletesen korlatosak. 1gy || A, a7, f —m, Arf|| — 0, azaz A, 7, f —
Ay f minden f € L és A > 0 esetén teljesiil. O

Bizonyitds. /Trotter - Kurtz tétel bizonyitisa/

(i = 1) Automatikusan kovetkezik.

(it = i1i) Legyen A > 0, f € D(A) és g = (A — A)f, ekkor [ = fooo e MT(t)g dt.
n > 1 esetén legyen

Jn = / e M () m,g dt € D(A,).
0

A (ii) allitds és a Domindlt konvergencia tétel miatt f, — f. Mdasrészt (A\—A,)f, =
Tng, és T,g — ¢ (hiszen ez azt jelenti, hogy ||m.g — g|| — 0), igy

(A= Ap)fn — (A= A)f, tehdt A, f, — Af.

(iti = i) n=1,2,... és A > 0 esetén legyenek {T,,\(t)} és {T\(t)} az A, és A,
Yosida-approximaciékhoz tartozo erdsen folytonos kontrakcié félcsoportok az L, és
L tereken. Legyen f € D, ekkor a (ii7) allitds szerint 1étezik {f,} sorozat, melyre
fn € D(A,), fr — f és Anfn — Af. Vizsgédljuk a kovetkezst:

T.t)mnf —mT @) f = Tu()(mnf — fu) + [Tu() fr — Tn,A(ﬂf?@]"‘ (46)

T () (fo = T f) + [Toa(O)Tnf — 7 T0(E) f] + ma[Ta(8) f = T(2) ]

minden n > 1 ést > 0 esetén. A jobboldal els§ és harmadik tagja a (42) osszefiiggés
miatt tart 0-hoz, az 6t6dik tagot pedig a (40) Gsszefiiggés miatt feliilrsl lehet becsiilni
Kt||Ayf — Af]|-val. Igy elég csak a tobbi tagot vizsgélni.
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Rogzitsiink egy to > 0 kiiszobot. A 2.2.11. allitds miatt az (46) jobb oldaldnak
masodik tagjara felirhato a kévetkezs:

lim  sup ||Tn(t)fn - Tn,k(ﬂfﬂ” < nli_RnOO to HAnfn - An)\fn” < (47)

n—aoo OStStO

< T o[l -y A (A~ AP A f— A FI A f 1)) <
< Kty [|[Af — Axf]l,

ahol K = sup, ||m,||. Ugyanis n — oo esetén A,f, — Af, igy az els§ tag
tart a 0-hoz, a 2.3.4. lemma miatt a harmadik tag is tart a 0-hoz, a mésodik tag
Kto||Af — A, fll-val becsiilhets, végiil a negyedik tagban a (29) egyenl&ség miatt

| Al < [A2Rop — M| < XA 4 X = 2),

és ||mnf — full — 0, igy a negyedik tag is tart a 0-hoz.
Felhaszndlva a 2.3.3. és a 2.3.4. lemmat, valamint a Domindlt konvergencia
tételt, a (46) jobb oldaldnak negyedik tagjara felirhato, hogy

to
lim sup [|[Toa(t)mf —mTh()f|| < lim / |(Apamn — 1, AN)T(s) f]| ds = 0.
n——oo 0

n—aoo 0<t<tg
(48)

gy a (46) egyenlGséget, a (47) és (48) becslések eredményét, és az egyéb meg-
jegyzéseinket felhaszndlva a kovetkezd adodik:

dim sup [T maf — m T () fI| < 2Kt | Arf — A (49)

n—ao0 0<t<tg

A tetsz6leges volt, igy a 2.2.8. lemma (7i7) része miatt a (49) jobb oldala tart a 0-hoz
A — 00 esetén, és igy a (49) egyenlet bal oldala 0. Ez érvényes minden f € D-re,
azonban D stirid az L térben, és T,,(t), T'(t) kontrakcié, igy minden f € L esetén is
érvényes. L]
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3. Egyszerii szimmetrikus véletlen kozegti bolyongas
és egyszerii szimmetrikus véletlen kozegt kizarasi
folyamat egy dimenziéban, a Trotter-Kurtz tétel
alkalmazasa

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetben szerepld Trotter-Kurtz féle approximdcids
tétel alkalmazasara latunk példat. Megmutatjuk, hogyan haszndlhato ez az egydi-
menziés véletlen kozegli szimmetrikus bolyongds esetén Centrdlis hatdreloszlds tétel
bizonyftasara. Belatjuk, hogy a diffiiziv médon atskdlazott bolyongds generdtora
megfelels kozelit6 fiiggvénysorozat mentén konvergdl, és ezt felhasznélva a félcsoport
és a folyamat konvergencidjat is bizonyitjuk. Ezutdn az egydimenziés véletlen kozegt
egyszerd szimmetrikus kizdrasi folyamat hidrodinamikai limeszével foglalkozunk, és
az atskalazott striiségi mez6 sztochasztikus konvergencidjat bizonyitjuk. Ennek a
mez6nek a makroszkopikus viselkedését egy linedris hévezetési egyenlet adja meg.
A diffiziés egyiitthaté megegyezik a megfelelg véletlen kozegii bolyongds diffizids
egyiitthatéjaval.

Az itt bemutatott eredmények a [7] cikk eredményei.

3.1. Véletlen kozegii bolyongas

Az aldbbiakban definidljuk az egydimenziés véletlen kozegl egyszeri szimmetri-
kus bolyongast.

3.1.1. Definicié. Minden k € Z esetén a {k,k + 1} élhez rendeljink hozzd egy cy,
valosziniséqgi vdaltozot, Teqyiik fel, hogy ezek fiiggetlen azonos eloszldsuak, pozitivak
és korlatosak (azaz 3b > 0, hogy 0 < ¢, < b, Yk € Z-re). Ez a {cy} sorozat adja meg
a véletlen kizeget. Gondolhatunk ci-ra gy, mint a {k,k + 1} él vezetdképességére.
Régzitsiik a véletlen kézeget, azaz ci-k értékét. Tekintsik ezutdn azt a folytonos ideji
szimmetrikus bolyongdst, amely barmely k € 7 rdacspontbol szomszédos rdcspontokba
ugorhat ¢y, illetve cx_y1 rdtaval. Jeldlje By a ¢ : Z — R korldtos figguvények Banach
terét a szuprémum normdval. Ekkor a bolyongds generdtordt a kovetkezd osszefiiggés
definidlja:

Grp(k) = c(p(k +1) — (k) + cea(p(k = 1) —@(k)), @€ By, keZ. (50)

Ez azt jelenti, hogy a részecske a k helyen ci_14ci paraméteri exponencidlis eloszldsu
tdeig vdrakozik, majd Ckc_’“ljrl% valosziniiséggel a k — 1 helyre, Ck_cl’jr% valosziniiséqggel
a k+ 1. helyre ugrik. Ez ekvivalens azzal, hogy a {k,k + 1} élekre fiiggetlen ¢ pa-
raméterd exponencidlis eloszldsi ordkat helyeziink, és ha a részecske k-ban van, akkor

megvdrja, hogy a {k —1,k}, {k,k+ 1} élekre szerelt ordk valamelyike megszdlaljon,
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s akkor a megfeleld, k — 1 illetve k + 1, szomszédos rdcspontba ugrik. Ha eqy ora
csorgott, utdna djra indul.

Jelolje X (t) a bolyongé részecske helyét a t idGpillanatban. Ismeretes, hogy
nem véletlen, homogén kozegii szimmetrikus bolyongds esetén diffiziv skdlazdasra
van sziikségiink a Centrdlis hatdreloszlds tétel bizonyitdasahoz. Most is ez a helyzet,
jelolje tehat

1
X,(t) = =X (tn?)
n

a részecske atskalazott tartézkoddsi helyét a t idGpillanatban, azaz a racs beosztasat
1/n nagyséagra osszehtizzuk, az id6t pedig n? szeresére gyorsitjuk. Ez utébbira gon-
dolhatunk gy is, hogy az ugrdsi ratakat n’-tel szorozzuk.

Megfelel6 momentum feltétel mellett bizonyitani fogjuk, hogya a kézeg majdnem

minden realizdciéja esetén az dtskalazott bolyongds, X, (t) egy E(ifl) szérdsnégyzeti
1

Wiener folyamathoz konvergdl.
Kovetkezo 1épésként definidljuk az egyszeri szimmetrikus véletlen kozegii kizardsi
folyamatot Z-n.

3.2. Véletlen kozegii kizarasi folyamat

Legyen most tobb részecskénk Z récspontjain ugy, hogy minden helyen egy
idében legfeljebb egy részecske tartézkodhat. A folyamat dllapottere a 2% := {0, 1}Z
tér, amelynek elemei az n = (n, : k € Z) alaki 0 — 1 sorozatok, azaz 1, € {0,1},
minden k € Z-re. {0,1}2-t a szorzattopolégiaval latjuk el. n, = 1 azt jelenti, hogy
a k helyen van részecske, mig n, = 0 jelentése az, hogy a k hely iires. A rendszer
egy csere mechanizmussal fejlédik a kovetkezSképpen:

3.2.1. Definicié. Legyen n € 22 és k € Z ekkor definidljuk C,n € 2%-t 1igy, hogy

M hai#k, ési#k+1,
(Cen)i = Mkt hai=k,
e hai=k-+1.

Ez azt jelenti, hogy a Cy operdtor n k. és k + 1. koordindtdjdat felcseréls.

3.2.2. Definicié. Legyen o n € 2% olyan fiigguénye, ami csak véges sok koordindtdtol
fiigg, azaz @ cilinder figgvény. Ekkor legyen

Drp(n) = »(Ckn) — (1), (51)
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és tekintsik azt a Markov ugrdfolyamatot, amelynek pregenerdtora

Gp = ZCkaSD, (52)

keZ
ahol p : 22 — R cilinderfiigguény.

3.2.3. Definicié. Legyen X kompakt metrikus tér. Egy linedris C'(X)-en értelmezett
A operdtort D(A) értelmezési tartomdnnyal Markov pregenerdtornak nevezink, ha
teljesiti az aldbbi feltételeket:

1. 1€ D(A) és Al =0,
2. D(A) sird C(X)-ben,
3. ha p € D(A), A >0 és o — ANA(p) = ¢, akkor

. oo
min () 2 miny(z)

Igazoljuk azt, hogy a fent definidlt G operdtor Markov pregenerdtor. KEhhez
belatjuk, hogy a definiciéban szereplé hdarom tulajdonsdgot kielégiti. X = 27 a
szorzattopolégidaval kompakt metrikus tér.

D(G) = {¢: 2% — R, ami csak véges sok koordinatatél fiigg, azaz ¢ cilinder fiiggvény}

1. Trividlisan teljesiil, hogy 1 € D(G). A G1 = 0 06sszefiiggés igazoldsahoz he-
lyettesitsiink be az (51) kifejezésbe. Lathat6, hogy ¢ = 1 esetén a régi és az
1ij allapot megegyezik, igy Di1 = 0. Ezt beirva az (52) egyenletbe:

Gl=) ¢0=0.

keZ

2. Ismeretes, hogy a cilinder fiiggvények halmaza stirti C'(2%)-ben.

3. Legyen n* € X olyan, hogy ¢(n*) := min,cx ¢(n). Ennek a tulajdonsignak
az igazoldsahoz elég belatni azt, hogy ekkor (Gy)(n*) > 0. Ugyanis ilyenkor

min(n) <Pn*) = o) — AGp(n*) < p(n*) = mip w(n).

neX
Tehdt a bizonyitandé 6sszefiiggés felirhaté gy, hogy
Go(n®) = _ e p(Cun®) — @(n")] = 0.
keZ
Ez azonban trividlisan teljesiil, hiszen ¢, > 0, és ¢(Cyn*) — ¢(n*) > 0, ugyanis

7n* a ¢ minimum helye.
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Ezzel belattuk, hogy G Markov pregenerédtor a C(2%)-n.

A Markov pregenerdtorok lezdrhaté operdtorok, de lezdriasuk nem feltétleniil
generator. [5] els6 fejezetének 3.9. tétele biztositja, hogy a G operdtor lezartja egy
Markov folyamat generdtora, mivel a ¢; ugrési ratdk korlatosak, és csak szomszédos
racspontokba lehet ugrani.

A 3.4.3. részben megkonstrudlunk egy olyan folyamatot, amelynek generdtora G
lezértja. Jelolje n(t) ezt a folyamatot.

Az egyszerd szimmetrikus véletlen kozegl kizarasi folyamat hidrodinamikai li-
meszét igy kaphatjuk meg, ha ezt a folyamatot is diffiiziv médon dtskaldzzuk, majd
n-nel a végtelenbe tartunk. A formalis definicidhoz sziikségiink lesz a kovetkezd
atskdlazott stirtiségi mezére minden n € Z* esetén:

Na(t. @) ==Y Ep (%) e (tn?), (53)

n
keZ

ha ¢ € Cyp(R) N LY(R), ahol B = Cy(R) a végtelenben elting folytonos fiiggvények
Banach terét jel6li a szuprémum normaéval.

Az N,(t, o) stirtiségi mez6 ¢ : {£,k € Z} — R, (&) — 0 (k — +00) esetén
a kovetkez§ alakban is felirhato:

Nu(t, @) = /90(1’) fin(dz),

ahol X

kEZ

ahol 0 (dz) a £ pontra koncentralt Dirac mérték. Az dtskdlazott siirdiségi mezo

tehat a % pontnak % silyt ad, ha k-ban van részecske, és 0 silyt, ha k-ban nincs
részecske a tn? id6pontban.

A 3.4.3. részben be fogjuk latni ennek a mennyiségnek a konvergencidjat a c-
ra vonatkozé megfelel6 momentum feltétel és a folyamat kezdeti értékre vonatkozo
megfelels feltevés mellett, azaz n(0)-ra is tesziink majd kikotéseket.

3.3. Fé tételek

Ebben a fejezetben formélisan is megfogalmazzuk a bizonyitandé tételeket. Eh-
hez vezessiik be a kovetkezékben haszndlt jeloléseket:
Legyen B = Cy(R) a valds értékii, végtelenben eltiing folytonos fiiggvények Banach
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tere a [|¢|| = sup,cp |¢(z)| normédval. Legyen B, a ¢ = {£ k € Z} — R korldtos
fiiggvények Banach tere ugyancsak a szupremum normédval. Jeldlje C.(R) a kom-
pakt tartéju folytonos fiiggvények terét és Cy(R) a korldtos folytonos fiiggvények

terét. Tegyiik fel, hogy E(c;') < oo. Legyen W(t), t > 0, D*(W(t)) = E(it’l)

szérasnégyzetii Wiener folyamat.

Ha ¢, = % lenne minden k£ € Z esetén, azaz az élekre szerelt 6rak atlagosan 2
percenként csordgnének, akkor a standard Brown mozgdst kapnank az dtskdlazott
bolyongdas hatarértékeként.

Most az élekre szerelt 6rak dtlagosan E(c;') id6kozonként csdrognek, ezért nem

megleps, hogy a D*(W (t)) = E(z:—l) szérasnégyzeti Wiener folyamat lesz most a
hatarérték.

3.3.1. Definicié. Minden ¢ € Cy(R) esetén legyen

Pp(k/n) = E(p(Xa(t)) | Xu(0) = k/n)

€s

Plo(x) := E(o(W(t)) [W(0) = z).

Természetesen P!y definidlhaté B,-beli fiiggvényekre is. P! és P! az X, (t) és
W (t) folyamatokhoz tartozé erdsen folytonos kontrakcié félcsoportok.

3.3.2. Allitas. Legyen Y metrikus tér, X,, t > 0 pedig idében homogén Markov
folyamat, melynek dllapottere Y részhalmaza, azaz Xi(w) € Y, minden w € § és
t >0 esetén. Ha ¢ € Cy(Y), azaz ¢ : Y — R korldtos, folytonos figgvény, akkor
legyen P'o(x) := E(p(Xy)|Xo =), ha x € Y. Tegyiik fel, hogy X; Feller folyamat,
ami azt jelenti, hogy, ha ¢ € Cy(Y), akkor P'p € Cy(Y') minden t > 0-ra. Ekkor
{P*, t > 0} kontrakcid félcsoport a Cy(Y') téren.

Bizonyitds. /3.5.2. dllitds bizonyitdsa/

1. P! félesoport tulajdonsaganak igazoldsdhoz, P° = I és P'*s = PP $sszefiig-
géseket kell beldtnunk.

e Helyettesitsiink a definici6ba t = 0-t.

(PP)(z) = E(o(Xo)| Xo = z) = o(x)

Ebbél az kovetkezik, hogy P’ = ¢, tehat PO = I.
e Tagonként kifejtve a jobb oldalt, a kovetkez6képpen irhaté fel:

Plo(x) = E(o(X,)|Xp = 1) = /X (e, dy)o(y),
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Poio(r) = B(p(X)[Xo = z) = /X P, dy)o(y),

ahol p;(x,dy) az X; Markov folyamat dtmenetvalésziniiségi mértéke. A
bal oldalt hasonléan felirva lathato, hogy

P10 o(a) = B(p(Xew)| Xo = ) = /X Proa(, dy)o(y) =

Z/X/Xpt(m,dfé)ps(za dy)w(y)Z/X(/Xps(%dy)@(y)) pe(z,dz) =

- /XPSSD(Z)pt(fE,dZ) = P'P*p(x)

A harmadik egyenlGségnél a Chapman - Kolmogorov egyenletet hasznéltuk.
Ezzel belattuk, hogy {P*, ¢t > 0} félcsoport.

2. A kontrakcié tulajdonsag igazoldsédhoz a | Pro|| < ||¢|| Osszefiiggést kell beldtnunk,
ahol || P'p|| = sup,ey [P'o(x)

[Plo(x)| = [E(p(X)|Xo = 2)| < E(le(X)] | Xo=2) <[],
mert |p(X;)| < [|@]] = supyey [0(y)|. Tehit
1P| = sup |P'p(z)| < [l
zeY
Ezzel belattuk, hogy P! kontrakci6 félesoport.

]

3.3.3. Allitas. A W (t) Wiener folyamat Feller folyamat, és a hozzd tartozé P!
félesoport erdsen folytonos, azaz

lim sup |P'o(z) — ¢(z)| =0,

t—0+ LR

ha ¢ € Cb<R)

Bizonyitds. /3.3.3 dllitds bizonyitdsa/ Mivel W (t) D*(W (t)) = E(Qt,l) szoérasnégyzetii
€1

Wiener folyamat, ezért

(P'o)(z) = /_OO =5 \/217%@(3/) dy = /_oo F)e(y) dy

28



2
ahol a = E(ffl) és f(y) = e~ \/Qlwﬁ az x varhaté értéki, ta szérasnégyzeti
N(z,ta) normélis eloszlas stirtiségfiiggvénye. Ekkor, ha ¢ € Cy(R), akkor a Do-
mindlt konvergencia tétel segitségével konnyen lathato, hogy (P'¢)(x) z-nek foly-
tonos fiiggvénye. Az is vildgos, hogy ha ¢ korlatos, akkor P'p is korldtos, hiszen
P! kontrakcié. Tgy W(t) Feller folyamat. Azt, hogy P! erdsen folytonos hosszadal-
masabb igazolni. Azon muilik, hogy ¢ — 0+ esetén N (x,ta) tart gyengén az z-re
koncentralt Dirac mértékhez. O

3.3.4. Allitas. Az X, (t) Markov folyamat Feller folyamat, és a hozzd tartozé P!

félesoport erdsen folytonos, azaz
k k
OROR
n n

Bizonyitds. /3.5.4. dllitds bizonyitdsa/ {%, k € Z} a diszkrét topolégidaval van
ellatva, igy P,igo(%) a %—nek folytonos fiiggvénye. Mivel ¢ korldtos és P! kontrakcio,
igy Pl is korldtos, tehat X,,(t) Feller folyamat.

Belatjuk, hogy P! er6sen folytonos. Ehhoz legyen k € Z, Ty ¢;_1 paramétert és
Ts c;, paraméterii egymastol fliggetlen exponencidlis eloszldsi valészintiségi valtozok.
Legyen T' = min(T},T3). Ekkor T ¢ + cx_1 paraméterii exponencidlis eloszldsi
valészintségi valtozo.

Emlékeztetsiil: Plo(£) := E(p(X,())|Xn(0) = £), hak € Z és € B,. Igy

120 () =+ ()] = (omin = () =) <

<E ('mw» ~o (%) \ ] Xo= 1) <0+ 2ol P(T <)

ahol a 0 értéket akkor kapjuk, ha nem torténik ugras, ugras esetén pedig

lim sup
t—0+ pez

ha ¢ € B,.

exu) - ()] <20l

Masrészt
P(T <t)=1—e @tant <1 =2 2,

Ezzel egy k-t6l fiiggetlen felss becslést kaptunk. Igy

k k
e (i) e ()] -0
n n

ha ¢ € B,,. Igy P! erdsen folytonos. O

lim sup
t—0+ ez
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3.3.5. Tétel (Az atskdldzott véletlen koézegii bolyongas félcsoportjanak
konvergencidja). Tegyiik fel, hogy teljesiil egqy momentum feltétel, E(c;*) < oo.
Legyen 0 < ¢; < b valamely b konstans esetén. Ekkor minden ¢ € Cy(R) esetén

() ()

1 valdsziniséggel, azaz a kézeqg majdnem minden realizdcidjdra.

sup =20 (54)

kEZ

A 3.3.5. tételt kés6bb bizonyitjuk, el6bb fogalmazzunk meg még két {6 tételt. A
kovetkezs tétel a 3.3.5. tétel kdvetkezménye.

3.3.6. Tétel (Az atskalazott véletlen kbzegii bolyongas konvergencidja).
Tegyiik fel ismét az eldébbi momentum feltételt, FE(c;*) < oo, és tegyiik fel, hogy
0 < ¢ < b valamely b konstans esetén. FEkkor a kdzeg majdnem minden rea-
lizdcidjara teljesil, hogy a bolyongd részecske dtskdldzott pozicidgja X, (t), t > 0
gyengén konvergdl a D*(W (t)) = 2t/ E(c;") szdrdsnégyzetid W (t) Wiener folyamat-
hoz a D([0,00)) térben.

3.3.7. Tétel (A véletlen kozegii kizarasi folyamat hidrodinamikai limesze).
Tegyiik fel, hogy E(c;*) < 00, 0 < ¢; < b valamely b konstans, és a kizdrdsi folyamat
kezdeti konfigurdcidjara minden ¢ € Co(R) N LY(R) esetén

Jim 5o () 0= [ i) ao (59

—00

sztochasztikusan, ahol po(z) egy korldtos, folytonos figgvény (ami nem figg o-tél).
Ekkor

lim N,(t,¢) = /OO o(x)p(t, z) da (56)

n—>o00 oo

1
E(cih)

sztochasztikusan minden ¢ € C.(R) esetén, ahol p a Oip = 0?p hévezelési

egyenlet py kezdeti feltételhez tartozo megolddsa, azaz
plta) = [ pltiz = wm(w) dy 57)

ahol p(t,x) jeloli az N(0,ta) paraméterd normdlis eloszlds striségfiggvényét, ahol

2 . . p
a = gooy gy, mint kordbban.

3.3.8. Megjegyzés.

(Ptoo) () = E (po(W/(£)[W(0) = z) = / " o) fun(y) dy —
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= /OO po(y)p(t,x —y) dy = p(t, x)

ahol W (t) olyan Wiener folyamat, melyre D*(W (t)) = 2t/E(c;') = ta és W(0) = z,
igy W(t) ~ N(z,ta). Ez utobbi siriségfigguényét jelolje fi.(y).
Hasonloan felirhato, hogy

| Pe@ar= [ [ et = [ o) [ futiadi= [ ey

ahol p(y) > 0, igy az integrdlds sorrendjét felcserélhetjik. Az utolsd egyenldség azért
teljesiil, mert [°°_ fi.(y)de =1.

3.4. F6 tételek bizonyitasa

3.4.1. Az atskalazott bolyongéas generatoranak és félcsoportjanak konver-
gencijja
A 3.3.5. tételt a Trotter - Kurtz tétel segitségével bizonyitjuk.

Bizonyitds. /3.3.5. tétel bizonyitdsa/ Emlékeztetsiil Plo(x) = E(e(W (t))|[W(0) =
z), ha p € Cy(R) (z € R), azaz P'-vel jeloljiik a W (t) Wiener folyamathoz tartozo6
ergsen folytonos kontrakcié félcsoportot, D*(W (t)) = 2ta, ahol a = ﬁfl)

3.4.1. Lemma. A P': Cy(R) — Cy(R) félcsoport generdtordt jelolje G. Legyen
o € C*R), azaz kompakt lartdji, kélszer folytonosan differencidlhatd fiigguény.
FEkkor ¢ € D(G), és Gp = E(cl;l)@” = 2¢".

Bizonyitds. /3.4.1. lemma bizonyitdsa/

o 1 —(y—2)? o 1 — 22
Ply(z :/ e 2t d :/ atz +x e 2 Vatdz,
() mso(y)\/m y 70090(\/ )% %

ahol 1ij valtozot vezettiink be, z = %, y =+Vatz + x, és Z—'Z = vat. Mivel G a P*
félcsoport generatora, igy

. Plo—yp
G = lim ———, (58)

ha ¢ € D(Q), és ¢ € D(G), ha ez a limesz létezik. A szamldlo értéke x € R helyen:

Plo(z) — p(z) = / " [e(Vatz +2) - p(a)] = d (59)

oo \ 2T
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A folytatashoz Taylor - kozelitést hasznalunk:

p(Vatz + 1) — p(z) = ¢'(2)Vatz + 5 90( )(Vatz)?, (60)

ahol a kifejezés jobb oldaldnak masodik tagja a Lagrange - maradéktag és T egy x
és Vatz + x kozti szdm. Ekkor a (60) kifejezést behelyettesitve a (59) egyenletbe:

Plo(z) — o(z) = ¢f (x)Val / "

_2 *1 |
ez dz —|—/ —"(%)atz? ez dz, (61
- ¥ (7) o (61)

_ 22 o]
ahol \/LQ;@T = f(2), a standard normalis eloszlas siirtiségfiiggvénye. [~ zf(z) =0
mivel ez az integrél a standard normalis eloszlds vérhaté értéke (ami 0), igy a (61)
egyenl@ség jobb oldalan az elsé tag nulla. Igy
Plo(x) — ~ 1 1

t—0 t t—0 J_ 2

. a
ez dz = —¢"(2), 62

mivel (&) — ¢”(z), hiszen ¢ € C2?, [*_2?f(z)dz = 1, ugyanis ha Z ~ N(0, 1),
akkor [7 2?f(2)dz = E(Z%) = D*(Z) + (EZ)? =1+ 0 = 1, emellett a Domindlt
konvergencia tételt hasznaljuk.

A (62) egyenlségben a konvergencia x-ben egyenletes, mivel p € C?(R), és igy
¢ egyenletesen folytonos. Igy

t—0 t 5
is teljestil. O

Az X, (t) atskélazott bolyongashoz tartozé P erésen folytonos kontrakcié félcsoport
generdtordt jelolje G,,. Ekkor D(G,) = B,, a {£ : k € Z} rdcson korldtos fiiggvények
halmaza, és minden n € N esetén

o (5 (1) o () s ((5) () v

Mivel 0 < ¢ < b minden k € Z-re, igy G, is korlatos.

A tovabbiakban a bizonyitds a 2.3.2. tételen, azaz a Trotter - Kurtz tételen
fog alapulni. Definidlni fogjuk a G generatornak egy D magjdt, amely kielégiti a
kévetkez6 tulajdonsagot:

® Minden ¢ € D esetén létezik eqy v, € B, sorozat dgy, hogy o, — ¢ és
Gnn — G a kézeg majdnem minden realizdciojdra.
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Ez a tulajdonsag megfelel a 2.3.2. tétel (iiz) részének, ahol ¢, megfelel a tételbeli
fa-nek, ¢ az f-nek, G, és G pedig A,, és A generdtoroknak.

A D mag megaddsdval késsbb foglalkozunk. Most lassuk be, hogy C%(R), azaz
az R-en kétszer folytonosan differencidlhaté kompakt tartéji fiiggvények tere ren-
delkezik az el6bbi ®-gal jelolt tulajdonsiggal. Errdl szél a kovetkezs lemma.

3.4.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy E(c;*) < oo és hogy 0 < ¢, < b < oo, ahol b
konstans. Ekkor minden o € C3(R) esetén lélezik o, € B, sorozat gy, hogy

1. Gpppn — Gy és
2. o, — @ a kozeqg majdnem minden realizdcidjdra.
Bizonyitds. /3.4.2. lemma bizonyitdsa/

1. Legyen ¢ € C*(R) tetsz6leges. Ekkor o, (k/n)-et a kivetkezsképpen defi-

nidljuk:
©(0) + E(;‘l) w(%)c_o 2(0) +-- 4 P(s) ;{f(%> ha k € Z+,
©n (S) =< (0) ] k k ha k = 0,
0(0) + E<;1) 90(7)00— A0 L pl) _020(7)] ha k € Z~.
‘ ' (64)

Ekkor ¢, € B, és

o (5 (52 () (- (5) 2 ) -

(65)
_ 1 e —e(R) + (]2 — e(3)]
E(cr?) e
A szamlal6ban megjelent a diszkrét Laplace - operator. Ismét Taylor kozelitést
haszndlva
kE+1 E—1 k 1 E\ -1 k 1 . 1 B
pl—— |+ — )20 ) ==¢' | - | +—¢" | = | t55¢" (@) +55¢"(72)
n n n n n n nj) 2n 2n




< sup |¢"(z) —¢"(y)].

1
|x—y\§§

Igy, figyelembe véve, hogy ¢ folytonos és kompakt tartéji, tehdt egyenletesen

folytonos, azt kapjuk, hogy
k 1 k k k

sup |Grn <—) - =" (—)‘ = sup |Grn (—) — Gy (—)
keZ n E(q ) n kezZ n n

Gnpn =3 Gy

k-ban egyenletesen. Ezzel beldttuk, hogy

a kozeg minden realizdciéjara.

. Most a ¢, — ¢ tulajdonsdgot igazoljuk. Minden k € N esetén

o (5) =0 (5)=|(¢(3) -00) @ - BGD+. (oD

(e (B)-e () - s me,
A (e

T E(c; 1)) kiilonbségek fiiggetlen, azonos eloszldstiak, 0 varhaté értékiiek,
igy (67) jobb oldalan az Gsszeg minden tagja fliggetlen és 0 varhatd értéki.
Igy en(E) — o(£) k € N esetén martingdl az F, = o(co, c1, . . ., 1) filtrdciora
nézve (ezt generdljak a valoszintiségi valtozok) tetszéleges rogzitett n esetén.

(Fo ={0,0})

Mivel ¢ € C?(R) kompakt tartoju, létezik T pozitiv egész szam, amelyre
teljesiil, hogy supp ¢ C [T, T].

en((£) = o(£))* szubmartingdl, hiszen E(X2|Fy) > [E(X,|F)]" = X} n >
k, ha n > k. Az egyenl&tlenségben a Jensen-egyenlGtlenséget hasznaltuk fel.
Igy alkalmazhato ra egy kozismert tétel (Isd. pl. [2]):

3.4.3. Tétel (Doob-féle maximal egyenlStlenség). Legyen X, n=1,...,N
valosziniségi valtozok sorozata, Fy n=1,..., N o-algebrdik monoton novekvd
sorozata, (X,,Fn,) 1 < n < N szubmartingdl, \ > 0, és jelolje X5 =
maxi<n<n Xn. Ekkor

1
E(X{1xy>a) < TE(XY),

P(X§ =) < X

> =

ahol a™ = max{a, 0}.



Ezt alkalmazva a (gpn (E) — @ (ﬁ))4 k=0,1,...,nT szubmartingdlra

o E%) B ; (S) - E) < E[(son(T)€4— P(1)1] (63)

Az egyenl6tlenség jobb oldalan 16vs o, (T') —¢(T) kifejezés fiiggetlen, 0 varhato
értékii valészintiségi véaltozok szummdja. Igy felirhato, hogy

P( max

0<k<Tn

(69)

s 3 (o(8) o () (+() o (5)) ]
(£ -+(5Y))

valamely n-t6l fiiggetlen C' konstans esetén. Itt
k kE—1 1

@ (—) — < ) = —¢'(upn)
n n n

alakba frhaté at, ahol % < up, < % minden 1 < k < NT esetén. Mivel
¢ € C.(R) korlatos operétor, igy

g (90 (%) -y (k - 1>)2 = %i(@’(ukm))z < % (70)

valamely n-t6l fiiggetlen K > 0 konstans esetén. Hiszen X Zzzl(ap’(uk,n)f —
[ (¢ (2))?dz < KT.

Ezek alapjan

C(KT)?

2

E(pn(T) — o(T))* < (71)

Ezt behelyettesitve a (68) egyenlGtlenségbe azt kapjuk, hogy

n

K k C(KT)?
S I X <« A7)
P <0gkl:2§nT(n Pn (n) 7 (n)‘ ~ E) —  n2%t (72)
lgy . )
n—oo
ogiern |1 (ﬁ) —Y (ﬁ) 0 (73)
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a kozeg majdnem minden realizacidjara. Fzt a Borel - Cantelli lemma biz-

tositja, amely szerint, ha A, eseményekre >~ P(A,) < +oo, akkor 1 val6sziniiséggel

Ap-ek koziil csak véges sok teljesiil. Esetiinkben legyen rogzitett € > 0 esetén

Ay = ) Y >
n = ogi%}%n On E (2 ﬁ €.

Mivel minden € > 0-ra 1 valdsziniiséggel véges sok A, teljesiil, igy (73) 1
val6szintiséggel igaz, azaz a kozeg majdnem minden realizaciéjara.

Mivel @(£) = o(T) és pn(£) = ¢, (T') minden k > nT esetén, ezért felirhato

az is, hogy
k k
w(5)-+ ()
n n

a kozeg majdnem minden realizéciéjara.

n—oo
max — 0

k>0

A maximum konvergencidja negativ k-kra hasonléképpen bizonyithaté. Ez-
zel beldttuk ¢, — ¢ feltételt is a kozeg majdnem minden realizdcidjéra.
Jegyezziik meg, hogy nem hasznaltuk ki azt, hogy ¢ € C?(R), minddssze ¢
egyenletes folytonossdgét és >, (¢ (urn))? = O(n) nagysagrendjét hasznaltuk
fel.

]

A kovetkez6kben meg kell adnunk a G operdtornak egy D magjat, amely ki-
elégiti a fent emlitett ® tulajdonsagot. A P! erdsen folytonos kontrakcié félcsoport
konvergencidjanak bizonyitdsahoz sziikségiink van a Trotter - Kurtz approzimdcios
tételre, valamint arra, hogy D értékkészlete megszamldlhaté legyen. A kovetkezd
lemma arra szolgdl, hogy egy megfelel§ magot konstrudlhassunk.

3.4.4. Lemma. Legyen eqy (B, ||-||) Banach téren értelmezett G operdtor eqy erdsen
folytonos kontrakcio félcsoport generdtora, €s leqgyen Dy C B stird. Ekkor minden
rogzitett z > 0 esetén D = R,Dy a G generdtor magja.

Bizonyitds. /3.4.4. lemma bizonyitdsa/ Azt kell belatnunk, hogy minden ¢ € D(G)
esetén létezik olyan o,, € D sorozat, amelyre teljesiil, hogy ¢, —>  és Gy, —> Gp.
Rogzitsiink egy ¢ € D(G)-t. Felirhatd, hogy R(R,) = D(G), ahol R, az operétor
minden z-re vett rezolvense. Igy létezik 1) € B, amelyre ¢ = R,1). Mivel Dy C B
siiri, ezért létezik v, € Dy sorozat gy, hogy v,, — 1. Legyen ¢, = R,¢,. Mivel
R, egy korlatos operdtor, igy R.vY, — R4, azaz ¢, — ¢. Ekkor a rezolvens
egyenletek tgy irhatok fel, hogy

Zszn - Gszn = (Z - G)szn = wn és ZRZ¢ - Gsz = (Z - G)sz = ¢
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hiszen (z — G)R, = I. Felhasznélva, hogy v, — 1 a rezolvens egyenletekbdl
kovetkezik, hogy GR.,v, — GR., tehdt Gy, — G¢. Ezzel bebizonyitottuk a
lemmit. O]

Tekintve a 3.4.4. lemmat mar csak taldlnunk kell egy alkalmas B = Cy(R)-ben
stird és megszamlalhato Dy részhalmazt, amelyre teljesiil, hogy D := R, D, kielégiti
a ® tulajdonsagot.

A kovetkezd, 3.4.5. lemmaval szeretnénk beldtni, hogy R,C?(R) kielégiti a ® tu-
lajdonsagot. Most megmutatjuk, hogy hogyan lehet olyan Dy-t elGallitani, amelyre
Dy a C%(R) tér megszamlalhatoé részhalmaza és a Co(R) térben siird. A 3.4.4. és
3.4.5. lemmadkat tekintve erre a Dy-ra, a D = R, Dy egy megszamlalhaté magja lesz
G-nek, amely a ® tulajdonsédgot is kielégiti.

Legyen D, azon fiiggvények halmaza, amelyek felirhatok egy racionalis egyiitthatos
polinomfiiggvény és egy raciondlis végponti intervallum indikatorfiiggvényének szor-
zataként. Azaz

Dy = {p(x) - 1q4(x) : p(x)raciondlis egyiitthatés polinom, a,b € Q}

Jegyezziik meg, hogy mindkét fiiggvénybdl csak megszamldlhatéan sok létezik, igy
Dy megszamlalhaté. Legyen

1
e =+ ha|z| <1,
T) =
(@) {o Jha |z > 1,

ekkor n(x) végtelenszer differencidlhat6, kompakt tartéju fiiggvény. Legyen az € > 0-
ra 1. := cc(%), ahol ¢, > 0 konstans, melyre [ n.(x)dz = 1. Ekkor n,n. € C°(R).

Legyen Dy a Dy elemeinek és az M, 1 € N fiiggényeknek konvoliciéibol dllé
halmaz. Ezekkel a konvolicickkal a D, elemeinek simitdsait adjuk meg. Minél
kisebb € = % értéke, azaz minél nagyobb n, anndl kozelebb van a simitott f * .
fiiggvény az eredeti f € Dy-hoz. Ha f(x) € Dy, akkor az f(z) fiiggvény simitésa az
f(z) és n. konvolicidja:

(f *ne)(z /f Y)ne(r —y dy—/ fme(y —wdy—/fx+2m)

A masodik egyenlGség azért irhaté fel, mert n.(z—y) >0 & |[r—y| <e & r—e<
y < x + €. Az utolsé egyenlGségben pedig minddssze egy valtozé cserét hajtottunk
végre. Ezzel Dy C C2° megszdmlédlhato strt részhalmaza Cy(R)-nek.

3.4.5. Lemma. Rdgzitsiink eqy z > 0-t és legyen R, a P! félcsoport rezolvense.
Tegyiik fel ismét, hogy E(c;*) < 0o és 0 < ¢; < b < 0o. Ekkor minden ¢ € C*(R)
esetén létezik 1, € B, sorozat olyan maodon, hogy 1V, — ¥ := R,p és G, — G
a kozeg majdnem minden realizdciojdra.
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Bizonyitds. /3.4.5. lemma bizonyitdsa/ Minden ¢ = R, esetén definidlhaté a 1,
kozelits sorozat gy, ahogyan ¢,-et difinidltuk p-re a 3.4.2. lemma (64) képletében.
A két konvergencia bizonyitdsa nagyon hasonléan végezhets el. A G,v, konver-
gencidjdhoz azt kell belatni, hogy ¢ egyenletesen folytonos. 1, konvergencidjahoz
elegend§ azt belatni, hogy

o0

> @W'(un))’ = O(n) (74)

k=—o00

minden uy, sorozatra, amelyre teljesiil, hogy % < Upp < %

Ehhez az adott folyamathoz tartozé rezolvens a kovetkezSképpen irhato fel:

mewzlma“wwmww

2

Ezt és a korabban bevezetett ¢ = —
E(C1 )

jelolést felhaszndlva, ahol a a W (1) szérdsnégy-

zete, felirhatd, hogy

_ __ 1 T ek _ ! Tl
w—&“@‘awz@[me ﬂw®—a¢g@ée o(y) dy,

mert ¢ kompakt tart6ju. Igy ¢ € C*(R) és minden x > T-re illetve minden z < —7T-
re |x — y| elgjele azonos. Hiszen ha x > T és —T <y < T, akkor |x —y| = =z — v,
ami mindig pozitiv, ha pedig x < =T és =T < y < T, akkor |[xr —y| = —x — y, ami
mindig negativ. Tehdt barmely ilyen z-re

1 T — zZ/alxr— —Cl|T|—
rvwnza/"ev”'y@@MASKeﬂv
=T

ahol ¢ = ,/%Z és K x-t6l és n-t6l nem fiiggd pozitiv konstansok. Az egyenl&tlenség

teljesiil, mivel |z — y| > |z| — T, igy e~o=¥l < e=ell=l=T),

Masrészt ¢’ folytonos és korldtos a [—T,T]-n, azaz létezik L > 0, hogy |¢/(x)| <
L ezen az intervallumon. Kovetkezésképp felirhaté, hogy

400 nT
D Wlua)) = D @)+ Y (@ ()’ <
k=—o00 k=—nT |k|>nT
< (2nT +1)L* + 2K? Ze_%% =0(n) + 1_26% = 0O(n),
k=0
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mert felirhaté az a felsG becslés, miszerint

> @ < Y K

k>nT k>nT

Végezetiil 1étezik c1,co > 0, hogy Cl% <1 —e 2 < CQ%. Tgy T 28{(22/” = O(n).
Ezzel belattuk a kivant (74) Gsszefiiggést.

A )" folytonossaga evidens. Az egyenletes folytonossag pedig kozvetlen kovetkez-
ménye annak, hogy minden x > T-re és x < —T-re felirhato, hogy

T
()] = |_V22/“ / e VE= o) dy| < Keelel-T)
a -T

ahol ¢ és K x-t6] és n-t6l nem fliggd pozitiv konstansok. Ez azt jelenti, hogy " € Cy.
Tehat teljesiil, hogy G,v,, — G 1 valdszintiséggel. [

Mivel G magja D = R,D, megszamldlhaté és minden ¢ € D esetén létezik
v, € B, sorozat oly médon, hogy ¢, — ¢ és G,p, — Gy a kizeg majdnem
minden realizdcidjdra, igy felirhato a kovetkezd éllitds:

3.4.6. Allitas. Tegyik fel, hogy E(c;*) < 0o és valamely b esetén 0 < ¢; < b < oo.
FEkkor létezik Qg C Q részhalmaza a valdszindségi térnek, melyre P(y) = 1, és
emellett minden w € Qq esetén a kézeg ({ck(w); k € N}) realizdcidjdra igaz az, hogy
a megfeleld dtskdaldzott bolyongds generdtora rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdggal:
minden @ € D esetén létezik ¢, € B, sorozat dgy, hogy p, — ¢ €s G, — Go.

A 3.4.6. éllitas és a 2.3.2. tétel megmutatja, hogy a kozeg azon realizdcidira,
melyek megfelelnek az Q elemeinek minden ¢ € B = Cy(R) esetén Plp — Plo.
Ezzel a 3.3.5. tételt bizonyitottuk. O

3.4.2. Az atskalazott bolyongas konvergencigja

Bizonyitds. /3.3.6. tétel bizonyitdsa/ Felhaszndljuk a |3| konyv egyik tételét, amely-
hez elGszor vezessiink be néhany jelolést.

3.4.7. Definicié. Legyen E egy metrikus tér, Dgl0,00) az olyan f : [0,00) — E
fugguények tere, amelyek jobbrol folytonosak és balrol hatdrértékkel rendelkeznek.

3.4.8. Definicié. Eqy erdsen folytonos, pozitiv kontrakcio félcsoportot Feller félcso-
portnak nevezink, ha G generdtora konzervativ, azaz létezik v, € D(G) sorozat gy,
hogy ¢, — 1 és G, — 0.
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Ekkor a [3] konyvben szerepl§ tétel, amit hasznalni fogunk a kévetkezét dllitja:

3.4.9. Tétel. Legyen E lokdlisan kompakt és szepardbilis metrikus tér. Minden
n = 1,2,... esetén legyen {T'} egy Feller félcsoport Co(E)-n és tegyik fel, hogy
X, a {T'}-nek megfelelé Markov folyamat Dg|0, 0o)-beli pdlydkkal. Tegyiik fel, hogy
minden ¢ € Cy(E) ést > 0 esetén

Téger—othga
Ha {X,(0)}-nak létezik v hatdreloszldsa, akkor létezik egy {T'}-nek megfelels, v
kezdeti eloszldssal rendelkezd X Markov folyamat, amelynek trajektoridi Dg|0,00)-
beliek és amelyre X,, — X eloszlasban.

Jegyezziik meg, hogy R egy lokalisan kompakt, szeparabilis metrikus tér. P!
a Cy(R)-en definiélt Feller félcsoport és X, folyamatok trajektoridi Dg|0, 00) beli-
ek. Emellett, X,,(0) = 0, és igy rendelkezik hatareloszlassal. Igy a 3.4.9. tételt
felhasznalva belattuk a kivant 3.3.6. tételt. O

3.4.3. A kizarasi folyamat hidrodinamikai limesze, az dtskdlazott strtiségi
mezd konvergencidja

Bizonyitds. /3.3.7. tétel bizonyitdisa/

Mindenekel6tt konstrudlunk egy folyamatot, amelynek a (40) egyenletben sze-
repl6 G a pregenerdtora. Ezt egy a kozelits eljdras segitségével tessziik meg. Legyen
(¢ : k € Z) az élekhez rendelt paraméterek sorozata. Rogzitsiik ezek értékét. Legye-
nek ezek utdn (Ni(t) : k € Z) fiiggetlen ¢, paramétert Poisson folyamatok. Ny(t)-t
a {k,k + 1} élhez fogjuk hozzdrendelni.

Els6 1épésként minden N € N-re értelmeziink egy ny folyamatot a kovetkezskép-
pen:

3.4.10. Definicié. Legyen minden n € N esetén 0™ olyan folyamat, ahol n™¥(0) =
n(0) egy régzitett 0—1 sorozat. Ha valamely |k| < N esetén Ny ugrik ot iddpillanatban
(most csak ezeket a Poisson folyamatokat tekintjik), akkor kicseréljik n™ két koor-
dindgtdjdt gy, hogy végrehajtjuk Cy-t. Ez felirhaté n™(t) := Cun™ (t—) mddon, ahol
N (t—) azn® értékét jelili kizvetlendil a t id6pont eldtt, és ezen hajtuk végre a cserét.

Ldthatd, hogy n™(t), t > 0-ra egy jol defindlt Markov folyamat a kévetkezd ge-
nerdtorral:

N—-1
GMo = 3" oDy (75)

k=—N
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Masrészrél n™¥ (t) kielégiti a kovetkezs sztochasztikus differencidlegyenletet:
dng (8) = (=0 ) (0=) ANe(D)+ (" =0 ) (t=) ANea () =N <k < N (76)

dTgN(t) = (77§N+1 - WgN)(t_) dN_n(2)
diy (1) = (y—y — ny)(t=) AN -1 (1)

ahol az elsé egyenléség azt mutatja, hogy 7 (t) értéke akkor tud megvéltozni, ha
a {k,k+ 1} vagy a {k — 1,k} élen torténik ugras. Az utébbi két egyenlGség a két
végpontbeli véaltozas lehetdségét mutatja, hiszen itt csak egyik oldalon lehet ugrani.
ne(t) trajektoridi jobbrol folytonosak, balrdl hatdrértékkel rendelkezé fiiggvények.

Megmutatjuk, hogy minden k € Z esetén > P(ni (t) # ny (1)) < 0o a kozeg
majdnem minden realizdcijdra. i) és 7, ' ugyanonnan indul, de 5 t'-nél tébbféle
ugras megengedett, azaz tobb Poisson folyamat van bekapcsolva. Konnyen lathaté,
hogy minden k € Z és N > |k| esetén n () # n, "'(t) csak akkor teljesiilhet, ha
minden k£ <[ < N — 1 esetén N;(t) > 1, vagy ha minden —N <[ < k — 1 esetén
Ny(t) > 1. Igy felirhat6, hogy

P (t) # my () H PN =1+ ] PN = 1).
lgy
Y. PR #mTeN < Y ( [T a-e+ JI a-eo > .
N=[k|+1 N=|k|+1 \k<I<N-1 ~N<I<k—1

A jobb oldali szumma minden régzitett k-ra véges, mivel minden [ € Z esetén ¢; < b,
tehat 1 —e~ @ < 1—e~ ", és igy felss becslésként két geometriai sort kapunk, amelyek
szummaja véges. Tehat

S P () #m ) < o

Innen a Borel-Cantelli lemma miatt felirhat6, hogy minden k € Z esetén
P({w : 3Ny(w, k) € N kiiszdb, hogy 0y (t)(w) = ny T () (w) VN > No(w, k)}) =
azaz 1 valészinfiséggel minden k-ra létezik Ny(w, k) index, ami utdn n) (t) értéke

mar nem valtozik.
Ezt felhaszndlva definidljuk az n(t) folyamatot gy, hogy

() (W) =g (O)(w) = T (Ow) = ...,
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ahol N > Ny(w, k). A (76) osszefiiggés és ny(t) definiciéja miatt minden k € Z
esetén

dne(t) = (ka1 — i) (8=) ANK(E) + (k-1 — M) (t—) A N1 (1), (77)
Go = Dy, (78)

ha ¢ az np-nak csak véges sok koordinatdjatol fiigg, azaz ¢ cilinder-fiiggvény. Ezzel
konstrudltunk egy folyamatot, amelynek G a pregeneratora.

A (77) egyenletnek fontos szerepe lesz a 3.3.7. tétel bizonyitdsdban. (77) a
kovetkezG alakban is ithato

dne(t) = ck(Mey1 — me) () At + 1 (M1 — i) (¢) At + dmy(2), (79)

ahol
my(t) = m(t) — my-1(t), (80)

ahol m(0) =0, és
dmy.(t) = (s — 1) (1=) ANk (1) — ), (81)

ahol Ny (t) — ¢t egy 0 varhatoé értéki, fiiggetlen névekményi martingdl.

Mivel Ny (t) egy Poisson folyamat, igy Ny (t) — cxt és my(t) folyamatok korlatos
véltozdsiak a kdzeg majdnem minden realizdcidjara. Ha n(t)-re igy gondolunk, mint
egy (oo hosszii) vektorra, amely Z-b6l R-be képez, akkor a (79) differencidlegyenlet
felirhato

dn(t) = Gin(t) dt + dm*(t) (82)

alakban, ahol m*(t) az mj(t) koordinatdkbol allé vektor. Mivel ez egy differencial-
egyenlet, igy ekvivalens egy integrdlegyenlettel, amely tigy irhaté fel, hogy

00) = 10) + 0 (0)+ [ Gunts)ds = (53)

@n(0)+m*(t)+/ot G (n(0)+m*(8)+/08 Grip(u) du) ds =

@mm+émm@+@m@+lGﬁ—@@ﬂ@yﬁ@wmﬁ@wz

(IIT) "

=" n(0) + Gytn(0) + - - + G?%W(O) + /0 dm*(s) +/0 Gi(t — s)dm™(s) + ...

-+ /Ot Gilt =9 dm™(s) + /Ot uG"{‘Jrln(s) ds =

n! n!
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(V) = 1" e (R L SN (S
:)ZGlﬁn(O)—i-/O ZG1< ) dm (s)—l—/o Glﬂun(s)ds
) n=0

| |
o n. n:

Az (I) egyenlGségnél iteraciot hajtottunk végre, n(s)-re felirtuk (83) elsG egyenletét.
(I1)-ben a kovetkez6 parcidlis integralassal adodo egyenlséget hasznaltuk:

/Ot 1-m*(s)ds = [(s — t)m"(s)]5 — /Ot(s — 1)y dm*(s) = /Ot(t ~sydm®,

és azt, hogy

/Ot/o G2n(u) duds — /0 t/:cfn(u) ds du — /0 () G21() dut = /0 (=) Gn(s) ds.

Legyen v a Z részhalmazain értelmezett mérték, melyre v({k}) = 2% Jelslje

......

osszefiiggéseket, ahol ez utébbiban |n,, 1 — | < 1, felirhatd, hogy
d|lmp|(t) < dNg(t) + dNg—1(t) + degt + deg—1t < dNg(t) + dNk_1(t) + 20 dt,

mivel ¢, < b. Igy
|my|(t) < Ni(t) + Ni_1(t) + 20t.

Ez azt jelenti, hogy

(2bt)**

P(lmj|(t) > 2bt + k%) < P(Ni(t) + Nea () > k) < C )

(84)

valamely k-t6l nem fiigg6 C' esetén, ugyanis Ni(t) ~ Poisson(cit) és Nyp_i(t) ~
Poisson(cg_1t), igy Ni(t) + Nx_1(t) ~ Poisson(cit + c,_1t), és jeldlje cxt + cx_1t =:
A < 2bt, ekkor

‘ o A €k2+1 - (2bt k2
P(Poisson()\) > k?) = Z e A= me e (k‘?))'
n=k241 ' '

valamely £ € [0, A] és C' < oo esetén. A (84) becslést felhaszndlva a Borel-Cantelli
lemma miatt a valészintségi tér majdnem minden w elemére |m}|(¢)(w) < C(w)k?
minden k € Z-re. Tgy 3" |mi|(H)v({k}) < oo, azaz |m}|(t) € L*(Z,v) 1 valésziniiséggel.

Masrészrol Gy korlatos operdtor L'(Z, v)-n. Ekkor, mivel P} = e%1f = 5> | (G:Lf)",
a (83) egyenletben szerepls Gsszegek konvergilnak, és n — oo esetén .

n(t) = Pln(0) + / P dm* (s) (85)
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adodik. A (83) egyenlet (IV') egyenlGségének utolsé tagja n — oo esetén 0-hoz
konvergal.

Itt P} ahhoz az X (t) véletlen kozegl bolyongdshoz tartozé kontrakeié félesoport,
amelynek ¢, paraméterei megegyeznek a kizarasi folyamatban haszndlt ¢, paraméterrel.
fgy a (85) egyenléség tgy is irhato, hogy

Zptk:]nj +Z/ (t — s, k,j)dmj(s) keZ, (86)

JEZL JEZ

ahol p(t,k,7) = P(X(t) = j|X(0)=k), azaz t id6 alatt a k-bdl j-be eljutés
valészintisége. Igy minden ¢ € L'(R) esetén

Wlte) = X 2 (5) S atent, k00 (87

kez jez

keZ ( )Z/ tn® — s, k, ) dm3(s),

JEL

ahol N, (t,p) definicijat az (53) Osszefiiggés tartalmazza. A kivant 3.3.7. tétel
bizonyitasdhoz a kovetkezd hdrom lemmara lesz sziikségiink.

3.4.11. Lemma. Legyen Gy az X(t) generdtora. Ekkor Gy minden p,7 € I*(Z)

esetén kielégili a
> o(k)Giv(k) = w(k)Gro(k (88)

keZ keZ

egyenldséget. Azaz X (t) reverzibilis a szamldlo mértékre nézve Z-n, amibdl kovetkezik,
hogy p(t,k,j) = p(t,j, k) minden k,j € Z esetén.

Bizonyitds. /3.4.11. lemma bizonyitdsa,/

D o(k)Grp(k) = (k) (er(o(k +1) = (k) + cxa (P(k — 1) = (k) =
= (k) (culo(k +1) — (k) + crr(p(k — 1) — (k) = > ¢(k)Gro(k)

]

Ezek utén hasznédlhatjuk a p(t, k, j) = p(t, j, k) Osszefiiggést. A kovetkez6 lemma
azt biztositja, hogy a (87) egyenlet masodik tagja sztochasztikusan 0-hoz tartson.
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3.4.12. Lemma. A kézeq majdnem minden (cy, : k € Z) realizdacidjdira és minden
v € C.(R) esetén

lim E <Z ( ) Z/ — sk, 7) dm;f(s)>2 =0. (89)

keZ JEZ

Bizonyitds. /3.4.12. lemma bizonyitdsa/ Az altaldnossig elvesztése nélkiil felte-
hetjiik, hogy ¢ > 0. Ekkor

Z ( ) Z/ — 8.k, ) d(m;(s) —mj_i(s)) = (90)

kEZ JEZ

—Z/ Z () (tn? — s,k §) — pltn® — s,k j + 1)) dm;(s),

JEZ keZ

ahol felcseréltiik a két szummaét, és az egyik Osszegben j — 1 helyett j-t irtunk.

N;(t) egy ¢, paraméteri Poisson folyamat, igy N;(t) — ¢;t minden j € Z esetén
martingdl. Mivel (n;1; — n;)(t—) jésolhaté F; := o{Nk(s) — cxs, s < t}-re nézve,
ezért my;(t) és mj(t) is martingdl, és a fenti integrélt tekinthetjiik sztochasztikus
integrélnak. {Ny(t) — cxt, k € Z} fiiggetlen novekményii és egymastol fiiggetlen
Fi-martingdlok, és Ny(t) — ¢t kvadratikus varidcidja cit.

3.4.13. Megjegyzés. A kvadratikus varidcid olyan sztochasztikus folyamat, amelyre
teljesiil, hogy M? — (M;) martingdl.

Felirhato eqy dsszefiiggés miszerint: E(fOtYSdMS)2 =F <f(f Y? d<M>s>, ha Y

megjdsolhatd folyamat, és (M), az My martingdl kvadratikus varidcidja. Errél
bdvebben olvashatunk a [6] jegyzetben.

Néhédny direkt szamolas a kovetkezGket adja:

(Z/ < (S) (p(tn® — .k, 5) — p(tn* — s, k,j + 1))) (91)

JEZ

(M1 — ;) (s—) A(N;(s) — ¢;8))* =

Sk ( o (5) ten? - sy = plen? = s,k 1)))2

(i1 — ;) (s—))* ds <

(Z)ch < (§><<sm> <sm+1>>) ds =

JEZ
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mzcj/ (2390( ) (sn% k, j) — (snz,k7j+1))>2d57

JEZ kEZ

ahol az (I) egyenlGség a 3.4.13. megyjegyzéshil kovetkezik, a (I11) egyenlGségnél
pedig valtozé cserét hajtottunk végre.

Legyen u(t, j) == hen @ (%) p(tn? k,j) = Yoken ¥ (%) p(tn?, 4, k). Ekkor u(t, j) =
Pl (1) alakban irhaté fel, ahol P! az X,,(t) dtskalazott véletlen bolyongdshoz tar-
toz6 kontrakcié félcsoport (2-en ugrdl, nem az egész racspontokon). A Ple-hez
taroz6o Kolmogorov egyenlet gy irhatoé fel, hogy

Ouu(t, j) = n* (¢;(ut, j + 1) — ult, 5)) + ¢ (ult,j — 1) —ult, 1)),

igy
atZu2<t,j> = 2Zu<t,j>atu(t,j> =
=202 ¢ (ult, ) (ult,j + 1) = ult, ) +ult, j + D(ult,§) —u(t,j + 1)) =

JEL

= —2n? ch u(t,j+1) —u(t,j))z.

kEZ

Mivel ¢ € C.(R),

/ ch s,j+ 1) —u(s, j)) ds & 212 Z(u2(0,j) —u*(t, j)) <

0 kez JEZ

(11 AN
JEZ
ahol az (I) egyenldségnél a Newton-Leibniz formulat haszndltuk fel. A (/11) egyenls-
ségben % 0-hoz tart, az utdana kévetkez6 kifejezés pedig egy integral kozelit6 Gsszeg,
amely [~ ¢*(x)da-hez konvergdl. Ez véges, igy a szorzat 0-hoz konvergal.
Ebbdl az eredménybdl és a (91) egyenletbsl mar adodik a 3.4.12. lemma bi-

zonyitasa. O
Tekintve a 3.4.12. lemmat, elegendd csak a kovetkezs lemmét igazolni.

3.4.14. Lemma. A kézeg majdnem minden (cy : k € Z) realizdcidjdra és minden
v € C.(R) esetén a (87) egyenldség elsd tagjanak limeszére teljesil, hogy

[e.9]

Jin Yo (5) Spten k(o) = [ ptadptta)do

JEZ -

sztochasztikusan, ahol p felirhatd p(t,z) = ffooo p(t,x —y)po(y) dy alakban, ahogy a
3.3.7. tételben szerepelt.
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Bizonyitds. /3.4.14. lemma bizonyitdsa/ Az altaldnossig elvesztése nélkiil ismét
feltehetjiik, hogy ¢ > 0. Felirhato, hogy

> e () ot = X 1 rte (2) no), (92)

kGZ JEZ jEZ

ahol P! az X, (t) dtskaldzott véletlen bolyongdshoz tartozé kontrakcié félesoport,
ahogy ezt az 3.1. részben bevezettiik. Hasonléan

/ " p@)plt,x) da = / " Plo(a)po(x) de, (93)

o0 —0o0

ahol P' a W(t) Wiener folyamathoz tartozo kontrakcié félcsoport, ahogy ezt a 3.3.
részben bevezettiik. Az el6bb felirt (93) egyenléség konnyen lathaté, hogy a 3.3.8.
megjegyzés kovetkezménye. Tekintve a elébbi (92) és (93) egyenlGségeket, vala-
mint a 3.3.7. tétel feltevését ((55) egyenlGséget), elegends csak a kovetkezd dllitdst
beldatnunk.

3.4.15. Allitas. A kizeg minden realizicidjdra és minden ¢ € Co(R)-re, ahol ¢ > 0,
teljestil, hogy

o (3

jEz

Bizonyitds. /3.4.15. allitds bizonyitdsa/

(il () e Q) ezt 2) o)

jez
mivel 7;(0) 0 vagy 1 értéket vehet fel. Tgy elég beldtni azt, hogy (95) jobb oldala
tart a O0-ba. Ez utébbi bizonyitdsdhoz felhasznaljuk Scheffé tételét.

3.4.16. Tétel (Scheffé-tétel). Tegyiik fel, hogy f € L'(R) és legyen f, € L'(R)
olyan fiigguvénysorozat, amelyre teljestl, hogy

, (99)

)5

jEz

1. fn 20,
2. fo(x) — f(x) minden x € R esetén, és
3. [ falz)dz — [, f(z)da.

Ekkor [, fa(x) — f(z)] dz — 0.
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A 3.3. részben bevezetett Pl csak a {% : j € Z} halmaz elemeire volt definidlva.
Most terjessziik ki az egész R-re, legyen Plop(z) := Plo(1), ha £ < 2 < L &
r € R. Megmutatjuk, hogy P'¢ és Ply fiiggvények eleget tesznek a 3.4.16. tétel
feltételeinek.

Plo >0, és a 3.3.5. tétel miatt teljesiil, hogy minden x € R esetén Plyp(x) —
Pto(x), mivel Pty egyenletesen folytonos. Emellett a 3.3.8. megjegyzés miatt ¢ >
0O-ra teljesiil, hogy

/Ptgo(x) dz = / o(x) dx, (96)
R R
és ¢ > 0 miatt

/RP,isO(x) dv =) %P,iso (%) = %Z S (%) p(tn k)= (97)

kEZ keZ jel
1 Z J Z 2 . 1 Z J
= - 28 U p(tn v I k) = 2 U I
n < n n < n
JEZ keZ JEZ

mert >, p(tn?, j, k) dtmenetvaloszintségek Gsszege, igy 1 az értéke. Ezzel egy
integrdl kozelits Osszeget kaptunk, és igy a Scheffé-tétel 3. feltétele is teljesiil. Ezzel

a 3.4.15. allitdst bizonyitottuk. O]
gy a 3.4.14. lemmat is bizonyitottuk. 0
Ezzel a 3.3.7. tétel bizonyitdsa is teljes. O]
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