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1. Bevezetés

Az Audi Hungaria Motor Kft.-nél toltott szakmai gyakorlatom sordan foglalkoz-
tam a Fourier-transzformécié egyik alkalmazasi teriiletével a motordiagnosztikaval.
Részt vettem olyan napjainkban is zajlé kutatasokban, amelyek hatterében tobbek
kozott a Fourier-transzformacié all.  Szakdolgozatom célja az volt, hogy jobban
megismerjem ennek a mérnoki alkalmazasnak a matematikai alapjait és egy grafi-
kus feliiletet hozzak létre, melynek segitségével a kiilonbozo frekvenciaju hangjeleket
lehet elemezni.

A Fourier-sorok elméletének miiltja hosszu évszazadokra tekint vissza. A XVIII.
szazad soran egy mechanikai probléma kortil kialakult vita inditotta el a trigonomet-
rikus sorok elméletének kialakuldasat. A témaval a kor legnagyobb elméi, igy példaul
Bernoulli, Euler és Fourier foglalkoztak.

A digitalis jelfeldolgozas soran a Fourier-transzformécio alkalmazaséval a vizsgalt
jel kiillonboz6 tulajdonsagainak elemzésére nyilik lehetdség. Szakdolgozatomban de-
terminisztikus, periodikus jelek matematikai tanulmanyozasaval és ezek mérnoki
alkalmazésaival foglalkozom.



2. Fourier-sorok elmélete

2.1. Torténeti hattér

A trigonometrikus sorok elméletének kiindulépontjaul egy mechanikai probléma
kortil kialakult vita tekintheto, amely a XVIII. szdzad kozepén D’Alembert, Euler
és Bernoulli kozott folyt le. Ez a probléma a rezgd hir probléméja volt: a két végén
kifeszitett, [ hosszisagi homogén rezgd hur alakjanak meghatarozasa egy tetszés
szerinti ¢ idopontra, feltételezve, hogy a hir tranzverzalis sikrezgést végez. A me-
chanika altaldnos mozgasegyenletébdl a kovetkezo masodrendii allando egytitthatos
parcialis differencidlegyenlet adédik:

2 2
% — f@ (1)
ot? Ox?
a’? =2 pjeldli a feszitéerdt és o pedig a hiir (dllandd) vonalmenti stiriségét.

Ennek a differencialegyenletnek els6 altalanos megoldasat D’Alembert kozolte

1747-ben:
u(z,t) = p(z + at) + Y(x — at),

ahol ¢ és 1 tetszoleges fliggvények lehetnek; ez az eredmény konnyen adodik abbdl,
hogy x és t helyett a & = o + at,n = x — at 4j fiiggetlen valtozok bevezetésével a
differencialegyenlet a kovetkezo alakra hozhato:

0% B
ocon

0

ennek pedig az &ltaldnos megolddsa u(&,n) = (&) + ¥ (n).
Az (1) differencidlegyenlet mellett u-nak még az

u(0,t) =0,u(l,t) =0 (2)

homogén Dirichlet-féle peremfeltételt is ki kell elégitenie, mivel a hur két végpontja
rogzitve van.
Vagyis
plat) = —y(=at), o(l + at) = =y (I — at);

az elsobol az kovetkezik, hogy

a masodikbol pedig ennek felhasznalasaval kovetkezik, hogy

o(l + at) = p(at — 1), azazp(z) = ©(z + 21).



D’Alembert ezek alapjan kimondja: a rezgé hir probléméjanak altalanos megoldasa

u(z,t) = plat + x) — p(at — x),

ahol ¢(z) tetszéleges, 21 periédussal rendelkez6 fiiggvény.
Bernoulli dolgozata 1753-ban jelent meg, amely egészen méas médon targyalja a
kérdést. Mar Gelotte Taylor észrevette, hogy az

. nmx  nmat
u(z,t) = sin——cos——
l

= (1,2,...)

fliggvények az (1) differencidlegyenletnek a (2) peremfeltételeket kielégité parti-
kularis megoldésai, és ezzel magyarazta azt a fizikai tényt, hogy az [ hosszusagu
hir az alaphangjan kivil az é,é,%, ... hossziisdgu hurok alaphangjait (az un. fel-
hangokat) is adni képes. Ismeretes volt az a fizikai tény is, hogy a hur éltal keltett
tetszés szerinti hang a hir alap- és felhangjaibol teheto ossze.

Ijj lendiiletet kapott a probléma Fourier-nak a hévezetési elméletével foglalkozo,
1807-t0l kezdve kozolt dolgozatai révén. Ujra felmeriilt tetszoleges fiiggvények tri-
gonometrikus sorokkal valé eléallitdsanak kérdése. Fourier (hasonléképpen, mint
Bernoulli) azt éllitja, hogy ilyen el6allitas lehetséges. Méar Euler észrevette azt,

hogy az
a
30 + E a, cos(kx) + by sin(kz)) (3)

k=1
trigonometrikus sor 6sszegét f(x)-szel jelolve, az egylitthaték f(x) segitségével igy
fejezhetok ki:

o o
an = 1 f(z)cosnx dx,b, = 1 f(z) sinnx dx; (4)
m™Jo T Jo
ezek a képletek a sornak cosnx-szel, illetve sin nx-szel valé atszorzasa és tagonként
valé integraldsa utjan adodnak, felhasznalva a trigonometrikus rendszer ortogona-
litasat és feltéve, hogy a sort szabad tagonként integralni, de ebben Euler idejében
nem kételkedtek. Mindenesetre érvényesek ezek a képletek, ha a (3) sor példaul
egyenletesen konvergens, mert akkor a cosnx-szel és a sinnx-szel atszorzott sorok
is egyenletesen konvergensek, igy valoban szabad Oket tagonként integralni.

Fourier szintén eljutott ezekhez a képletekhez, és észrevette azt, hogy a jobb
oldalon all6 integralok tetszoleges f fliggvényre képezhetok, azt allitotta, hogy az a
(3) trigonometrikus sor, amelynek egyiitthatdi az adott f fliggvénybdl a (4) képletek
szerint képezziik, a 0 < z < 27 szakaszon el6dllitja az f fliggvényt.

Még szamos egyéb fizikai probléma soran felmeriilt a Fourier-sorfejtés gondolata,
ami az [1] hivatkozasban szerepl6 konyvben részletesen leirva megtaldlhato.



2.2. A trigonometrikus rendszer teljessége L? fiiggvénytérben

Az el6z6 fejezetben lattunk egy példat arra, hogy milyen fizikai folyamat soran
meriilt fel annak a kérdése, hogy egy f fiiggvényt hogyan lehet tin. trigonometrikus
polinomokkal kozeliteni. A konvergencia kérdését késébbi fejezetben fogjuk meg-
vizsgalni.

Most vizsgaljuk meg a trigonometrikus rendszer teljességét. Nézziik a kovetkezo
ortogonalis fliggvényrendszert:

1, cos(x), sin(x), cos(2z), sin(2x), . . ., cos(nz), sin(nx), . . .; (5)

az alapintervallum (figyelembe vessziik, hogy ezek a fiiggvények 27 szerint periodi-
kusak) barmely 27 hosszisagu intervallum lehet, példaul (—m, ), vagy (0, 27).

Mielott tovabb folytatnank a teljesség vizsgdlatat, tekintstink at néhany fun-
cionalanalizisbeli definiciot.

1. Definicié. Legyen H wvektortér C felett. FEqy (-,-): H x H — C leképezést
skaldarszorzatnak nevezink, ha barmely x,y € H esetén
(i) azx — (x,y) leképezés linedris funkciondl,

(i) (y,x) = (2,9),
(i1i) (x,z) > 0, kivéve ha z=0.
1. Megjegyzés. Norma értelmezése skaldrszorzattérben: ha x € H, akkor legyen
2]l = v/ {z, z),

ennek neve a skaldrszorzat dltal indukdlt norma.

2. Definicié. A (H,(-,-)) skaldrszorzatteret Hilbert-térnek nevezzik, ha H az in-
dukalt normdval teljes.

Az L*(Q) = {f : @ — C Lebesgue-mérhetd: [, |f|*d\ < oo}, azaz egy @ C R"
tartomanyon négyzetesen Lebesgue-integralhato fliggvények tere Hilbert-tér az

()= [ fax
Q
skaldrszorzdssal. Ha f € L*(Q) és (f, f)r2 = 0, akkor f = 0 majdnem mindeniitt.

Az (5) rendszer ortogonalitdasarél meggy6zédhetiink, ha a

cos(mx) - cos(nzx) = %[Cos(m + n)x + cos(m — n)xl,



sin(ma) - cos(nz) = %[Siﬂ(ﬂl +n)z + sin(m — n)z],

sin(maz) - sin(nz) = %[cos(m +n)x — cos(m + n)x],

azonossagokat felhasznaljuk. A rendszer azonban nem normalt, ugyanis

/1d$:27r, /cosQn:de:/ sinfnedr=7 (n=1,2,...).

A megfelel6 normalt rendszer tehat

1 coszxz sinz cosnx sinnx
\/%7 \/E? ﬁ""? \/E b ﬁ PR

Azt allitjuk, hogy a trigonometrikus rendszer az L?(—m, ) térben teljes, azaz
ha egy négyzetesen integralhaté f fliggvény ortogondlis a trigonometrikus rendszer
minden elemére, akkor majdnem mindeniitt f(x) = 0.

Mivel véges szakaszon a négyzetes integralhatésaghdl kovetkezik a kozonséges
integralhatésag, forditva azonban nem!, ezért a fenti &llitdsndl tobbet mond ki a
kovetkezo tétel:

1. Tétel. Ha f figgvény a (—m, ) szakaszon Lebesque-integralhats és

/:f(x)dxzo, /if(m)cosnxdx:(), /:f(x)sinnxd:vzo (n=1,2,...)
(6)

akkor majdnem mindeniitt f(x)=0.

A bizonyitas soran felhasznéaljuk Weierstrass masodik approximaciés tételét:

2. Tétel. Minden 27 szerint periodikus folytonos fligguény az egész szamegyenesen
tetszés szerinti pontossdgra megkozelithetd trigonometrikus polinomokkal.

Az utébbi tétel bizonyitdsa az [1] hivatkozdsban szerepl$ konyv 72. oldaldn meg-
talalhaté.

Térjiink vissza az elobbi tétel bizonyitasara.
Bizonyitas: Eloszor vegyiik észre, hogy ha az adott f fliggvény mellett az

/ " f()gle) = 0 (7)

Ipélda erre a |x|% fuggvény



egyenldség fennéll valamely G fiiggvényosztaly minden g(z) elemére, akkor fennall
minden olyan g fiiggvényre is, amely majdnem mindeniitt hatarértéke a G osztaly-
ba tartozo fliggvények valamely korlatos sorozatanak. Ez kovetkezik a Lebesgue-
féle konvergenciatételbdl, hiszen ha g,(r) — ¢(r) majdnem mindeniitt, g, € G,
lgn(z)| < M, akkor f(z)gn,(z) — f(z)g(x) majdnem mindeniitt és |f(z)g,(z)| <
M|f(@)], tehit 7, f(x)g(a) o = lim, oo 7, F(2)g(x) dz = 0.

Marmost (6)-bdl azonnal kévetkezik, hogy (7) teljesiil, ha g(z) egy

ag + aycosx + bysinx + - - - + a, cosnx + b, sinnx

trigonometrikus polinommal egyenld. Weierstrass masodik approximaciotétel sze-
rint minden olyan fiiggvény, amely a zart [—m, 7] intervallumon folytonos és a
végpontokban egyenlé értékeket vesz fel (vagyis amely 27 szerint periodikus foly-
tonos fiiggvénnyé folytathato), trigonometrikus polinomok egyenletesen konvergens
(és ennélfogva korlatos) sorozatanak a hatarértékeként allithaté eld.

Viszont minden 1épcsdsfiiggvényhez megszerkeszthetd a g, (—m) = g, (m) feltétel-
nek eleget tevé folytonos fiiggvények {g,(z)} korlatos sorozata, amely majdnem
mindeniitt (ha a lépcsosfiiggvény véges sok ugrasi helyét és a végpontokat eset-
leg kivéve) konvergdl a 1épcsofiiggvényhez. Végiil minden korlatos, mérheté g(z)
fliggvényhez (m < g(z) < M) taldlhaté 1épesosfiiggvények olyan korldtos sorozata,
amely majdnem mindeniitt g(z)-hez tart. (A mérhetdség definicidja szerint, van
majdnem mindeniitt g(x)-hez tarté {¢,(x)} 1épcsdsfiiggvénysorozat és feltehetd,
hogy (m < g(z) < M), kilénben ¢, (x)-et a [m U ¢,(x)] N M lépcséstiiggvénnyel
pétolnank.)

Ennélfogva (7) minden korldtos mérheté g(x) fiiggvényre fenndall, specidlisan a

o=~ { JOV D L0Y s
fiiggvényre. Tehat _
| i@lar=o.
ebbdl kovetkezik, hogy majdnem mindeniitt f(x) = 0.
Az
1, cosx, cos2x, cos3z,... un. koszinusz-rendszer
sinz, sin2z, sin3z,... uUn. szinusz-rendszer

kiilon-kiilon a (—, 7) intervallumon nem alkotnak teljes ortogonélis rendszert. Ezzel
szemben a (0,7) intervallumon mindkét rendszer teljes ortogonélis rendszer. Az
ortogonalitas kovetkezik abbdl, hogy a cos mx-cos nx, sin max -sin nx szorzatok paros



fliggvények 1évén, a (0, 7)-n vett integraljuk fele a (—m, 7)-n vett integraljuknak, igy
az m # n esetben ez az integral 0-val egyenld. Masrészt

™ ™ T
/ cos’ nx dr = / sin? nx de = =,
0 0 2

igy egyik rendszer sem normalt. A teljességet a trigonometrikus rendszerére vald
visszavezetéssel bizonyitjuk. Ha ugyanis az f € L?(0, ) fiiggvény ortogonalis (0, 7)-
n a koszinusz-rendszer minden elemére, akkor az f értelmezését az egész (—m,)-
re gy kiterjesztve, hogy a fiiggvény péros legyen, a kapott fliggvény (—m,m)-n
ortogonalis lesz az egész trigonometrikus rendszerre:

/7r f(z)cosnx dr = Z/ﬂf(x) cosnz dx = 0,
i 0

/ f(z)sinnx dx = / (f(x) — f(—x))sinnzdz =0,

-7 0

igy f majdnem mindeniitt 0-val egyenlé (—m,7)-n, tehat (0,7)n is. A szinusz-
rendszer esetében hasonloképpen jarhatunk el azzal a kiilonbséggel, hogy most az f
fiiggvényt paratlan fiiggvénnyé terjesztjiik ki.

2.3. Fourier-sor L? fiiggvénytérben

Az el6z6 fejezetben belattuk a trigonometrikus rendszer teljességét.

3. Tétel. A (—m, ) intervallumon értelmezett, valds értékii, négyzetesen integrdl-
hato f fiiggvényhez rendeljik hozzd az

a
EO—l—alcosa:—i-blsinx—i----+ancosnx+bnsinnx+... (8)

sort, amelynek egyiitthatoit f(x)-bél a kovetkezd képletekkel szamitjuk ki:

1 ™
an:—/ f(z)cosnxdr (n=0,1,...)>
™ —T

1 ™
bn:—/ f(z)sinnxdr (n=1,2,...)
7T —T

ez a sor az f figguény Fourier-sora, ennek ag, ay,bq, ..., a0y, by, ... egyitthator pedig
az f fligguény Fourier-egyutthaton.
A (8) Fourier-sor négyzetintegrdlra f-hez tart, azaz
Qo

™ n 2
/ [f(x)—;— (ag coskx + by sinkx)| dx — 0 (n — 00).
k=1

ZA sor elsé tagjat azért jeloljik %-vel, hogy az a,re vonatkozé képlet az n=0 esetben is
érvényben maradjon.



Ha a sorba fejtett f fliggvény a (—m, 7) intervallumon péros, akkor a Fourier-soraban
az 0sszes szinuszegytutthato 0-val egyenld, igy a sor tiszta koszinuszsorrd redukalédik,
ha pedig a fliggvény paratlan, akkor a sor tiszta szinuszsorra redukalédik.

Mivel minden f € L%*(0,7) figgvény kibSvithetd a (—m,7) intervallumra tgy
is, hogy paros legyen, és Ugy is, hogy pdratlan legyen, ezért minden f € L%(0, )
fiiggvényhez hozzarendelhetd egy

oo
a
30 + Z a,, COS NI
n=1
tiszta koszinuszsor az o 7
a, = —/ f(z) cosnz dx
™ Jo
egyutthatokkal, és egy

[o.¢]
E b, sinnx
n=1

tiszta szinuszsor a

b, = — f(x)sinnz dx
T

egylitthatékkal. Mindkét sor a (0, 7) intervallumon négyzetintegralra az f fliggvény-
hez tart. Tekintettel arra, hogy a koszinusz- és a szinusz-rendszer a (0, 7)-n teljes
ortogonalis rendszerek, ezekhez az eredményekhez kozvetleniil is eljuthattunk volna.

Nézziink egy példat Fourier-sorfejtésre:

1. Feladat. Legyen az intervallum: [0,2m). Fejtsik Fourier-sorba az

() = { x, ha x € [0, 7]

2 —x, hax € [m,2n).
fugguényt és dllapitsuk meg, hol dllitja elé a sor f-et.

Megoldas: Az f fiiggvény Fourier sora a kovetkezo:

T A ~cos((2n+ 1))
f@)=5-22 (2n + 1)2

Ez a Fourier-sor a 3. Tétel szerint minden = € [0,27) pontban konvergens és
eléallitja f-et.

10



3. Frekvencia-analizis

Az eddig megismert Fourier-sorok elmélete utan térjiink ra az alkalmazéasukra.
Ebben a fejezetben megismerjiik a harmonikus rezgémozgést, majd a folytonos és
diszkrét Fourier-transzformacié bemutatasa utan a mintavételezés folyamataval is-
merkediink meg. A mintavételezett jel diszkrét Fourier-transzformaltjat véve az
idétartomanybdl attériink a frekvenciatartomanyba. A frekvencia-analizis ez utobbi
tartomanyban (spektrumban) vizsgalja a jel viselkedését.

3.1. Harmonikus rezgémozgas

A rezgések egyik nagy csoportjat a mechanikai rezgések alkotjdk. A mechanikai
rezgés (példaul a belsé égésti motorok dugattytijanak mozgdsa vagy a rugora erésitett
testek rezgése) mindig valamilyen mozgéds, ezért ilyen esetben rezgémozgésrol beszé-
link. Ha példaul egy csavarrugora felfliggesztett testet, a rugd hossztengelyének
irdanyaban kimozditjuk egyensilyi helyzetébdl és elengedjiik, akkor a test egy egye-
nes szakasz mentén rezeg. Az igy rezgo test athalad azon a helyen, ahol nyugalomban
van, eléri a tuloldali széls6 helyzetet, majd visszatér a kiindulasi pontjaba, és ezt a
mozgasszakaszt ismételi.

A rezgbémozgast tartosan végzd test ugyanazon a palyaszakaszon sokszor fut
végig. Kozben allandéan valtozik a test egyensilyi helyzetétél mért pillanatnyi
tavolsaga. Ennek el6jeles értéket nevezziik kitérésnek. A legnagyobb kitérés nagy-
saga az amplitudo.

A rezgémozgasok koziil a harmonikus rezgémozgéssal fogunk foglalkozni. Ugyan-
ugy a kitérés és az amplitido jellemz6 mennyiségei. Mivel ez a mechanikai mozgas
periodikus, igy értelmezhet6 a periédusidé® (jele: T') és a frekvencia fogalma® (jele:

Az 1. abran lathatd, hogy a rezgd test kitérése minden pillanatban megegyezik
a kormozgast végzo test helyvektoranak rezgésiranyu osszetevojével, ezért

2
y:A-sin%t: A -sin 27 f,t,

ahol w = 2nf,. Az w jeloli a korfrekvenciat, ami a rezgémozgas frekvencidjanak
2m-szerese. A p = wt szoget fazisszognek nevezziik. A kitérés iranyat a sin wt eldjele
adja meg.

A kovetkez6 masodrendi differencialegyenlettel is ki lehet fejezni a harmonikus
rezgémozgast, rogzitett w esetén:

f(t) +wf(t) =0,
melynek megoldasa: f(t) = A - sin(wt + ¢g), ahol gy a kezdeti fazisszoget jeloli.

3Az egy teljes rezgés létrejottéhez sziikséges idS.
4Megmutatja az egységnyi id6 alatti teljes rezgések szamat.
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1. dbra. Harmonikus rezgémozgas: w: korfrekvencia; ¢: fazisszog

3.2. Fourier-sor
3.2.1. Trigonometrikus polinomokkal leirt Fourier-sor

A 2.1. fejezetben lattuk, hogy minden periodikus fiiggvényt kiilénboz6 amp-
litudéja- és fazissulyozasu, harmonikus rezgésre lehet felbontani. Az el6z6 feje-
zetben megismert harmonikus rezgémozgést is periodikus fiiggvények segitségével
lehet modellezni. Az f(t) periodikus folyamat, vagyis ha periédusa T' (T' # 0),
akkor f(t) = f(t +nT), n € (—o0,00), egyértelmilen eléallithaté olyan megfelel6
amplitudokkal és fazisallanddkkal biré harmonikus rezgések Osszegeként, amelyek
korfrekvencidi wy = 2w /T és ennek egész szamu tobbszorosei:

o0

Zak cos(wyt) + Z b - sin(wyt), (9)

k=0 k=1

2
wk:k-woz%-k’:%fmk:

Ebben a sorfejtésben az egyes diszkrét rezgések amplitudéit és fazisait az a és by
Fourier-egyiitthatok adjak meg. Ezek az alabbi integralokbdl szamithatok ki:

L
Ao = f(t)dt (10)
T J 1)
2 T/2
ag = — f(t) cos(kwot) dt (11)
T J 7
o [T/2
by = = f(t) sin(kwot) dt (12)
T J -1



Az ag Fourier-egyiitthaté az f(t) idéfliggvény egy T periédusra dtlagolt aritmetikai
kozépértékének felel meg, amely a jel kozépértékét adja meg.

Ha polarkoordinatak segitségével irjuk fel a (9) formulat, akkor a kovetkezd
képletet kapjuk:

F(t) = Ag+ > Ay cos(wit — @x), (13)
k=1
ahol
A, = ap br

cos .  siny

b
Ay = /ai + b2, @, = arctan (a—i> (14)

Késobbi fejezetekben latni fogjuk, hogy a mintavételezett jel kiértékelése soran
a fenti (14)-ben szerepl6 képletpéar fontos adatokat hordoz magaban.

3.2.2. Fourier-sor komplex alakja

A trigonometrikus polinomokkal felirt Fourier-sor abrazolasa koordinata-rendszer-
ben zavaré lehet abbdl a szempontbdl, hogy az id6 és a fazis abrazolva van az x
tengely mentén. Ezért célszerlibb a Fourier-sor komplex alakjat hasznélni jelanalizis
soran.

A 2. 4bréan lathat6 a (13) képlet szerinti koszinuszos jel komplex sikban két,

I
N
\\
S

B T S —

> -
Acos® = Acos(2nf, t.0) Acosq):_‘g_(e" mw}

2. dbra. Valds harmonikus rezgés dbrazoldsa komplex sikban [5]

fél amplitudéju és ellentétes iranyban forgd vektorral irhato le. Ezen az dbréan a
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kezdeti fazis szog O-val egyenld. Az exponencidlis alakot és a (9) képlet szerint felirt
trigonometrikus alakot az Euler-formula kapcsolja ossze:

e'“ =cosa+1-sina

Ezek szerint a komplex alak a kovetkezo kifejezéssel egyenlo:

f(t) _ Z Ck i eiwkt’

k=—oc0

ahol C} € C amplituddtényezo, amely az ismert ag, ag, by Fourier egyiitthatdkat
helyettesiti. A fazisszoget a kovetkezo képlettel lehet kiszamolni:

Im( fr(t
g, (2]
Re(fi(t))
A Cy komplex egyiitthatd és az ay, by valos egytitthatok kapesolatat a kovetkezd
kifejezés adja:

@t hak >0
Cp =1 %:tibs pak <0 (15)
ag, ha k=0

ahol C, = C_, (k = 0,1,2,...). A (10)-(12) és a (15) képletek segitségével a
Fourier-sorban szerepl6 harmonikus rezgések amplitiddi egyetlen Gsszefliggés segit-
ségével kiszamithatok:

T/2

1 ,
Cr =7 / f(t)e~ kot g (16)
—T/2
Ezaltal egyszeriibben lehet szamolni az amplitidot ellentétben a valds egytitthatok-
kal, ahol harom egyenletbol kapjuk meg a kivant értéket.

A (16)-ban szereplé komplex egyiitthaté diszkrét wy, értékeknél, vagyis az alap-
frekvencia egész szamu tobbszoroseinél van definialva.

3.3. Fourier transzformacio
3.3.1. Folytonos Fourier-transzformacio

Eddig periodikus fiiggvények esetében vizsgaltuk a Fourier-sorokat. Mi torténik
akkor, ha az egész szamegyenesre kiterjesztjiik a fiiggvényt? Vagyis, ha az altalanos
periodikus jel T" periodus idejét végtelenhez kozelitjiik.

Miel6tt ratérnék a diszkrét Fourier-transzformdciora, tekintsiink at néhany alta-
lanos definiciét a folytonos esettel kapcsolatban.
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3. Definicié. Az L'(R) téren értelmezett f — f,

Fla) = (FP)(x) = / F(t)e >t i (17)

leképezést Fourier-transzformdcionak, az f: R — C fiigguényt az f Fourier-transz-
formdltjanak nevezziik.

Jelolje Cy(R) a valds szamokon értelmezett, végtelenben eltting, folytonos fiiggvé-
nyek halmazat.

4. Tétel. A Fourier-transzformdcié egy L'(R) — Cy(R) korldtos, linedris operdtor,
amelyre

[Ffllzee < A1
teljestil.

5. Tétel. Legyen f olyan fiigguény melyre f,f € LY(R). Ekkor majdnem minden
x-re teljesilnek az alabbi eqyenlotlenségek:

f=FFf=FFf
(FN(@) = (Ff)(~x)

A tétel szerint az F operatort a Fourier-transzformacié inverzének nevezziik. Az
el6z6 két tétel bizonyitdsa megtaldlhaté a [7] hivatkozdsban szerepld jegyzetben.

Az LY(R) linearis tér nem zért a fiiggvények pontonkénti szorzdsara nézve. Ezért
ebben a fliggvénytérben bevezetjiik a konvolicio fogalmat.

1. Allit4s. Bdrmely f,g € L*(R) figgvény esetén, majdnem minden x € R esetén
létezik és véges a kovetkezd integrdl

(f*g)(x /f (x—t)d (18)

Bizonyitas:  Minthogy a (t,z) — f(t)g(x — t) kétvéltozds fliggvény a szor-
zat mértéktéren mérhets, ezért elég azt megmutatni, hogy a (18)-ban szerepld in-
tegralban a fliggvények helyett azok abszolut értékét véve, majdnem minden x € R
pontban véges értéket kapunk. Ennek igazolasara tekintsiik az igy kapott fliggvény
szamegyenesen vett u mérték szerinti integraljat és alkalmazzuk a Fubini-tételt. Ek-
kor a p eltoldsinvarianciaja miatt

//|f o(e )] du(t)) du(x /|f ([ 19t = )1 dute)) dutt) =

R
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= llgllerllfllr < o0

Ezzel bebizonyitottuk, hogy (f * g)(x) létezik és véges. O
A (18)-ban szerepld kifejezést fiiggvények konvolicijanak nevezziik. A konvo-
licioképzés mivelete asszociativ, kommutativ és az Osszeaddsra nézve disztributiv.

6. Tétel. Minden f,g € L*(R) fiigguényre
F(f*g)(x) = (Ff)-(Fg).

A kovetkezo tételben 6sszefoglaljuk a Fourier-transzformalt néhany tulajdonsagat.
Ehhez sziikséges bevezetni a kovetkezé miiveleteket:

mf(x) = f(z+h) transzlacié
vpf(x) = hf(x) moduldcié
onf(x) = f(hx) dilatédcié

7. Tétel. Legyen f,g € L'(R) és o, 8 € C. Ekkor

(1) Flaf + Bg) = aF(f) + BF(9)

(2) Ha f differencidlhaté és f' € LY(R), akkor F(f")(\) = iAF(N).
(3) F(mnf) = vn(F )

(4) Fvnf) =1-n(Ff)

(5) F(onf) = -6, (Ff)

3.3.2. Diszkrét Fourier-transzformacio

A jelfeldolgozés sordn nem hasznalhatunk folytonos Fourier-transzformaciét, mi-
vel adatrogzitéskor véges diszkrét adatsort kapunk. Mintavételezésnek hivjuk azt az
eljarast, mikor az idében folytonos jelet diszkrét idejii jelsorozattd alakitjuk. A min-
tavételezés egyenletes idokozonként torténik. Ezt az id6t nevezik mintavételi idonek.
Ennek reciproka a mintavételi frekvencia.

Tekintstink egy L szerint periodikus folytonos fiiggvényt a 3. abra szerint, amely-
bol At egyenl6 idékozonként N darab diszkrét pontot mintavételeziink. Az igy ka-
pott diszkrét pontsorozat hordoz minden informéciot a folytonos jelrol, amennyiben
betartjuk a Shannon mintavételi torvényt, amelyet a kovetkezo fejezetben fogok be-
mutatni. A mintavételekhez tartozo értékek: fi, (k=0,..., N —1). A Fourier-sort
csak kozelitéleg tudjuk meghatarozni, igy a (16) képletben szereplé egytitthaté a
kovetkezoképpen alakul:

N-1

1 —2irnd
OnNngtfke 2imn kAt
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f(t) 1

0ar

0Bt
o4k

02k

04t

06+

08+

3. dbra. N darab ponton mintavételezett fliggvény

At = % helyettesitéssel egyszeriibb alakra hozhatdé a fenti 6sszefiiggés:

1 N-1
Cn ~ 7i2ﬁkn
N kZ:O fre

Ezek utan definialjuk a diszkrét Fourier-transzformaltat:

4. Definicié. A mintavételezett jel diszkrét Fourier-transzformdltja a kévetkezd mo-
don szamitodik:

1 N—-1
- —i2%kn
D, = ~ ;; fre ' N (19)

ahol D,, az n. komponens komplex spektrumértéke, N a mintdk szama €s f, az n.
bemeneti minta.

A (19)-ben szerepl6 egyenl6séget matrixszorzasként is felirhatjuk:

Dy 1 1 1 s 1 fo
D, ) 1 wt w? oWVt fi
Dy =¥ 1w w? oo WD fa (20)
D]\.[—l 1 W=D 2N=1) (N2 fN.—l
ahol
w = e—27r7l/N
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5. Definicio. Inverz Fourier-transzformdcio képlete:
N-1
- 27
fe=) Due¥  0<k<N-1
n=0

A DFT miiveletigénye O(N?) nagysdgrendii. Az tin. gyors Fourier-transzformé-
ci6 (FFT) algoritmus hasznélata felgyorsitja a (20)-ban szereplé matrixszorzést, ami
O(N log N) id6 alatt végezhetd el.

3.4. Mintavételezés

A Fourier-sorok és a Fourier-transzformacioé egyik alkalmazasi teriilete a digitdlis
jelfeldolgozas. Ezen beliil két nagyobb teriilettel fogunk foglalkozni a tovabbiakban.
Az egyik téma a hiradastechnikdban is gyakori alkalmazés, a hanghullamok vizsga-
lata. A masik teriilet pedig a rezgésanalizis, amit a kiilonb6z6 mechanikai gépek
rezgésdiagnosztikaja soran hasznalnak. Mindkét teriiletnek az a kulcskérdése, ho-
gyan lehet idoben folytonos jelet diszkrét jelsorozatta alakitani tigy, hogy ebbdl a
jelbdl 1jbol el6 lehessen allitani az eredeti folytonos jelet.

A feladat kettds: egyrészt a folytonos jelet idoben kell diszkretizalni, azaz adott
idokozonként megfigyelni az aktualis jelértéket. Ezt nevezziik mintavételezésnek. A
legfontosabb kérdés, hogy milyen gyakorisaggal kell a jelet mintavételezni ahhoz,
hogy az eredeti folytonos jel visszaallithato legyen.

3.4.1. Mintavételezett jel diszkrét Fourier-transzformaltja

Az eloz6 fejezetben megismert idétartomanybeli jeloléseket felhasznalva nézziik
meg, hogy a frekvenciatartomanybeli mintavételi paraméterekre milyen Osszefliggé-
seket kapunk. A 4.&bran lathatjuk a mintavételezési jeloléseket id6- és frekvencia-
tartomanyban.

Egy folytonos jelet L ideig f, mintavételi frekvencidval mintavételezziik. Igy N
darab diszkrét adatértéket kapunk:

L 1

A jel L szakaszanak hosszisagat megfigyelési idonek vagy ablakszélességnek ne-
vezziik. A (19) képlet a kdvetkez6képpen mddosul:

N

=
=
L

fke—i%flm N Dn — At f(kAt)e—i%mkAt
0

1
D, =
N

B
Il

0

b
Il
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/ o\ Af=f/N
. > -

- a. o N u®
{b) *-*-m-#ﬁ-ﬂ(-%ow-mom.*n;—b

. 0 u
< fiHz A >
-f/2 Hz (2nf=ws rad/sec) f/2 Hz
(-o/2=-nfs) m=7 (o/2=nf5)
freq=7 /N Hz

(freq.= 7 ®s/N rad/sec)
4. dbra. Mintavételi paraméterek: (a) idé- és (b) frekvenciatartomany esetén

mivel a transzformaciét nem egy egység, hanem L hosszisagu intervallum értékeire
végezzik el. Vagyis:

1 L
— — — = At
N N
Az eddigi 6sszefliggések alapjan a frekvenciatartoméanyban a mintavételezési tavolsag:
fs 1
A = — = —
/ N L

Ez utébbi 6sszefiiggés alapjan, ha a frekvencidk stirtibb mintavételezése a célunk,
akkor az idétartomanyban vett L megfigyelési idét kell nagyobbra venniink. Ezt
az Osszefliggést hasznélja fel az Gn. zero-padding moddszer, amely szerint a min-
tavételezett intervallumot nulldkkal egészitjiik ki, ezzel novelve L hosszusagat.

Abban az esetben, ha minél nagyobb mintavételi frekvenciat szeretnénk, akkor
az fs = 1/At 6sszefiiggés alapjan annal kisebb mintavételi id6ét kell valasztanunk az
idétartomanyban. Ha nem megfelel6 mintagyakorisdgot vélasztunk, akkor in. alias-
hatds (spektrum &tlapolédéas) 1ép fel. A 5.abran lathatd, hogy a mintavételezési
pontok a kisebb frekvencidju g(t) fliggvényt rekonstrualjak. Akkor kapnénk vissza
a nagyobb frekvencidju h(t) fliggvényt, ha stirtibben mintavételezziik a jelet. Tehat
a mintavételi id6 csokkentésével az alias-hatast tudjuk mérsékelni.

Fontos megjegyezni, hogy a mintavételi folyamat soran a diszkrét Fourier-transz-
formaciot hasznalva a frekvenciatérben a mintavételezett jel periodikus lesz, fiigget-
lentil attol, hogy az eredeti megfelelGje periodikus frekvenciaspektrumot eredményez-
e vagy sem.[§]
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h(t)

5. abra. Alias-hatds jelensége.

3.4.2. Mintavételezett fliiggvény rekonstrualasa

Az 27 szerint periodikus, egyenletes idokozonként mintavételezett fliggvény visz-
szadllitasahoz hasznéljuk a trigonometrikus interpolaciét. Keressiik azt a trigono-
metrikus polinomot, ami a legjobban illeszkedik a diszkrét adatsorra. Ez a polinom
adott periddusi szinusz és koszinusz fliggvények linedris kombindcidja. A (9)-ben
mar definialt trigonometrikus polinomokkal felirt Fourier-sort felhasznalva kapjuk a
kovetkez6 K-adfoki p(t) polinomot és a komplex alakjat:

p(t) = aog+ Z ay cos(kt) + Z b sin(kx)

k=1 k=1
K

p(t) _ Z Ckez'kt

k=—K

Ez a kifejezés 2K + 1 egyiitthatot tartalmaz, és ezeket az egytitthatokat szeretnénk
meghatarozni ahhoz, hogy végiil megkapjuk a legjobb kozelitést az N ponton atha-
lado fliggvényre.

2. Megjegyzés. A komplex alakban szerepld ¢y egyiitthatok a (15)-ben szerepld ki-
fejezés felhaszndldsdval kaphatoak meg ag, aq, ..., ax, by, ..., by eqyiitthatokbol.

8. Tétel. Adott 2K + 1 kilonbozé pont: tg,...,tax € [0,2m) és 2K + 1 érték:
Yo, - --,Yax € R. Ekkor létezik eqy egyértelmien meghatdrozott trigonometrikus po-
linom a kovetkezd tulajdonsdggal:

pK(tk):yk, k:O,,N
a kovetkezd ekvidisztdns felosztdson tekintve:

O0<tg<t1 <ty < ---<ty_1<2m
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A Lagrange-féle alappolinom segitségével a trigonometrikus interpolaciés polinom a
kovetkez6 forméaban adhaté meg, ha N = 2K + 1 alaku:

pi(t) = Z Yrli(t)

ahol [ (t) képletének felirdsdhoz felhasznaljuk a Dirichlet-féle magfiiggvényt:
6. Definicié. Dirichlet-féle magfigguénynek nevezik a
n n . 1
o sin(n + 5)x
= e =142%» cos(kr) = ———, x € [—m, ]
k:zn kz:; Szn(ﬁ)
fugguénysorozatot.

Felhasznélva az el6z6 képletet

LN-1) .
2 2 Slnth
D(t N = — 4 — k:t 21
(t, + ; cos( Nsmlt (21)

ahol N pératlan pozitiv egész szam. Vegyiik észre, hogy D(x, N) linedris kom-
bindcidja az e megfeleld hatvanyainak, és kielégiti a kovetkezd feltételt:

0, ham#0

L ham =0 m=(0,...,2K) (22)

D(t, N) = {

Az (21) és (22) feltételek egyértelmiien meghatérozzak az [ () interpolacids alap-
polinomot:

sin 3N (t—tx)

; NeinI(—tn)’ (1) ha t 7 t, sinc LN (& — t)
1) = Dt — 1, Ny = V0 -2t
i ﬁ’ hat:tk SlnC§< - k)
t—0

A sinc fiiggvény alapvetd jelent6ségli a jelek viszszadllitasandl, egyenletes el-
oszlast mintavétel esetén. Két tipusa van, ahogy a (6) .&brén is lathato:
(i) normalizélatlan: sinc(z) = %(x)
(ii) normalizalt: sinc(x) = w
A figgvény normalizdlasanak hatasara a teljes szamegyenesen vett hatarozott in-
tegralja eggyel lesz egyenlo. A mésik esetben ez az érték m-vel lesz egyenld.

Térjlink at arra az esetre, mikor N = 2K alakid. Ekkor

2K—1

prc(t) = Y yeli(t), (23)



—Om —4mr —27 0 27 b G

_ sin(z)
T

sin(rx)

™

6. dbra. Sinc fiiggvények: normalizalt: kék, normalizalatlan: piros

alakban keressiik a trigonometrikus polinomot. A Dirichlet-féle magfiiggvény a
kovetkezo formaban irhato fel:

N-1

N =

1 1 1 2
D(t,N) = — + —cos =Nt +

It _sin%Nt
TN TN N £ cos(kt)

- Ntgit

—

Ebben az esetben is érvényes a (22) feltétel, m = (0,...,2K — 1) esetén. Ekkor az
interpolaciés polinom a kovetkezd alakban irhaté fel:

sin %N(tftk) ha ¢ 7&15 . 1
Nigl(i—tp)’ k sincgN(t—1t) 1
. tglnt = T 1 cos §<t — t1)
lim 2 , hat = tr SIe Q(t tk)
t—0 Nsin gt

L.(t) = D(t — t, N) =

Lathatjuk, hogy () képletében nem szerepel sin 3 N'¢, mivel ez a fiiggvény minden
t,, pontban nullaval egyenld.

A 8.tétel N = 2K esetben is érvényben marad a megfelel6 (23) alaki poli-
nomra alkalmazva. A 2.tétel szerint a trigonometrikus polinomokkal tetszéleges
pontossagra megkozelithetd az eredeti 27 szerint periodikus fiiggvény. Tehat a min-
tavételezett pontokra illesztett trigonometrikus polinommal rekonstrudlhatjuk az
eredeti folytonos jelet.
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3.5. Ablakfiggvények

A mérnoki alkalmazdsokban a Shannon mintavételezési tétel adja meg arra a
valaszt, hogy milyen gyakorisaggal kell a jelet mintavételezni, hogy az eredeti foly-
tonos jel visszadllithatd legyen. A tétel szerint a mintavételi frekvencidnak a jel-
ben el6forduld legnagyobb frekvencia kétszeresénél nagyobbnak kell lennie ahhoz,
hogy a jel altal tartalmazott informacié teljes mértékben megmaradjon. Tehat is-
merniink kell a mérendé jelben talalhato legnagyobb frekvenciat ahhoz, hogy f
értéke megfelel6 legyen. Mi torténik akkor, ha nem ismerjiik ezt az értéket? Ek-
kor un. alulatereszté sziirét kell hasznalnunk, ami egy adott fp-ndl magasabb frek-
vencidju tagokat kisziiri a jelb6l. Egy idedlis sziir6 az fy-nél alacsonyabb frekvenciaju
komponenseket atengedi, a nagyobbakat pedig kisztiri. A valésagban ilyen sziir6 nem
létezik, de elég nagy pontossaggal kozelitheto. Tovabbi probléma, hogy a szlir6 az
atereszto tartomanyban valamennyire moédositja a jelek fazisat is, vagyis egy adott
frekvenciaju szinuszos jel a sziiré alkalmazasa utan valamekkora faziskéséssel jelenik
meg, raadasul ez a késés fiigg a jel frekvenciajatol is.

A gyakorlatban a véges kiterjedésii jelek savszélessége® mindig végtelen, és a

fS Z 2fmax

T At

feltétel szerint végteleniil kicsi mintavételezési tavolsagot kell alkalmazzunk, ami
nyilvan nem teljesithet6. Ebben az esetben is alulatereszté sziir6t alkalmazunk,
vagyis a mérendd jel Fourier-transzformaltjit egy véges tartéju® fiiggvénnyel szoroz-

zuk:
N-1

D, = At Z wy f (kAt)e2mmkat (24)
k=0
ahol a wy, Un. ablakfiiggvény. A diszkrét Fourier-transzformalt eredményéiil kapott
D,, érték az eredet f(t) jel folytonos Fourier-transzformaltjanak becsldje a f,,, = %t fs
helyeken. Ez a becslés torzitott, ami a kovetkezoképpen irhato le:

Dy = (D * W)(fim)

ahol D, a mintavételezett jel spektruma, W pedig a folytonos ablakfiiggvény Fourier-
transzformaltja.

A kiilonféle szlirok tervezésének nagy irodalma van, szakdolgozatomban nem
térek ki erre a teriiletre, hanem a sziirok hibdjanak csokkentésére szolgalé ablak-
fiiggvényekkel foglalkozom. A diszkrét Fourier-transzformalt a mintavételezett sza-
kaszt periodikusnak tekinti, ennek kovetkeztében a kezdeti és befejez6 ugrasok helyén

5S4vszélesség: a legnagyobb és a legkisebb frekvenciakomponens kiilonbsége.
6Ahol a fiiggvény nem nulla.
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magas frekvencias komponensek keletkeznek, amelyek a kapott spektrum eltorzitdsat
okozzék. FEzért a mér fent emlitett (24)-ben ablakfiiggvénnyel idében lesziikitjiik
a mintavételezett jelet, a fennmaradd intervallumon pedig nullanak tekintjik a
fiiggvényt, igy kikiiszobolhetok az emlitett magas frekvencias komponensek. Ezutan
alkalmazhatjuk a diszkrét Fourier-transzformaciot. Sajnos még a csonkito fliggvé-
nyek hasznélata is torzitast okozhat, de mar kisebb mértékben, ezért fontos, hogy
megfelelo ablakfiiggvényt valasszunk a mintavételezési folyamat soran.

Rectangular
Hanning
Harmrring
Bartlett
Blackman
Kaizer
: Gaussian

|| —#— Flat-top

7. abra. Fontosabb ablakfiiggvények idétartomanyban

A (7).abran a fontosabb ablakfliggvényeket lathatjuk idétartomanyban nézve.
Tekintsiik at ezen csonkité fiiggvényeket:

Rectangular:

Hanning:

Hamming:

1, halt|<E
w(t) { 0, kiilsnben

1 27t
wipy = { 3[1—cos ()], maos<i<
0, kiilonben
2t
w(t) = | 054+ 046c0s (%), mao<i<tz
0, kilonben
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Bartlett:
x, ha0<t<Z
wit)y=49 2-2 haZf<t<L
0 kiilonben

Blackman:

w(t) =

0.42 = 0.5c0s (24 ) +0.08cos (#21), ha0<t<L—1
0, kiilonben

A t6bbi ablakfiiggvény képlete megtalalhat6 a [11] hivatkozasban szerepld jegy-

zetben.
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4. Szimulaciés eredmények

4.1. Hangjelek analizise

Ebben a fejezetben bemutatom az altalam Matlab programcsomagban készitett
grafikus feliiletet, amellyel kiilonb6z6 frekvenciaju periodikus hangjelek analizisét
lehet elvégezni. A T periodus id6 reciproka adja meg a hang frekvencigjat, mérték-
egysége a Hertz [Hz]. A mély hangok alacsonyabb, mig a magas hangok magasabb
frekvenciajuak.

A mellékelt CD-n talalhaté start.m fajl futtatdasaval indul el a program. (Elérhet6
ezen a weboldalon: http://nagyzsuzsad.web.elte.hu/hangjel/)

Bl Figure 1: Hangjel analizis = | O )
Paraméterek B 0 [ fs= 0 kiz B s sec Mintavéielezés
Paraméterek: delta t= 0.0001 N= 50000 delta = 02

[ EEers Kz
, Ered?h szinuszjel (idétartomanyban) DFT alappontok szama 1024
0.5 g

£

@

s 0 B

=

@

05 i
R 1 | |
0 200 400 600 800 1000 1200
alappontok szama
. Frekvencia tartomany
10 T T T T T T

S 10 B

=

:EL Wk i Ablakfuggvény

®

107

Il 1 Il 1 1 Il 1 Il Il
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 Exit
frekvencia komponensek

8. dbra. Grafikus feliilet f6ablaka

A 8.abra mutatja a grafikus feliilet féablakat. A legfels6 sorban pirossal jelzett
paramétereket elére meg kell adnunk. A Mintavételezés gombra kattintva pedig
megjelennek a méasodik sorban 1évo paraméterek, amit a program szamol ki a meg-
adott értékekbol. A harmadik sorban lathaté egy Sound gomb, amire kattintva meg
is lehet hallgatni azt a hangot, amit mintavételeziink, az altalunk megadott frek-
vencian.

Esetlinkben a normal zenei A hangot vélasztottam, aminek a frekvenciaja 440 Hz
és b masodpercig tarté részt vagtam ki a jelbdl, 10 kHz mintavételezési frekvencia
mellett. A 9.4abra tartalmazza az A hang felharmonikusait”.

TA (9) képletben szerepld k jeloli a felharmonikusokat.
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A DFT alappontok szama jelen esetben 1024, mivel a diszkrét Fourier-transz-
formalt, ami a programban gyors Fourier-transzformaltat jelent, kettohatvany min-
tavételezési pontszam esetén miikodik a leggyorsabb futasi idével. A Plot gomb
segitségével lehet megjeleniteni a megadott pontszam szerint mintavételezett jelet

idotartomanyban nézve.

Note Frequency

low low low A f=55Hz

low low A f=110Hz
low E f=165Hz
low A f=220Hz
middle C* f=275Hz
middle E F=330Hz

approx. middle G =~ f= 385 Hz

middle A JS=440Hz

Harmonic
fundamental
second

third

fourth

sixth
seventh

eighth

9. abra. Az A hang felharmonikusainak frekvenciai [12]

Ezt kovetoen az FFT gombra kattintva lehet latni ezt a jelet frekvenciatar-
tomanyban. Ekkor megjelenik egy kiilon ’figure’ is ami ugyanezt az dbrat mutatja
(10.4abran lathatjuk), ami megkdénnyiti a nagyitds lehet6ségét, konnyebben meg-
vizsgalhatjuk a kiilonboz6 frekvencidkat. Ezen az dbran az értékeket logaritmikus
Ez azért fontos, mert a nagy értékeket és az aranyokat
logaritmikus skélan tudjuk a legkénnyebben leolvasni.

skalardl olvashatjuk le.

View Inset Tooks Desktop Window Help
il | b ANV EL- 2|0 |aD

Frekvencia tartomany

S

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
frekvencia komponensek

10

. abra. Frekvenciatartoménybeli jel

Térjlink vissza a 8.abrahoz. Lathatunk egy listat, amiben szerepelnek a 3.5
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fejezetben megismert ablakfiiggvények. Innen kivélasztjuk a kivant fiiggvényt,
amivel még az idobeli fliggvényt csonkitjuk, majd ezutdan a program alkalmazza
a gyors Fourier-transzformaciét. A 11.&bra mutatja az ablakfiiggvénnyel transz-
formalt jelet és az eredeti frekvenciatérbeli jelet, ezaltal konnyen 6sszehasonlithatdak.

B Figure Li Hangjel analizis (===
B Figure 3 = | B )

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help | vételezés

Node| A 0De4- 20O

— ablakfliggvény nélkil
— Hanning ablakfiiggvénnyel
10 T T T T T T T T T 1024

I

amplitido
S

| | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 .
frekvencia komponensek Exit

11. abra. Ablakfiiggvény alkalmazasa

4.2. Rezgésanalizis

A rezgésanalizis egyik gyakori alkalmazasa a kiilonféle gépek, berendezések di-
agnosztikdja. Egy géprendszer osszetett iddjele, minden esetben az alkatrészek
miikodése, vagy hibaja miatt kialakulé harmonikus rezgésekbdl tevodik 6ssze. Minél
tobb ilyen alkatrész talalhato a berendezésben, anndl tobb Osszetevobdl jon létre a
rezgésmérési eredmény, igy természetesen a kiértékelés soran is nehezebben lehet
oket beazonositani vagy az esetleges meghibdsodas okéra fényt deriteni. Az idoben
lejatszddo folyamatok altal keltett szinuszos rezgések a Fourier-transzformacié segit-
ségével a frekvenciatartomédnyba transzformalhatok.[14]

4.2.1. Motordiagnosztika

Az Audi Hungaria Motor Kft.-nél toltott szakmai gyakorlatom soran az volt
a feladatom, hogy a motor fotengelyének rezgésébdl jové mért jeleket feldolgoz-
zam kiilonboz6 paraméterek szerint. Egy grafikus feliiletet készitettem, amelynek
segitségével a mérnokok ezeket a mért jeleket vizsgdlva kovetkeztetni tudnak az
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esetleges meghibdsodasra. Ez nagyon fontos a motor tervezésénél is, mivel igy ki-
javithatéak a hibak, miel6tt elkésziilnek és forgalomba keriilnek.

0 P b e
Filename Messung_Audi_100%_KW3Z_Drz.-Kanaele.txt

Neustarten Datei aus MESSUNG

Drahzahlen | 4000 4500 5000 5500 6000 6500

4 ol

|
e no

—_—
g Drehrichtung

- |
B

L A& o e o=
L —

12. abra. Motor f6tengelyének rezgésanalizise

A 12.abra mutatja a grafikus feliilet foablakat. A beolvasott adatokat kiillonboz6
fordulatszdmpontok® szerint vizsgalhatjuk, mivel a legtobb géphiba frekvencija for-
dulatszamfiiggd. Az elsé dbra az eredeti mért jelet abréazolja, itt diszkrét értékek
szerepelnek, a konnyebb atlathatdsdg kedvéért vannak osszekotve az értékek. A
masodik az interpoldlt értéket mutatja. A harmadik és negyedik abra a gyors
Fourier-transzformalt segitségével szamolt amplitudot és fazist mutatja. Allithaté
a koriilfordulas iranya is, aminek a program lefutasanak végeztével a transzformalt
adatok kiirasandal van fontos szerepe.

A 13.&bra abban kiilonbozik ez el6zo feliileten lathaté harmadik és negyedik
abratol, hogy itt felharmonikusok szerint lathatjuk a spektrumot. A kivalasztott
fordulatszampontok azonos sorszamu Fourier-egyiitthatéi vannak osszefiizve fordu-
latszam fiiggvényében. Ezaltal tudunk kévetkeztetni egy alkatrész miikodésére vagy
meghibdsodasara.

8Fordulatszam: a forgd testek, alkatrészek, gépek idGegység alatti teljes korforgasainak szdma,;
[1/min] vagy [Hz] mértékegységben.
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Amplitude
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13. dbra. Felharmonikusok dbrazolasa amplitudé és fazis szerint

A gyors Fourier-transzforméacio hasznélata utan komplex értékeket kapunk, ame-
lyek hossza és fazisszoge adja az amplitudét és fazist. Onmagdban csak az amp-
litudo értékek adnak lényeges informaciot, ezért a fazis csak az amplitudéval egyiitt
értelmezhetd. A jelentGsége abban all, amikor egy-egy meghibasodésra utald frek-
vencian talalhaté magas amplitidot tobb kiilonféle hiba is okozhatja.

4.2.2. Egy ventilator rezgésének mérése

Mivel a szakmai gyakorlat soran vizsgalt adatokat nem hasznalhattam fel, ezért a
BME-VIK, Méréstechnika és Informacios Rendszerek Tanszéken végeztiink mérése-
ket Sujbert Lészld segitségével. Egy Gtlapatos ventilator rezgését mértiik. A mérési
paraméterek a kovetkezok:

(i) frekvencia: 440 Hz
(ii) mintavételi frekvencia (fs): 48 kHz
(iii) mintavételezés hossza (L): 10 sec
(iv) mintavételezési pontok szdma (N): 210 és 216

A 14 .3bra mutatja a mintavételezett jel spektrumat. Az informdacié mérés-
technikai szempontbdl nagyitassal veheto ki, vagyis hol és milyen magas spekt-
rumvonalak jelennek meg. Ebben az esetben nem alkalmaztunk ablakfiiggvényt
a diszkrét Fourier-transzformécié el6tt. A transzformalt jel a frekvenciakomponen-
sek fliggvényében van dbrazolva 48 kHz mintavételi frekvencia mellett.
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14. dbra. Mintavételezett jel spektruma

A 15.4bra mar nem 1024 pontszadm mellett mintavételeztiik a jelet, hanem 26,
mivel a novelés hatésara 48 kHz/2'9 <1 Hz felbontés mellett mar pontosabban tud-
juk megfigyelni, hogy milyen frekvencidkon van rezgés.

15. 4bra.

A 16.abran lathatjuk az el6z6 abra 0 és 300 Hz kozotti nagyitasat. 48 Hz-nél
van az els6 lokalis maximum érték és 240 Hz-nél az utolso lokdlis maximum érték,
ami az el6bbi érték otszorose, vagyis arra kovetkeztethetiink, hogy valéban 6tlapatos
ventilator rezgését mértiik meg. Ahhoz, hogy a ventilator meghibasodasarol tudjunk
kovetkeztetni tin. a priori ismeretek sziikségesek. Ha nem rendelkeziink ilyennel,
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1] a0 100 140 200 2460 300

16. abra.

akkor latnunk kell egy olyan spektrumot, amin a ventilator hibas volt és amin nem.
Az 6sszehasonlitas utan tudunk kovetkeztetéseket levonni.
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5. Osszefoglalés

Szakdolgozatomban a Fourier-sorok elméletének bemutatasa utan a Frekvencia-
analizis keretein beliil a digitalis jel mintavételezésének vizsgalatan keresztiil jutot-
tam el az altalam készitett grafikus feliilet bemutatasahoz.

Az els6 fejezetben a Fourier-sorok elméletét tekintettiik at. Azon beliil a torténeti
hattér bemutatasaval kezdtem. Ezutan a trigonometrikus rendszer teljességét és a
Fourier-sorokat tanulmanyoztuk L? fiiggvénytérben.

A kovetkez6 fejezetben a harmonikus rezgémozgast leird jelek analizisével foglal-
koztunk. Fzt a periodikus jelet trigonometrikus polinomok segitségével modelleztiik.
Majd ratértiink a Fourier-sor komplex alakjara, amit leggyakrabban hasznédlnak a
jelanalizis soran. Mindezek utédn a folytonos és diszkrét Fourier-transzformécioval
kapcsolatos definicidékat és tételeket tekintettiik at. Ezutan a mintavételezés fo-
lyamataval ismerkedtiink meg, felhasznalva a diszkrét Fourier-transzforméaciot. A
fejezet végén a kiilonféle ablakfiiggvények tipusait ismertiik meg.

Végiil az utolso fejezetben bemutatom az altalam készitett grafikus feliilet hasz-
nalatat, aminek segitségével kiillonbo6zo frekvenciaju hangjeleket lehet vizsgalni. Ez-
utan a szakmai gyakorlatom soran készitett grafikus feliilet bemutatasa kovetkezett,
amelynek segitségével a motor fotengelyének rezgésébol jovo mért jeleket lehet meg-
vizsgalni. Végiil egy ventilator rezgésének diagnosztikdja sordn elért eredményeket
lattuk.
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