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"A hindosztani, mind a hat b&szen vitatkozott;
Amit tapasztalt, ahhoz mind vadul ragaszkodott.

S lam, mindnek volt igaza is, s mind is csalatkozott."

(Vakok el6tt az elefant; forditotta: Banyay Géza)



1 Bevezetés

Van egy régi indiai torténet, amely arr6l szol, hogy miként probalja meghatarozni hat vak ember,
hogy milyen is az elefant. Mindegyik az allatnak egy masik részét tapogatta, igy mind a hatan
teljesen méas kovetkeztetésre jutottak az elefant természetét illetGen. A torténet tanulsaga sok
hasonlésagot mutat a modellezéssel kapcsolatban. Egy 6kologiai rendszer matematikai modelljét
sokféleképpen fel lehet irni, igy minden alkalommal més-mas eredményre juthatunk.

Az igazi, matematikai alapokra épitkez6 populacio dinamika Lotka [10] és Volterra [11] munkai-
val kezdGdtek. Az évek soran kinGtte magat az egyik legérdekesebb tudoméanyteriiletek kozé és
méara a tudosok kozkedvelt kutatasi teriilete lett. JelentGsége az alkalmazhatdsagaban rejlik, ahogy
a minket koriilvevs vildgot tudjuk modellezni, segitségével konnyebben megérthetjiik a természet
dinamikajat.

A matematika, kiilonosképpen a differencidlegyenletek jatszanak nagyon fontos szerepet a ku-
tatasokban. Régen a biologusokat egyaltalan nem foglalkoztattak a matematikai modellek, méara ez
a szemlélet rohamosan megvaltozott. Komplex problémak megértéséhez teljesen elengedhetetlenek
a kvalitativ modszerek, és sokszor a szamitogépes szimulacié az egyetlen méd hogy egy modellt rés-
zleteiben megvizsgaljunk. Igy sziikségszertien kialakult a kutatok egy rétege, akik komoly matem-
atikai hatteriiket felhasznélva vizsgaljdk a természet jelenségeit. Az egyik legnehezebb feladat
a megfelel6 modell feldllitasa egy adott problémara, ezért is mondjak, hogy a modellezés sokkal
inkabb mtivészet mint tudomany.

A dolgozatban harom dimenzids két ragadozo6 és egy zsdkméanybol all6 modelleket fogunk be-

mutatni, melyekkel kapcsolatban a kdvetkezd kérdésekre szeretnénk valaszt kapni:

e Hogyan viselkedik a rendszer a tartoméany hatarain: (z,y;) és (z,y2)?
e Van-e belsé egyensily, és feltétel az egyiittélésre?

e Képes-e levaltani a mutans y; ragadozo6 a rezidens ys-t, vagy forditva?
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Ezeknek a modelleknek széles irodalmuk van, szdmos cikk és konyv jelenik meg a téméval
kapcsolatban. A dolgozat felépitése a kovetkezs:

A 2. fejezet 2.1 alfejezetében ismertetjiik a zsdkmany fajnal alkalmazott noévekedési fiig-
gvényeket. A 2. fejezet 2.2 alfejezetében felirjuk és a 2.3 alfejezetben részletes szdmoléssal lev-
ezetjilk a Holling tipusa funkcionélis valasz esetére vonatkozo stabilitasi eredményeket. A 2. fejezet
Osszefoglalasa az alkalmazott matematikai eszkdzoknek és biologiai modelleknek amelyekre a sza-
kdolgozat épiilt.

A 3. fejezet f6leg sajat eredményekre épiilt. A 3.1 alfejezetben megvizsgaljuk a két ragadozobol
és egy zsakmanybol allo6 Lotka-Volterra rendszert. A 3.1.2 szakaszban kiszamoljuk a 3.1.1 sza-
kaszban felirt modell egyensulyi pontjait, majd a 3.1.3 szakaszban elvégezziik ezek stabilitasvizs-
galatat. A 3.1 alfejezet tovabbi részeiben interpretaljuk a kapott eredményeket, azok szimulécidit
és biologiai magyarazatukat, végiil pedig kitekintést tesziink a modell tovabbi fejlesztési és vizs-
galati lehetGségeire. A 3.2 alfejezet 3.2.1 szakaszaban felirjuk az Gsszetett territorialis modelliinket
alkoté paramétereket és hasznalt jeloléseket. A 3.2.2 szakaszban felirjuk a modelliinket, melynek
vizsgalatait az alfejezet tovabbi szakaszaiban fogjuk elvégezni.

A fejezetekben ismertetett szamitogépes szimulaciokat a Wolfram Mathematica 8.0 segitségével

késziiltek.

2 Eddigi matematikai modellek

Ebben a fejezetben ismertjiikk az Okologiai rendszermodellek leirdsara és vizsgélatdra hasznalt
matematikai egyenleteket, melyek a vizsgalataink koézponti részét képezik. Hasonlé rendszerek
leirdsara hasznalt modellek irodalma hatalmas és rengeteg megkdozelités létezik, ezek koziil azokat

ismertetjiik melyeket mi is hasznaltunk a problémank vizsgélatakor.



2.1 Novekedési modellek

Egy faj fennmaradasanak sziikséges feltétele, hogy a szaporodasi rataja meghaladja a haldlozasi
ratajat. A populaciédinamika is ilyen fajok kélesonhatasait vizsgalja. Els6 igazan fontos képviselGje
Thomas Malthus, angol demografus volt. Angol nemesi csaladok vizsgalata kdzben alkotta meg
népesedési elméletét, amely minden mai névekedési modell atyja lett. A kovetkez6kben megvizs-
galjuk az altala kinalt képletet.
Legyen z(t) a populécio létszama a t id6pontban, a > 0 és v > 0 pedig a sziiletési és a halalozasi
rata, ekkor az
#(t) = (@ — 7)z() (1)
Osszefiiggés meghatarozza meg a faj 1étszamanak idébeli valtozasat. Legyen z(ty) = xo a kezdeti
létszam és r = o — 7y a bels6 novekedési rata, igy a megoldas egy exponencialis névekedési gorbét
hataroz meg:

z(t) = zoe™. (2)

Hib4ja azonban ennek a modellnek, hogy a ¢ — oo hatarérték esetén x(t) — oo, azaz a modell
korlatlan névekedést mutat, ami természetesen véges eréforrasok mellett nem lehetséges.

Ett6l elényosebb az tgynevezett logisztikus névekedési modell:

() = ra(t) (1 - i[?) , (3)

ahol a K értéket nevezziik a természet fenntartd képességének. Konnyen lathato, hogy = = 0 és
x = K esetén nem torténik valtozas a populaciéo méretében. A 0 < z < K értékek esetén a létszam
novekszik, hiszen a derivalt r (1 — 2%) értéke pozitiv, mig x > K-ra a derivalt negativ, tehat a
létszam csokken az idével. Logisztikus novekedés esetén gorbiiletet valt a fiiggvény az inflexios
pontjaban, ez pedig a

#(t)=r (1 - 2%) =0 (4)



. . K
egyenlet megoldésa, ami x = 5

A differencidlegyenletet megoldva kapjuk a zsdkmény létszamat leird gorbét:

K[L’g
(K — xg)e " + g

z(t) = (5)

amely viselkedését a nevezdben 16vS e~ tag hatarozza meg. A logisztikus novekedés fiiggvényét az
1. abra hivatott szemléltetni, ez megtaldlhato az 5. fejezetben, ahol a szimulaciokat 6sszefoglaltuk.
Ennek az elényei a Malthus-féle modellel szemben, hogy figyelembe veszi a K természeti korlatot,

igy a faj nem tud minden hataron tul szaporodni, azaz

Kl'o
li = K.
i (K —xp)e "t + xg

2.2 Funkcionalis valasz

Egy ragadozo-zsakmany kolesonhatasban fontos vizsgalnunk, hogy a ragadoz6 miként hasznositja
az elfogyasztott taplalékat. Az utobbi években a vizsgalatokban elGszeretettel alkalmazzak a
Holling-tipust funkcionalis valaszokat. A modell elénye, hogy tetszdleges szami zsakmany esetén,
nem tud minden hataron tul szaporodni a ragadozé. Tehat a szaporodas mértékét befolyésolja
az ugynevezett m > 0 ragadozési rata, ¢ > 0 hasznositasi rata és a > 0 félszaturacios allando, a
zsdkmany x(t) és a ragadozo y(t) létszama is. Ezen modellek koziil a Holling I1. tipust funkcionalis

véalaszt fogjuk alkalmazni:

t
_ma(t) (6)
a+ x(t)
A v > 0 halalozési ratat figyelembe véve kapjuk meg a ragadozo faj egyedszaménak differenciéle-
gyenletét:
1) = (e "0y 7
P = I ey Y



2.3 Ragadoz6-zsakmany kolcsonhatas

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogyan is viselkedik az egy ragadozobol és egy zsakmanybol allo
rendszer. Erre a természetben nehezen talalunk példat, hiszen ritkan fordul el§ olyan, hogy két faj
ennyire el tudjon szigetel6dni a t&bbitsl. Mégis ha figyelmiinket a szélsGséges életkoriilményekkel
rendelkez§ teriiletek felé iranyitjuk, akkor kénnyen taldlunk is ilyenre példat, a hiaz és a sarki nyul

esetében. A matematikal modell ebben az esetben:

) x(t) ma(t)y(t)

x(t) = ra(t)|1— -

mx(t()y(t) K ) a+ xz(t) . (8)
a+az(t) ()

Elgszor megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek mellett alakulhat ki bels6 egyenstilyi helyzet. Ehhez
megoldva a

z(t) = 0

yt) = 0
egyenletrendszert, kapjuk a kovetkezd egyensiilyi helyzeteket:

Ey(0,0), E\(K,0),  E(z79),

és g = L (1- £) Ezek koziil szamunkra a pozittv megoldas E(Z,§) az
m—y ¥ K
érdekes. Egyszerti megfontolas alapjan adodik, hogy

ay

ahol z =

cm > vy

K o> - ©)

cm — vy

feltételek sziikségesek, hiszen ezek biztositjak a belsG egyensilyi helyzet pozitivitdsat. A em > v
feltétel biologiailag annyit jelent szamunkra, hogy a ragadozonak megfelel6 mennyiségi taplalékot

kell fogyasztania ahhoz, hogy a szaporodasi ratdja meghaladja a haldlozasi ratajat, igy fenn tud
ary
cm — vy

maradni, a K > feltétel pedig azt jelenti, hogy az egyensilyi helyzetben a zsdkméany



faj létszamanak kisebbnek kell lennie a természetfenntartd képességnél. A Jacobi matrix az E

egyensilyi pontban legyen

o em _me Ao tatytem)y
fod = a+z a+Z — crm(cm—-~y c
J|E(£’g) acmy meE (—ay—K~y+cKm)r 0 ’ (10)
(at7)? atz Km
A karakterisztikus polinom
PQ()\) :)\2+CL1)\+CL0, (11)
ahol
o rlalemin)+K(-em)
1 cKm(cm—) ’
(12)
an = yr(—ay+cKm—yK)
0 = cKm :

Ha az egyensilyi helyzet pozitiv (marpedig szamunkra ez az érdekes), azaz & > 0 és § > 0, akkor
ag > 0. Tegyiik fel, hogy
a(em +7) + K(y —cm) > 0, (13)

ekkor az egyensiilyi helyzet E(i, y) aszimptotikusan stabil. Ismert eredmény, hogy
T(em+vy) < Ky (14)

esetén az egyenstlyi pont koriil megjelenik egy stabil hatarciklus.

3 Vizsgalatok

3.1 Lotka-Volterra rendszer
3.1.1 A modell

Ebben a fejezetben kitériink egy egyszeriibb harom fajbol (egy zsdkmany és két ragadozo) allo

rendszer vizsgalatara, melyhez hasonlé rendszereket vizsgaltak mar [14], [10], [11], és [12]. Ez tula-
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jdonképpen az egyszertsitett valtozata az altalunk vizsgalt rendszernek. Legyenek az egyenleteink

a kovetkezsk:

T = a:(r — a1 T — apy; — 313}72)
o= yi(ar —agsy, — ) ’ (15)
Yo = Yo(€ar — azy; — 7o)

ahol z-el jeloljiik a zsakmany faj létszamat, vy, és yo-vel pedig a két ragadozoé 1étszamat. A kovetkezd

tablazatban Gsszefoglaljuk az egyes paraméterek jelentését:

Paraméterek Jelentésiik
r>0 Zsakmany faj bels6 novekedési rataja
a;; >0 Intraspecifikus kompetici6 a zsdkmany fajnal
aip > 0és a3 >0 Y1 és yo ragadozasi rataja (16)

ass > 0 6és azy > 0 | 1 és yo fajok kozotti versengés mértéke (interspecifikus kompetico)

€0 >0és € >0 Y1 és Yo hasznositasi rataja

y1>06és v >0 Y1 és yo haldlozési rataja

3.1.2 Egyensilyi helyzetek

El6szor nézziik meg, milyen egyensilyi helyzetek fordulhatnak els, majd vizsgaljuk meg a stabil-

itdsukat. Megoldva a kdvetkezs egyenletrendszert:

i o= 0
o= 0 ¢, (17)
y2 = 0

kapjuk azokat a lehetséges egyensiilyi pontokat, melyek a pozitiv oktdnsban vannak. Kezdjiik a

tartoméany hataraival, mikor legalabb az egyik valtozé 0. x = 0 esetén a kovetkezd megoldasok
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lesznek: (0,0,0), (0, —%, —%), melyek koziil a masodik nincs a pozitiv oktansban, igy olyan

megoldasunk nem lesz, ahol a zsdkmany kihal, de a ragadozok fennmaradnak. Ennek a biologiai
magyarazata, hogy a ragadoz6 nem tud fennmaradni taplalék nélkiil. A kovetkezs eset, amikor y;

és yo koziil legaldbb az egyik 0. y; = y2 = 0 esetén kapjuk a mar ismerten kiviil a kévetkezdt:

(==,0,0). y2 = 0 esetén pedig a kovetkezd megoldasunk lesz: (Z—ll, %

o ,0). Hasonlé szamolassal

kapjuk azt az esetet, amikor y; = O: (Z—j, 0, %) Megvizsgéalva a tartomany belsejét, amikor

egyik valtozo sem lesz 0, lathatd, hogy a

r—anT —apy; —aigy, = 0
€1 — A23Y9 — M1 = 0 (18)
€20 — a32y1 — V2 =0

linearis egyenletrendszernek egyetlen megoldasa lesz:

< A12a2379 1+ A132327Y1 + A23a32T  —a112237Y9 + A13Y1€2 — A137Y9€1 + A23T€2  —a11a327Y1 — A127Y1€2 + A1279€1 + 3327“61)
) ) .
a11a23a32 + a12a23€2 + a13a32€1 a11a23a32 + a12a23€2 + A13a32€1 a11223a32 + a12a23€2 + a13a32€1

Osszegezve a (17) egyenletrendszer stabilitasi szempontbél érdekes megoldésait, kapjuk a kovetkezd

nemnegativ egyensilyi pontokat:

r -~ ~ ~
Eo0(0;0;0), Ey <—;0;0> , E1o (Z;91;0), Eor (2;0; 92) ,

a1
és végiil a belsd egyensilyi pont

By = E (2% y1505)
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ahol

5 — 1
T -
€1
g _  ra—anm
1 aizer
2, — 2
T - 2
€2
Q _  Trea—anivye
2 a13€2
l’* R 21222379 +a13a3271 +a23a327
) a11a23a32+ai2a23ez+aizazzel
y* .__ 2112237912137 1€2—a13Yo€1+a23T€2
- allazzasztalzazzeztaizaszel
y* . Ta11a3271—31271€2+312Y9€1+3327T€1
2 - a11a23a32+a12a23€2+2a13a32€1

melyek pozitivitasahoz a kovetkezo feltételek sziikségesek:

rer > a1, (19)

rea > a1, (20)
a137Y1€2 + Ag3T€a > 1142379 + A137Y9€1
a127Y9€1 + agoT€1 > a11a327yq + a127Y€2.

3.1.3 Stabilitasvizsgalat

Ebben az alfejezetben attériink az egyes egyensilyi pontok stabilitdsanak kérdésére. A bizonyita-
sokhoz t6bb esetben fogjuk alkalmazni a Routh-Hurwitz kritériumot. Bizonyitas nélkiil kozoljiik

a kovetkez§ ismert tételt:

3.1 Tétel (Routh-Hurwitz kritérium). Egy differencidlegyenlet rendszer karakterisztikus polinomja
legyen a kovetkezd alakai:

a N+ -+ aA+ag=0
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Ekkor ha

Ap—1 Ap—3 QAp—p 0

ap Ap—2 QAp—4a Gp—¢

"o — 0 ap—1 Gn_3 Qp_s
0 Qn  Qp—2 Gp—4
0
0 ag
matrizra teljesil, hogy a; > 0, +=0,1,...,n és Hyx; >0, =0,1,...,n, akkor a karakter-

1sztikus polinom stabilis és az 6t meghatdrozo eqyensulyi helyzel aszimptlotikusan stabilis.

3.1 Megjegyzés. A (3.1) tétel feltételei haromdimenzios rendszer P()) := azA\® + aa\* + a1\ + ag

stabilitasi polinomjara vonatkozoan:

as,as,ap,a9 > 0

asa1 — asag > 0.

A vizsgalatokhoz irjuk fel az (15) rendszer Jacobi matrixat:

7 — 28117 — aj2y; — a13¥s —a12% —a13T
J = Vi€1 —ag3yy — V1 T T€y —ao3yy : (22)
Vo2 —az2yy —agayy — Vo T T€2

A kovetkezd tablazatban Osszefoglaljuk az egyes egyensilyi pontokhoz tartozé Jacobi métrixokat

és a hozzajuk tartozo sajatértékeket:
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Jacobi az egyensiilyi pontban Stabilitas és annak feltétele
r 0 0 Ai23 = (1, =71, —72)
JEw=10 =y 0
0 0 —mv Instabil Nyereg
-r —21—3 —?—ff Al23 = <—7“, % — 71 % - 72)
Jlg, = % - T 0
T Stabil ha: 4 o1~
% < 72
—a11 T —a12T —a13T
Jew =1 fhe 0 —aosl Stabil, ha: assj1 + 72 — Tea > 0
0 0 —azy1 — Y2 + Te
—a1 T —a19% —a13%
J| By = 0 —a93le — V1 + T€; 0 Stabil, ha: assyo +v1 — €7 > 0
U262 —a327s 0
—anxr® —apxr® —azx’
Jp, =J" = vi€el 0 —a93y] Instabil, R-H kritérium nem teljesiil.
Va2  —asey; 0

Az Ey egyensilyi ponthoz tartozé Jacobi métrix sajatértékei a fatlojaban 16vs elemek lesznek,

igy az instabilitas vilagosan latszik, ezt kiilon tételként nem fogalmazzuk meg. Az Ey, E1g, Fo1 és

E1; egyensilyi pontokra vonatkozo stabilitasi tételek a kovetkezdk:

3.1 Tétel. Az Ey egyensilyi pont globdlisan aszimptotikusan stabil, ha a paraméterek teljesitik a

ren
a11
reg
a11

egyenldtlenségeket.

< M

< Y2

14
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3.1 Bizonyitas. Az Ey egyensilyi pont Jacobi mdtriza eqy felsd-hdromszog mdtriz, igy a sajatértékeket
a fédtloban lévd elemek adjak. A sajdtértékek negativitdisihoz a (23) egyenldtlenségeknek kell tel-

jestlnie. W

3.2 Tétel. Az Eyo egyensilyi pont, melyre igaz (19) aszimptotikusan stabil, ha a paraméterek
teljesitik a
azfi + Yo — Teg = aga(rer — ann) + ara(ye€r — N1€2) >0 (24)

eqyenldtlenséget.

3.2 Bizonyitas. Az Fyg egyensilyi pont Jacobt mdtrizdnak a karakterisztikus polinomga a kovetkezd:
A+ N (an + a2l + 72 — Te) +
A (1103287, + an@ye + apiiie — andle) +
(a12032TF7 €1 + a12TG17261 — a1 Prer€r),
melyet dtrendezve a kiovetkezd alakra:
A+ N (an T + azl)y + 72 — T€) +
AT (arpfi€1 + ann(asl, +92 — Te)) +
a1aTY1€1( g2l + 72 — Tea),
igy a (24) feltétel esetén, a karakterisztikus polinom egyiitthatdi pozitivak lesznek. Mdr csak a

kévetkezd eqyenldtlenséget kell beldtni:

(a11T + as2¥y + 72 — Te2)T (ar2gi€1 + ar1(asely + 72 — Tea)) —
a12ZY1€1(as2¥)y + v2 — Tex) > 0.
Rovid szdmolds és dtrendezés utdn kapjuk a kévetkezd alakot:
Tapfierar; + xap (an® + asefy + 72 — T€a)(asels + y2 — Tez2) > 0,

melybdl ldtszodik, hogy teljesiti az egyenldtlenséget, igy a Routh-Hurwitz kritérium feltételes tel-

jestlnek, tehdt az E1o eqyensulyi pont aszimptotikusan stabil. W
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3.3 Tétel. Az Ey egyensilyi pont, melyre igaz (20) aszimptotikusan stabil, ha a paraméterek
teljesitik a
agsle + Y1 — L€ = ags(rea — any2) + az(y1€2 — y2€1) >0 (25)

eqyenldtlenséget.

3.3 Bizonyitas. Mivel a két ragadozd szerepe szimmetrikus, igy a bizonyitds hasonlo szamoldssal

adodik mint az Eo egyensulyi pont stabilitdsa esetén. B
3.4 Tétel. Az Ey belsd eqyensilyi pont instabil minden paraméterérték mellett.

3.4 Bizonyitas. Igazoljuk, hogy a karakterisztikus polinom egyiitthator kézil az eqyik negativ, igy

biztosan van pozitiv valos részi gyok. Legyen a karakterisztikus polinom a kiévetkezd:
P(/\) = b3/\3 + bg/\2 + bl)\ + bo.

Ekkor elég beldtni, hogy 3 1, j, ahol i # j, hogy bb; < 0. Vizsgdljuk meg bsby szorzatot. Mivel

bs = 1, igy elég beldtni, hogy by < 0.
UU2Us3

b0:_ ;

Uy

ahol

uy = (agsazar + ai13asey1 + a120237Y2)

—11032Y1 + 32T€1 + Q127261 — A1271€2)
ug = (—a11a23772 — a1372€1 + a23T€s + ar3Y1€2)

(
up =
(
(

o 2
ug = (a11023a32 + a13032€1 + A12a23€2)°,

melyekbdl latszodik, hogy ui,uy > 0 és a (21) pozitivitdsi feltételek miatt ug, ug > 0 is fenndll, igy
by < 0, tehdt a Routh-Hurwitz kritérium feltétele nem teljesil. W

3.1.4 Az eredmények biolégiai interpretacidéja és numerikus vizsgalatok

A modell eredményei vilagosak: ha két ragadozé osztozkodik egy kozos zsakmanyon, akkor mindig

csak az egyikiik fog fennmaradni, tehdt a két ragadozo egyiittélése nem lehetséges. A rendszer
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lehetséges allapotait szemlélteti a kovetkezd bifurkacios dbra két paraméter (e, asy) valtoztatasa

esetén, a kovetkezG paraméterértékek mellett: » = 5, K = 100,a15 = 0.135,a13 = 0.135,¢;, =
0135,’}/1 = 1,’}/2 = 1,&23 = 0.02.

Az egyes tartomanyok a kovetkezd allapotait jelentik a rendszernek:

o A: Fy és Ey is lokélisan stabilis, azaz mindkét ragadoz6 elég erdés az életben maradashoz,

igy a kezdeti értékiik donti el, melyik fog fennmaradni.

e B : FEj globalisan aszimptotikusan stabil, tehat els§ ragadoz6 az evoltucidésan stabil.

o (' : FEy globélisan aszimptotikusan stabil, teh4t a masodik ragadoz6 az evolicidsan stabil.

e D: FEyyés Ey; is instabil, tehat mindkét ragadozo kevés taplalékot hasznosit, vagy keveset
vadaszik, igy kihalnak.

3.2 Megjegyzés. Az Eyy és Fy egyensilyi pontok lokalis stabilitasdnak feltétele megegyezik az
E11 egyensilyi pont pozitivitasanak feltételével.
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3.3 Megjegyzés. Az y;-re vonatkozo Fyy egyenstlyi pont (24) stabilitasi feltétele pontosan az yso
névekménye az adott pontban. Szimmetriai okok miatt ugyan érvényes az y, egyensulyi pontjanak
stabilitasi feltételére. Tehat az egyik ragadoz6 akkor tud fennmaradni megfelel§ kezdeti feltételek

mellett, ha a mésik ragadoz6 létszama csokken.

A kovetkezGkben szimulacidval is alatamasztjuk az eddigi eredményeket. ElGszor a rendszer tet-
sz6leges két dimenzids hatardnak stabilitasat vizsgaljuk meg a kovetkez6 r = 5,20 = 75, K =
100,012 = 0.135,7 = 1,y9 = 75 paraméterek mellett. Mivel a két ragadozd szerepe felcserél-
heté ebben a modellben, igy a szimulacio barmely (z,y1,0) vagy (z,0,y,) lapra érthets. A bal
oldali 4brékon stabil a rendszer, ott ¢ = 0.135, mig a jobb oldali abrakon instabil a rendszer, ott

e = 0.001.
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A 2D-s rendszer viselkedése stabilitds és instabilitas esetén:

pirossal jelolve az x zsékmany és vilagoszolddel az 1 ragadozo.
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Most attériink a teljes 3D-s rendszer vizsgilatara. Megmutatjuk azt az allapotot, amikor
mindkét egyensulyi pont lokalisan stabil, igy a kezdeti értékek hatarozzak meg, hogy melyik faj
fog fennmaradni. A szimuldcidhoz hasznalt paraméterek: r = 5,29 = 60,a;5 = 0.135,a13 =
0.135,¢; = 0.135,¢5 = 0.14,7; = 1,72 = 1,2(0) = 60,4,(0) = 20,a32 = 0.015,a93 = 0.01. A bal
oldali abrakon lathato, hogy y; fog fennmaradni, ekkor a kezdeti érték y2(0) = 20 volt, mig a jobb
oldali abrakon y»(0) = 30 volt:

A 3D-s rendszer viselkedése kiilonbozé kezdeti értékekre:

pirossal jeldlve az x zsdkmany faj, vilagoszdlddel az v, els6 ragadozo, és sotétzdlddel az yo méasodik ragadozé.
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3.1.5 Kitekintés

Erdekes kérdés lenne, hogy mi van akkor, ha n > 2 ragadozé van a rendszerben az hogyan val-
toztatja a stabilitast. Ezen feliil ki lehetne egésziteni a modellt intraspecifikus kompeticidval a
ragadozo fajok esetében is.

Egy masik modellezési eszkoz lehet a foltok bevezetése. Ennek akkor van jelentGsége, ha betelepités-
sel szeretnénk szabalyozni a fajok létszamat. Az dkologiaban, a hagyoményos modellezési paradig-
mak szerint, sokszor térbeli allandosagot feltételeznek. Ez a modell szempontjabol annyit tesz,
hogy a tavolsagnak és a térbeli mozgasnak nincs jelentGsége a rendszer vizsgalatakor, a fajokat
csak ngynevezett foltokon képzeljiik el [2], [3], [4], [5]. Ezek a foltok, vagy teriiletek egyméstol
elkiilonitve helyezkednek el és semmilyen informaciét nem tudnak egymasroél a kiilonb6z6 teriileteken
élok. A mozgast a foltok kozott diffuzioval irhatjuk le, amelybdl két tipust kiillonboztetiink meg, az
on- és a keresztdiffuziot. ElGszor az elsével foglalkozunk, amely egyben az egyszertibb is szamolas
szempontjabol. Amikor csak egy darab rendszeriink van, az olyan mintha a ragadozo-zsdékmany

modelliink egy folton helyezkedne el, ilyenkor eltekintiink a diffaziotol. Két folt esetén a kolcson-

hatast az
#(61) = f(t1),y(t 1)) + do(w(t,2) — a(t, 1)) |
JE1) = gla(t, 1)yt 1) + 6 (1, 2) — y(t, 1)) o)
#(6.2) = F@(t,2),y(t,2) + do(a(t, 1) — 2(t,2))
§(2) = g(x(t.2),y(t,2)) + 5 (y(t,1) — y(t.2))

rendszer hatarozza meg, ahol f és g a két faj kozotti kolesonhatast jeloli. A foltok szaméat a
valtozokon beliili diszkrét indexszel jeloljiik, igy konnyitve a meg az esetleges tobbfaji esetek
bevezetésénél felmeriilé ujabb indexszelési problémak elkeriilését. A 69 > 0 és 6; > 0 pedig a
diffuzios egyiitthatok, amelyek a diffizio sebességét hatarozzak meg. Ekkor a fajok egyszertien
csak a sajat egyedeiket veszik szamitasba amikor egyik foltrol "atkoltoznek" a masikra, tehat

életfeltételeik megitélését csakis a sajat fajtajuk denzitasatol teszik fiiggévé. Fontos kiemelni,
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hogy a fajoknak az egyes foltokon nincs semmilyen informéacioja a mésik folton él6krdl, csakis
a jelenlegi helyzetiik alapjan dontenek. A diffiziot modellezhetjiik keresztdiffazio segitségével
is, ami tobb szempontbdl is praktikusabb. Egyik, hogy ennek specidlis esete az ondiffuzio, igy
nem veszitettiink semmit az 6ndiffizié adta elényokbdl, a masik pedig, hogy a modellt sokkal
életszertibbé teszi. Keresztdifftzio esetén feltételezziik a fajok "intelligenciajat", tehat mozgasukat
nem csak a sajat fajtajuk befolyasolja, hanem figyelembe veszik, hogy a maésik faj milyen hatast

gyakorol az 6 megélhetésiikre:

w(t,1) = f(x(t,1),y(t, 1)) + do(po(y(t, 2))x(t,2) — po(y(t, 1))x(t, 1))
gt 1) = gt 1),y(t, 1)) + o1(pa(x(t, 2))y(t,2) — pr((t, 1)y(t, 1)) | (27)
2(t,2) = flz(t,2),y(t,2)) + do(po(y(t, 1))z (t, 1) — poly(t, 2))x(t, 2))
y(t,2) = g(x(t,2),y(t,2)) + o1(pa(x(t, 1))y (t, 1) — pr(x(t, 2))y(t, 2))

ahol py > 0 monoton névé és p; > 0 monoton csokkend fiiggvényei a ragadozonak, illetve a
zsdkmanynak. Biologiailag ez azt jelenti, hogy a zsdkmany szivesebben jon el egy olyan teriiletr6l,
ahol sok a ragadozo, mig a ragadozé szivesebben marad ott, ahol tébb zsakméany van. Tobb
ragadozo esetén a po(y1(t,2),...,yn(t,2)) fiiggvény adodik, amely tobbek kozott meghatarozza a
zsdkmany mozgésat a foltok kozott. Tegyiik fel, hogy

a1z > a3 > -+ > A1(n+1);

ekkor értelemszertien fel lehet tenni, hogy a zsdkmany jobban tart attol a ragadozotol, amelyik

tobbet vadéaszik belsle. A modellbeli jeloléseket alkalmazva ez annyit jelent, hogy

/ / /
poyl >p0y2>'“>p0yn'
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3.2 Territorialis rendszer

3.2.1 A modell paraméterei és a hasznalt egyszertisitések

A modellben harom faj kolcsonhatéasat fogjuk vizsgalni. Két ragadozo, melyek kozil y; territori-
umot védd, mig ys egy egyszert "bolyongo" tipus, és egy zsakmény faj, x, melyen az elézd kettd

osztozkodik. A modell paramétereit a kdvetkez6 tablazat foglalja Ossze:

Paraméterek Jelentésiik

x zsdkmany faj

Y1 "territorialis’ ragadozo

Yo "bolyong6’ ragadozd

r>0 Zsakmany faj bels novekedési rataja

v1 > 0és v >0 | y; és yo haldlozasi rataja

F az egész teriilet nagysiga

H(y1) y1 altal 6rzott teriilet

h észlelési teriilet nagysiga y;-nél és yo-nél
« teriilet védésére, fenntartasara szant idé aranya
Cde fense teriiletfenntartas koltsége

Chunt vadaszatbol szarmazo energia

Cfight harc koltsége

Csearch keresés koltsége

The fense teriiletfenntartésra szant atlagos id6
Thunt vadaszatra szant atlagos id6

Ttight harcra szant atlagos id§

Tecarch keresésre szant atlagos id6
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Az y; ragadozo altal 6rzott territorium nagysagat valaszthatjuk denzitas fiiggonek, tehat H (y;)-nek

olyan monoton cstkkeng fiiggvénynek kellene lennie, amelyre teljesiil:

H(O) - Hmax
limy, oo H(y1) = 0 ¢
H,<y1) < O

ami egy szigmoid gorbét hataroz meg. Ha igy definidlnank a H(y;) fiiggvényt, akkor nem sziikséges
belevenniink a szomszéddal vett harcot. A létszamuk novekedése a teriiletiik cs6kkenésén keresztiil
hatna negativan, nem pedig a szomszédokkal vett megnovekedett harcon keresztiil. A kovetkezd

tablazatban osszefoglaljuk az altalunk a modellben hasznalt egyszeriisits feltevéseket:
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Egyszertisits feltevések

Biologiai magyarazatuk

H(y,) :== H konstans

Ekkor a modelliink mtikodéséhez fontos kikotés, hogy y1 H << F.
A territorialis ragadoz6 elénye ott jelenik meg, hogy a teriiletén
vadaszik, viszont a bolyongo ragadozoé nem képes vadaszni egy ter-

ritorialis teriiletén, ott egybdl harcolnak.

Cdefense = 0 A ragadozo6 a teriilet védését egybe kotheti a vadaszattal, igy ta-
plalékkeresés kozben is végezheti ezt a feladatot, ezért annak kiilon
koltséget nem kell felszamolni.

Csearch = 0 Mondhatjuk, hogy maga a taplalék keresésének koltsége elenyészs
a taplalék elejtésének koltségéhez képest.

Y=Y =" A két ragadozora rezidensként és mutansként tekintiink, igy mind-

ketté ugyanahhoz a fajhoz tartozik, az egyetlen kiilonbség, hogy a
territoridlis ragadoz6 egy 1j stratégiat alkalmaz, azaz teriiletet tart

fenn és véd.

Intraspecifikus kompeticié kizarasa

A territorialis ragadozok a teriiletiiket elhatarol6 an. "gyept" miatt
nem fognak egymaéssal interakcioba lépni, igy nem alakul ki k6zot-
tiik harc. A bolyongéd ragadozonak mivel nem kell megvédenie a

teriiletét, igy 6 sem fog harcolni mas bolyongo6 ragadozokkal.

3.2.2 Aktivitasok és a modell felépitése

A jelolésekkel kapcsolatos Osszefiiggések:

H

e = - Ennyi zsakmény jut egyetlen territorialis ragadozoé teriiletére.

F

h

e 2x - Ennyi zsakmanyt képes figyelembe venni, azaz ténylegesen ennyi all a rendelkezésére

F

yp-nek.
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A kovetkezd tablazatokban 6sszefoglalom a modellt meghatarozé eseményeket:

Territorialis ragadoz6

Események Valoszintiség | Felhasznalt id6 | Energia

Jarérozés («): teriiletjelolés 1 Tefense Cdefense (25)
Vadaszat (1 — ): sikertelen keresés | 1 — a2 — yo 2 Tsearch Csearch

Vadaszat (1 — «): sikeres keresés x% Tseareh + Thunt Chunt

Vadaszat (1 — «): harc yo-vel yg% Tsearch + Tright | Cright

A territorialis ragadoz6 aktivitasai amikor nem a teriilet fenntartasaval foglalkozik a kovetkezdk:

p1($,y1,92) = 1—ps—p3
p2($,y1>yz) = ﬂf%
p3(T,y1,42) = ok

A kovetkezd tablazat a bolyongd vagy méas néven rezidens ragadozo aktivitasait foglalja Gssze:

Bolyong6 ragadozo
Események Valoszintiség | Felhasznélt id6 | Energia
Territoriumon (y;2£): harc L Tright + Tsearch | Cfight
Territoriumon (y;2£): bolyong — L Tsearch Csearch
Semleges tertileten (1 — ylg): sikertelen keresés 1-— x% Tecarch Csearch
Semleges teriileten (1 — yl%): sikeres keresés :c% Tsearch + Thunt Chunt

(29)

A bolyongé ragadozo aktivitasai amikor semleges teriileten van a kovetkezdk:

a(r,y1,92) = 1-— x%

Q2($7 Y1, yz)

h
TE
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Az i-dik cselekvés varhatd szamat T id6 alatt a

pi(z,y)

> Tipj(x,y)
képletbsl kaphatunk meg, melynek részletes bizonyitasa a [13] irodalomban taldlhaté. Igy az egy
ragadozo-egy zsakmany rendszernél a kovetkezot kapjuk (egység id6 alatt):
Sty
; Tjpj(x,
i g [ "

ahol ¢; az adott aktivitasbdl szarmazo6 energia. Hasonlé modon irtuk fel a két ragadozobol allo

T = rx(l—%)—

rendszert is, de mar élve az egyszertisitésekkel:

T = rx (1 — %) — Fi(z, g1, 92)0 — Fa(x, y1,92)y2

Yy = ylchuntFl(x> Y1, 92) — YY1 — G1<5U7 Y1, y2)y1 - Cfighth(JU, Y1, yz)y1 ) (31)
Yo = YoChuntl2(2,91,Y2) — VY2 — CrigntG3(2, Y1, Y2)y2 — Ga(T, Y1, Y2)y2
ahol
Fi(z,y,40) = Oo)or \
1 191 52 aTdefense"’(l*a) (y2%(Tsearch+Tfight)+x%(Tsearch‘i'Thunt)Jr(l*z%*y?%)Tsearch)
Fy( ) = (1*%)5’5%
2 :L'7 yl, y2 - %((Tﬁght"'Tsearch)%+Tsearch(1_%))+(l_ yi“H)((1_x%)Tsearch+-73%(Tsearch+Thunt))

Gl('raylvyZ) = 0

. (32)
(1—a)y2 &
Gao(x = E
2( ’ yl’ y2) O41—‘d¢3f8nse‘f’(l_O‘) (y2%(Tsearch+Tfight)+$%(Tsﬁarch'i'Thunt)J’_(l_w%_y?%)Tscarch)
y1h
Gs(z,y1,92) = 2] SR
( ’y 7y ) le((Tfight+Tsearch)%+Tsearch(1_%))"_(1_le)((l_x%)Tsearch'i'w%(TsearcIL+Thunt))

G4($aylay2) = 0
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3.2.3 Az egyensilyi helyzetek

Az egyensilyi pontok meghatarozasahoz sziikséges

i =0
po= 0 ¢, (33)
y2 = 0

rendszer megoldasa nélkiil is lathato, hogy az
FE0(0,0,0), Eg(K,0,0)

pontok megoldéasai lesznek az egyenletrendszernek. Megvizsgalva a Jacobi matrix értékeit az adott

pontokban, konnyen megallapithatjuk a stabilitast, vagy annak feltételét:

r 0 0
J|E00 = 0 — 0 )
0 0 —v
—r — hK(Oé—l) _ hK
(a_l)(hKThunt+FTsearch)_FaTdefense hKThunt+FTsearch
J — hK(1—a)chunt N
|E0 0 (1_04)(hKThunt+FTsearch)+FaTdefense 7 0
0 O hKchunt _"/(hKThunt""Fquarch)

hKThunt +F,Tsearch

Igy az Ey egyensilyi pont instabil nyereg lesz, az F, pont pedig a kovetkezs feltételek mellett lesz

globalisan aszimptotikusan stabil:

hK (1 — &) chunt _
(]- - OZ) (hKThunt + FTsearch) + FaTdefense 7 . (34)
hKChunt -7 (hKThunt + FTsearch) < 0

A tartomany lapjain fekvé E1o(Z, 71,0) és Ep1(Z,0,J2) egyenstlyi pontok vizsgalata helyett, meg-
mutatjuk, hogy a megfelel§ helyettesitéssel visszavezethetSk a (2.3) alfejezetben vizsgalt Holling
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tipust funkcionélis valasszal felirt egyenletrendszerre: a territoridlis ragadozonal alkalmazva az

1
Thunt ( 3 5)

F((]- - a)Tsearch + aTdefense)

majd a bolyongo6 ragadozonal az

h(l — Q{)Thunt

a1

1
=: m

search
a2

hThunt

helyettesitéseket, ahol m > 0 a ragadozasi rata, és aj,as > 0 a két ragadozo félszaturacios

dllandoja. Igy a 2D-s alrendszerekben a (2.3) alfejezetben ismertetett eredmények tovabbra is

érvényesek.

A bels§ egyensiilyi pont létezéséhez érdemes néhany behelyettesitést elvégezni, hogy egy jobban

atlathato rendszerhez jussunk. Alkalmazva a kovetkezé behelyettesitéseket:

a1
a2
as
Q4
b
by
b3
by
bs
be

h(1 — «)

F(aTyepense + (1 — @) Tsearen)
Thunth(1 — @)

Trigneh(1 — )

hF

hH

F?Tocarch

hF Thunt

hFT gt

hH Ty,
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kapjuk a kovetkez§ egyenletrendszer, melyben az Gj paramétereket a valtozok egyiitthatoi szerint

valasztottuk meg:

i o= xr—r=_ a1y1 _ bi1y2—bayi1y2
: K az+azxr+asy2 bz +baz+bsy1 —bsTy1
. L al (ichunt_y2cfight)
by == n az+azT+asys v ’
. e Chunt(blx_bQIYI)_b1YIcfight _
Y2 -= Yo ( bz+baz+bsy; —bezy, v

igy a masodik és harmadik egyenletbdl ki tudjuk fejezni az y; és yo valtozokat az = segitségével,

ami a kovetkez6képpen fog kinézni:

.— — blxchunt_b3’y_b4’yx
= xTr) =
Y1 fl ( ) b1chight +b22Chunt +b57—bs vz
)
P _ Qa1 ICy —a27y—as3yr
y2 — f2 (ZB) — hunt

1 Cight a1y
majd ezeket visszahelyettesitve az elsé egyenletbe, kapunk egy egyvaltozos fiiggvényt, melynek
gyokei adjak az egyensilyi helyzeteket. A trividlis nulla gyoktdl eltekintve, egy negyedfoku poli-
nomra redukalhaté az egyenlet. Ennek a polinomnak a pozitiv gyokei adjadk a belsé egyenstlyi
pontokat. A szimulécidk soran tobb paraméter valtoztatasa mellett is csak egy pozitiv gydke volt
a polinomnak, és mint azt latni lehet a kdvetkezs fejezetben, hasonléan a Lotka-Volterra rendsz-
erhez, itt sem érhetd el, a belsG egyensulyi pont stabilitdsa. A lapokon megjelené oszcillacidval
és a teljes rendszer globalis viselkedésével kapcsolatban a kovetkezd fejezetben foglaljuk Gssze a

szimulaci6s eredményeket.

3.2.4 Szimulaciés eredmények a territoridlis modellnél

A kovetkezd abrakon lathato a lapokon valo viselkedése a rendszernek. Bal oldalon a territorialis,
mig a jobb oldalon a bolyong6 ragadozd lathato stabilitds esetén a kdvetkezs paraméterértékek
mellett:r = 0.8, a = 0.262, chunt = 10, Thefense = 0.59, Tsearen = 0.79, Thyne = 0.598, h = 1.8,
v =2.8, K =500, (0) = 30, y;(0) = 20.
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A 2D-s rendszer viselkedése stabilitas (£ = 1000) esetén:
pirossal jelolve az x zsdkmany és vilagoszolddel bal oldalon a territoridlis,

jobb oldalon pedig a bolyong6 ragadozo.
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A 2D-s rendszer viselkedése oszcillacio esetén:
pirossal jelolve az = zsdkmany és vilagoszolddel bal oldalon a territorialis (F = 360),

jobb oldalon pedig a bolyongé ragadozo (F = 450).

A kovetkez6kben megmutatjuk a teljes rendszer globalis viselkedését a kovetkezd paraméterértékek

mellett:r = 0.2, (0) = 64, & = 0.262, cpunt = 10, Cpight = 0.7, Tuesense = 0.01, Toearer = 0.79,
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Thunt = 0.598, Trigne = 0.598, H =10, h = 1.8, v = 2.8, 1(0) = 8, K = 500.
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A 3D-s rendszer viselkedése oszcillacio nélkiil (F' = 1000):

bal oldalon a territorialis marad fenn (y,(0) = 50),

jobb oldalon pedig a bolyong6 ragadozo marad fenn (y2(0) = 55).
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A 3D-s rendszer viselkedése oszcillacio esetén (F = 500):
bal oldalon a territorialis marad fenn (y,(0) = 50),

jobb oldalon pedig a bolyongé ragadozo marad fenn (y»(0) = 55).

4 Osszefoglalas

A szimulacios vizsgalatokbol az lathato, hogy a tartomany hatarain ((x, y1,0) és (x, 0, y2) lapokon )
az oszcillaciotol eltekintve, a territoridlis rendszer globalis viselkedése a vizsgélt paraméterek esetén
megegyezik a Lotka-Volterra rendszernél tapasztaltakkal. Azonban itt a két ragadozd szerepe
nem volt felcserélhets, a territorialis ragadoz6 a bolyongd ragadozéd létszamahoz képest sokkal
kisebb kezdeti értékek esetén is képes elnyomni a bolyongé ragadozot. Osszefoglalva a két rendszer

eredményeit, a kovetkez&ket mondhatjuk el:
e A tartomany hatarai:

— A Lotka-Volterra rendszernél kaptunk feltételt a stabilitasra.

— A territorialis modellnél a két ragadozo szerepe nem szimmetrikus, mégis mind a kett6t

visszavezettiik egy ismert rendszerre, melyre a stabilitasi feltételek adottak voltak.

e BelsG egyensily és annak stabilitsa:
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— A Lotka-Volterra rendszernél egyértelmiien volt bels§ egyensilyi pont, viszont bizonyi-

tottan instabil, tehat ebben a modellben a két ragadozd nem képes egyiitt élni.

— A territoridlis modellnél a rendszer nemlinearitasa miatt szimulaciokat alkalmazva,
lathato volt, hogy a vizsgélt paraméterérték tartomanyokban legfeljebb egy darab bels6
egyensilyi pont alakult ki. FEnnek stabilitasat megint csak szimulacidokkal vizsgalva
kaptuk, hogy a bels6 egyensulyi pont instabil, tehat a két ragadozo egyiittélése itt sem

lehetséges.
o Képes-e levaltani a mutins y;, ragadozé a rezidens ys-t, vagy forditva:

— A Lotka-Volterra rendszernél kapott bifurkaciés abran latszodik, hogy a rendszernek 4
allapota lehetséges. Ezek koziil az egyik, amikor mindkét ragadozéd egyensilyi allapota
a tartomény hatarain lokalisan stabil, ekkor a kezdeti feltételtdl fiiggben fog az egyik

ragadozé fennmaradni, mig a masik kihal.

— A territoridlis modellnél szimulaciokkal sikeriilt igazolni, hogy bizonyos paramétertar-
toményban, a két ragadozé egyensilyi allapota a tartomény hatarain - hasonléan a
Lotka-Volterra rendszerhez - stabilisak, igy a kezdeti feltétel donti el, melyik egyensilyi

allapotba keriil a rendszer.
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