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Bevezetés

A grafelmélet egyik régota kutatott kérdése a grafok sikbarajzoldsa. ElGszor arra keresték a valaszt,
hogy egy tetszéleges graf mikor rajzolhaté le a sikban gy, hogy az élek ne keresztezzék egymast. Eszre-
vették, hogy bizonyos grafokat nem lehet igy lerajzolni. Amelyekre viszont létezik ilyen lerajzolas, azokat
a grafokat nevezziik stkbarajzolhat6 grafoknak. Kuratowski 1930-ban belatta, hogy a sikbarajzolhatosag
karakterizalhat6 tulajdonsag [24].

Sok érdekes kérdéssel foglalkoztak azdta a témaban, példaul, hogy hogyan lehet lerajzolni egy nem
sikbarajzolhat6 grafot a sikban tugy, hogy az éleknek minél kevesebb keresztez6dése legyen. Masik aktu-
alisan kutatott kérdés, ha adott n pont a sikban és adott egy n csticst graf, akkor van-e a grafnak olyan

sikbarajzolasa, melyben az élek egyenes vonalak, és a graf cstucsai a megadott pontokra esnek.

Motivacid

Erdekes és aktualis téma, melyet rengeteg alkalmazés motivél, hogy hogyan lehet egy grafot szépen
lerajzolni. Az informécié megjelenités ma egy kiilon tudomanyignak szamit, melynek célja az, hogy
talaljon olyan moédszereket, melyekkel absztrakt adatok vizuélisan abrazolhatok, és ezaltal konnyebben
érthetévé tehetSk masok szamara. Adatokat és Gsszefiiggéseket kézenfekvs modon lehet grafokkal ab-
razolni: a csucsok reprezentaljdk az egyes adatokat, az élek pedig a kozottiik fennallo kapcsolatokat.
Ahhoz, hogy a graf val6éban megkonnyitse a mogtttes adatstruktura megértését, a grafot meg kell jele-
niteni, méghozza az emberi megértés szempontjabol fontos tulajdonsagokat figyelembe véve. A feladat

"esztétikal

tehdt az, hogy pontosan megadjuk egy graf pontjainak a koordinatait tgy, hogy bizonyos
feltételeket teljesitsen az igy elkésziilt rajz.

Abban az esetben, ha minden csiicshoz tartozo informécié egyformén fontos, akkor nem lehet tul nagy
egy rajz terllete ahhoz képest, hogy mekkora benne két cstics kozott a legkisebb tavolsag. Ellenkez6
esetben egy fix méretii képernyén megjelenitve a rajzot, két kozel 1év6 csicsra vonatkozd informéacio
elvész, mert nem tudjuk kiolvasni a rairt szdveget. Hasonlé okokbdl a rajz vizszintes és fiiggSleges
méretének is nagyjabol azonosnak kell lennie - példaul egy aranytalanul széles kép esetében - | vagy
nem latjuk egészben a grafot és igy a struktira egészét, vagy pedig bezsufoljuk a rajzot egy képernyére
és akkor ismét nem lathatjuk az egymaéshoz kozel es§ csiicsokra irt szovegeket. Ezeket a szempontokat
hivjuk a rajz esztétikdinak, melyeket a kivetkezs részben formélisan is ismertetiink.

A dolgozatbhan fék lerajzolasara mutatunk be algoritmusokat. Miért éppen fak lerajzolasaval foglal-
kozunk? - vetddik fel a jogos kérdés. Rengeteg alkalmazasban hordoz lényeges informaciot az adatok
hierarchikus dbrazolasa, ezért ez kozponti kérdés a mar emlitett informacié megjelenités témakorében.

Hierarchikus adatok és dsszefiiggések dbrazolasara remek megoldast nyijt egy fagraf. Ennek alkalmazasi



teriilete igen sokréti. Az informatika teriiletén beliil az objektumorientalt osztélyhierarchia (UML class
diagramok), adatbézisok relacidinak vagy fliggvényhivasok diagramjanak megjelenitésére, illetve web-
oldalak struktirajanak tervezésekor és fajlrendszerek abrazolasara is hasznalhatunk fakat. A biologia
teriiletén az evoliicios fak, a kémia teriiletén molekuldk rajzaihoz, illetve tudomanyigaktoél fiiggetleniil
dontési fak, folyamatabrak, csaladfik és organigramok megjelenitésekor is alkalmazhatunk fakat leraj-
zo0l¢ algoritmusokat. Mindig az alapjan valasztjuk ki, hogy melyik lerajzolasi médszert hasznaljuk, hogy
melyik nyujtja a legtébb informaciot a mogdttes adatokrol. Egy jo lerajzolas segiti az adatok megértését,

viszont egy nem megfelels lerajzolas Osszezavarhatja a felhaszndlokat.

Ami miatt én elkezdtem foglalkozni a témaval, az a gondolattérképek, vagy elmetérképek (mindmap)
automatikus lerajzolasanak o6tlete volt. Ez a mddszer arra valé, hogy képileg kiemeljiink informéciokat.
Egy adott szoveg megértésére, lexikilis anyag megtanuldsanak eldsegitésére, vagy barmilyen rendszer
struktarajanak attekintésére hasznalhato. Nagyon jol segiti egy lexikalis anyag megtanulasat. Altala-
ban kézzel érdemes késziteni, de rengeteg elmetérkép rajzol6 program késziilt mar, melyek szintén jol
hasznalhatok. Alapja, hogy nem linedrisan készitiink jegyzetet a témakdrrél, hanem a kulcsfogalmakat
egy grafszerd abran helyezziik el. Ha kézzel készitjlik, akkor a témakor kozponti fogalmat helyezziik a
lap kozepére, majd a hozza tartozd fogalmakat sugar irdnyban helyezziik kdzéprsl kiindulva, 6sszekodtve
az el6z6 szint elemeivel. Fontos még, hogy minél kevesebb szoveget hasznaljunk, inkabb helyettesitsiink
a fogalmat képekkel, abrakkal. Hasznalhatésaga abban rejlik, hogy az emberek nagy része vizudlis be-
allitottsagu, igy a képek altal megjelenitett gondolatokat kénnyebben befogadja és megjegyzi, mint a
puszta szoveget. Ezt segiti el a fogalmak kapcsolatanak képi megjelenitése illetve a fogalmak képekkel

valo abrazolasa.
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1. abra. Példa elmetérképre



A dolgozatrol

A dolgozat célja, hogy betekintést adjon a fak lerajzolasanak témakoérébe. A legismertebb és leg-
gyakrabban hasznalt lerajzolasi médszereket mutatjuk be, ismertetve a kapcsolédéd hivatkozasokat, me-
lyekben az egyes algoritmusok kiilonb6z6 valtozatait talalhatjuk meg. Ezen kiviil minden fejezet végén
felsoroljuk az adott moédszer felhasznalasi teriileteit.

A legtobb alkalmazéashoz gytkeres fak lerajzolasara van sziikség, igy mi is ilyen lerajzolasi eljarasokat
mutatunk be. Az itt targyalt algoritmusok mindegyike egyenes vonalakkal rajzolja le a fa éleit, és csak
megemlitjiik azokat a valtozatokat, amikor torottvonalakkal, korivekkel, vagy més gorbékkel dbrazoljuk
az éleket. Tobb esetben el@szor binaris fakra mutatunk lerajzolasi modszereket, és csak utana altalanosi-
tunk tetszoleges gyokeres fakra. A harmadik fejezetben bemutatott sugarirany lerajzoldst nem szamitva
mindegyik algoritmusban koz6s, hogy az "oszd meg és uralkodj" elven alapul. Eszerint szétvagjuk a fat
néhany részre, rekurzivan elkészitjiik az egyes részek rajzat, majd a részeket Ssszeillesztjik.

Az els6 fejezetben tisztazzuk a grafrajzolashoz sziitkséges alapfogalmakat, majd a méasodik fejezettsl
mutatjuk be a kiilénb6z6 farajzolasi algoritmusokat. Az egyik legrégebben publikalt lerajzoldsi modot
mutatjuk be a masodik fejezetben, a szintezett lerajzolast. Alapja az a kézenfekvé gondolat, hogy azokat
a csucsokat, melyek fa azonos szintjén vannak, a gyokértdl fliggélegesen azonos tavolsagban helyezziik el.
Ennek egy altalanositisa, a sugariranyn lerajzolas szerepel a harmadik fejezetben. Itt a gytkértsl azonos
tavolsagban helyezziik el az egy szinten 1év§ cstucsokat, azaz minden csics egy-egy koron helyezkedik el,
melynek a kézéppontjaban a gyokércsics van. A negyedik és 6tddik fejezetben olyan lerajzolasokat mu-
tatunk be, melyekben barmely két szomszédos él vagy egyazon egyenesre esik, vagy pedig mer6legesek
egymésra. A negyedik fejezetben ismertetett HV lerajzoléds ezen kiviil teljesiti, hogy minden csucs gyoke-
res részfajat tartalmazo befoglald téglalap tartalmazza minden gyermeke gydkeres részfajat tartalmazo
befoglalo téglalapot, és ezek nem metszik egymast. Az 6t6dik fejezet tekercselt lerajzolasanak altalunk
bemutatott valtozatara nem igaz az el6bbi tulajdonséig, viszont a HV lerajzoldsanak aranytalanul nagy
a szélessége a mélységéhez képest, amit a tekercselt lerajzolas 1ényegesen javit. Ez ut6bbinal a magassag
és a szélesség aranya O(1). Az hatodik és hetedik fejezet a buborék lerajzolas két valtozatat mutatja
be. Ennek a lerajzoldsnak az alapgondolata az, hogy minden gyermek a sziil§jétsl azonos tavolsagban
helyezkedik el, igy minden gyokeres részfa egy-egy diszjunkt korlap belsejébe keriil. A hatodik fejezet-
ben a buborék lerajzolés egyik valtozatat ismertetjiik, melyet t6bb szempont szerint javitunk. A hetedik
fejezetben egy kevésbé alkalmazott, de elméleti szempontbo6l jelentds algoritmus szerepel, a nehéz utas
lerajzolas. Kiilonlegessége abban 4ll, hogy minden cstics koriil a szomszédos élek kozotti szogek azonos

nagysaguak.






1. fejezet

Alapfogalmak

A dolgozatban bemutatott algoritmusok szinte mindegyike gyOkeres fakat (fenySket) rajzol le.
Gyokeres fanak hivunk egy T' = (V, E) iranyitott fat, ha adva van egy kitiintetett » € V csticsa, melybdl
csak kifelé vezetnek élek és r-en kiviil minden més v € V csucsba pedig pontosan egy €l 1ép be. Az
r csucsot a fa gyokerének hivjuk. Legyen v € T tetszéleges csiics. A v-bdl indulo élek végpontjait
v gyermekeinek nevezziik, és ezek halmazat child(v)-vel jeloljik. A v-be érkezd ¢l kezdGpontjat a v
sziilgjének nevezziik, és p(v)-vel jeloljiik. A v cstcs fokszamanak nevezziik a ra illeszkedd élek szamat,
és d(v)-vel jeldljikk. A v-bél indulé, illetve a v-be érkez6 élek szamat ki- és befokszamnak nevezziik,
és doyt(v)-vel illetve djp(v)-vel jeloljitk. A v-bdl irdnyitott uton elérhetd csicsok részfajat, azaz a v
gyokertd legnagyobb részfat T-ben v részfajanak nevezziik és Ty-vel jeldljik. Azt mondjuk, hogy v
csics szintje k, ha az r gyokércstcstol a v-be mend egyértelmtien meghatarozott ut pontosan k élbsl
all. A v szintjét level(v)-vel jeloljiik. Nyilvan level(r) = 0. A T" magassaganak nevezziik és h(T')-vel
jeloljiik a fa legnagyobb szintt cstcsanak szintjét. T, magassagat h(v)-vel jeloljiik. T leveleinek szaméat

[(T)-vel, T, leveleinek szaméat pedig (v)-vel jeloljik.

Binaris fa alatt olyan gydkeres fat értiink, melyben minden pont kifoka legfeljebb ketts. Egy tet-
széleges G grafot rendezettnek neveziink, ha minden csiicshoz adva van a ré illeszkeds éleknek egy
ciklikus sorrendje. Ha a graf egy binaris fa, akkor a rendezettség azt jelenti, hogy minden v cstics két
gyermekének van egy meghatarozott sorrendje, azaz megmondjuk, hogy melyik a bal és jobb gyereke,
melyeket vpq-al és vjopp-al jeloliink. A rendezett binaris fiba azonban azt is beleértjiik, hogy amelyik
csicsnak egy gyereke van, ott is megmondjuk, hogy az bal vagy jobb gyerek. v bal és jobb oldali gyer-
mekeinek a részfait bal és jobb részfanak hivjuk és Ty, (v)-vel és Tjopy(v)-vel jeloljiik. A rendezettség
fogalma egyébként azért fontos, mert van olyan lerajzolas, amelynél kovetelmény, hogy minden csiics-
nal az élek koriiljarasi sorrendje az elére megadott sorrenddel egyezzen meg. Ekkor a lerajzolasrél azt

mondjuk, hogy megérzi az élek rendezettségét.

A dolgozat soran tdbbszér fogunk indexeket hasznalni, példdul egy v cstcs gyermekeit altalaban
v1, V2, ..., Uk-€l jeloljik. Amikor egy (1,2,...,n) halmaz elemein kivonast vagy osszeadast végziink, azt

mindig ciklikusan értjiik.



1.1. Hogyan kell grafokat lerajzolni?

Rengeteg szempont szerint tudunk grafokat szépen lerajzolni. Ez f6leg a mégottes alkalmazéstol fiigg.
A |35] konyv részletesen beszamol a kiilonbozs grafrajzolasi alapfogalmakrol, melyeket itt ismertetiink,

de elgbb definidljuk mit értlink egy graf lerajzolisan.

1.1.1. Definicié. Egy G = (V, E) grdf lerajzoldasdn, vagy rajzdn eqy I' figguényt értink, mely minden
csticsot kilonbozd T'(v) pontra képez le a sikban, és minden uv élet egy T'(uv) egyszerd nyitott Jordan

gorbére képez, melynek végpontjai I'(u) és T'(v).

A kovetkezdkben bemutatjuk azokat a szempontokat és tulajdonsiagokat, amiket figyelembe vesziink
egy lerajzolési algoritmus kidolgozasanal. A szakirodalomban altaldban mindegyik tulajdonsagot eszté-
tikdnak hivnak, mert végeredményben minden feltétel azért van, hogy "széppé", azaz jobban érthetévé
tegye a graf lerajzolasat. A [35] konyv viszont tobb kategoridba osztja ezeket a tulajdonsagokat, me-
lyeket mi is megkiilonboéztetiink egyméstol. Egyrészt vannak olyan fix el6irasok, amiket a rajznak min-
denképpen teljesitenie kell. Ilyen elGiras lehet példaul, hogy az élek egyenes vonalak legyenek. Ezeket
a megkotéseket hivjuk konvencidknak. Vannak olyan szempontok, amiket csak megkozeliteni tudunk.
Célunk, hogy az elkésziilt rajz az adott szempontot minél nagyobb mértékben teljesitse. llyen példaul a

kordbban mar emlitett példa, hogy egy rajz szélessége és magassaga legyen kozel azonos nagysagu.

1.1.1. Grafrajzolasi konvencidok

A grafrajzolasi konvencidk olyan alaptulajdonsigok, amelyeket egy adott alkalmazas el6ir. Példaul
az objektumorientalt programozéisban az osztalyok hierarchiajat modellez6 UML diagramok esetében
a csicsok téglalapokkal vannak abrazolva, mig az élek olyan tordttvonalakkal, melyek vizszintes és
fligg6leges szakaszokbol dllnak. Az ilyen rajzot nevezziik ortogonélis rajznak. Bemutatunk par gyakran

hasznalt konvenciot:
1.1.2. Definicio. Egy G = (V, E) grdf egy lerajzoldsdt

— Tordttvonalas rajznak nevezziink, ha minden €l képe tordttvonal. Ekkor az €l képén a tordtivonal

toréspontjait éltérésnek hivjuk.
- Egyenesvonalas rajznak nevezzik, ha minden €l egy egyenes szakasz.

- Ortogondlis rajznak nevezzik, ha minden €l olyan tordttvonal, mely vizszintes és fiiggdleges

szakaszokbol dll.

— Rdcsrajznak nevezziik, ha az dbra egy négyzetricsra van lerajzolva és minden csics, keresztezddés

és €éltorés eqy-eqy rdcspont.
- Stkrajznak vagy sikbarajzoldasnak nevezzik, ha az élek nem keresztezik egymdst.

Ha a grif egy aciklikus digrdf, akkor egy lerajzoldsdt ereszkedd (emelkedd) rajznak nevezzik, ha
minden él egy tordtivonal gy, hogy minden uv irdnyitott élre az u csics y koordindtdja nem nagyobb
(nem kisebb) mint a v csics y koordindtdja. Szigorian ereszkedd (emelkedd) rajzrol beszélink, ha

az u €s v megfeleld koordindtdi kézétt szigori eqyenldtlenség dll fenn.



1.1.2. Esztétika

A prafjrajzolas esztétikainak, hivjuk azokat a tulajdonsigokat, melyek alapjan szépnek nevezziik
egy lerajzolast. Ezeket a tulajdonségokat, amennyire csak lehet, teljesiteni szeretnénk, igy a lerajzolas

egyfajta célfiiggvényének is tekinthetjitk éket. A leggyakrabban hasznalt esztétikak a kévetkezsk:
— Keresztezések szama: Minimalizaljuk a keresztezések szamat. Ennek specialis esete a sikrajz.

— Teriilet: Minimalizélni szeretnénk a rajz teriiletét, melynek definicidja valtozo. Az egyik ilyen
lehetséges definicio, hogy tekintsiik egységnek a két legkdzelebbi cstics tavolsagat, és ennek fiigg-
vényében a rajz teriilete legyen a legkisebb sokszdg teriilete, amely tartalmazza a rajzot. A mé-
sodik, harmadik és negyedik fejezetben réacsrajzokat mutatunk be. Itt egy rajz teriilete alatt a
racstavolsdgot egységnek tekintve a rajz befoglalé téglalapjanak teriiletét értjiik, azaz annak a

legkisebb racstéglalapnak a teriiletét, mely tartalmazza a rajzot.
— Osszélhossz: Minimalizaljuk élek hosszainak sszegét.

— Képfelbontas (aspect ratio) [35]: A rajz befoglalé téglalapjanak hivjuk azt a legkisebb a tégla-
lapot, amely tartalmazza a rajzot. A képfelbontés a befoglald téglalap kisebb és a nagyobb oldal

hosszanak a hanyadosa. Célunk ennek maximalizalasa.

— Szégarany (angular resolution) [26]: A legnagyobb és legkisebb szog hanyadosa, melyeket a graf
egy csucsabol kiindulo két szomszédos él bezér. (A legkisebb és a legnagyobb szoghoz tartozo csucs

nem feltétleniil azonos!) Célunk minimalizalni ezt az értéket.

— Szogfelbontas (aspect ratio) [26]: Egy v cstics szogfelbontasa a legkisebb beldle kiindulé szom-
szédos élek kozotti szog. Egy G graf szogfelbontasa az Gsszes v € G csiics szogfelbontasanak a
minimuma, azaz a legkisebb egy csicsbél kiinduléd két szomszédos él kozotti szdg. Az egyik opti-
malizalasi lehetGseg, ha maximalizaljuk a graf szogfelbontasat (lasd: 6 fejezet). Egy lerajzolasanak
tokéletes a szogfelbontasa, ha minden v csiics minden szomszédos élparja édltal bezért szog

pontosan %.






2. fejezet

Szintezett lerajzolas

Ha gyokeres fat szeretnénk &tlathatéan lerajzolni, akkor egy hasznos informécié lehet, hogy mely
cstcsok vannak ugyanakkora tavolsagra a gytkércstucstol. Példaul, ha egy csaladfat szeretnénk megjele-
niteni, akkor jogos az igény, hogy egy genericié tagjait kdnnyedén le tudjuk olvasni az abrarél. Erre a
problémara egy j6 megoldés a szintezett lerajzolas, melynek alapja az a gondolat, hogy azok a cstcsok,
melyek a fa azonos szintjén vannak, keriiljenek egy egyenesre, és ezek az egyenesek legyenek parhuza-
mosak egymaéssal. Ezen az elgondolason alapul az egyik legrégebben publikélt lerajzolédsi mod. Toébb
véaltozata is létezik, és a mai napig adnak 1j és 4j valtozatokat. Ebben a fejezetben azt az algoritmust
mutatjuk be melyet Tilford és Riengold irt le a 1981-ben [30].

A tovabbiakban egy lerajzoldst szintezettnek neveziink, ha minden csiics y koordinatija megegye-

zik a mélységének ellentettjével.

2.1. Binaris fak szintezett lerajzolasa

A szintezett lerajzolds algoritmusét el@szér binaris fakra ismertetjiik, azaz olyan gyOkeres fakra,
melyben minden pont kifoka legfeljebb ketts. Ezt fogjuk késsbb altalanositani tetszéleges fokszami
gyokeres fakra.

2.1. abra. Példa szintezett rajzra [1].

A lerajzolas pontos tulajdonsigainak meghatarozasahoz sziikség van két fogalom bevezetésére.

2.1.1. Definici6. Legyen T és S két bindris fa. Azt mondjuk, hogy S és T egyszeriien izomorf, ha
mindkettd egy csucsbol dll, vagy ha T bal részfaja egyszertien izomorf S bal részfdajaval, T jobb részfd-
ja egyszeriden izomorf S jobb részfdjival. Tengelyesen izomorfnak nevezzilk 6ket, ha T-ben minden

cstcshoz tartozo jobb és bal részfdt felcserélve az igy kapott grdif egyszerden izomorf S-sel.



2.1.2. Allitas. Legyen T egy rendezett bindris fa n csicesal. A szintezett lerajzolds algoritmusa egy

olyan rajzot ad, amely:

~

. szintezelt,

keresztezésmendtes,
egyenesvonalas rajz,
szigoruan ereszkedd,

megdrzi az élek rendezettségét,

barmely két csics vizszintes legaldbb 2 vagy fiiggdleges tdvolsdga legaldbb 1,

NS ;A L

egy v cstics x koordindtdja a gyermekei x koordindtdjanak az dtlaga (kivéve, hogyha egy gyermeke

van v-nek),

S

fiiggetlendil attol, hogy hol helyezkednek el a faban, két egyszeriien izomorf részfa rajza egybevdgd,

két tengelyesen izomorf részfa rajza eqgymds tikérképe.

2.1.1. Algoritmus

Célunk, hogy mutassunk egy linearis idejd algoritmust, mely a 2.1.2. 4llitas tulajdonsigait teljesiti.

Az eljaras két fabejarassal megtehets. Az els, postorder bejarassal megadjuk minden cstucsnak az
6 sziil6jéhez vett relativ vizszintes tavolsagat. A méasodik preorder bejarassal pedig minden csicsnak
megmondjuk a végsd x koordinatajat. Az algoritmus eléfeltétele, hogy tudjuk minden cstcsra az 6
részfajanak magassagat, melyet egy postorder bejardssal megkaphatunk O(n) idében.

A relativ koordinatdk meghatarozasat ugy képzelhetjiik el, mintha egy v gyokertd részfa két rész-
fajanak rajzat mar lerajzolnank egy egy papirra, majd a kontturjuknél kivagnank &ket. Ezutan a két
rajzot a gyokeriiknél egymasra helyezziik, majd addig "mozgatjuk" el 6ket, mig a két legkozelebbi cstcs
tavolsaga a két rajzon egy elére meghatarozott minimalis tavolsagot elér. Ezutan v-t a két részfa gyoke-
rei koordinatainak atlagaban helyezziik el egy egységgel fliggtlegesen felettiik. Ha csak egy gyereke van
v-nek, példaul vjep, akkor v-t vizszintesen a minimélis tdvolsag felének tavolsdgaban helyezziik el ugy,
hogy téle jobbra essen vjopp-

Az algoritmus tisztazasa eltt sziikségiink van a kovetkezd fogalomra.

2.1.3. Definicidé. Egy h(T') magassigi T fa bal kontirja vi,va,...vy, ha v; a fa i. szintjének legbalol-
dalibb eleme. A jobb kontur hasonléan definidlhatd.

Amikor egy v csiicsot dolgozunk fel, akkor végighaladunk a jobb részfajanak a bal konturjan illetve
a bal részfajanak a jobb konturjan, és kiszamitjuk, hogy mennyivel kell széthtuzni 6ket, hogy a minimélis

tavolsag meglegyen az adott szinten.

2.1.4. Algoritmus (Konturok kiszamitésa).

Ha T, egyetlen csicsbdl dll, akkor & a bal és jobb oldali kontir. Ha T,-nek legaldbb két csicsa van,
akkor a kovetkezd két eset lehetséges:

Elsé eset: Ty (v) €s Tiop(v) magassdga ugyanannyi. Ekkor T, bal kontirja nem mds, mint a Tyq(v)
részfa bal kontirjinak és a v csicsnak az egyesitése, a jobb kontir pedig Tjop(v) részfa a jobb kontirja
€s v eqgyesitése.

Madsodik eset: Ty, (v) és Tjop(v) magassiga nem egyezik. Legyen T, bal részfdjinak magassdiga

kisebb, mint a jobb részfdjinak o magassdga, és jeldljik a bal részfa magassdgdt h-val. Ekkor o T, bal
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kontirja a v csicsot, a Tyy balkonturjdt és a Tjop, részfa h + 1. szintjétdl a legalso szintig vett bal
kontirjanak csicsait tartalmazza. Mivel a T, jobb részfdja a magasabb, ezért T;, jobb kontirja Tjop,

részfa jobb konturjinak és a v csicsnak az eqyesitésébél jon létre, hasonldan az elsd esethez (ldsd 2.2.

A

(a)

2.2. abra. Konturok kiszamitésa [1].

A postorder bejarasnédl tehat minden 1épésnél frissithetjiik a bal és jobb kontarokat. Most az a
feladatunk, hogy minden lépésnél meghatarozzuk a kontirok segitségével, hogy mennyire kell széthiizni
a két részfat ahhoz, hogy minden szinten a minimalis tavolsag elég nagy legyen a két részfa kozott.

Minden cstcsndl csak a sziil6jéhez vett relativ tavolsagot taroljuk el, igy az abszolit koordinatait
nem tudjuk frissiteni, kiilonben nem lenne linearis az algoritmus futasideje. A részfak gyokérétsl a
gyermekek mentén folyamatosan Osszegezhetjiik a konturok mentén ezeket a relativ tavolsagokat, igy
az abszolut tavolsagot ki tudjuk szamolni a két részfa kozott az adott szinten. Viszont ez csak addig
tehetd meg, amig a kontirban csak sziil6bdl gyerekbe valtunk, azaz a kontir egy at a gyokérbdl a legalsé
szint egy csicsaig. De ha a kontdron van egy olyan csics, melynek nincs gyereke, akkor a kontiron az
ezutan koévetkezd csiics relativ koordinataja a sziil6jéhez képest semmitmondé. Bar dsszegezhetnénk a
gyokértsl a legrévidebb tton eddig a cstcsig a relativ tavolsdgokat, de ekkor nem lenne linearis futasideji
az algoritmus, mivel cstacsonként akar minden lépésben az egész részfat be kellene jarnunk (lasd a 2.3.

abra).

2.3. dbra. A kontur relativ koordinatainak meghatarozasanal legrosszabb esetben szintenként végig kell

menni a részfa gyokeréig minden szinten.

Az ilyen eseteket ugrasoknak hivjuk, és ezek csak az 2.1.4. algoritmus 2. esetében fordulnak eld.

Az ugrasokra egy virtualis ugré élt rakunk (lasd 2.4. abra). A kontur fels6bb szintjén 1évs cstucsat -
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ahonnan ugrunk- ugré csticsnak nevezziik, és bedllitjuk az & bal vagy jobb oldali elemének a kontar
kovetkezs elemét, attél fiiggSen, hogy az ugrd él végpontja milyen irdnyban helyezkedik el az ugré
csticshoz képest. Majd ezen két cstcs kozti tavolsdgot adjuk meg az ugréd csics relativ koordinatajanak.
Igy azt érjiik el, ha egy konturon végigmegyiink a részfa gydkerétsl a legalso szintig, akkor mindig csak
sziill6bdl gyerekbe valtunk, és igy a kontir minden csicsara meghatérozhatjuk a részfa gytkerétsl vett
abszoltut tavolsdgot. Természetesen ugrd csicsokat megjeloljiik egy cimkével azért, hogy a 2. preorder

bejarasnal, amikor az abszolit koordinatikat szamitjuk ki, méar ne hasznaljuk az ugro6 éleket.

S ugro
S csucs

UV

2.4. abra. Ugré élre és ugrd csticsra példa.

Ahhoz, hogy az ugrd csics és a virtudlis gyermeke kozotti a tavolsdgot kiszamitsuk, bevezetjiik
az extrém csucs fogalmat. Ezek az ugrd csicsok ugyanis mindig extrém cstcsok lesznek abban az
értelemben, hogy egy részfa legals6 szintjének legszélsd elemei lesznek a bal vagy jobb oldalon. Ilyenkor
ugyanis, ha hozzéillesztjiik az ¢ aktualisan vizsgilt részfija mellé a testvér részfajat, mely nagyobb
mint ez a fa, akkor mindenképpen létre kell hozunk egy ugré élt. Ezekhez az extrém csicsokhoz mindig
eltaroljuk az aktuélis részfa gyokerétsl vett tavolsagot. Igy az ugrod él relativ koordinatait konnyen
kiszamithatjuk, hiszen az ugré él végpontjanak mar tudjuk a relativ tavolsagat a sajat részfajanak
gyokerétsl (mert az el6z6 rekurziv lépésben mar meghataroztuk azt), és az aktuélisan vizsgalt jobb és
bal oldali részfa gyokerei kozotti tavolsagot is tudjuk.

Az extrém csicsok kiszamitésa hasonléan térténik, mint az 2.1.4. algoritmus. A T,-hez tartozo
extrém cstcsokat jelljitk epqi(v)-vel és ejopy(v)-vel, az ezek abszolut tévolsagat a v gyokértsl pedig
rendre abspq;(v)-vel és absjop, (v)-vel. A v tavolsagat a gyermekeitsl, mivel szimmetrikus, ezért jelélhetjiik

o(v)-vel. Az egyszeriiség kedvéért v gyermekeit jeloljiik b-vel és j-vel.

2.1.5. Algoritmus (Extrém cstcsok kiszamitasa). Ha T, egyetlen csicsbdl dll, epqi(v) = ejopp(v) = v
és abspar(v) = abspg(v) =0

Elsé eset: Tyq(v) és Tiow(v) magassdga ugyanannyi. Ekkor epq(v) = epar(b) €5 ejopy(v) = €jony(J),
absjopp (V) = absjors(j) + 0(v), hasonldan abspq(v) = abspe(b) + o(v). (ldsd 2.5. dbra)

Mdsodik eset: Ty, (v) €s Tiop(v) magassiga nem egyezik. Legyen Tyq(v) magassdga kisebb mint
Tjoop(v) magassdga. Ekkor epq(v) = epar(J) €s ejorn(v) = €jonp(d), absjors(v) = absjons(j) + o(v),

abspar(v) = abspei(j) + o(v)

Az algoritmus tehat a kivetkezd lépéseket teszi egy v csucs vizsgélatakor: végig megy a v bal részféa-
janak a jobb konturjan és a jobb részfajanak bal kontdrjan. Minden iteracios 1épés végén csak sziil6bdl
gyerekre kell atvaltania, legyen az a gyermek egy ugrd csiicsboél érkezd gyermek, vagy valodi gyermek.

Ezek alapjan kiszamolja az abszolut tavolsagokat a részfak gyokerétsl, valamint a két részfa aktualis
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'3

€bal(b) €jobb(j)

2.5. abra. Extrém csics kiszdmitasa kiilonb6z6 magassagi részfak esetén.

szintjén a bal és jobb részfa kozotti tavolsdgot, majd ha tial kevés ez a tavolsag, akkor noveli a szét-
hiazando tavolsagot. A ciklus végeztével bedllitja o(v)-t, amely a széthizandé tavolsag fele lesz. Majd,
ha az egyik részfa legalsé szintjéig eljutottunk, akkor ha kell, beéllitja az ugré élt. (Ez akkor van, ha a

mésik faban még van ez alatt a szint alatt cstcs.) Végl frissiti a T,-hez tartozo extrém cstcsokat.

2.1.2. Elemzés
2.1.6. Allitas. A szintezett lerajzolds algoritmusa O(n) idében legfeljebb n? teriiletid rajzot ad.

Bizonyitds. A rajz sordban van legalabb egy cstcs, tehat a magassaga sem lehet nagyobb n-nél. A rajz
szélessége n — 1. amelyet a részfakra alkalmazott indukciéval belathatjuk. Tehat a teriilet legfeljebb n?.

A lépésszam az algoritmus harom szakaszénak 1épésszamabol tevédik Ossze. ElGszor a relativ ko-
ordinatakat hatdrozzuk meg, errél mindjart belatjuk, hogy linearis ideji. Ennek el&feltétele volt, hogy
ismerjiik minden gytkeres részfa magassagat, mely egy postorder bejarassal szintén linearis id6ben meg-
tehetd. Végiil az abszolut koordinatak kiszamitasa a relativ koordinatédkbol kénnyen elkészithetd a fa
egy preorder bejaraséaval linearis id6ben. Tehat csak a relativ tavolsagok kiszamitasarol kell belatni, hogy
linearis id6ben megtehetd és készen vagyunk. A relativ tavolsédgok kiszamitasakor egy v cstcs vizsgala-
tanal elegendd csak addig vizsgalni a tavolsagkiilonbségeket, ameddig a két gyermek részfaja koziil az
alacsonyabbik részfa legals6 szintjéig eljutunk. Tehat a v cstcs feldolgozasi ideje aranyos a bal és jobb
részfajanak magassdgainak minimumaval.

Emlékeztetiink, hogy a Tye (v) magassagat h(vpe)-al, a Tjop,(v) magassagat h(vjom)-al jeloljik. Az

el6z6ek alapjan igaz a kdvetkezs becslés a postorder bejaras 1épésszaméra:

Z (1 + min {h(vbal), h(”jobb)}) =n-++ Z min {h(vbal), h(vjobb)}

veT veT
A Y ermin{h(vpar), h(vjony) } szumma kiszamitasahoz htizzunk be 1 éleket minden azonos szinten
lévs szomszédos két csucs kozé (lasd 2.6. abra). Ezeknek az éleknek a szdma éppen a szumma, hiszen
ha egy v cstcsnal szétvagjuk a grafot a Tpe(v) és Tjopy(v) részfara, akkor a min{h(vyq), h(vjom)} érték
éppen a két részfa kozott futo 4j, vizszintes éleknek a szdma. Az 1j élek pedig legfeljebb csticsszamnyian

vannak. O

2.2. Gyokeres fak szintezett lerajzolasa
Az algoritmust konnyedén atvihetjiik binaris fakrol tetszéleges gyokeres fakra is.
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2.6. abra. A vizszintes élek mind pontosan egyszer szerepelnek az algoritmus egy Gsszeillesztési lépésében
[35].

2.2.1. Algoritmus (Szintezett lerajzolas algoritmus). Input: T, r gyokerd rendezett fa.
Output: T Szintezett lerajzoldsa.
1. Ha a grdaf egy csicsbdl dll, akkor annak a rajza trividlis.
2. Tegyiik fel, hogy a T-t a gyékerénél szétvdgva Ty, Ts, ..., Ty, részfdra esik szét. Rekurzivan alkal-
mazzuk az algoritmust ezekre a részfdkra.
3. 1 =1,..., k-1g tegyiik T;-tol vizszintesen jobbra 2 tdvolsdgra T;y1-et igy, hogy a gyokeriknek ugyanaz
legyen az y koordindtdja. Végil tegyik a részfdk szildjét a Ty és Ty gyokereinek x koordindtdinak

dtlagdba, egy egységgel magasabbra tolik.

A konturok és az extrém csicsok kiszamitdsa hasonloan teheté meg, mint a binaris fak esetében.
Egy k foka csiics esetében k — 1-szer végezziik el a csiics részfainak széthuzédsanak kiszamitasat, hiszen
barmely két szomszédos részfat dssze kell hasonlitani egymassal.

Az el6z6ek alapjan belathato, hogy:

2.2.2. Tétel. Legyen T egy r gyokerd rendezett fa n csiccsal. A szintezett lerajzolds algoritmusa O(n)
iddben egy olyan lerajzoldst ad, mely:
1. szintezett,
keresztezés mentes,
megdrzi az élek rendezettségét,

barmely két csiics vizszintes és fiiggdleges tdvolsdga legaldbb egy,

teriilete O(n?),

S o e

Egy v csics x koordindtdja a gyermekeinek x koordindtdjinak az dtlaga.

2.2.3. Megjegyzés. A probléma ezzel o lerajzoldssal az, hogy nem egyenletesen osztja el a gyermekek
részfdit, azaz lesznek részfak, melyek sokkal kézelebb vannak az egqyik szomszédjukhoz, mint a mdsikhoz
(lasd 2.7. abra). Ez dltaléban nem mondhatd szép lerajzoldsnak, mert szimmetrikus fik lerajzoldsai nem

lesznek egymds tikorképer.

2.3. Tovabbi eredmények

Az itt ismertetett algoritmusokat binaris és m-aris fakra Reingold és Tilford dolgozta ki [30]. (m-
aris fa alatt egy olyan gyoGkeres fat értiink, melyben minden pont kifoka legfeljebb m.) Az algoritmusok

alapja a Wetherell és Shannon modszere binaris fak lerajzolasara [7]. Wetherellek algoritmusa teljesiti
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2.7. 4bra. Kiegyenlitelen 4brat ad a szintezet lerajzolasi algoritmus [1].

2.1.2. allitas (1-6) tulajdonsagait, viszont (7)-et nem. Azaz egybevag6 részfdknak nem feltétleniil lesz
egybevago rajza, és szimmetrikus fak rajzai sem lesznek mindig szimmetrikusak, pedig ezt sok alkalmazas
elvarja. Reingold és Tilford fenti algoritmusa nem csak ebben tekinthet§ szebb lerajzolasnak, de sokszor
sokkal keskenyebb abrat ad, mint a Wetherell-Shannon-féle.

Gydkeres fak esetében a 2.2.3. megjegyzésben felvetett kiegyensulyozottsagi problémara tobben is
talaltak megoldast. Walker az m-éris fakra olyan algoritmust adott, mely megérzi a 2.2.2. tétel tulaj-
donsagait és még azt is, hogy izomorf részgrafokra izomorf rajzot ad, és ha egy részfanak a "tiikorképét"
vessziik, akkor azok rajzai egymas tiikorképei lesznek [36|. Ez az algoritmus azonban négyzetes futés-
idejii. Buchheim és Liepert [6]-ben egy lineéris futésideji algoritmust ad, mely minden grafra pontosan
ugyanazt a lerajzolast adja mint Walker [36]-ben publikalt modszere ad. Bloesh szintén a kiegyenstly-
ottsagi a problémara keresett megoldast és két algoritmust is kidolgozott, melyek futdsideje O(hn), ahol
h a fa magassaga [5].

Mariott és Sbarsky 2007-es cikkjében a korabbiakhoz képest mar elveti a 2.2.2. tétel (6)-os tulaj-
donségat, annak érdekében, hogy keskenyebb rajzot kapjon [27]. Kvadratikus programozast hasznalva
minimalizaljak a sziils és a gyermek csticsok vizszintes tavolsaganak az Gsszegét. Osszehasonlitaskép-
pen lasd a 2.8. abrat Walker algoritmusaval és 2.9. 4brat Mariott és Sbarsky algoritmusaval lerajzolva
ugyanazt a grafot.

Végiil egy érdekes eredményt bizonyitott Mariott és Stuckey: binaris, nem rendezett fik esetében
annak megallapitasa, hogy letezik-e legfeljebb W szélességii lerajzolas, mely a 2.1.2. (1-4) és (6-7) tu-
lajdonsagait teljesiti egy NP teljes feladat [28].

2.4. Alkalmazasok

Talan az egyik legelterjedtebb lerajzolasi modszer a szintezett megkozelités. Csaladfdk, evolicios
diagramok, organigramok, déntési fak, ciklus nélkiili folyamatabrak és fiiggvény hivasok diagramjanak

lerajzolasara hasznaljak, valamint grafok szélességi keresési fajat is igy érdemes 4tlathatéan lerajzolni.
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2.8. abra. Példa Walker lerajzolasara [27].
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2.9. abra. Példa Maroitt és Sbarsky algoritmusara [27].

16



3. fejezet
Sugariranyu lerajzolas

A sugériranyt lerajzolas egy bizonyos értelemben egy dltalanositasa a szintezett lerajzolasnak. Most
is az a célunk, hogy kdnnyen meg tudjuk allapitani az abrarol, hogy mely csticsok vannak a gyokértsl
azonos tavolsdgban. Itt gytkér az origdba keriil, az azonos szintd csucsok pedig koncentrikus kérokon
helyezkednek el koriilotte. Tobb ilyen tulajdonsagu lerajzolas létezik, ebben a fejezetben a [35] konyvben

ismertetett valtozatot mutatjuk be.

3.1. Tulajdonsagok

3.1.1. Allitas. Legyen T eqy r gyokerd gyokeres fa. A sugdrirdnyi lerajzoldsra igazak a kovetkezdk :
1. keresztezés mentes,
2. egyenesvonalas rajz,
3. a csicsok a gyokérpont koril egy-eqy koncentrikus kéron helyezkednek el gy, hogy az i szintd

csicsok az 1. korre keriilnek.

3.1. abra. Példa sugariranyt rajzra [1].

3.2. Algoritmus

Legyenek Cf, Cy, ..., Cpyry origod koriili koncentrikus korok ugy, hogy az i. kér sugara r; =i -7 és

minden ¢ mélységd csiucs Cj-re fog keriilni. Minden v cstcsra v részfiaja egy W, korgytriszeleten beliil
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fog elhelyezkedni, melynek hatérolo korei C; és Cyry. v a W, kozépponti szogének szogfelezGje és a
C; kor metszéspontjaba keriil. Els§ gondolatunk, hogy W,-hez tartozo kozépponti szoget a részfa [(v)
leveleinek szdmaéaval ardnyosan hatarozzuk meg. Meg kell vizsgalni, hogy ekkor lehet-e keresztez&dés a
rajzban. Tekintsiik az 3.2. abrat, ahol a korgytriiszeletb6l kiléps élet vu élet keresztezi egy wz él. Ha w
nem Gse v-nek akkor legyen a legkozelebb 1év6 kozos Gsiik, p a C; kérén. Ennek lesz két leszarmazottja
C;11-en, amiket kiilon szogtartomanyba helyez el az algoritmus, melyek kézdtt van egy e hatarold egyenes
és az 6 leszarmazottjaik szogtartoménya is diszjunkt lesz emiatt. Ezért az w cstics nem lehet ugyanabban
a szogtartomanyban mint a v cstcs. Akkor azonban, ha a keresztezs él fels6bb végpontja sziilGje a v-nek,

mar lehet mutatni példat keresztezddésre.

3.2. abra. Kideriil, hogy ebben az esetben nem lehetséges élkeresztezés.

Ha a keresztez6 él kezd&csticsa Gse a W,,-bdl kilép6 él kezdGesticsanak, akkor még lehet keresztez6dés
a grafban, ezért még egy megszoritast tesznek. Huzzunk v-ben egy érint6t C; korhoz, és tekintsiik a
Ciy1-€l vett metszéspontjait, a-t és b-t. Legyen az origdbdl a-n és b-n keresztiil huzott egyenesek és az
ab szakasz altal hatarolt konvex teriilet F, (lasd 3.3. abra). Ha v minden gyereke ezen a teriileten belil

helyezkedik el, akkor nem lesznek keresztezddések a rajzban.

3.3. abra. F-hez tartozo szog.

Mivel a W, korgytirtiszeletet lehet, hogy sziikebb halmaz, mint F),, ezért val6jaban azt a korgyti-
riszeletet kell a v részfdjahoz rendelni, amelyiknek a kozépponti szoge az origobél az a és b pontokba

hazott egyenesek altal bezart 7, szognek és W, kozépponti szognek a minimuma (lasd 3.3 dbra). Ezt a
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szogtartomanyt kell felosztani v gyerekei kézott. Ehhez mar csak a 7 szdget kell kiszamitani, amelyrsl

konnyen lathato, hogy cos(5) = - (3.4 4bra).

Ti+1

3.4. abra. Fy-hez tartoz6 szdg kiszdmitasa.

Az algoritmus tehdt a kovetkezd. ElGszor egy postorder bejarassal meghatarozzuk a fa minden v
cstcsara, hogy mekkora az § részfajanak leveleinek [(v) szama. Majd az origoba letessziik a gyokeret
és szintenként meghatarozzuk a csicsok polaris koordinatait. Jeldljiik 5,-vel a W, szbgtartomény ko-
zépponti szogét, és v,-vel az origobol a v-be hiizott egyenes és x tengely altal bezart szdget. Minden
csicshoz eltaroljuk a 3, v, és 7, értékeket, melyeket egy preorder bejaras soran hatarozunk meg. Ha

egy u cstcs gyermeke v-nek, akkor az ¢ szogei az aldbbi egyenletek alapjan hatarozzuk meg.

Q= min(7y, By)

W)

Yu-t pedig Ggy hatarozhatjuk meg, ha lerogzitjiik a v gyermekeinek egy sorrendjét, azaz legyenek v

gyermekei uy, ua, ..., ug, és legyen u = wu;. Ekkor:

i—1
Qy /Bu
7u:70_2+z;/6u3-+2
‘7:

Ebbdl méar meghatarozhaté minden cstcsnak a polaris koordinataja: p(v) = (r;,v), ahol a v szintje

éppen 1.
3.2.1. Elemzés
3.2.1. Allitas. Egy T r gyokeri gyokeres fara a sugdrirdnyi lerajzolds algoritmusa O(n) ideji.

Bizonyitds. Az eljaras egy preorder bejarassal megtehets, mivel minden 1épésben meghataroztuk a vizs-

galt csucs polaris koordinatait, igy a futdsidé linearis O

A teriilet becslésére pontos bizonyitast ehhez az algoritmushoz nem talaltunk. A rajz teriilete alatt a
két legkozelebbi csiics tavolsaganak és a rajz befoglalé korének ardnyat értjiik. Jelen esetben a befoglalod

kor éppen a legutolso szinthez tartozo Cir) kor.
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A [35] kényv allitasa szerint a sugarirdnyt lerajzolas teriilete O(h(T)? - A2), ahol A a legnagyobb
kifokd cstcs fokszama, és h a fa magassiga. Ez azonban nem igaz, konnyen mutathatunk ra ellenpéldat.
Legyen T egy teljes binéris fa, azaz olyan gyokeres fa, melyben minden a levelek kivételével csicsnak
pontosan két gyermeke van. Ekkor A = 2, igy [35] szerint a rajz teriilete O(2-h(T)?) Viszont a lerajzoldsra
az igaz, hogy az 4. szinthez tartozé kérén 2¢ cstics van, melyek legalabb egy tavolsdgra vannak egyméstol.
Tgy a C; kor k; keriiletét alulrol becsiilhetjiik 2i-vel, és mivel 4r; < k;, ezért r; < 2072 A Ch(T) kor teriilete
tehat O(27)), ami ellentmondas.

Az nyilvan latszik, hogy fa magassagatol fligg a rajz teriilete, igy irdnyitatlan esetben, fikra javitha-
tunk a teriileten, ha ugy valasztjuk ki a gytkérpontot, hogy minimalizaljuk a fa magassagat. Ezt O(n)
id6ben megtehetjiik a kévetkezd algoritmussal. Ha a fanak legfeljebb két csiicsa van, akkor végeztiink,
ha nem, akkor tavolitsuk el a fa leveleit. Végiil vagy egy pont marad, vagy egy él. Ez utébbi esetben
gy moédosithatjuk az algoritmust, hogy egy 1 hosszii egyenessel 6sszekotjitk a két csicsot és ennek a

kozepét helyezziik az origoéra.

3.3. Tovabbi eredmények

A fent bemutatott algoritmust Eades publikalta [15], de korabban Bernard is foglalkozott ezzel a té-
méaval [4]. Sok sugarianyu lerajzolasi modot lehet még talalni fakra, melyek a gyokér megvélasztasdaban,
a korok sugardban és a korgytrtszelet méretében kiilonbéznek egymastol. Book és Keshary [2]| cikké-
ben példaul az egyes csiicsokhoz tartozéd szogtartomanyokat a cstics gyermekeinek szamaéval aranyosan
hatarozzak meg. Ez altalaban nagyobb teriiletii rajzot ad, mint az ebben a fejezetben ismertetett algo-
ritmus. Bernard és Mohammed olyan algoritmust dolgozott ki, mely a csticsokat cimkézettnek tekinti,
azaz minden cstcshoz tartozik egy téglalap, és az igy felépitett grafot kell sugariranyd lerajzolassal,
sikban lerajzolni [3]. Csak olyan nem binaris fikra ad lerajzolast, melyekben minden levél a fa azonos
szintjén szerepel. Az algoritmus nem a gyokértsl indulva hatarozza meg a cstcsok koordinatiit, hanem
elGszor a levelek szintjétél, majd minden cstucsot a "legbaloldaliabb" és "legjobboldalibb" gyermekébe

mutatd sugarak szogfelez§jében helyez el.

3.4. Alkalmazasok

A sugérirdnyu lerajzolast mar nagyon régota hasznaljak intuitiv modon (lasd 3.5. dbra). Ma a mod-
szert els@sorban az elmetérképek lerajzolasahoz hasznéljak, és szdmos elmetérkép rajzolé program al-
kalmazza, mint példaul Mindmanager, MindMapper vagy E-Draw. Masik {6 irany a web fejlgdésének
vizulalizélasa, ahol a elsGsorban nem fékra, hanem tetszéleges grafokra hasznélnak sugarirany lerajzo-
last ( [11], [10]).
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3.5. dbra. Organigram 1924-bdl [33].
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4. fejezet

HYV Lerajzolas

A kovetkezs két fejezetben két olyan racsrajzot ismertetiink, melyekben minden élet vagy vizszintes,
vagy fliggsleges egyenes vonallal dbrazolunk. Sok esetben ez nem ad jol atlathatd abrat, mert nem
érzékelteti olyan jol rajta a fa szerkezetét, mint a szintezett vagy a sugarirany lerajzolasok. Ha viszont
nem az atlathatosag az els6dleges célunk, hanem az, hogy a rajz teriilete minél kisebb legyen, akkor
ezek a lerajzolasok nagyon jol alkalmazhatoak. Ugyanis ezek a modszerek O(nlogn)-es teriiletdd abrat
adnak, amely el6z8 két fejezetben ismertetett polinomiélis teriiletii lerajzolasoknél sokkal jobb. Ebben

a fejezetben a HV lerajzolast mutatjuk be a [35]-ben leirtak alapjan.

E

4.1. abra. Példa HV lerajzolasra [35].

4.1. Tulajdonsagok

4.1.1. Allitas. Legyen T egy rendezett bindris fenyd n csicesal. A HV lerajzolds algoritmusa egy olyan
rajzot ad, amely:
1. rdcsrajz,
2. keresztezés mentes,
3. ortogondlis,
4. ereszkedd,
5

. minden csics vizszintesen, vagy fliggdlegesen egy vonalban van a szildjével,
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6. ha két csics részfaja diszjunkt, akkor a részfdikat tartalmazo befoglalo téglapok (legkisebb téglalap

ami tartalmazza részfa rajzdt) nem metszik egymdst.

Emlékeztetiink, hogy racsrajz esetében, ezért egy rajz teriilete alatt a racs méretét egységnek tekintve

a rajz befoglald téglalapjanak teriiletét értjik.

4.2. Algoritmus

A most kovetkezd algoritmus is az "oszd meg és uralkodj" elven alapszik, hasonléan mint a szintezett
lerajzolas. Ha két részfat mar megrajzoltunk, akkor azokat vizszintes vagy fiiggéleges elrendezésnek

megfelelen egymashoz illesztjiik az 4.2. és a 4.3. abrdknak megfelelGen.
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4.2. abra. Viszszintes elrendezés [35].

[ 3 ' ' | 1

OQ-'--i--b-Jl-

E L i AT LY N

[
L T
¥ J

]
=N -

1

|
-7 -

|
_ 1

.-I--q--F-.lI-

- -~ YEOpPEBEENEBEN -

'ﬁnl---.-l__'___j__

4.3. abra. Fiiggtleges elrendezés [35].

4.2.1. Megjegyzés. A HV lerajzoldsban minden sorban és oszlopban van egy csics, igy mind a rajz

magassaga, mind a szélessége nem lehet nagyobb, mint n — 1.

4.2.2. Algoritmus (Jobb-nehéz HV lerajzolas algoritmus binéris fakra). Input: T, r gyckerd bindris

fa.
Otuput: T HV lerajzoldsa.
1. Ha a grdf egy csicsbol dll, akkor annak a rajza trividlis.

2. "Oszd meg:" Rekurzivan alkalmazzuk az algoritmust a T jobb és bal oldali részfdira.
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3. "Uralkodj:" Helyezziik o vizszintes elrendezés szerint a tobb csicsbdl dllo részfdt a mdsik jobb
oldaldra. Ha T-nek csak egy gyermek részfija van, akkor azt helyezziik eqy egységgel jobbra o T
gyokerétdl.

D)

4.4. abra. Példa jobb-nehéz HV lerajzolasra [1].

4.2.1. Implementacié

Most precizen is megadjuk, hogy mit jelent a vizszintes elrendezése a csiicsoknak.

Mint a szintezett lerajzolasndl, itt is el6szor egy postorder bejarassal a csicsok sziil6hoz vett relativ
koordinatait adjuk meg, majd egy preorder bejarassal megadjuk az abszolit koordinatakat.

A postorder bejarasnal egy csticsrol eltaroljuk az ¢ részfajanak befoglald téglalapjanak magassagat
és szélességét, H(v)-t és W (v)-t, valamint a relativ koordinatait, rel X (v)-t és relY (v)-t. A jobb és bal
gyerekeket vjopp-el és vpg-el jeloljiik. Egy v cstcs részfajanak a méretét pedig N (v)-vel jeléljiik, melyet
szintén a postorder bejaras soran szamitunk ki. Ha v levél, akkor H(v) = 0, W(v) = 0, relX (v) = 0,
relY(v) =0és N(v) =1

Amikor egy olyan v csicsot vizsgalunk, melynek két gyermeke van, akkor ezeket az értékeket a

kovetkezGképpen hatarozzuk meg:

if N (vjors) < N(vpar) then
rel X (vpar) := W (vjorp + 1)

relY (vpqr) =0

)
Vjobb) 1= —1
H(v) := H(vjop)
W(v) := W(vpar) + W (vjom) + 1
N(v) := N(vpa1) + N(vjobp)
end

<
Q)
~
~

—~

4.2.2. Elemzés

4.2.3. Allitas. Legyen T egy bindris fenyd. A HV lerajzolds rajzdnak magassiga O(logn).

Bizonyitas: A teljes rajz magassiga legfeljebb n. Legyen a rajzban a legmélyebb cstues w. Mivel

csak vizszintes elrendezést alkalmaztunk, ezért minden fiigg6leges él egység hosszu. Igy elég megmondani,
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hogy hany él van a a w-t6l a legfelsé szintig mend aton. Legyen uv ezen tton. Amikor az v alatti két
részfat Osszeillesztettiik, akkor a nagyobb cstcsszamit helyeztiik a kisebb, v gytkert részfa mellé. Igy a
u részfajaban legalabb a kétszer annyi pont van, mint a v részfdjaban. Mivel minden éllel kétszerez6dik

a részrajz csucsszama, ezért nem lehet tobb él, mint logn.
4.2.4. Allitas. A HV lerajzolds bindris fenydkre eqy O(nlog(n)) méretd rajzot ad O(n) idében.

Bizonyitas: Az el6zd allitas és a 4.2.1. megjegyzés alapjan igaz a teriilet becslés. A 1épésszam is
igaz, hiszen minden csticsnal az Osszeillesztésnél csak a két gyermek relativ koordinétait adjuk meg, azaz
konstans sok lépést végziink. A masodik preorder bejaras is n nagysagrendi, igy Osszesen O(n) lépést

végziink.

4.3. Kiterjesztés gyokeres fakra

A HYV lerajzolas algoritmusa tetsz6leges gyokeres fakra is altalanosithato.

4.3.1. Algoritmus (Jobb nehéz HV lerajzolas gyokeres fakra). Imput: T, r gyokeri fa.
Otuput: T HV lerajzoldsa.
1. Ha a grdf eqy csucsbdl dll, akkor annak a rajza trividlis.
2. "Oszd meg" : Tegyiik fel, hogy o T gydkerénél szétvdgva Ty, Ts, ..., Ty részfdra esik szét. Rekurziven
alkalmazzuk az algoritmust ezekre a részfikra.
3. "Uralkodj": Legyen T}, a legnagyobb csticsszdmii részfa. Tegyiik i = 1, ..., k-ig jobbrdl balra T; mellé

T y1-et vizszintesen 1 tdvolsdgra, az 4.5. dbra alapjdn.

A pontos koordinéaték kiszamitaséhoz legyen az i. fa szélessége W (i), és legyen a T; gyokere v;. Ekkor

a v; relativ koordinatait a sziilshoz képest a kdvetkezGképpen hatarozhatjuk meg:
i
relX(Ui):Zw(j)—i—j—l, 1<j<k-1
j=1
relY(vi)=—1, 1<j<k-1
i
rel X (vy) = Zw(k) +k—1,
j=1
relY (vg) =0

legnagyobb
részfa

4.5. abra. A jobb-nehéz HV lerajzolas altalanositasanak egy osszeillesztési 1épése.

4.3.2. Allitas. A HV lerajzolds O(n) idében tetszdleges r gydkerd fenydre olyan dbrdt ad, mely:
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egyenesvonalasrajz,
rdcsrajz,

ereszkedd,
keresztezésmendtes,

a rajz magassdga legfeljebb O(logn), szélessége legfeljebb n — 1

S S o v o~

teriilete O(nlogn).

4.4. Tovabbi eredmények

A HV lerajzolast el6szor 1992-ben Crescenzi, Di Battista és Piperno dolgozta ki [12]. Publikaciojuk-
ban a fent bemutatott jobb nehéz HV lerajzolas algoritmuséhoz hasonléan O(nlogn)-es teriiletd rajzot
készitettek linedris id6ben binaris fakra. Ezen kiviil egy olyan algoritmust is bemutattak, mely teljes bi-
naris fakra O(n) teriiletd rajzot ad. Kés¢bb Crescenzi és Penna igazolta, hogy a HV lerajzolas minimélis
mérete h magassagi binaris fa esetén 2.5n — 4.5@ + 3.5, ha h paros és 2.5n + v/n +1+ 3.5, ha h
paratlan, tovabba egy linearis idejd algoritmust is adtak a lerajzolas megtalalasahoz [13]. Kim egy ma-
sik fontos célfiiggvény, az 6sszélhossz szerint is vizsgédlta a HV lerajzoléast, és bemutatott egy nloglogn
osszélhosszu rajzot adé algoritmust [21]. Crescenzi és Penna lerajzolasanak az Gsszélhossza nlogn, igy

Kim algoritmusa jelentds javitéas, a teriiletre viszont ez az algoritmus rosszabb, O(nlognloglogn).

4.5. Alkalmazasok

Bar a HV lerajzolas nem a legmegfelel6bb az olyan alkalmazashoz, melyeknél a struktira megértése
a cél, mert kevéssé lathato 4t a fa szerkezete, viszont a rajz teriilete jobb a kordbban bemutatott algo-
ritmusokhoz képest. Mivel az élek hosszainak Gsszege ennél a lerajzolasnal az egyik legkisebb, ezért fel-
oszthat6 kapcsolasi rajzok tervek elkészitéséhez hasznéljék, ahol a huzalok 6sszhossza kardinalis kérdés.
Még egy érdekes alkalmazasarol olvashatunk [20]-ben a Lisp nevii programozasi nyelven irt programok

vizualizalasahoz.
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5. fejezet

Tekercselt lerajzolas

A tekercselt lerajzolas binaris fakra készit ortogonalis racsrajzot, nagysagrendileg ugyanazzal a terii-
lettel mint az el6z6 fejezetben targyalt HV lerajzolas. Ennek az algoritmusnak az a célja, hogy konstans
képfelbontésu rajzot kapjunk. Kordbban emlitettiink, hogy ez a tulajdonsig szintén fontos elvaras a leg-
tobb alkalmazas esetében, igy a tekercselt lerajzolas a teriilete és a képfelbontdsa miatt is kiemelkedik

a tobbi racsrajzot add algoritmus koziil. Az algoritmust a [35] kényvben leirtak alapjan ismertetjiik.

5.1. Tulajdonsagok

5.1.1. Allitas. Legyen T egy rendezett bindris fenyd n csiccsal. A tekercselt lerajzolds algoritmusa egy
olyan rajzot ad, amely:
1. rdcsrajz
keresztezés mentes,
ortogondlis,
ereszkedd,

minden csics vizszintesen, vagy fiiggdlegesen egy vonalban van a szildjével,

S & o

konstans képfelbontdsi.

5.2. Algoritmus

Jeloljiik T leveleinek szamat l-el. Az altalanossag megszoritiasa nélkiil feltehets, hogy a fa teljes
bindris fa, igy n = 21 — 1. Ez a feltevés a kés6bbi teriilet becslések miatt kell, hiszen ekkor O(n) = O(1),
igy minden becslést a levelek szamanak fiiggvényében adhatunk meg. A rajzbél végiil kitérolhetjiik a
felesleges cstcsokat O(n) id6ben, a teriilet ettdl legfeljebb csak csokkenhet.

Emlékeztetiink, hogy T), leveleinek szamat [(v)-vel jeldljiik. Rendezziik a fat tigy, hogy minden szinten
a nagyobb levélszamt részfa mindig jobb oldalra keriiljon, azaz l(vpa) < [(vjom). Ez linearis idében
megtehetd.

Legyen H (1) arajz magassaga és legyen W ([) a szélessége, t(1) pedig az algoritmus futasideje. Legyen
A > 1 egy fix paraméter, melynek az értékét késébb hatarozzuk meg. Ha [ < A | akkor a fat rajzoljuk
meg a Jobb-nehéz HV lerajzolas 4.2. algoritmusa alapjan. A HV lerajzolas becslése alapjan H (1) < log, [,
W(l) < Aést(l) =0(A).
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5.1. abra. A nagyobb levélszamu csticsokat jobbra rendezziik [35].

Tegytik fel, hogy A < [. Ekkor definidljuk a {vy, v, ..., vy} csticsiik sorozatat tgy, hogy v legyen
a gyoker, és vit1 = vj,,,. Ekkor vj11 jobb részfaja része v; jobb részfajanak, igy az I(v;) levelek szama
szigoruan csokken. Legyen k az az index, amelyre [(vg) > [ — A, de lvgy1 < [— A. Ez a levelek szamanak
szigoru csokkenése miatt O(k) id6ben megtaldlhato. Legyen a v; bal részfaja T; és legyen a T; leveleinek
szdma [; minden ¢ = 1,...,k — 1-re. A v, bal és jobb részfaja pedig legyen rendre T' és T" | a leveleik

szédma pedig " és " legyen (lasd:5.1. abra). Ekkor a k valasztésa miatt igazak az alabbiak:

1+ ...+l :l—l(vk) <A (5.1)
max{l',I"} = l(vpy1) <1 - A (5.2)

Megjegyezziik, hogy I’ < 1", mivel jobbra rendeztiik a nagyobb levélszamu részfakat.

Most megadjuk az algoritmust (lasd 5.2 abra).

1. Ha k = 1, akkor a vy ala T'-t és T"-t fiiggGleges elrendezés szerint helyezziik el, miutén rekurziven
lerajzoltuk 6ket. Mivel a rekurziv hivasnal a levelek szama csokkent, ezért van értelme Gjbol
Osszehasonlitani a levelek szamat és A értékét.

2. Ha k = 2, Ti-et rajzoljuk meg a 4.2. algoritmus alapjan, T'-t és T"-t rekurziven rajzoljuk le.
Ezutan vy ald fliggdleges elrendezéssel helyezziik el T'-t és T”-t, majd ezt a rajzot és Ti-et szintén
fliggsleges elrendezéssel vy ala.

3. Ha k > 2, akkor T, ..., Tx_o, Tip_1-t 4.2. algoritmus szerint rajzoljuk meg. Ezutdn v; mellé
helyezziik sorban balrél jobbra a T; fak rajzait ¢ = 1,...,k — 2-ig ugy, hogy a T; gydkere v;-vel
fligg6legesen egy vonalban legyen, és a v;-k vizszintesen egy legyenek vonalban gy, hogy a T; abréi
k6zott pontosan 1 legyen tavolsag. A Ty_o rajzat tiikkrozziik a rajz bal oldali hatérolé egyenesére,
igy a gyokér a rajz jobb fels§ sarkdba keriil. Ezutén forgassuk a rajzot el a gyokér koriil 5 szoggel
pozitiv irdnyba. Végiil helyezziik el az igy elkésziilt rajzot vizszintesen egyvonalban vy, mellé,
vg_1-t6l jobbra egy tavolsagnyira. A T'-t és a T"-t rekurziven rajzoljuk meg, majd tiikrozziik cket
a rajzuk bal oldali hatarolé egyenesére, hogy a gyOkeriik az rajzuk jobb fels§ sarkaba keriiljon.
Helyezziik a rajzukat egymads ald egy tavolsagban tugy, hogy a gydkereik a vi_i-el fiigglegesen
egyvonalban legyenek és a rajzuk a T; fak rajzaitol fligglegesen legalabb tavolsagra legyenek. (A

legnagyobb magassagi 7T; fa rajzatol pontosan egy tavolsagban.)
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5.2. abra. Az Osszeillesztés esetei [35].

5.2.1. Elemzés

5.2.1. Tétel. Legyen T bindris fa n csiuccsal. Ekkor a tekercselt lerajzolds algoritmusa O(n) iddében olyan
rdcsrajzat adja T-nek, melynek terilete O(nlogn). A rajz magassdga és szélessége egyardnt O(y/nlogn),
igy a képfelbontds O(1).

Bizonyitas. A magassagokra, szélességekre és a futasidére mindig igazak az aldbbiak:

H(l) <max{H(I') + H(I") 4+ logy A+ 3,logy lx_1 — 1}
W) <max{W({")+ 1, W(I"),l1 +1lo+ ... + lg_2} + logy lj—1 — 1

t(1) < max{t(l') +t(1") + O(lh +la + ... + [—1 + 1)}
A (5.1) egyenl6tlenség alapjan:

H(l) <max{H(I')+ H(I") + O(log A), A}

W () < max{W(l') + 1,W(l"), A} + log A

t(1) < max{t(l') + t(I") + O(A4)}
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(b) Felosztas az algoritmus sze-

rint.

(c) Kész tekercselt lerajzolas.

5.3. abra. Példa tekercselt lerajzolasra [35].

A (5.2) egyenldtlenség alapjan pedig lathato, hogy W(l) = O( [%W log A + A). A tovabbiakhoz

belatjuk a kovetkezd lemmaét.

5.2.2. Lemma. Legyen A > 1 és f egy olyan figguény melyre :

- hal < A, akkor f(I) <1,

~ hal> A, akkor f(I) < f(I')+ f(I") + 1 barmilyen I! <1" <1— A, melyre ' +1" <.
Ekkor f(I) < 44 — 1 minden | > A-ra.

Bizonyitds. Indukci6 I-re. Tegyiik fel, hogy ’-re és I"-re mar igaz az allitas. Ha I',1"” < A, akkor f(l) <

3<44 —1 hiszenl>A Hal' < Aésl” > A, akkor f(I) <2+ f(I") <45 +1 <454 +1 <44 1.
. l/ l// ll l// l

Ha pedig I,1” < A, akkor f(I) < f(I')+ f(I") +1 <45 +45 -1 <49 —1=44 - 1. O

Mivel I’ +1" < [, ezért alkalmazhatjuk a lemmat %—ra és azt kapjuk, hogy t(I) = O( {%] A) = O(n).

Ha gg(g—ra alkalmazzuk a lemméat, H(l) = O([%] log A + A)-t kapunk. Igy % = 1, tehéat a rajz
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konstans képfelbontasa. Végiil, ha A-t 1/l logl-nek valasztjuk, akkor megkapjuk, hogy a rajz teriilete
O(nlogn). O

5.3. Tovabbi eredmények

A fent leirt algoritmus fejlesztette tovabb Chan, Goodrich Kosarajub és Tamassia [9]. A rajz teriilete
és képfelbontésa azonos az itt bemutatott lerajzolaséval, rdadasul diszjunkt részfak befoglalé téglalapjai
nem metszik egymast. Ezen kiviil a tekercselt lerajzolas 6tletével bebizonyitjak, hogy binaris fakra létezik
O(nloglogn)-es teriilet nem ereszkedd, ortogonalis racsrajza. Ezt az eredményt t6liik fiiggetleniil Shin

és Kim is belatta, egy nagyon hasonlé 6tleten alapulé algoritmussal [32].
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6. fejezet

Buborék lerajzolas

A buborék lerajzolas olyan egyenesvonalas sikrajz, melynek alapgondolata, hogy egy cstucs gyermekei
mind egy kor keriiletén helyezkedjenek el, melynek a kozéppontjaban a sziilgjiik all. Minden részfa
egy korlap belsejébe keriil, melynek a kozéppontjaban a részfa gyokere all. Raadéasul ezek a korlapok
nem metszik egymaést, ha a két részfa nem metszi egymést. Ez a két tulajdonsig nagyon elényds a fa
struktirajanak megértése szempontjabol, hiszen egyrészt jol latszik, hogy egy sziilének mely cstcsok a
gyermekei, masrészt a gyOkeres részfak rajzai is j6l elkiilénithetSek. Bar a buborék lerajzolas teriilete
exponencialis lesz, mivel a gyokértsl kiindulva egy iton minden él egyre révidebb, az el6z6 tulajdonsagok
miatt mégis széleskori alkalmazasi teriilete van, melyekrdl a fejezet végén esik sz6.

A fentieken kiviil még sok megszoritassal élhetiink a buborék lerazolasra vonatkozolag. Definidljuk
egy v csucs részfajahoz tartozd befoglald koért, mely az a legkisebb kor, amely az 6 gyermek részfainak
befoglalé koreit tartalmazza. Ennek a kdzéppontjaba keriil majd v. Egy v cstics befoglald kore v teljes
részfajanak rajzat tartalmazza. A levelek befoglalé kore egy pont, azaz nulla sugari kér. A levelek
sziil6inek befoglald korének sugardt egység hosszunak definidljuk, és a buborék lerajzolas terilete alatt
a befoglalo kor teriiletét értjiik. Elhetiink azzal a megszoritassal, hogy az egy szinten 1évé csiicsok
befoglalé koreinek sugara azonos legyen, ekkor fraktal modellr6l beszéliink. Ez azonban gyakran ahhoz
vezet, hogy a gyotkértsl tavolodva nagyon kicsik lesznek az élek, ami nem ad j6l atlathaté abrat. Ha ez
a megkotéstsl eltekintiink, azaz minden v csics gyermekéhez tartozo befoglald kor kiilénb6zE méretid
lehet, akkor SNS modellrdl beszéliink (Subtrees with Non-uniform Size [26]). Ebben a fejezetben az
SNS modellt mutatjuk be részletesen.

A buborék lerajzolas rekurzivan rajzol a levelektél a gyokérig. Csakiigy mint a korabbi algoritmusok-
ban, elGszor egy postorder bejarassal a csiicsok relativ koordinatéit adjuk meg a szlil§ csucshoz képest,
majd egy preorder bejarassal kiszamitjuk az abszoliut koordinatakat. Minden v cstics részfajanak rajza
egy W, szogtartomanyba keriil, melynek a kézéppontjaban a csucs p(v) sziilGje talalhato. Ezt a W;
szogtartoményt a v-hez tartozé szoégtartomanynak hivjuk. A p(v)-bsl v-be vezets félegyenes ket
szogtartomanyra osztja W,-t, melyeknek nem feltétleniil kell megegyezniiik. Ha megkéveteljiik, hogy
a lerajzolasban minden csicsndl az utébbi szogtartomanyok egyenlék legyenek, akkor egyenls szogti
(6.3. abra), kiilonben nem egyenls szogil buborék lerajzolasrol (6.11. abra) beszéliink.

A W, és v viszonyara kétféle megszoritast is tehetiink. Az egyik, hogy a v cstcs befoglalé korét
teljes egészében tartalmazza a W, szogtartomany, vagy elég csak a v gyermekeinek befoglald koreit

tartalmaznia. Az elgbbirél a 6.1. alfejezetben, az utébbira 6.4. alfejezetben lesz sz6.
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6.1. abra. Buborék lerajzolasok véltozata 1000 cstcsu fan (legnagyobb fokszam: 20, magassag 4). Jobb-
oldalt a fraktal modell rajza, kézépen a buborék alap algoritmuséval késziilt lerajzolas,(6.1. fejezet)

baloldalt a szogfelbontés 6.2. fejezetben ismertetett javitasaval [26].

A fejezetben ismertetjiik a buborék lerajzolas egyik valtozatanak algoritmusat az SNS modellben [8]
alapjan. Majd harom lépésben tessziik szebbé a lerajzolast a [26] cikkben leirtak szerint. El§szor az
egyenld szogid, nem rendezett fik esetében optimalizaljuk a szogfelbontast és a szdgardnyt egy kitiin-
tetett miveletre nézve. Masodik 1épésként jobba tessziik az igy elkészitett rajz teriiletét, de igy nem
egyenld szoglivé tessziik a rajzot, valamint a szégaranyt és szogfelbontast is rontjuk. Ezutan javitjuk
lerajzolas szogfelbontasat és szdgaranyat. Végiil abban az esetben adunk egy optimalizaléasi feladatot a
rajz teriiletére, amikor a buborek lerajzolas (2)-es tulajdonsagat nem varjuk el, azaz a sziil6t6l a gyermek

csticsoknak nem felteleniil kell egyenls tavolsagban elhelyezkedni a sziilGjiikt6l.

6.1. Buborék lerajzolas egyenld szogi esetben

6.1.1. Allitas. Legyen T egy tetszileges v gydkerd fa. A buborék lerajzolds algoritmusa egqy olyan leraj-
zoldst ad T-rél, melyre a kévetkezdk igazak:
1. sikrajz,
2. egyenesvonalas rajz,
3. minden v csicsra igaz, hogy a v gyermekei eqy koron helyezkednek el melynek a kézéppontjdban a
sztld van,

4. ha két csics részfdja diszjunkt, akkor a részfdikat tartalmazd befoglalé korék nem metszik eqymdst.

6.1.1. Algoritmus

A buborék lerajzolas rekurzivan rajzol a levelektél a gyokeérig. Csakigy mint a korabbi algoritmusok-
ban, elGszor egy postorder bejarassal a csiicsok relativ koordinatéit adjuk meg a sziil§ csucshoz képest,
majd egy preorder bejarassal kiszamitjuk az abszolit koordinatakat.

Legyen w egy tetszéleges csics. Jeloljitk Cp(w)-vel a w belsd korét, melyre a w gyermekei keriilnek,
és jeloljiik Ck(w)-vel a w befoglalé korét - azaz kiilsé korét.

Tegyiik fel, hogy egy v cstcs minden gyermekének mar ismerjiik a relativ koordinatéit a sziil6hoz

képest, és a hozzdjuk tartozo befoglald koroket is. Legyenek a v gyermekei vy, va, ..., vy,. Jeldljiik v; cstics-
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hoz tartozo befoglalo Cy(v;) kor sugarat R;-vel, és a v;-hez tartozo szogtartoméanyt pedig az egyszertiség
kedvéért jeloljikk Wi-vel. Annak érdekében, hogy v p(v) sztlGjét is el tudjuk helyezni, felvesziink egy vy
csucsot, R, minimélis sugarral. Ry, lehet példaul a rajzban addig el6fordulé legkisebb befoglald kor
sugara. Igy p(v) majd a v-b6l vp-ba mend egyenesen fog elhelyezkedni a kévetkezd iteracioban. A Cy(v)
belss kor sugara legyen r, keriilete C, a C(v) befoglalé kor sugara pedig legyen R,. Legyen ¢; az a
kozépponti szog, melyet v; és v;_1 hataroz meg, és legyen az ehhez tartozo koriv hossza Cy(v)-n s;(lasd
6.8. dbra) Feladatunk, hogy r-et és ¢;-t meghatarozzuk. A belss kor kertiletét becsiilhetjiik a gyermek
korok atmérdivel, C =223, R;, és igy sugara r = % lesz. Az s; koriv R; + R;_1-€l becsiilhetd, és igy a
~ Si

kozépponti szogeket ¢; = Zi-nek véilaszthatjuk. Végiil a v befoglal6 korének, R,-nek a sugara pontosan

r + R; lesz, ahol R; a legnagyobb sugér a gyerekek befoglalé korei koziil.

6.2. abra. Buborék lerajzolas algoritmusa.

Ezek a becslések azonban még nem pontosak, hiszen nem biztos, hogy igy minden gyermek befoglal6
kore valoéban elfér a C, kordn. Minél kevesebb gyermek van, azaz minél kevesebb kor atmérgjével be-
csiiliink, annal rosszabb ez a becslés. Igy fel kell szorozni a C,, kér keriiletét a v gyermekeinek szamaval

forditottan aranyosan. Errél az atméretezésrél azonban nem talalni a szakirodalomban pontos leirast.

6.1.2. Megjegyzés. A C kerilet kiszamitdsakor a felszorzds utdn dltaldban a Cy(v;) kérok nem érintik
W, két szogszdardat (ldsd 6.8. dbra). A 6.3. alfejezetben ldtni fogjuk, hogy ezeket a "hézagokat" le lehet

csokkenteni azért, hogy a rajz terilete kisebb legyen.

6.1.2. Szogtartomanyok kiszamitisa

A [26] cikk nem tér ki a W; szogtartomanyok szogeinek meghatarozasara, viszont a szogfelbontéas
és a szdgarany javitdsahoz éppen ezen szdgtartoméanyok manipulalasat veszi alapul. A feladat az tehat,
hogy megadjuk a W; szdgtartomanyok 0; szogét. Nem egyenld szogi esetben egyszeri a helyzet, ugyanis

tetszGlegesen behuzhatjuk W; két szdgszarat azzal a feltétellel, hogy a szomszédos v;_1-hez és v;1-hez
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tartozo befoglald kordket ne messe. Egyenld szogii esetben azonban méar nehezebb a helyzet, ugyanis W;-
t az egyenls sz0gl esetben felezi a vv; félegyenes. Jeldljiik ennek a két részszogtartomanynak a szogét
w;-vel. Ezeket kell meghatarozunk a ®; szogek ismeretében. w; + w;—1 = ®; (lasd 6.3 abra), tehat a

kovetkezs linearis egyenletrendszert ki kell elégitenie az w; szogeknek:

1 0 0 w1 (0
0 w2 i3
0 1 0 - (6.1)
Wn—1 Q1
0o ... 0 1 1 Wn, o,
w; >0

A megoldas egyértelmiiségéhez meg kell vizsgalni a feltétel matrix determinansét.

6.3. abra. Szogek meghatarozasa egyenld szogi esetben.

6.1.3. Allitas. A kovetkezd6 n x n mdtriz determindnsa 0, ha n pdros, és 2, ha n pdratlan.

1 0 0 1
1 0

0 1 0

0 ... 0 1 1

Bizonyitds. Azt allitjuk, hogy maéatrixnak csak két nem nulla kifejtési tagja van, azaz olyan elemek
szorzata, melyekbdl a métrix minden sordban és minden oszlopaban pontosan egy elem szerepel. Az egyik
a féatlobeli elemekhez tartozo tag, masik a f6atlo alatt 1évs elemek és az elsé sor utolsé eleme. Ugyanis,
ha az els6 oszlop elsd elemét valasztjuk, akkor a méasodik sorban nem valaszthatjuk az els6 elemet, és csak
a 2. elem nem nulla, igyhogy azt fogjuk valasztani. Ekkor nyilvin nem valaszthatjuk a 3. oszlopban a 2.
elemet, tehat az egyetlen masik nem nulla elemet, a harmadikat fogjuk vilasztani. A moédszert folytatva
megkapjuk a f6atlobeli elemeket. A mésik esetben, ha az els§ oszlopban nem az elsé, hanem a masodik

elemet valasztjuk, akkor a mésodik oszlopban nem valaszthatjuk az elsé elemet, igy a harmadikat fogjuk
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valasztani. Az utolsd sorban az els6 elemet fogjuk valasztani. Mindkét esetben az elemek szorzata 1.
Hatarozzuk meg a hozzajuk tartozo permutaciok elGjelét! A fsatloelemek az identitashoz tartoznak,
igy ennek pozitiv az elGjele. A masik tag az (1,2,...,n — 1,n) = (n — 1,n)...(1,2)(2,3) permutécio,
melynek el6jele —1"~!, ami paros n-re 1, paratlanra —1. Igy az dsszeg valoban 0 vagy 2 az n paritasatol

fligg6en. O

Tehat a (6.1) egyenletrendszernek paros esetben nem egyértelmti a megoldéasa, paratlan esetben
egyértelmd. A w; > 0 feltételnek azonban még igy sem feltétleniil tesz eleget a megoldasunk.

A megoldas létezéséhez a (6.1) feltételeken kiviil mést is figyelembe kell venni: egyik szogtartomany
sem érhet bele a szomszédjanak a befoglalé kdrébe. Ezt gy kiiszobolhetjiik ki, ha azt is feltessziik,
hogy a befoglalé kordk érint6i altal meghatarozott szégtartomanyba nem érhet bele a szomszédjainak a
szogtartomanya. Legyen ¢ és t} a v-bdl a v; befoglald kireihez htizott két érintd, és legyen a vv; félegyenes
és a t} (illetve t9) altal bezart szog ;. A feltétel gy is megfogalmazhato, hogy minden w; szégtartomany
magaba foglalja a v; szogtartoméanyokat (lasd 6.4 abra). Ekkor a (6.1) egyenletrendszerhez az w;-krél

még fel kell tenni a kdvetkezdket :

wi <P — i1 (6.2)

wi < Pip1 —vig1

6.4. abra. A v; csucsokhoz tartozd befoglald korck érintGjébe nem metszhet bele a W; szogtartomany.

Ha a (6.2) és (6.1) feltételeket feltessziik, még akkor sem biztos, hogy létezik jo megoldéas. Az egyik
probléma az lehet, hogy ha tiil kdzel vannak a korok egymashoz, azaz ha az egyik kor érintGje belemetsz
a mellette 1evé korbe (1asd 6.5. abra). Ez kikiiszobélhets ugy, hogy ha kezdetben a Cy(v) keriiletét minél
kisebbnek valasztjuk és tgy osztjuk el a wv;-ket, hogy befoglald koreik a lehetd legkdzelebb legyenek

egymashoz. A fennmarado, minimalis "hézagot" a Cy(v) korén pedig egyenletesen elosztjuk a v; befoglald

korei kozott. Ezek utan a tgy noveljiik a Cy(v) r sugarat, hogy a fent emlitett eset ne alljon fent. Ez
nyilvan megtehetd, hiszen r sugaranak novelésével a v; befoglalé kore egyre tavolabb keriil a szomszédjai
befoglalé koreitsl, mig a kordk érintGihez tartozé szogtartomany egyre kisebb lesz.

Egy masik probléma lehet, ha az egyik ®; sz6g nagyobb mint a két szomszédos szdgtartomanybol
lefoglalhato6 szogek Osszege, azaz ©; > (P;_2 —vi—2) + (P; — vi+1). Ekkor ugyanis (6.2) és (6.1) egyenl6t-

lenségeknek biztosan nincs megoldasa (lasd 6.6. abra). Ha a fent emlitett transzformaciot elvégezziik, ez
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6.5. 4bra. Nem tudjuk megvélasztani a szdgeket, ha az egyik kor érintGje belemetsz a masik korbe.

nem fordulhat el6, hiszen ez azt jelentené, hogy a ®; szdg ardnytalanul nagy a ®;_1 és a ®;41 szdgekhez
képest. Ha viszont kezdetben aranyosan osztottuk el a wv;-ket, akkor az r sugardnak novelésével ilyen

aranytalan elosztas nem &llhat fenn.

6.6. abra. Ha ardnytalanul nagy a tavolsag két cstucs kozott, a vilagos sadvot nem tudjuk elosztani a

sotétebbek kozott.

Osszefoglalva, azt mondhatjuk, hogy bizonyos esetekben meghatarozhatéak a W; szogtartomanyok
szogei, de éltaldnossdgban nehéz megmondani, hogy a (6.1) és (6.2) felteteleknek van-e megoldasa. A
tovabbiakban olyan eseteket vizsgalunk, amikor az adott grafra kiszamitottuk a W; szdgtartomanyok

szOgeét,.

6.2. Szogarany és szogfelbontias optimalizilasa egyenlé szogi esetben

Képzeljiik el, hogy van egy fix buborék lerajzoldsunk a 6.1. alfejezetben bemutatott algoritmus alap-
jan. Idézziik fel, hogy a egy lerajzolas szogfelbontésa (angular resolution) azt jelenti, hogy mekkora a
legkisebb szog, melyet a graf egy csticsabol kiindulé két szomszédos él bezar. A szogfelbontas optimalis,
ha ez a szog a lehets legnagyobb. A szogardny (aspect ratio) pedig akkor a legjobb, ha grafban a legna-
gyobb és a legkisebb szdg hdnyadosa a lehet§ legkisebb. Egy fa konkrét buborék lerajzolasiaban ezek a

szogek viszont valtozhatnak, ha a egy csdcs koriil az egyes gyermekeknek, és persze ezzel egyiitt a hoz-
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zdjuk tartozo W; szbgtartomanyoknak megvéltoztatjuk a sorrendjét. Valéban, két szomszédos csiicsba
mutato él kozotti szog a két cstcshoz tartozo W, szogtartomanyok méretétd] fiigg. Ha megceseréljiik a
szogtartomanyok sorrendjét, akkor tehat mas szogek lesznek az élek kozott, és igy a szogfelbontas és a

szOgarany is valtozhat (lasd 6.7. abra).

-

6.7. abra. Egy cstcs koriil a gyermekek kozti szogek valtozhatnak, ha megcseréljik a szogtartomanyok

sorrendjét.

A kovetkezd algoritmusban azt vizsgaljuk, hogy egy konkrét lerajzolasban milyen sorrendben kell
venni a csticsok gyermekeit, hogy optimalis legyen az adott cstucs koriil a lerajzolas szdgfelbontésa illetve
szogaranya.

Legyen S a T gyoGkeres fa egy fix buborék lerajzolasa a 6.1. fejezetben leirt algoritmus szerint. Legyen
v a T gyokeres fa tetsz6leges cstuicsa. Legyenek v gyermekei vy, va, ..., vn, és jeldljiik a v; gyermekekhez
tartozé szogtartomanyt Wi-vel, a W; szogét pedig 0;-vel. Legyen B; az a korcikk, melyet a Ck(v) befog-
lalo korbdl a W; szogtartomany metsz ki. Jeloljiikk az {1,...,n} halmaz Osszes lehetséges permutéciojat
tartalmazo halmazt YF-val, és legyen o € ¥". A v szdgeinek felcserélése a o szerint azt jelenti,
hogy a B; korcikkeket - és benniik a v;-k rajzait-, a v korill a o sorrendjének megfelelen helyezziik el.
Mivel a buborék lerajzolasban a csicsok befoglalé korei nem metszik egymést, a két cstucs szdgeinek
felcserélését tetszdleges sorrendben elvégezve ugyanazt a lerazolast kapjuk. Egy tetsz6leges S buborék
lerajzolasban a szogek felcserélésének miivelete alatt azt értjiik, hogy néhiny v csics szogeit fel-
cseréljiik egy o, € XV permutacié szerint. Amikor v szdgeinek sorrendjérsl beszéliink, akkor a B;
korcikkek elhelyezkedését értjiik alatta.

Célunk tehat, hogy egy olyan algoritmust mutassunk, mely egy tetszéleges buborék lerajzolasnak
megadja minden csics szogeinek azt sorrendjét, mely optimalis szogfelbontésa és szbgaranyn rajzot ad
a szogek felcserélésének miiveletére nézve. Az algoritmus csak egy csiics koril keres optimélis szogfel-
bontast és szdgaranyu rajzot, de be foguk latni, hogy valdjdban az egész grafra optimalis lerajzolast
ad.

6.2.1. Algoritmus

Legyen v egy tetsz6leges cstucs és tegyiik fel, hogy a vy, va, ..., v, gyermekeinek adva van a egy buborék
lerajzolasa a 6.1. alfejezetben vazolt algoritmus alapjan. A v;-hez tartozo W; szégtartomany szoge legyen
0;. Ekkor a v-bdl vi-be és a v;11-be vezetd élek kozotti szog éppen:

0; + 6i+1

; (6.3)
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6.8. dbra. Két csiics kozotti szog kiszamitésa a tartalmazé szogtartomanyok szogei alapjan.

Ezt szoget jeloltiik a 6.1. alfejezetben ®;41-el. Vegyiik az {1,...,n} halmaz egy tetszéleges o permu-
taciojat. Ez fogja megadni a v; gyermekek sorrendjét a Cy(v) belss koron. Mivel o szdgeirdl innentsl
kezdve beszélhetiink tgy, mint a 6,, szogekrdl, vagy % szogekr6l ezért az egyértelmiiség kedvéért
az el6bbi esetben o-ban szerepld szogekként, vagy o szogeiként fogjuk emliteni, utébbi esetben o-hoz

tartozo szogeket mondunk. Ekkor a (6.3) egyenlet alapjan a v cstcs szogfelbontésa:

Oy, + 05,
AngResl, = min {M} .

1<i<n 2
A v cstcs koriil az optimalis szégfelbontas pedig:

: 901‘ + 00i+1

Az altaldnossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy minden 6; kiillonbozd, és 601, ..., 0,,-t rendezziik

névekvé sorrendbe. A sorba rendezés utén bevezetiink egy 1j jelolést a szogekre:

mip < mo < ..<mg<mid<Mp<Mp_1<..<Mj, (6.4)

ha n paratlan és

mi <mg <..<mp <M, <M, 1<..<DM, (6.5)

ha n péaros.

6.2.1. Tétel. Legyen egy v tetszdleges csiicsnak és a vy,ve, ..., v, gyermekeinek adva eqy S buborék le-
rajzoldsa a 6.1 alfejezet algoritmusa alapjin. Jeloljik v; gyermekekhez tartozo szégeket (6.4) illetve (6.5)
szerint. Vegyiik a szogeknek azt a sorrendjét, melyet n paritdsdtol figgden (6.6) hatdroz meg (ldsd 6.9. db-
ra). Bz a sorrend optimdlis szdgfelbontdsi és szégardnyi rajzot ad a v csics koril a szogek felcserélésének

a miveletére nézve.
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my, My, ms, ..., My_1, mp, My, mg_1, ..., M3, mo, My, ha n = 2k és k pdratlan, (6.6)
my, Mo, ms, ...,mp_1, Mg, mg, Mp_1, ..., M3, mo, My, ha n =2k és k pdros,
my, Mo, ms, ..., My_1, my, mid, My, mg_1, ..., M3, mo, My, han =2k +1 és k pdratlan,

ml,Mg,mg, ...,mk,l,Mk,mid, mk,Mk,l, ...,Mg,mz,Ml, han=2k—+1 ésk pdT’OS,

(a) Ha n = 2k és k paratlan. (c) Han = 2k + 1 és k paratlan.

(d) Ha n = 2k + 1 és k paros.

6.9. dbra. Szogek sorrendje optimalis lerajzolasban [26].

Bizonyitds. Egy erésebb allitast fogunk belatni. Azt allitjuk, hogy a(6.6) altal meghatarozott sorrend-
ben a legkisebb szdg a lehetd legnagyobb és a legnagyobb sz6g a lehetd legkisebb a v csiics szdgeinek

felcserélésének miveletére nézve. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor n = 2k + 1 és k paratlan:

o= (my, Ma,ms, ..., Mx_1, mp, mid, My, mg_1..., M3, ma, M) (6.7)
" d M; i
6.2.2. Allitas. o legkisebb szdge vagy mk—l—Tmz’ vagy % valamilyen 1 < i < k-ra. o legna-

. My +mid M1 +m;
gyobb szoge — 5 vagy —

Bizonyitds. Nyilvanvaléan a fent emlitett szogek mindig szomszédosak a o-ban. Nézziikk meg a o-hoz

tartozo szogek viszonyat o koriiljarasi sorrendjének megfelelgen !

M M M M,_ M i M id
1+m2< 3+m2> 3+m4<‘.‘>w<.“>w<‘.‘ <M>
2 2 2 2 2 2

mg +mid Mp_1+m My+m Ms +m Ms +m M{+m M +m
k2 < k12 L 42 3 22 3 S 22 L 12 L 12 2

M, +ml,1_ o omid 4+ my M; —|—mj_t
2

-t pedig alulrél becsiili. Teh4t a maximum illetve a minimum csak ezen az elemek koziil

Ezek alapjan -t feliilr6l becsiili a két szomszédja, mig

maid + Mk

2
keriilhet ki. 0
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M; i
Most belatjuk, hogy o-nak optimalis a szogfelbontésa. Tegyiik fel, hogy o legkisebb szbge Mt iz

en vétetik fel valamilyen 1 < ¢ < k-ra. A masik eset hasonloan kezelhets. Legyen § € X" egy olyan
permutacié, melynek optimalis a szogfelbontésa, azaz d-ban két olyan szdg keriilt egymas mellé, melyek

atlaga éppen a (6.2.1) egyenletben bevezetett Opt AngResl-el egyenld.

. M; i
6.2.3. Allitas. OptAngResl = %, azaz 0 és o szdgfelbontdsa eqyenld.
: L : . M; +m; : ) .
Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy — 5 nemo legkisebb szoge. Ez vagy tgy lehet, hogy

M; +mi—q
2
vagy 1gy, hogy nem ez a legkisebb szog.

nem szerepel a d-hoz tartozé szdgek kozott, azaz m;_1 és M; szdgek nem szomszédosak,

Els6 eset. m;_1 és M; sz6gek nem szomszédosak d-ban. Legyen m;_q két szomszédja d-ban x < y.
Ekkor nyilvan igaz, hogy M; < x < y, kiildnben § legkisebb szége nem lenne nagyobb mint o-é.
Definidljuk R4, Rp, és Rc halmazokat a kovetkezéképpen:

mp < mo < ...<mj_2 < Mj_1 <V<Mi<M1‘71<...<ﬂ§<...<y<...<M1

~~

Ry Rp Rc

Ekkor R4-nak minden szomszédja Rco-bél fog kikeriilni, hiszen ha nem igy lenne, akkor lenne egy
M; i
olyan sz0g, amely d-hoz tartozik és kisebb, mint M miy

, ami ellent mond ¢ optimalitasdnak. R 4-nak
1 — 2 eleme van, igy ¢ — 1 szomszédjanak kell lennie Ro-ben. Ro-nek ¢ — 1 eleme van, de ebbél x éx y
egyik oldala m;_1-hez tartozik. Igy csak i — 2 szabad szomszéd "oldal" keriilhet ki Ro-bél, pedig i — 1-re
lenne sziikség & optimalitasahoz.

Masodik eset. m;_1 és M, szogek szomszédosak d-ban. Ekkor azt allitjuk, hogy OptAngResl =

M, . M; i
%. Ugyanis, ha OptAngResl < %, akkor o legkisebb szdge nagyobb mint 4-é, ami

ellentmond § optimalitdsanak. OptAngResl >
M; +mi—q
2

M; i
% pedig azért nem lehet, mert §-hoz tartozik

sz0g is, tehat a legkisebb szog legfeljebb ennyi lehet. O
M id
Hasonléan belathatjuk azt is, hogy két szomszédos él kozott a legnagyobb szog % vagy

M;_1 +m;

2
sebb, azaz o szogaranya optimaélis.

. Ebbél nyilvan kovetkezik, hogy a legnagyobb és a legkisebb sz6g hanyadosa a lehetd legki-

O]

Ha tehat a 7" minden cstcséara vessziik a (6.6) altal meghatarozott sorrendet, akkor az nem csak
optimalis szdgfelbontast és szégardnyt ad csticsonként, hanem minden csticsnal a legkisebb sz6g a lehetd
legnagyobb, a legnagyobb szdg a lehetd legkisebb lesz. Ezt nevezziik lokalisan optimalis lerajzolasnak.
Azt allitjuk, hogy ekkor a teljes gréfra is igaz lesz ez a tulajdonsig, azaz globalisan optimalis lesz a
lerajzolas. Ebbol persze kovetkezik, hogy a (6.6) sorrend optimalis szogfelbontast és szogaranyu a teljes

grafra a szogek felcserélésének mitiveletére nézve.

6.2.4. Allitas. Legyen S egy tetszbleges lerajzoldsa o T = (V, E) grdfnak. Tegyiik fel, hogy S-ben bdarmely
v cstcs két szomszédos éle dltal bezdrt szog kézil a legkisebb sz69 mazximdlis az dsszes lehetséges lerajzolds
kézil és a legnagyobb szdg pedig minimadlis. Ekkor az egész grdfra igaz lesz, hogy a legkisebb sz6g eqy csics
két szomszédos éle kdzott minimdlis lesz, és a legnagyobb szdg egy csiics két szomszédos éle kozott pedig

mazrimdlis.
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Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van U egy globalisan jobb lerajzolasunk, azaz aminek a legkisebb
szOge nagyobb mint a lokalisan optimaélis lerajzolas legkisebb szoge. Legyen az U lerajzolésnak a legkisebb
szoge «, az S legkisebb szdge (. A feltevés szerint a > (. Legyen a [-hoz tartozd cstcsnal a legkisebb
sz0g az U-ban . Mivel S lokalisan optimalis, ezért 5 > -y, viszont « a legkisebb sz6g U-ban, ezért v > «,

azaz > «, ami ellentmondas. A bizonyitas hasonléan megy a legnagyobb sz6g minimalitdsara. O

6.3. Terulet csokkentése

Ebben a részben mutatunk egy példat arra, hogyan &llithatunk el nem egyenld szogii buborék
lerajzolast. Az egészet az motivalja, hogy a 6.1. alfejezetben vazolt algoritmus abraja tul nagy teriiletd,
és ezért szeretnénk modositani rajta. Vegylink egy, a 6.1. alfejezetben vazolt algoritmus alapjan késziilt
buborék lerajzolast, mely egyenld szogd abrat ad. A rajzban egy tetszéleges v cstcs gyermekei legyenek
V1, V2, ..., Un. A v;-k részfal egy-egy W; szdgtartomanyba esnek, melyet a vv; egyenes éppen felez. Viszont
az 6.1.2. megjegyzés alapjan lehetnek "hézagok" v; részfainak rajzai kozott, hiszen azok befoglalé korei
nem feltétlentil érintik W; két szogszarat. Ha ezeket a hézagokat megprobaljuk csdkkenteni, azéltal, hogy
valahogyan kozelebb htizzuk a v; részfait egymaéashoz, kisebb teriiletd abrat kapunk. S6t, ha elhagyjuk a
rajznak azt a feltételét, hogy egy tetszéleges csicshoz tartozo szogtartomanynak a cstcs teljes befoglalo
korét kell tartalmaznia, hanem elég csak a csiics gyermekeinek befoglal6 koreit tartalmaznia, akkor még
kisebb abrat kaphatunk. Mi ez utébbi esetben adunk algoritmust a teriilet javitasara.

Legyen t és t! a az a két félegyenes, amely v; gyermekek befoglalé koreit érinti. Ha most azt a W/
szogtartomanyt rendeljiik v;-hez, melyet ¢; és ¢;41 hatarol, akkor azt a vv; egyenes mar nem feltéleniil
felezi. Forgassuk egymas mellé a W/ szogtartomanyokat ugy, hogy a "hézag" szégtartomany W és W),
kozé essen. Ezek utan transzformalhatjuk tgy a részfikat, hogy a vv; élek hosszat csokkentve minden
Wi és W, szbgtartomany érintse egymast, és ezzel az abra befoglalo kére kisebb lesz. Ezt ugy a
legegyszertibb elképzelni, mintha a rajz egy v kdzéppontu kérlapon lenne. A v;-k részféi fixek, mintha
botok lennének az élek, melyeknek az egymaéssal bezart szogei is fixek. A vv; élek viszont mintha fonalak
lennének és ki vannak vezetve a v kozépponton a korlap ald. Ha most a fonalakat elkezdjiik hazni
addig, amig minden gyermek részfaja valahol 6sszeér, akkor pont egy olyan nem egyenld szdgi rajzot
kapunk, ahol minden v;-hez tartozo szogtartomény éppen W/, és ennek nyilvan kisebb a teriilete, mint
az eredeti rajzé (lasd 6.10. abra). A transzformécioval jaré probléma, hogy az ererdeti lerajzolashoz
képest a szogfelbontés és szogardny elromolhat. A tovabbiakban arra kereslink megoldast, hogy hogyan

lehet egy ilyen lerajzolasnak a széfelbontasat és szdgaranyat javitani.

6.4. Szogfelbontas maximalizilasa nem egyenl6 szogil esetben

Vegyiink most is egy fix, nem egyenl§ szogi lerajzolast, melynek a szogfelbontasat és a szogara-
nyat szeretnénk optimalizalni. Egyrészt elvégezhetjiik az 6.2. alfejezetben szerepls algoritmust most is,
amely a szogek felcserélésének miiveletére nézve optimalis megoldast ad. Azonban tovabb javithatunk a
szogfelbontason, ha egy mésik miveletet végezhetiink a rajzon; egészen pontosan ha a v sziilgbsl a v;
gyermekbe vezetd félegyenesre tiikrozziik a v; részfajanak a rajzat.

Legyen a v; gyermekekhez tartozé W; szogtartomanyok szoge 0;. Ekkor a vv; félegyenes két szogtar-

toményra osztja W;-t, melyek legyenek w? és w!. Ekkor ha tiikroziink a vv; egyenesére, akkor a v;_1 és
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Jfree_arc

6.10. abra. Teriilet csokkentése [26].

v; koz0tti, valamint a v; és v; 1 kozOtti sz0g nagysaga megvaltozik (lasd 6.11. és 6.12. abrak).

6.11. abra. Nem egyenld szogl eset tiikrozés eldtt.

6.12. abra. Nem egyenl6 szogi eset tiikrozés utan. A v; és szomszédjai kozotti szogek valtoznak.

6.4.1. Megjegyzés. FEldfordulhat, hogy a tikrézés utdn a W; szégtartomdny dtldg o szomszédjdnak a
szégtartomdanydba. Ez igy kiisz0b6lhetd ki, hogy a t6bbi szégtartomdnyt forgjatuk el a v kozéppont kériil.

Mivel a tikrozésnél a W; szégtartomdny szoge nem vdltozik meg, ezért ez megtehetd (ldsd 6.11. és 6.12.
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abrak).

A szogfelbontas és a szégarany optimalizaldsahoz tgy keriilhetiink kdzelebb, ha bevezetiink egy 1j

jelolést és felirjuk a v; gyermekekhez tartozé W; szogtartomanyok részszogtartomanyait ciklikus sor-

rendben:
t t t
witw wi2w? .. whw (6.8)
~—~
—— —— ~——
Wh Wo Whn

Itt t; és t; {0,1}-beli elemek és ¢; + t; = 1. Ezek alapjan a szogfelbontés és a szogarany igy irhaté

fel:
. t; ti+1
AngResl = min {w.* + w.?
g lgign{ 7 i+1
t! ti+1
maxlgn{wil + wi:_l

. t; ti+1
ming<i<p{w;’ +wii

AspRatio =

A probléma tehat az, hogy a t;-ket és t}-ket ugy valasszuk meg, hogy optimalizaljuk az AngResl és az
AspRatio értékeit. A t; és t, értékek tehat azt jelentik, hogy a tiikrozés soran végil melyik irdnyban lesz
W; két részszogtartomanya. Ha minden ¢; és t] értéket kivalasztottunk, akkor azt egy szdgkiosztasnak
fogjuk hivni.

A kovetkez6kben arra keressiik a valaszt, hogy egy cstics koriil mennyire lehet kicsi a szogfelbontas
és mennyire nagy a szogarany. A feladatot a kovetkezd problémakban definialjuk majd belatjuk, hogy

megoldasuk egy teljes parositisi probléméra vezethetd vissza.

6.4.2. Definicio (Szogfelbontas (szégarany) probléma). Legyen egy v tetszdleges csicsnak legyen és
V1,02, ..., Uy gyermekeinek adva van a egy S buborék lerajzoldsa nem egyenld szégekkel az (6.8) jelolé-
setel. Legyen 1 egy valds szam. Feladat, hogy eldontsik van-e a t;-nek és t;-nek olyan értéke, melyre

ti,t; € {0,1} és t; +t, = 1, dgy, hogy AngResl <r (AspRatio > r).
6.4.3. Tétel. A Szigfelbontds és a szigardny probléma egy csiics koril O(n??) idében megoldhatd.

Bizonyitds. ElGszor a szogarany problémat nézziik, a szogfelbontas probléma bizonyitasa hasonléan
megy. Legyen r a kivant als6 hatdra AspRatio-nak. Vezessiink be a v; csucsokhoz tartozd W; szogtar-

toményok részszogtartoményaira a kovetkezé jelolést:

/ / /
bl, 1,b2,b2 bn,bn (69)
%% Wo Whn

Tehat b; és ) tartozik a v; szogtartomanyahoz egy konkrét buborék lerajzolasban. b;-nek a szomszéd-
jai biy1, by és b1, bj_, kozil keriilnek ki, attol fiiggden, hogy Wi, Wi_1 és Wiy részszogeit hogyan
tiikroztiik. Példaul, ha b; szomszédja b;H, akkor a vv; és vv;y1 egyenesek kozotti szog éppen b; —i—bgH. A
feladat az, hogy minden b;-nek meghatérozzuk a szomszédjat, gy, hogy a szdgariny legfeljebb r legyen.
Az algoritmus minden lépésben megvizsgal egy (x,y) part, ahol = € {b;,b.} és y € {b; + 1,0} + 1},
és eldonti, hogy létezik-e olyan legfeljebb r szégaranyn szogkiosztés, amelyben a legkisebb szog éppen
(z,y)-hoz tartozik. Azaz a legkisebb sz0g két szomszédos cstics kozott = + y lesz. Ehhez készitiink egy
G,y paros grafot, melyben pontosan akkor van teljes parositas, ha létezik ilyen szogkiosztés.

Az egyszertiség kedvéért legyen a vizsgalt szogpéar a by, b),, azaz tegyiik fel, hogy a legkisebb szdg
értéke ® = by + b;,. Ekkor készitsiink Gy, iy = (U, W), E) a paros gréafot a kovetkezd képpen:
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U = {b},b3,b3, ..., bai1, by 15 ey bok—1, byy_q }-
W = {bg, by, by, b}, ..., bay, by ooy bog—2, byr o, bog. }
Minden i € {2,3,....,k — 1}-re s € {boi—1,bh;_1}, t € {bai—2,b5;_5, b, bb;} cstcs kozott akkor megy

él, ha @ < s+t < r®. Igy garantaljuk, hogy a legkisebb sz6g ® legyen, és a szogarany, azaz a legkisebb
és legnagyobb szog hanyadosa is legfeljebb r legyen. b}-hez és b,-hez pedig igy kapcsolodhatnak élek:

(s,t) € B, ha s € {bop_1,b5 1}, t € {bok_2,bh_o,bor} 6s ® < s+t < rd
(b1,t) € E,hat e {by, by} és ® <s+t<rd

b7—b —b4—---—b"rJ—b"r—---—bnl—bn
o Ly K K XX, X, XX, S
2 <
bJ ba b ... by b %u by b3 b3 ... baabair .. baa b bu
bvb sba by 0 b b2 o b b2 b> b4b4 e bai bhi o b by
(ayn=2k. (byn=2k+ 1.

6.13. abra. A G,y gréf szerkezete [26].

Most belatjuk, hogy ha Gy, i -ben akkor és csak akkor 1étezik teljes parositéas, ha van olyan szogki-
osztés, melynek a legkisebb szoge ® és a szogfelbontasa legfeljebb r. Elszor tegytik fel, hogy Gy, iy -ben
létezik egy M teljes péarositas.

Ahhoz, hogy legyen érvényes szogkiosztas, az kell, hogy M-ben minden b; és b csicsparnak pontosan
egy szomszédja legyen a {b;_1,b;_,} halmazban ¢és egy a {b;11,b;,,} halmazban. Ha ez igaz M-re, akkor
konstrualhatunk egy lerajzolast, amelyben minden (s,t) élhez tartozo két részszogtartomany egymas
mellé fog keriilni, és by pedig b), mellett lesz. Ekkor raadasul AspRatio < r és AngResl = ® = by + b,
a graf konstrukcija miatt.

Nézziik tehat az M parositast. b) mindenképpen parja be-nek vagy bh-nek, mert csak beléjiik vezet él
a grafban. Tegyiik fel, hogy by az 6 parja. Ekkor viszont by-nek is biztosan lesz egy péarja bz vagy b koziil.
Igy tovabb b; és bl koziil biztosan lesz egy, amelyiknek b;_; és b,_; lesz a parja és emiatt a masiknak
a parja bizgtosan b;y1 vagy bj , lesz. Végiil boy_o és by, , koziil pontosan egy marad parositatlanul,
ugyhogy az lesz by, parja. Igy van egy érvényes szogkiosztasunk, amely a korabbiak alapjan teljesiti a
feltételeket.

Most tegyiik fel, hogy létezik egy D buborék lerajzolas, melynek a szdgaranya legfeljebb r és a
szogfelbontasa by + b),. Ekkor a W; szogtartoméany mésik részszogének, bj-nek a szomszédja D-ben
biztosan by vagy bl,. Tegyiik fel, hogy be. Mivel D szogfelbontasa by + b), és szogaranya legfeljebb 7,
ezért by + b, < by + by < r(by +b),). Igy a (b}, b2) €l szerepelni fog a Gy, 4y gréafban. Hasonloan, a t&bbi
szomszédos szogtartomanyhoz tartozé élek is szerepelni fognak a grafban.

Tehat ha minden 1 < ¢ < n-re megvizsgaljuk, hogy az (z,y) parra, melyre z € {b;, b} és y €
{bi+1,b;+1} létezik-e x +y szogfelbontasu lerajzolas, melynek a szogaranya legfeljebb r, akkor megkap-
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juk, hogy van-e egyaltalan r-nél nagyobb szigfelbontéisna lerajzolds. Tehat a szogfelbontas és szogarany
probléma megoldhato.

Becsiiljiik meg az algoritmus lépésszamat! A @ érték 6sszesen legfeljebb O(n) értéket vehet fel, mert
minden b; szogtartomanynak Osszesen legfeljebb 4 szomszédja lehet a G, grafban egy tetszéleges (z,y)
értékre. A szogfelbontds probléma megoldasahoz elGszor sorba rendezziik ezt az O(n) értéket, majd
mindegyik (z,y) parra eldontjik a G, grafrol, hogy létezik-e benne teljes parositas. Ennek eldontése
O(y/mn)-ben megtehetd, ahol m az élek szama. Igy dsszesen O(n - logn) 4+ ny/mn = O(n - \/nn) ideji
algoritmust adtunk a szdgfelbontés és a szégarany problémaéra.

O

Tehat a 6.1. alfejezetben konstrualtunk egy buborék lerajzoldst, melyet a 6.2. alfejezetben tigy méodo-
sitottunk, hogy optimalis szégaranyn és szogfelbontasu abrat kapjunk a szdgek felcserélésének a mive-
letére nézve. Ezutan kisebb teriilet abrat készitettiink de egyidejileg rontottuk a szogaranyt és szogfel-
bontast. Eredményképp nem egyenls szogi lerajzolast kaptunk. Végiil a fent bemutatott algoritmussal

az egyes szogtartomanyok részszogeit tiikkroztiik, hogy kijavitsuk a szogfelbontast és a szogardnyt.

6.5. Teriilet optimalizilasa

Egy tetsz6leges buborék lerajzolas teriiletet ugy csékkenthetjiik tovabb, ha elhagyjuk azt a feltételt,
hogy egy cstcs gyermekeinek egy koron kell fekiidnie a cstcs koriil. Megjegyezziik, hogy ennek az eszté-
tikai elvnek az elvesztését példaul tgy tudjuk kompenzalni, hogy szinezziik a csicsokat. Legyenek az egy
szinten 1évd csicsok ugyanolyan szinnel szinezve, és a szin drnyalata pedig legyen aranyos a cstcsnak a
sziil6jetsl vett tavolsaggal [34].

Most is egy csucs koriil szeretnénk a Ci(v) befoglald kor tertiletét minimalizélni, elgszor egyenld
sz0gi, majd nem egyenld szogi esetben. Tegyiik fel, hogy adva van a v csucs gyermekeinek a buborék
lerajzolasa. Szeretnénk gy meghatdrozni a v és a v; gyermekek kozotti tavolsagot, hogy a gyermekek
Ck(v;) befoglalo korei ne messek egymést. Az egyenld szogii esetben induljunk ki abbol, hogy barmely
két cstcsra vv; és vvi k0zotti sz0g pontosan 27“ (lasd 6.14. abrat, ahol a gyermek csticsok ¢;-kel, és a
sziilg cstcs cg-al van jelolve.) Legyen a v; csucs tavolsaga v-t6l d;, és R; a v;-hez tartozo befoglalo kor
sugara. Ekkor a Cj(v) befoglalo kor sugara maxj<j<, R;d; lesz. A teriilet optimalizalasat egy konkrét

buborék lerajzolashoz felirhatjuk a kdvetkez6 kvadratikus programozési feladattal:

minz (6.10)
d; sin(z—ﬂ) >R, 1<i<n
n
2
d? + d?—&-l — 2didi+1 COS(%) > (Rl + Ri+1)2, 1<1<n (6.11)
2> Ri+d;. 1<i<n (6.12)

Itt z,d; € R valtozok. A (6.11) egyenlStlenség arra az esetre vonatkozik, amikor a Crv; befoglalo kor
érinti a vv; 11 vagy vv;_ élet. A (6.12) egyenlétlenség pedig azt jelenti, hogy a két szomszédos v; és v;41

csucs kozotti tavolsag legyen nagyobb mint R; + R;11, s igy a két befoglalé kor ne messen bele egymésba.
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6.14. &bra. Teriilet probléma egyenld szogi esetben

z minimalizalasaval elérjiik, hogy z = max; R; + d; legyen, és ezzel a teriiletet is minimalizaljuk. Az igy
felirt feladat egy linearis programozasi feladat kvadratikus megszoritasokkal (QLCP).

A nem egyenls sz6gd esetben a d; tavolsadgokon kiviil azt is valtozénak kell tekinteni, hogy mekkora
legyen a két szomszédos csicsba mend él kozotti sz6g. Legyen a vv;_1 és vv; élek kdzotti szog értéke 0;
(lasd 6.15 abrat, ahol ¢y a sziil6 és ¢;-k a gyermek csicsok). A teriilet optimalizalasanak problémaja igy

irhato fel:

minz
disin(6;) > R;, 1<i<n
disin(0;41) > R;, 1<i<n
d? + d?H — 2d;dit1 cos(bi+1) > (R; + RZ'H)Q, 1<i<n
z>R;i+d;, 1<i1<n

Itt d;, z és 0; valtozok. Ez a probléma nemlinearis programozasi feladat, linearis célfiiggvénnyel, és

itt méar a megszoritasok sem csak kvadratdratikusak, hanem trigonometrikus tag is van kodzottik.

6.15. &bra. Teriilet probléma egyenld szogi esetben

6.6. Tovabbi eredmények

A fejezethben bemutatott buborék lerajzolast Carriere és Kazman egy graf lerajzold program kapcsén
publikalta 1995-ben [8]. Ezt az algoritmust modositotta a szogfelbontas és szogarany javitdsanak céljabol
Lin és Yen [26]. Mint ahogy azt a 6.1. alfejezetben lattuk, Carriere és Kazman cikkében ez az algoritmus

nem volt minden részletében kidolgozva. Hasonlé alapokon nyugvé lerajzolast mutatott Melancon és
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Herman 1998-ban, mely a 6.1.1. éllitas Gsszes tulajdonsagat teljesiti [29]. 6k adtak elGszor olyan leirast

a a buborék lerajzolas elkészitésérdl, mely pontosan ki volt dolgozva.

6.16. abra. Példa Melancon és Herman buborék lerajzolaséra.

A fejezet elején emlitett fraktal modell alapja, hogy a gyermekek mind egy kor keriiletén helyezkednek
el a sz{il§ koriil, illetve minden egy szinten 1évg cstics befoglalé koreinek sugara azonos. Ilyen lerajzolasi
modszert mutat be Koike és Yoshihara [23]. Itt az m. csticshoz tartozo befoglalo kor sugara rekurzivan
szamolhato ki: r,, = v - rp—1, ahol 0 < v < 1. A fraktal modell hatranyat mar emlitettiik: a gyokértsl
tavolodva talzottan lecsokken. Elénye viszont az altalunk ismertetett algoritmussal szemben az, hogy
ténylegesen tokeletes szogfelbontésa rajzot készithetiink fraktal modellben. (Az altalunk bemutatott
algoritmus a szOgtartoméanyok felcserélésének miiveletére nézve adott tokéletes szogfelbontasu rajzot.)
Osszehasonlitasképpen lasd 6.1. abrat.

Egy masik érdekes buborék lerajzolasi modot mutatott be 1998-ban Jeong és Pang. [19] cikkiikben
gyokeres fak haromdimenzios "lerajzolasardl" olvashatunk, melyeket tolcsérfaknak neveznek el. Fgy
csics gyermekei egy kip alapkorének keriiletén helyezkednek el, a kap csicsdban pedig a sziilgjiik

talalhato. Ennek egy sik vetiilete szintén egy buborék lerajzolast ad (lasd 6.17 &bra).

Robertson Plate 1

6.17. abra. Tolcsér lerajzolas harom dimenzioban, melynek sik vetiilete buborék lerajzolast ad [31].

Grivet, Auber, Domenges és Melancon 2006-ban egy olyan algoritmust mutat be rendezett fakra,
mely hasonlit az itt bemutatott buborék lerajzolasra [17]. Grivet-ék algoritmusa is minden gyermeket
egy meghatarozott szogtartomanyban helyez egy a sziil§ cstics koriil gy, hogy a gyermekek részfajanak
befoglald kore ne messe egymast, viszont a gyermekek nem lesznek pontosan ugyanakkora tavolsagra a
sziilGjikt6l. Az éleket sem egyenes vonallal abrazolja, hanem megenged mindegyik élen legfeljebb egy

toréspontot. Az algoritmust implementaltik, és egy tébb mint 270000 cstcsbol 4llé Linux fajlrendszert
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reprezentald grafon Osszehasonlitottdk a sajat algoritmusukat a szintezett lerajzolas Walker féle val-
tozataval [36], illetve a Eades altal bemutatott sugarirdnya lerajzolassal [15]. Az eredmények alapjan
elmondhatjuk, hogy a gyakorlatban Grivet-ék algoritmusa jobb a szogfelbontasu rajzot ad, mint a mésik
két algoritmus. Gyakorlati szempontbél még két elényt emelnek ki. Egyrészt, ha a grafon kis valtoztatast
végziink, akkor a lerajzoladson is csak kis kiilonbségek keletkeznek. Masrészt konnyen beazonosithaté a

rajzon, ha két részgraf izomorf egymassal.

6.18. abra. 2700 csucsbol allo linux fajlrendszer dbrazolasa. Baloldalt Grivet-ék buborék lerajzolésa,

jobboldalt fent Eades sugarirdnyu lerajzolasa, jobboldalt lent Walker szintezett lerajzolasa. [17]

6.7. Alkalmazasok

A buborék lerajzolas kiilonb6z6 valtozatait alapvetfen nagy - akar tobb ezer csucsu - grafok megje-
lenitésére hasznaljak, példdul a mar emlitet fajl rendszerek hierarchidjanak bemutatasara, illetve web-
oldalak struktdrajanak dbrazolasa. Méasik tipikus alkalmazésa a mar sokszor emlitett elmetérképek le-
rajzolasa.

Egy érdekes alkalmazast mutatott be Yun és Lin 2007-ben [25] cikkben, ahol programkodok vizua-
lizdlasara hasznaljak a buborék lerajzolas elvét. Ma a legtébb programozé valamilyen szovegszerkesztét
hasznal a programozashoz. Ennek egyik elénye, hogy kénnyebben érthet koédolni benniik, mert lehets-
ség van a kdédsorokat valamilyen szempontbol egyszertien atlathatobbé tenni. A program hierarchikus
felépitését jobban érthet6vé tenni magas prioritasu feladat. Ehhez az kell, hogy a lényeges informacidkat
kiemeljiik a kevésbé lényegesektdl.

A cikkben kédsorok betdméretét viltoztatjak aszerint, hogy mennyire lényeges egy sor. Kitiintet-
nek egy sort, aminek az elhelyezkedését, szerepét szeretnénk vizsgilni az adott programban. Ezt a

sort nevezik fokusznak. FEl6szor a programkédhoz egy gydkeres fat készitenek a kod egymasba dgyazott
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strukturajanak megfelelen, melyben minden csiicshoz egy sor tartozik. Ezutan a fa cstcsaihoz egy szam
értékeket rendelnek melyben figyelembe veszik azt is, hogy melyik csticshoz tartozik a fokusz. Cikkiik-
ben hirom algoritmust hasonlitanak 6ssze bemutatva az egyes algoritmusok elényeit és hatranyait. Az
osszehasonlitott algoritmusok koziil az egyik Furnas halszemes lerajzolasan alapul [16], masik a fraktal
modszeren - ez nem azonos a kordbban bemutatott fraktal modellel [22] - a harmadik pedig a buborék
lerajzolason alapuld eljaras. Megjegyezziik, hogy a buborék és a fraktal modszerekkel néhol tul nagy,
illetve tul kicsi a szérasa a meghatérozott értékeknek, igy a tényleges alkalmazasnél logaritmikus vagy

exponencialis fiiggvénnyel atskalazzak az értékeket.

e e |

H frrimiors
: ! ot 5, 5, AOIG S & = BG4, moprint = 0
¢ wfatfe=getohart)) = EOF}
" e w2 W &b o=
H 04 = 10420 ¢ g0
o Fow i Bppeigie)l
I T e
i3 lelse!
14 switch(c)f
15 case
e 440 = 4oy + X[
17 forfi=Tzickzii )
H afif= i} + xfi} + tfi-1}70066;
o4 11 %= 16000;
2 i
2! -1 ta= 10000;
E53 i
23 case *-’:
24 t{0] = (t[0] + 10000) - x[0];
25 for(i=Tsi<ki++)f
26 tfi] = (t]i] + 10000) - x{i] - (1 - t[i~1]/10000);
27 tli-1] %=10000;
28 }
29 t{k-1] %= 10000;
30 break;
31 case ‘e
32 For(i=Ozi=kil++) t= xiif;
33 break
34 case q*
35 exit(0);
36 default:
37 noprnt = 1;
38 break;
EES H
40 ittnoprint
7 POk T o 0 B8 b O )
= prinksiatiip;
i R
s ; BT 4T

6.19. abra. Programkod vizualizalas a fraktal modszerrel. Fokusz a 24. soron [22].
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7. fejezet

Nehéz utas lerajzolas

Sok alkalmazas keres olyan lerajzolast, mely egyszerre teljesiti a kovetkez esztétikdkat:

1. egyenesvonalas rajz,

2. keresztezés mentes rajz,

3. polinomiélis teriiletd,

4. tokéletes szogfelbontésii.
tokéletes szogfelbontasi Duncan és Eppstein elsének ir le egy olyan algoritmust, amely egyszerre teljesiti
a fenti esztétikdkat [14]. Eredményiik meglehetGsen friss, 2011-bél szarmazik. Ebben a fejezetben ezt
az algoritmust ismertetjiik. Az algoritmus hasonl6 alapokon nyugszik, mint a 6. fejezetben bemutatott
buborék lerajzolas. Itt is minden v-re a v gyermekei egy v kézéppontii befoglald koérén beliil helyezkednek
el, de a buborék lerajzolassal ellentétben nem feltétleniil vannak egy kor keriiletén. Fontos megjegyezni,

hogy ez az algoritmus csak nem rendezett fakra ad polinomiélis teriileti lerajzolast.

7.1. Nehéz ut felbontas

Az egész algoritmus az nigynevezett nehéz ut felbontason alapszik. Legyen T egy r gyokert fa. Legyen
tetszbleges v cstcs gyermeke u. Ekkor u csticsot a v textbfnehéz gyermekének, vagy nehéz csicsnak
hivjuk, ha v minden méas w gyermekére w gyokerd részfa elemszama kisebb, mint az u gydkerd részfa
elemszama, azaz |T,| > |Tyw|, ha u # w € child(v). Ha t6bb gyermeke is van v-nek, melyeknek a
részfija maximalis elemszamu, akkor lerdgzitiink egyet, melyet a v nehéz gyermekének hivunk. Minden
mas csucsot kbnnyi csticsnak, vagy kénnyt gyermeknek hivjuk. A v kénnyt gyermekeinek halmazat
jeldljiik K(v)-val, és legyen k(v) = 1+ 37, c () |Tul, melyet a v csiics kdnnyd méretének hivunk.
Egy u = p(v)v él nehéz él, ha a v nehéz cstucsot kot Ossze a sziilgjével, kiillonben konnyi él. A csak
nehéz élekbdl 4ll6 utat nehéz atnak nevezziikk. Képezziink egy grafot a T-hez igy, hogy a maximalis
nehéz utakat Gsszehtzzuk egy-egy csicesa. Igy nyilvan egy fat kapunk, melyben a nehéz utakhoz tartozo
csicsok kozott akkor vezet él, ha a két nehéz ut kozott T-ben van egy konnyd él. Ezen kiviil még
"l6ghatnak" le konnyt élen levelek a nehéz utakbol kapott csicsokbol. Ezt a fat nevezziik a T nehéz
ut felbontasanak, és N(T')-vel jeloljik (lasd a 7.3 abra).

7.1.1. Allitas. Ha egy T fa elemszima n, akkor a hozzd tartozé N(T) nehéz 1t felbontds fa h(N(T))
magassdga legfeljebb logs n.
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7.1. &4bra. Példa nehéz ut felbontasra. Baloldalt az eredeti graf, benne vastag vonallal a nehéz élek,

mellette a grafhoz tartozo nehéz ut felbontés fa [14].

Bizonyitds. Egy nehéz gyermek részfijanak elemszama legfeljebb feleannyi lehet, mint a sziil§jének az
elemszama, kiillonben az § részfaja minden més testvér csics részfajandl nagyobb lenne. Mivel N(T)-
ben minden él T-ben koénnyti élhez tartozik, ezért N (T)-ben egy levéltdl a gyokérig vezets titon minden
cstcsnal kétszerezédik a cstcs részfajanak elemszama. Igy legfeljebb csak logy n csticsa lehet egy ilyen

Utnak, azaz a fa magassaga is legfeljebb ennyi lehet. O

7.2. Algoritmus

A lerajzolas el6készitéséhez a T fa egy postorder bejarasaval elkészitjiitk az N(T') nehéz ut fel-
bontasat. A T lerajzolasa az N(T') postorder bejardsanak sorrendjében torténik. Legyen adva egy
P = (v1,vy,..,v) nehéz ut. Minden v; csiucs egy D; kor kozéppontjaba fog keriilni. A D; korbe ke-
riilnek a v; kdnnyd gyermekeihez tartozo részfak rajzainak befoglalo korei, melyek egészen pontosan v;
koriil két koncentrikus korén helyezkednek el. Ennél a lépésnél figyeliink a tokéletes szogfelbontésra is
agy, hogy ekkor mar a v;v;—1 és v;41v; élek irdnyat is meghatarozzuk, csak a hosszukat hatarozzuk meg
kés6bb. A kévetkezd 1épésben pedig a D; kirdket helyezziik el ugy, hogy az elsé P -beli csics, vy koril
koncentrikus korgytiriik belsejébe keriiljenek. A P-hez tartozo rajz igy végiil egy D befoglald kérbe kertil.
A [14] cikkben belatjak, hogy D sugara linearis a P elemszdméban és exponenciélis a P-hez tartozo

leszarmazottak szaméaban.

7.2. abra. Példa nehaz at felbontas lerajzolasra. [14].

Jeloljiik az R sugaru kor ¢ szogd korszeletét (R, d)-val. A késGbbiekben sziikségiink van az alabbi
allitasra:
sin(g)

7.2.1. Lemma. A legnagyobb kér sugara , mely egy (R, ) korszeletbe belefér, éppen Rm.
S1n 5
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7.3. abra. Az R sugari, 0 szogii korcikk és a legnagyobb kor, amely benne elfér [14].

A tovabbiakban az egyszerlség kedvéért az N(T') nehéz ut felbontas fa hy(r) magassigét jeloljiik

h-val. El6szor lassuk az algoritmust egy a nehéz ut gyermekeinek az elhelyezésére.

7.2.2. Lemma (Konnyt gyermekek elhelyezése). Legyen v egy T-beli nehéz csics, mely az N(T) fa j.
szintjéhez tartozé idton van, legaldbb kettd a fokszdma, és legaldbb két nehéz él vezet ki beldle. Tegyiik
fel, hogy v minden u € K (v) kinnyi gyermekéhez adva van eqy Dy, 1, = 2-8""371|T,| sugari befoglalo
kér, melynek u a kozéppontjaban helyezkedik el, és tartalmazza a T, lerajzoldsdt. Ekkor van egy D kor,
melyben elkészithetjik v eqy lerajzoldsdt gy, hogy a D kézéppontjdban a v van, D-ben minden D, kir
benne van, és igazak a kovetkezdk:

1. minden él v és u € K(v) kozitt eqy egyenes, mely csak a D, kort metszi a konnyd gyermekekhez
tartozo D, befoglalo kérék koziil,
a v-hez tartozo nehéz élek nem metszik egyik D, kort sem,
a D, kérok nem metszenek egymdsba,
v koril tokéletes szdgfelbontdsi a rajz, azaz v bdrmely két szomszédos éle kozotli szdg éppen %,
a két nehéz él kozott szog %’T €s %’T kozé esik,

a D kér sugara r, = 8" Tk (v).

S & o e

Bizonyitds. Helyezziik el a v sziilgjéhez tartozé nehérz élt vizszintesen azonos koordinatara v-vel, téle
balra. Rajzoljuk meg a D, 7, sugari kirt a v kozéppontbol, és a t1, ta, ....t4(,) félegyeneseket melyek
kozott éppen % szog van. A D,, befoglal6 kérok ezekre a félegyenesekre fognak keriilni a D kéron beliil.
A nehézség a feladatban az, hogy hogyan helyezziik el a koroket tgy, hogy ne érjenek egymaésba.
Legyen a legnagyobb D,, kor sugara R,,q.. Az algoritmus kettéosztja a D kort egy A korgytirtre és
egy B v kézéppontu korre melynek a sugara R = r, — Rinee- Azokat a kordket, melyek elférnek a B
koron belil a t; félegyeneseken gy, hogy két egymas melletti ne messe egymaést, azokat kis kérdknek
nevezziik és a B koron beliil helyezziik el 6ket. Azokat amelyek nem férnek el ilyen médon, nagy
koroknek hivjuk és ligyesen elhelyezziik az A korgytirtin a félegyenesekre tigy, hogy ne messék egymast.
A kis koroknek tehat bele kell férniiik egy R sugaru % szogi korszeletbe. A 7.2.1. lemma alapjan ez
sin(%)
1+ sin(2%)

d(v)
akkor a kis koroket tetszdlegesen elhelyezhetjiik a t; félegyeneseken. A nagy kordk elhelyezéséhez be

azokra a D, korokre igaz, melyeknek a sugarira r, < R . Ha a nagy koroket elhelyeztiik,

fogjuk latni, hogy van egy C' kor, melynek az dtmérdjére minden D, nagy kor elfér ugy, hogy a kérdk
kozéppontja a kor dtmérdjére essen. S6t, ez a kor belefér a D kor egy (ry, §) korszeletébe, azaz D egy
kornegyedébe. Mielstt azonban ezt belatnank, nézzilk meg az algoritmus befejezését. Tegyiik a C kort

fliggtlegesen a v csics f6lé ugy, hogy érintse a D kort és a D, kordk vizszintesen helyezkedjenek el a
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C atmérsjén. Igy minden nagy kor a v felett egy vizszintes egyenesen van, a D kir egy kornegyedében.
Tekintsiik azt a v kézépponti kort, melynek a sugara r, — Rpnqz- Ekkor, ha fligg6legesen felfelé toljuk
a D, nagy koroket tgy, hogy a koézéppontjuk ennek a kornek a keriiletére essenek akkor minden kor a
(ry, 7) korszelet és az A korgytirtd metszetébe keriil. Ez mar majdnem jo, mér csak el kell helyezniink
a kordket gy, hogy mindegyik egy t; félegyenesre essen. Ehhez a v cstics koriil elforgatjuk a kordket az
dramutaté jarasaval megegyezd irdnyban a v cstacs koriil tgy, hogy a legbaloldaliabb kor kézéppontja
az elsé legkozelebbi félegyenesre essen. Majd azt a kort hatrahagyva a tobbi kért forgatjuk tovabb gy,
hogy a sorban kévetkez keriiljon egy félegyenesre. Ezt az eljarast folytatva elvben mindegyik nagy kort
el tudjuk helyezni a félegyenesekre. Persze azt be kell latni, hogy {gy mindegyik nagy kor elfér. Mivel
kezdetben minden kor egy 7 fokos szogtartomanyban elfért, ezért ha belatjuk, hogy dsszesen legfeljebb

3—” szoggel forgattuk el a kordket, akkor biztosan mindegyik kor el fog férni. Egy kort legfeljebb csak

d(v) fokkal forgatunk el és sszesen annyiszor forgattunk, ahany nagy kor van. Tehat, ha a nagy korok

nincsenek "tul sokan", akkor el fognak férni.

7.2.3. Allitas. A nagy korok ny szima legfeljebb 3d8(”), ha d(v) >5

Tehat ha d(v) legalabb 5, akkor a fenti algoritmus helyes. Mivel kezdetben minden k6r elfert egy 7
( )

fokos korszeletben, ¢s legfeljebb < 3T sz6ggel forgattuk el mindegyiket, 6sszesen legfeljebb -szor ezért
ezt az eredeti korszeletet legfeljebb 7 - 3d§ v) = ?Zr szoggel novelhettiik. Tehat 6sszesen 7 szoget azaz az

A korgyiirtinek legfeljebb a felét hasznalhattunk el a nagy kérdk elhelyezésére.

Ha d(v) ennél kisebb, akkor is konnyen elkészithetjiik a nehéz utas lerajzolast. Ha d(v) = 2, akkor
nincsen konnyti gyermeke v-nek, igy ekkor a két nehéz szomszédjat vizszintesen helyezziik el, v sziilGjét
balra, v nehéz gyermekét jobbra. Ha d(v) = 3, akkor csak egy konnyii gyermek van és harom félegyenes
lesz. Ebbdl a jobb oldalra mér lefixaltuk a nehéz sziil6hoz tartozé élt. A kénnyt gyermeket barmelyik
felegyenesen elhelyezhetjiik, az (5)-6s tulajdonsag igy teljesiilni fog. Ha d(v) = 4, akkor a két kénnyt
gyermeket egyméssal szemben helyezziik el fiiggélegesen, a két nehéz szomszédot pedig vizszintesen és
igy biztosan nem fogjak metszeni az élek egyik befoglalé kort sem.

A két nehéz él elhelyezése a d(v) > 5 esetben is egyszertien megtehets. A sziil6hoz vezetd élt mar
lefixaltuk a v-t6] balra vizszintesen vezets félegyenessel. Mivel az A korgyitirtinek legfeljebb a felét hasz-
naltuk fel, ezért megtehetjiik, hogy a megmaradt nehéz élt a masikkal pontosan szemben helyezziik
el, ha d(v) paros. Ha viszont d(v) péaratlan, akkor a m-hez legkizelebb es6 t;, t;y1 félegyenesek koziil
valaszthatunk tetsz6legesen.

Azt még be kell 1atnunk, hogy van olyan C' kér, melynek az &tmérGjén minden nagy kor elfér. Igazabol

mi olyan kort talalunk, amire minden kénnyii gyermekhez tartozé befoglalé kor rafér. Ugyanis figyeljiik

meg, hogy:
4 Z ra=4 Y 28" =8"T > T < 8" Tk(v) =1y
ueK (v ueK (v) ueK(v)
Azaz egy " sugart kor dtmérdjén az Osszes D, kort elhelyezhetjiik. Rendezziik sorba a D, koroket

nagyséag szerint csokkend sorrendbe a kor atmérsjén. Igy készithetiink két kort, melyek koziil az egyik
csak a nagy koroket tartalmazza a masik pedig csak a kis koroket. Legyen a C kor a nagy koroket
tartalmazo kor. Mivel ennek a kornek a sugara is legfeljebb ", ezért a 7.2.1. lemma alapjan a belefér

egy (rv, §) korszeletbe.
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A fenti algoritmussal tehdt megkaptuk, hogy hogyan lehet elhelyezni egy nehéz gyermek koriil a
konnyd gyermekek részfdinak rajzait agy, hogy a lemma (1-6) tulajdonsagai teljesiiljenek.
]

Megjegyezziik, hogy a fenti algoritmus miikddik a T fa gydkerére is, ha a sziil§ élet nem rajzoljuk
be. Konnyen elkészithetjiik egy olyan P = (v1,va,...,v;) nehéz Gton a vy cstcs rajzat is, ahol a P-hez
tartozo csics szintje az N(T') faban legalabb egy. Itt a v; sziilGjébe vezetd p(vi)vy €l konnyd él, de a
lemmat igy is alkalmazzuk, mintha ez lenne a masik nehéz él. Végiil barmely nehéz at utolsé csticsa
minden esetben egy levél lesz, igy a rajza trividlis.

A feladat most az, hogy a nehéz csucsok tartalmazo kérok rajzait dsszekossiik egymaéssal.

7.2.4. Lemma (Nehéz ut lerajzolasa). Legyen adva egy P = (v1,va,..,vx) nehéz it és minden v;
csicsdnak lerajzoldsa a 7.2.2. lemma tulajdonsdgaival. Jeloljik az egyes v; csicsok befoglalo kéreit D;-
vel, melyek sugardt jelolyik ri-vel. Ekkor van eqy r sugard D kor, melyben elkészithetjik a P-nek és
minden leszdrmazottyanak eqy lerajzoldsdt gy, hogy D kézéppontjdban v dll és melyre a kovetkezdk
igazak :

1. minden v;v;11 €l eqy egyenes, mely csak a D; és D;yq kiroket metszi.

2. awvi-et a p(vy) szildjével dsszekitd konnyid él a Dy kor kivételével nem metszi P rajzit,

3. a D; kordk nem metszik egymdst,

4. a rajz minden v; csicsa koril tokéletes szogfelbontdsi,

5

. a D kér sugara r = 222?:1 ;.

Bizonyitds. Rajzoljuk meg a D kort az origoba, és helyezziik a kozéppontjaba a v; cstucsot tgy, hogy
az 6 p(v1) sziilGje v-t6l vizszintesen balra essen. Legyenek S, Ss, ..., Sp olyan fiiggéleges savok D;-
t6l jobbra egymas mellett, amelyekre az i. sav szélessége 2r;, és az Sy baloldali hatarolé egyenese
érinti Dp-et. Legyen tovabba f; az i. savot felez§ egyenes. Hosszabbitsuk meg azt az élet, melyet a v
nehéz gyermekének fixaltunk le a 7.2.2. lemma algoritmuséban, egészen addig, amig metszi az fo felezd

egyenest. Erre a metszéspontra keriil a vy cstcs, és igy a Do kor teljes egészében az Sy sdvban helyezkedik
4r
3

kozé essen, ezért a vy cslcs egy 2% szogtartomanyba esik, mely szimmetrikus az = tengelyre. Hasonléan

el (lasd 7.4. abra). Mivel a vy koriil ugy helyeztiik el az éleket, hogy a két nehéz él kozotti szog az 2% és

az el6z6ekhez, minden v; cstcs nehéz gyermekéhez tartozo élt hosszabbitsuk meg addig, amig nem metszi
az S;p1-et felez6 f;11 egyenest, és erre a metszéspontra helyezziik a v;11 cstcsot. Ehhez biztositanunk
kell, hogy a nehéz él meghosszabbitdsa mindig messe a kovetkezd sav felezd egyenesét. Ehhez elég, hogy
ha minden v;-re a v; nehéz gyermekhez tartozo félegyenes a W szogtartomanyban marad. A 7.2.2. lemma
alapjan a v; cstcshoz tartozé két nehéz él ko6zotti szog %” és %’r kozé esik, ezért ha a v; rajzat, vagy annak
a v;—1v; él egyenesére vett tiikorképét helyezziik a D; kor belsejébe, akkor a v; nehéz gyermekéhez tartozo
¢l a W szogtartomanyba fog esni. Ezen kiviil a v; csicsok koordinatai egy x koordinataban névekvd
sorozatot fognak alkotni.

Az igy elkésziilt rajzra igaz, hogy barmely két D;, D; kér nem metszi egymast, hiszen kiilon savokban
helyeztiik el Sket, melyek szeparaljak egymastol a koroket, igy teljesiil a (3)-as tulajdonsag. Egy v;v;41
él egyenes vonal két szomszédos sav kozott, igy nem fog belemetszeni mas korbe csak a Dj-be és D;41-be
((1)-es tulajdonsag). Mivel a v; csiucsok koriil az élek egyméshoz valo viszonyat nem valtoztattuk meg,

ezért megmarad a tokéletes szogfelbontas ((4)-es tulajdonsag). Végiil, mivel a vy és p(v1) kozotti él egy
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vizszintes egyenes v1-t6l balra, igy minden S; savtdl balra esik és igy nem metszi egyik D; kort sem
Dq-en kiviil ((2)-es tulajdonsag). A rajz szélessége pont a D; korok dtmérdinek Gsszege, azaz 2 Zle i,
de ez nem feltétleniil fér bele egy v kdzéppontd korbe, melynek a sugara szintén az atmérck Osszege.
Ahhoz, hogy ezt elérjiik, készitiink k — 1 kérgytrit, As, As, ..., Ax-t ahol az A; szélessége éppen 2r;.
Ezutan a ve-vel kezdve egyesével minden v;v;4.1 €l hosszat lecsdkkentjiik, vagy meghosszabbitjuk annak
érdekében, hogy a D; 1 kor teljes egészében az A; 1 korgytribe keriiljon. Egy ilyen transzformécié soran
az 0sszes v;y1 utani (vit2, Vits, ..., Vk) utat és a hozza tartozé Djio, Diys, ..., Dy kiroket is elmozgatjuk
pont akkora és ugyanolyan irdnyud és hosszisagu vektorral, mint amellyel a v;v;11 élet megroviditettiik,
vagy meghosszabbitottuk (lasd 7.5 abra). Ezt ugy is elképzelhetjiik, mintha a (viy2,vits, ..., v) Ut és a
hozzéjuk tartozd Djyo, D;ys, ..., Dy korok egy szilard szerkezetet alkotnanak, és azt egyben tudnank
mozgatni a v;v;11 €l hosszanak megvéltoztatasakor. Végiil minden D; kor az A; kérgytriibe fog keriilni
gy, hogy annak a két hatarold korét érinti. Mivel a korgytriik diszjunktak, ezért a kérok diszjunktsiga
megmarad. Az élek hosszainak valtoztatdsa nem viltoztatja meg az élek irdnyat, igy a tobbi tulajdonsag
is érvényben marad. Igy végiil a teljes rajz belefért egy 1 + 2 Zf:z i <2 Zle r; sugara korbe és ezzel
az (5)-0s tulajdonsagot is teljesitettiik.

O

N

S Sy Sy

7.4. dbra. Az v; koroket S; savokban helyezziik el. [14].

E“Q‘/

3

Az Ay
7.5. abra. Az S; savokbol az A; korgyiiriikbe mozgatjuk egyesével a koroket. Egy 1épésben az Gsszes
sorban balra 1évé kort is mozgatjuk. [14].

Veégiil a 7.2.2. és a 7.2.4. lemmak alkalmazasaval megkaphatjuk egy tetszéleges fa nehéz utas leraj-
zolasét.

7.2.5. Tétel. Legyen T egy nem rendezett fa n csiccsal. Ekkor tudunk késziteni T-hez egy olyan leraj-
zoldst, mely teljesiti a kévetkezdket:

1. egyenesvonalas rajz,
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2. keresztezés mentes,

3. tokéletes szogfelbontdsiu

4. belefér eqy legfeljebb 2 - 8"n sugari D kérbe, ahol h-val jeléljiik a T nehéz 1t felbontdsdnak magas-
sdgdt. Mivel a 7.1.1. dllitds alapjin h < logyn, ezért a D sugara legfeljebb 2n*.

Bizonyitds. Legyen P = (v1,ve,...,vx) egy tetszbleges nehéz ut a nehéz ut felbontés j. szintjén. Ekkor
a 7.2.2. lemma alapjan minden cstics P-ben lerajzolhato egy legfeljebb r, = 8" 7k(v) sugara korbe. A
7.2.4. lemma alapjan akkor P lerajzolhato egy 22?21 8 k(v;) = 2- 87 Z§:1 L+ X k(o) [ Tul =
2 - 8"=in(P), ahol n(P)-vel jelsljiikk a P 1t és az dsszes leszdrmazottjanak az elemszamat. Mivel ez
minden P nehéz atra igaz, ezért az N(T') nehéz felbontas gyokerére is, melynek a leszarmazottjai az

Osszes csticsot tartalmazza. Igy igaz az allités. O

7.2.6. Megjegyzés. A fenti 7.2.5. tétel (1-3) tulajdonsdgdt teljesité lerajzoldst polinomidlis terilettel
csak nem rendezett fak esetében tudunk késziteni. Vegyik példdul azt a grdafosztdlyt, mely eqy itbdl dll,
és annak minden belsé csicsdn hdrom tovdbbi levélesics log le. Igy az it két végpontjin kivil minden
cstics fokszdma 5. A csiucsok rendezése olyan, hogy a hdrom levél él minden csicsndl ugyanarra az
oldalra keriilion. Ennek a tékéletes szdgfelbontdsi, keresztezés mentes rajza mindenképpen eqy spirdl. A
legkisebb teriletd lerajzolds eqy szimmetrikus dupla spirdl. Ennek a terilete viszont exponencidlis a graf

csticsszamdban (ldsd 7.6. dbra).

R NN RN PN RN
(a)

ek sk sk sk S sk

(b) (c)

7.6. dbra. Példa nem rendezett fara, melynek egyenesvonalas, ttkéletes szogfelbontasu rajza csak expo-
nencialis teriiletd lehet. (a) a kiindulo graf, (b) a graf Lombardi lerajzolasa, (c) a graf egyenesvonalas

rajza tokéletes szogfelbontassal [14].

7.3. Tovabbi eredmények

A 7.2.6. megjegyzés példaja alapjan rendezett fakra nem lehet keresztezés mentes egyenesvona-
las lerajzolast késziteni és tokéletes szogfelbontéassal polinomialis teriilettel. Ha viszont elhagyjuk azt
a feltételt, hogy egyenesvonalas rajzot készitsiink, akkor készithetiink polinomidlis teriiletd, tokéletes
szogfelbontasu rajzot. A [14] cikkben még egy nehéz ut felbontason alapuld lerajzolast is bemutatnak,
melyet Lombardi lerajzolasnak neveztek el Mark Lombardi miivész munkai alapjan (Lombardi kézzel
rajzolt szocialis halokat bemutato abrakat) [18]. Ebben a lerajzolasban az élek nem egyenesek, hanem
korivek lesznek. Ez esetben a szogfelbontést tigy értelmezziik, hogy az adott csicsnal 1évé élekhez vett
érint6k 4ltal bezart szogek legyenek pontosan % nagysaguak. A cikkben belatjak, hogy a Lombardi

lerajzolassal ilyen értelemben tokéletes szogfelbontasi rajzot kapunk, mely O(n?) teriilett.
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Osszegzés

A dolgozat céljanak azt fogalmaztuk meg, hogy megismerjiik és megismertessiik a fak lerajzolasa-
nak f6bb modszereit. Az eljarasok gyiijtése kozben kideriilt, hogy a gyakorlatban az algoritmusok nem
feltétleniil épiilnek alapjaiban kilénbozg otletekre, hanem egy Otletnek rengeteg kiilonbéz6 valtozatat
alkalmazzak. Az algoritmusok sokszor nincsenek az egyes irodalmakban pontosan kidolgozva, példaul az
otodik fejezetben targyalt buborék lerajzolés esetében sem talalunk minden fara miikéd6 pontosan meg-
fogalmazott lerajzolast. A moédszerek gyakran az egyes alkalmazéasokban szerepld grafokra specifikusan
miikédnek jol. Sokszor egy matematikailag nagy jelent&ség lerajzolasi modszer kevésbé alkalmazhaté a
gyakorlatban. Ennek oka, hogy az alkalmazésok altalaban t6bb esztétikai feltételnek akarnak egyszerre
megfelelni, amelyeket nem lehet egyszerre optimalisan teljesiteni. Ha pedig egy esztétikai szempont sze-
rint optimalizalunk, akkor gyakran més feltételek csorbulnak oly mértékben, hogy az a gyakorlatban méar
nem kielégits. Veégiil sokszor tapasztalati iton hatarozzak meg, hogy az adott lerajzolas koziil melyik a

legmegfelel6bb az informaciék bemutatasara, melyet a graf magaban hordoz.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetém, Bérczi Kristof munkajat. Tanédcsai, batoritédsa és utmutatisa
nagy mértékben hozzajarult a dolgozat elkészitéséhez. Maximélisan tdmogatta munkamat, és nagyon
sokat tanultam téle.

Szeretnék még koszonetet mondani csalddomnak és bardtaimnak a sok tamogatéasért és batoritasért,

amit munkdm soran nytujtottak.
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