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Koszonetnyilvanitas

Eztton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Besenyei Adamnak, aki ren-
geteg id6t és energiat forditott ram hétrsl hétre. Az 6 segitsége és motivacidja nélkil e
dolgozat nem johetett volna létre. Kiilon koszonettel tartozom neki azért, hogy az évek
soran végig segit kezet nyujtott. Szakmailag és emberileg is nagyon sokat tanultam téle.

Ezenkiviil kiilon koszonettel tartozom még Simon L. Péternek, aki felkeltette érdekls-
désemet a téma irant és mindig batran fordulhattam hozza. Hasznos tanacsaival, észrevéte-
leivel, illetve a szimulaciok készitésében és elemzésében vald segitségével nagyban segitette
a munkamat.

Nagyon hélas vagyok tovabbéa tanéraimnak, akik nagyban hozzajarultak a szakmai
fejlédésemhez és akik mindig szivesen segitettek, ha sziikségem volt rajuk.

Végiil, de nem utols6 sorban szeretném megkoszonni barataimnak és csaladomnak

mindazt a biztatast, segitséget, amit az évek soran kaptam téliik.



Bevezeto

LCAnélkiil, hogy tudndnk rola, kiskorunk ota hdlézatokban gondolkodunk, a vild-
got ugyanis a hdldzatok teszik szamunkra felfoghatévd. Ha tdvolabbrdl nézzik,

egységnek tinik, ha kézelebbrdl, akkor hdlozatnak.”
(Csermely Péter)

A dolgozat kdzéppontjaban halézatokon zajlo folyamatok allnak. Ezek napjaink egyik
igen fontos kutatasi teriiletét képezik, fizikiban és matematikiban egyarant. Bar gyakran
e folyamatok vizsgalata matematikailag egyszert eszkozoket igényel, azonban a rendsze-
rek viselkedésének jellemzése ennél sokkal Osszetettebb feladat. A téma tele van nyitott
kérdésekkel, ezaltal kivalo kutatasi teriilet. Mara fontossa valt, hogy a kisérletek eredmé-
nyeire elméleti modelleket adjunk. A halozati folyamatok népszertiségét néveli, hogy gyak-
ran Osszekapcsolja a matematika sokszor tavolinak tiinG agazatait, mint példaul diszkrét
matematika, valoszintségszamitas és alkalmazott analizis. A dolgozatban is a differenciél-
egyenletek mellett nagy szerepet kapnak a Markov-lancok, illetve a lineéris algebra és a
geometria.

Dolgozatom célja halézati folyamatokban megjelend oszcillaciéik matematikai leirasa.
Halozati folyamatok oszcillaciéival tobben is foglalkoztak, azonban szimulacidkon tal ma-
tematikai magyarazatot még nem sikeriilt adni a jelenség okéra és erdsségére.

A dolgozat felépitése a kovetkezs. Az els6 fejezetben bevezetjik a Markov-lancokkal
kapcsolatos alapvets fogalmakat, illetve kitértink néhany egyszert linearis algebrai 6sszeflig-
gésre. A masodik fejezetben keriil sor sztochasztikus méatrixok sajatértékeinek elhelyezke-
désének leirasara, amellyel szamos kivaldé matematikus foglalkozott. A harmadik fejezetben
részletezzik, hogy az el6z8 fejezetben targyaltak hogyan kapcsolodnak hélézati folyama-
tok oszcillacidihoz. Rovid attekintést nytajtunk a jarvanyterjedésrdl, majd egy konkrét jar-
vanyterjedési modellel foglalkozunk, ahol meghatérozzuk a rendszer viselkedését. A fejezet
végén killonbozd grafstruktarakat vizsgélunk az oszcillacié megjelenésének és erdsségének

szempontjabol.



1. fejezet

Elmélet1 attekintés

Miel6tt ratérnénk halozati folyamatok oszcillacidira, illetve az ehhez kapcsolédo alap-
problémara, azaz sztochasztikus méatrixok sajatértékeinek vizsgalatara, emlékeztetiink né-

hény lényeges fogalomra.

1.1. Markov-lancok

A dolgozat alapkovét képezik a Markov-lancok, ezért a legfontosabb definicidkat Gssze-

foglaljuk, a részleteket lasd a [3] jegyzetben.

1.1. Definici6. Legyen I megszamlalhato halmaz (allapottér). Ekkor X; : Q — I (¢ > 0)

folytonos paraméterti homogén Markov-lanc, ha
1. P(Xsqe = j|Fs) = P(Xsq¢ = 7| Xs), ha s, >0,
2. P(Xs4¢ = j|Xs = i) nem fligg s-t6l,

ahol F; = 0{X,: 0 < s <t} az osszes X, (0 < s < t) valoszintiségi valtozo altal generalt
o-algebrat jeloli.
1.2. Definicié. A p;;(t) = P(Xs = j| X = i) szamokat atmenetvaloszintiségeknek és a
belsliik el6éllitott P(t) = (pi;(t)); ;o; matrixot dtmenetmatrixnak nevezziik.

A gyakorlatban folytonos paraméterti Markov-lancok esetén az atmenetmatrix kiszé-

mitasa bonyolult, ezért szokas bevezetni egy gyakran kénnyebben kezelhets fogalmat, az

infinitezimaélis generatort.

1.3. Definici6é. A 0-beli g;; = p;(0) jobb oldali derivaltakbdl alkotott Q@ = (gi;)

matrixot a Markov-lanc infinitezimalis generatoranak nevezziik.

1,5€l

1.4. Megjegyzés. Ha i # j, akkor a pgj (0) jobb oldali nemnegativ derivalt létezik és véges.

1.5. Példa. Az alkalmazasokban az egyik leggyakrabban el6forduld sztochasztikus folya-

mat a Poisson-folyamat, ahol I = N és az dtmenetvaloszintiségek a kovetkezsk:

e MOV >
pij(t) = { G4

0, ha j < i.
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Ebbdl kévetkezGen az infinitezimélis generator elemeire

. 1 — pii(t) . 1M
= — lim ———~ =
Qi t—0 t t—0 t

tovabba i > j esetén ¢;; = 0, és i < j esetén

e M X\, haj=i+]1,
0, haj>i+1.

A folyamat infinitezimalis generatora tehat

-A A 000...
0 =X A 00...
0 0 =AXO0...

1.6. Definici6é. A (@ infinitezimalis generator konzervativ, ha ", ¢;x = 0 minden ¢ esetén,

és —q;; < oo minden i-re.

Az atmenetvaloszintiségekre bizonyos feltételek mellett felirhatjuk az agynevezett Kol-

mogorov-féle differencidlegyenleteket.

1.7. Tétel. Konzervativ Q mdtrixz esetén teljesiilnek Kolmogorov hdtrafelé haladd differen-
cidlegyenletei:
pi;(t) = Z Qikpr;(t) minden i,j € I esetén,
k
azaz
P'(t) = QP(t).

1.8. Tétel. Ha Q konzervativ, tovdbbd az dllapottér véges, vagy rogzitett j és h — 0 esetén
a pij(h) — qij konvergencia k-ban egyenletes, akkor teljesiilnek Kolmogorov eldrehaladd

differencidlegyenletei:

pi;(t) = Zpik(t)qkj minden i,j € I esetén,
k

azaz

1.2. Linearis algebra

A dolgozatban a késGbbiekben néhény fontosabb, de kevésbé ismert linearis algebrai fo-
galmat és allitast fogunk hasznalni, amelyeket ebben a szakaszban foglalunk 6ssze. Tovabbi

részletek a [12] konyvben olvashatok.

1.9. Tétel. Ha A és D négyzetes mdtrizok, akkor

AB
det (0 D) = det(A) det(B).
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Az el6z6 tétel altalanosabb blokkmatrix esetén is megfogalmazhato.
1.10. Tétel. Ha A és D négyzetes matrizok, akkor

det AB det(A)det(D — CA™'B), ha A7 létezik,
e =
CD det(D)det(A — BD~'C), ha D1 létezik.

A tovabbiakban hasznalni fogjuk egy méatix reducibilitasanak, illetve irreducibilitasanak

fogalmat.

1.11. Definicié. Egy n x n-es A matrix reducibilis, ha létezik egy olyan P permutacio-

prap—|(~Y ,
0Z

ahol X és Z szintén négyzetes méatrixok. Méas szoval A hasonlo egy blokk felsé haromszog-

maétrix, hogy

matrixhoz. Ha A nem reducibilis, akkor irreducibilis.

A kovetkezd allitas egy métrix irreducibilis voltat fogalmazza at graftulajdonsagra,
amely a kés6bbiekben hasznos lesz szamunkra. Ehhez el6bb rendeljiink hozza minden négy-

zetes matrixhoz egy irdnyitott grafot.

1.12. Definicio. Négyzetes A méatrix esetén jelolje G(A) azon n cstcsu iranyitott grafot,

amelynek csticsai N1, Na, ..., Ny, és N;-b6l N;-be pontosan akkor mutat él, ha a;; # 0.

1.13. Definicié. A G(A) graf er8sen Osszefliggs, ha minden (N;, Ny ) csticspar esetén létezik
iranyitott élek sorozata N;-bdl Ni-ba (azaz barmely csicsbol barmely csicsba eljuthatunk

iranyitott tton).

1.14. Tétel. Az A mdtriz akkor és csak akkor irreducibilis, ha a G(A) grdf erdsen Gssze-
fiiggo.
Az Tétel illusztraciojaképpen tekintsiik a kovetkezd példat.

() (1)

Koénnyen lathato, hogy A reducibilis, ugyanis

p_ (01
~\10
pTap— (11 ,

01

mig B irreducibilis, mivel a 2 x 2-es matrixok korében csak az identitas, illetve P permu-

1.15. Példa. Legyen

esetén

taciomatrix, és egyik esetben sem kapunk fels§ haromszogmatrixot. A G(A) grafban az 1.
csics 6nmagaval van Osszekotve, a 2. cstics szintén énmagaval és az 1. csicesal (ne felejtsiik
el, hogy iranyitott grafrol van szo), ami az abran lathato. A G(B) grafban az 1. cstcs
Ossze van kotve 6nmagaval és a 2. csticcsal, és a 2. cstics Ossze van kotve az 1. csticesal, ami

az [[.2] abran lathat6. Az el6z6 graf nem erdsen Gsszefiiggs, mig utobbi igen.
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\_/ —_/

1.1. abra. A G(A) graf 1.2. abra. A G(B) graf

Sziikség lesz még O. Perron (1880-1975) és F. G. Frobenius (1849-1917) eredményére,
amely az [5] cikkben az alabbi alakban talalhato.

1.16. Tétel (Perron—Frobenius). Legyen A egy n X n-es nemnegativ elemd mdtriz, tovabbd
legyen

0(A) = max {|A| : A sajdtértéke A-nak},
az A mdtriz spektrdlsugara. Ha A irreducibilis, akkor
1. o(A) >0,
2. 0(A) sajdatértéke A-nak,
3. létezik egy pozitiv elemd x vektor, amelyre Ax = o(A)x teljesiil,
4. 0(A) algebrai multiplicitdsa 1.

Az egyik legalapvet6bb modszer matrix sajatértékeinek becslésére a Gersgorin-elmélet,
amelyet S. A. Gersgorin (1901-1933) dolgozott ki 1931-ben. Ennek alapja, hogy az adott

matrix elemeit hasznalva koroket hatarozunk meg, és a keresett sajatértékek ezen korokben
helyezkednek el.

1.17. Tétel. Az n X n-es A = (ajk)?,kzl mdatriz minden X\ sajdtértékéhez van olyan j,
amelyre
A —agl < lajil-
k#j
A Gersgorin-koroknél erésebb allitast fogalmazott meg 1952-ben A. T. Brauer (1894—
1985).

1.18. Tétel. Legyen agi, ay az A = (ajk)?kzl mdtriz két legkisebb fédtlcbeli eleme. Ek-
kor az A mdatriz sajatértékei az aldbbi dgynevezett Cassini-ovdlis peremén vagy belsejében
helyezkednek el:

{Z ecC: ’Z — akkHz — CL”‘ < (1 — akk)(l — a”)} .

Ha ayy, # ay, akkor a Cassini-ovdlis a legnagyobb Gersgorin-kir belsejében helyezkedik el,

eqyébként a két gorbe metszi eqgymdst.



2. fejezet

Sztochasztikus matrixok

sajatértékeinek elhelyezkedése

Ebben a fejezetben a bevezetSben emlitett kérdéssel foglalkozunk. A probléma megfo-

galmazésahoz vezessiik be a sztochasztikus matrix fogalmat.

2.1. Definicié. A P = (pjk)?kzl métrix sztochasztikus, ha pjr > 0 minden j,k =1,...,n

esetén és y ;' pjr = 1 minden j = 1,...,n esetén.

Markov-lancok elméletében a folyamatot leiré atmenetvaloszintiségek éppen egy szto-
chasztikus matrixszal reprezentalhatdak. Mivel ez az tgynevezett dtmenetmatrix és egy
kezdeti eloszlés egyértelmiien meghatirozza a Markov-lancot, ezért fontos ezen matrixok
vizsgalata.

Egy n x n-es P sztochasztikus matrix A sajatértéke skalar, altalaban komplex szam,
amelyet a Px = Az sajatérték-egyenlet hataroz meg, ahol x egy hozza tartozo sajatvektor.

Bevezethetjiik sztochasztikus matrixok sajatértékeinek M,, halmazat:

2.2. Definicié.
M,, = {X € C: Asajatértéke valamilyen n x n-es sztochasztikus matrixnak} .

A fejezet célja az M, halmaz néhany tulajdonsiagénak vizsgalata.

2.1. Torténeti Attekintés

Sztochasztikus matrixokkal elészor V. I. Romanovsky (1897-1954) kezdett el foglalkoz-
ni, 1931-ben vezette be a fogalmukat. Késgbb, 1936-ban rovid értekezést irt sztochasztikus
matrixokrol, amelyben felhasznalta O. Perron (1880-1975) és F. G. Frobenius (1849-1917)
nemnegativ matrixokrol sz6l6 eredményeit.

Par évvel ezutan, 1938-ban A. N. Kolmogorov (1903-1987) vetette fel azt a problémat,
hogy hatérozzuk meg, avagy irjuk le az M, tartoményt a komplex sikon. Kolmogorov az
1944-45-ben a Moszkvai Allami Egyetemen Markov-lancokrél tartott szeminariuman téb-

bek kozott ezt a problémat is felvetette. A szeminariumon két fiatal hallgaté is részt vett, N.
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A. Dmitriev (1924-2000) és E. B. Dynkin (1924-2014), akik 1945-ben a kérdést (egymastol
fiiggetleniil) atfogalmaztak egy geometriai probléméra, majd 1946-ban meghataroztak az
M, halmazt n < 5 esetén. Kés6bb, 1941-ben és 1951-ben Dynkin egy tanitvanya, F. I
Karpelevich (1927-2000) irta le az M, tartomanyt tetszéleges n esetén.

2.2. Eszrevételek

Néhany egyszert észrevételt fogalmazunk meg az alabbi allitasokban az M,, halmazzal

kapcsolatban.

2.3. Allitas. Minden n € Nt esetén 1 € M, vagyis az 1 tetszdleges sztochasztikus mdt-

riznak sajdtértéke.

Bizonyitds. Mivel a P méatrix sztochasztikus, ezért minden sordsszege 1, igy P1 = 1, ahol
1 jeloli a csupa 1-bdl &allo vektort. Az 1 tehat sajatértéke P-nek, és egy hozza tartozo

sajatvektor az 1. O
2.4. Allitas. Az M,, halmaz szimmetrikus az z-tengelyre nézve, és M,, C {z € C: |z < 1}.
Bizonyitds. Jeldlje ||P|loc = max;j—i,..n Y p_q [Djr| az Ggynevezett sornormat. Ekkor

n
IMolloo = [Pv]loc < <jn%axnz |pjk|) [olloe = f[vlloo,

T =1
amibdl kovetkezik, hogy P minden sajatértékének abszolutértéke legfeljebb 1, ezért M,, C
{zeC:|z| <1} O

Az el6z8 fejezetben emlitett Gersgorin-tételt megfogalmazhatjuk sztochasztikus métri-
xok esetén, ami igy specialis esetben tobbet mond, mint altalanos esetben. A Cassini-ovalis

viszont nem ad pontosabb képet a sajatértékek elhelyezkedésérsl a sztochasztikus esetben.

2.5. Allitas. Legyen R; = Zk;ﬁj \pjk| =1 —pjj, ekkor M, C U?ZIB(pjj,Rj). Igy

M, C B(minpj;,1 — minpj;).
Ezek a Gersgorin-féle korok, amelyeket a[2.1 dbrdn ldthatunk.
Ha n = 2, akkor az M> halmazt konnyedén meg tudjuk hatérozni:
2.6. Allitas. My = [—1,1].
Bizonyitds. Tetsz6leges 2 x 2-es sztochasztikus métrix a kévetkezs alakban irhato:
()
ql—q

ahol 0 < p,q < 1. Ekkor a P sajatértékei 1 és p — ¢, amelybdl kapjuk az allitast. O
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Y

2.1. abra. Gersgorin-féle korok

2.3. Geometriai atfogalmazas

Mint mar a bevezetében emlitettiik, 1945-ben N. A. Dmitriev és E. B. Dynkin az M,
halmaz jellemzésének kérdését atfogalmaztak egy geometriai probléméra, amelyet ebben
a fejezetben targyalunk. A kovetkezSkben konvex sokszog alatt zart, konvex sokszoglapot

értiink, de kizarjuk a 0 pontbol 4ll6 egyponti sokszoget.

2.7. Tétel. A )\ € C szdm akkor és csak akkor sajatértéke valamely n x n-es sztochasztikus
mdtriznak, ha létezik olyan Q konvex q-szog (q < n) a komplex sikon, hogy A\Q C @ teljesiil.
A AQ sokszog a QQ sokszdg origd kdzéppontu A-szoros nagyitdsdt jelenti, azaz ha @ csucsai

21,22, .-, 2q, akkor AQ) az a sokszdg, amelynek csicsai A\z1, Aza, ..., Azq.

Bizonyitds. El6szor tegytik fel, hogy A € C a P = (pjk)?kzl matrix sajatértéke és z egy
hozzé tartozo sajatvektor. Be kell latnunk, hogy létezik olyan @) konvex ¢-szog, amelyre

AQ C Q. A Pz = Az sajatérték-egyenlet koordindtanként azt jelenti, hogy
)\Zj =pj121 +pjeze + ...+ Din2n (j =1,... ,n).

Mivel pjp > 0 és pj1 +pja+...+pjn = 1, ezért A\z; a 21, 22, ..., 2, pontok konvex burkdban
helyezkedik el (lasd . abra). Legyen Q a 21, 22, . . ., 2, pontok altal meghatérozott konvex
sokszog, ekkor egyrészt teljesiil, hogy A\Q C @, masrészt Q nem a 0 egyponti sokszog,

hiszen z sajatvektor.

Z4 24
Z5 25
Z3 <3
21 22 21 22

2.2. abra. A 2.7 Tétel bizonyitasa 1. 2.3. abra. A 2.7] Tétel bizonyitasa 2.
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Forditva, tegyiik fel, hogy AQ C @ valamilyen @) konvex sokszogre, amelynek cstucsai
21,22, .., %¢. Be kell latnunk, hogy a A € C szam sajatértéke valamilyen n x n-es sztochasz-
tikus métrixnak. Ebben az esetben a Az; szam ()-ban vagy annak hatérén helyezkedik el,

igy valaszthatunk p;, > 0 szdmokat, amelyre pj1 + pj2 + ...+ pjn = 1 teljesiil és
)\Zj =pj1z21 + pj2z2 + ...+ Pjn2n (] =1,... ,n).

Példaul Az; benne van a sokszog valamely z,, 2, 2, csticsai altal meghatarozott harom-
szogben (lasd a abrat), igy vannak olyan pja,pjs,pjy stlyok, hogy Az; = pjaza +
PjsZB + Pjy2y (ha Q egy- vagy kétcstcsi, akkor haromszog helyett egyetlen pont, vagy egy
szakasz van). Minden egyéb k esetén pedig legyen pj; = 0. O

Az alabbi allitasban a [2.7] Tétel egy egyszert kovetkezményét fogalmazzuk meg.
2.8. Allitas. Ha ) € C sajdtértéke eqy sztochasztikus mdtriznak, akkor |\| < 1.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A € C sajatértéke egy n X n-es sztochasztikus méatrixnak,
ekkor a Tétel szerint létezik olyan @) konvex ¢-szog (¢ < n), amelyre AQ C Q. Legyen
z € @ olyan, amelyre |z| maximalis, ilyen @) kompaktsaga miatt létezik. Ekkor Az € A\@Q C
Q (lasd [2.4] abra), amibdl kovetkezik, hogy [Az| < |z, azaz |A| < 1 teljesiil, ha |2| # 0. Ha
viszont |z| = 0, akkor @ egyediil a 0 pontbol all, amit kizartunk. O

Q

2.4. dbra. A Allitas bizonyitasa

Az alabbi tétel arrol szol, hogy ha specialisan |A\| =1 és A € M,,, akkor A csak speciélis
alaku lehet.

2.9. Allitas. A X\ € C, |\| = 1 szdm akkor és csak akkor van M,-ben, ha A = exp (27ri§>,
ahol 0 < p < q < n egész szdmok.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy a A € C, |A| = 1 szam M,-ben van. Be kell latnunk,
hogy ekkor A\ = exp (271'1%) alaki, ahol 0 < p < ¢ < n egész szamok. A Tétel sze-
rint 1étezik @ konvex ¢-szog (¢ < n), amelyre AQ C Q. Legyen z € @ olyan, amelyre |z|
maximélis, ilyen ) kompaktsiaga miatt van. Kénnyen lathato, hogy ekkor z a @ sokszog
valamelyik cstcsa. Valoban, egyrészt z bels6 pont nem lehet, mivel ekkor lenne a z pont-
nak egy olyan kornyezete, amely Q-ban lenne, de igy |z| nem lehet maximalis. Masrészt
geometriai megfontolasok alapjan az is lathatd, hogy z a @ oldalain sem helyezkedhet el,
mivel igy sem lenne |z| minimalis (lasd a [2.5] abran 0z; > 0z, hiszen a 0zz; haromszog-

ben z-nél tompaszog van). Osszefoglalva, z a @ sokszog valamelyik cstcsa. Hasonloan,
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NQ C AQ C Q és |\ =1 miatt A%z is Q valamelyik csticsa és igy tovabb. Mivel legfeljebb
n cstcsa van Q-nak, ezért létezik o, 3, hogy A* = M2, azaz \*# = A9 = 1 valamilyen

g < n esetén (lasd . abra), igy A = exp (2%1%), amit igazolni akartunk.

Forditva, tegyiik fel, hogy A = exp <27ri§>, ahol 0 < p < ¢ < n. Igazolni szeretnénk,
hogy A egy n x n-es sztochasztikus métrix sajatértéke. Tudjuk, hogy egy szabélyos ¢-szoget
egy A = exp (2771%) szammal megszorozva egy olyan g¢-szoget kapunk, amely egybeesik

onmagaval. Ennélfogva a g-szog A-szorosa része a ¢-szognek, tehat a [2.7] Tétel szerint A

egy n X n-es sztochasztikus matrix sajatértéke. O
1 Az
. Q
z=M\z
0 22
A2z
2.5. dbra. A Allitas bizonyitasa 1. 2.6. abra. A Allitas bizonyitasa 2.

2.10. Allitas. A sajdtértékeket tartalmazé M, halmaz csillagszerid az origdra nézve, azaz

minden A € M, esetén [0, \] C M,,, ahol [0,\] = {t\:t € [0, 1]}.

Bizonyitds. Ha A € M, akkor a [2.7] Tétel szerint létezik Q sokszdg, amelyre AQ C Q.
Ekkor 0 € @, kiilonben @ kompaktsaga miatt egyértelmien létezik egy z € @, hogy |z|
minimalis. Ebben az esetben viszont [\z| < |z|, ezért Az ¢ Q, ahogy a[2.7] abran is lathato,
kivéve a trividlis |A\| = 1 esetet. Ha pedig |A| = 1, akkor Az a z egy elforgatottja, igy |z|
nem lehet minimalis (lasd abra).

Az . z

Q

Az

2.7. abra. A csillagszertiség bizonyitasa 1. 2.8. abra. A csillagszertiség bizonyitasa 2.

Mivel 0 € @, ezért minden 0 < o < 1 esetén (a\)Q C AQ C Q, igy a Tétel miatt
a\ € M, azaz M, csillagszert. O
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2.4. Az M, halmaz részleges leirasa

A kovetkezdkben egy fontos lemmaét targyalunk, amely segitségiil szolgal az M,, tarto-

mény részleges leirasahoz.

2.11. Lemma (Minimalis sz6g). Legyen A1As... A, egy konver n-szdg és Api1 = Aj.
Jelolje R az elébb definidlt sokszog eqy tetszdleges belsd pontjdt, amelyet a[2.9. dbran ldt-
hatunk. Ekkor

T T
min RA A 14 < — — —.
k=1,...n ROkHLE = 2

3

Egyenldség akkor és csak akkor dll fent, ha Ay Ao ... A, szabdlyos n-szdg és R a kdzép-
pontja.

2.9. abra. Minimalis sz6g lemma

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy RApAry114£ > o minden k = 1,...,n esetén, ahol
a = § — 7 arovidség kedvéért. Mivel RApAg 14 > «, ezért létezik Ny pont az RAy
szakaszon, hogy RApNipL = «. Jelolje ¥y az RNpApL szoget, amelyet a abran

lathatunk. Ekkor az RA;Nj haromszogben a szinusztételt felhasznalva kapjuk, hogy

A
R ok
2.10. 4bra. A 2.11] Lemma bizonyitasa

sinWyp  RAg S RA;
sina RN, = RApyq

A fenti egyenléGtlenséget felirva k = 1,...,n esetén, majd Osszeszorozva kapjuk, hogy

sinW; sin Wy sin¥,, RA; RA, RA,

. =1
sina  sina sin « > RA; RAj RA;

Y
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tehat
(2.1) sinW; -sinWsy - ... -sinW¥,, > (sina)".
Mésrészt belatjuk, hogy
sinWy -sin Wy - ... -sin¥,, < (sina)”.

Mivel
>
k=1

ahol 0 < Uy < mr,..., 0 < ¥, <, ezért
(2.2)

sin\Ill-...-sin\Iln§<Sln L s ”) §<sin(1++">> = (sina)",

(m—a— Ay RAp 1 L) =n(r —a) — Z ApRAg 14 =n(m — o) — 21 = na,
k=1 k=1

n n

amelyet a szamtani és mértani kézepek kozotti egyenltlenség és a Jensen-egyenlGtlenség
felhasznalasaval kapunk. Latjuk, hogy a (2.1) és a (2.2) egyenletekkel ellentmondasra ju-
tottunk, tehat

T
RALA, 1A <a=———
kAk+14 = 5
minden k = 1,...,n esetén, amit bizonyitani szerettiink volna.

Végiil lathato, hogy a fenti bizonyitas alkalmazhaté a lemmaban szerepld egyenlGségre
is. Ugyanis ekkor RAxAx114 > o minden k = 1,...,n esetén és Ny = Ay is lehetséges,
de tovabbra is 0 < ¥y < m. Ekkor a egyenlGtlenségben egyenl@ség is lehetséges, de a
egyenlGtlenségnek koszonhetSen csakis utobbi allhat fenn. Tehat ¥ = ... = V¥,,, ami
szerint W), = o minden k esetén, igy kapjuk, hogy A1A, ... A, szabélyos n-szog. O

Az alabbi tétel az M, tartomény részleges leirasarol szol.

2.12. Tétel. Egy A € C szdm, amelyre —2% <arg\ < %’T teljesiil, akkor és csak akkor van
My -ben, ha X\ a {O,exp (—@) ,1,exp (@)} pontok dltal meghatdrozott négyszégben vagy

n n

annak hatdrdn van (ldsd|[2.11. dbra).

27i

en

1

\

e n

2.11. abra. Az M,, halmaz részleges leirasa
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Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy A a {O,exp (—@) , 1, exp (@)} pontok altal meg-

n n

hatarozott négyszogben vagy annak hataran van. Ekkor megmutatjuk, hogy A € M,. A
csillagszertiség 1 Allitas) miatt elég belatni, hogy tetszéleges z € [l,exp (2”1)] Szam

n
M,-ben van (a z € [1, exp (—%)] eset a szimmetria miatt hasonléan meggondolhato).

2mi
n

1 1
1, exp <2m> .. exp <27rin ) .
n n

Az R, sokszdget z-vel szorozva egy olyan R, sokszoget kapunk, amelynek csicsai R,

Legyen tehat z € [1, exp (
kal:

)] tetszGleges és R, szabdlyos n-szog a kovetkez§ csiicsok-

2mi
n
a forgasszimmetria miatt R, tobbi csicsai én megfelel§ oldalaira keriilnek. Az R,, Rn
sokszoget a 2.12| abran kéekkel és pirossal jeloltiik. Ezért R, C R, azaz a Tétel miatt

z € My, amit bizonyitani akartunk.

oldalain vannak, hiszen a z-vel valo szorzas soran az 1 az [1,exp(=2)] szakaszra keriil, igy

2.12. dbra. A részleges leirés bizonyitasa 1.

Forditva, tegylik fel, hogy A € M, olyan, amelynek argumentuméra 0 < arg A < %’T
teljestil (a _2% < arg A < 0 eset a szimmetria miatt hasonléan kezelhets). Be szeretnénk

2mi

latni, hogy ekkor A a {O, exp (_T) ,1,exp (%)} pontok altal meghatarozott négyszoghen
vagy annak hatéran van. A Tételben és a . Allitasban foglaltak szerint létezik Y
konvex sokszog y1,...,yq (¢ < n) csicsokkal, hogy 0 € Y és \Y C Y. A Lemma
miatt tovabba létezik k, hogy

-2
Legyen w := Ay, amelyet a abran is lathatunk. Mivel w € Y, ezért

v v
Yp1Yk04 < = — o

T
wyr04L < yYp1yp04 < 5
n

Mivel wyr04 = A10£ (lasd abra), ezért A\104 < § — T alapjan 01 exp (%) =357,

ami éppen azt jelenti, hogy A az R, négyszogben van.

2.5. Az M, halmaz teljes leirasa

Az el6z6 szakaszban a 2.11] Lemma segitségével megadtuk a [2.12] Tételben az M,

tartomany részleges leirasat. Kérdés azonban tovabbra is az M,, tartomény teljes megha-
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Yk+1 e

Yk

2.13. abra. A részleges leiras bizonyitasa 2. 2.14. abra. A részleges leiras bizonyitasa 3.

tarozasa. Ehhez vezessiik be a ciklikussag fogalmat, amelyet Dmitriev és Dynkin definialt

elGszor.

2.13. Definici6. Egy @ konvex ¢-szog ciklikus és p generalja, ha @ az {l,u,/ﬁ,...}

pontok konvex burka.

5
meghatarozott szabalyos 6tszog, amelyet © = exp (%) general.

2.14. Példa. Ciklikus konvex sokszdg példaul az exp (2”ip) (p=0,1,2,3,4) csticsok altal

Dmitriev és Dynkin 1946-ban leirta az M, halmazt tetsz6leges n < 5 esetén, errdl szol
az alabbi tétel.

2.15. Tétel. Az M,, (n <5) tartomdny azon ciklikus q-szogek egyesitése, amelyekre ¢ < n.
A [2.13] Definicioban bevezetett ciklikussag fogalmat Karpelevich altalanositotta és en-

nek segitségével az M,, halmaz jellemzését tetszbleges n esetén adta meg.

2.16. Definicid. Egy ) konvex ¢-szog ciklikus, ha létezik egy u € C és p < q pozitiv egész
szam, hogy @) megegyezik a u™ exp (2%1%) pontok konvex burkaval, ahol m = 0,1, ... és
r=0,1,...,p—1.

Az M, tartomany teljes leirasat tetszoleges n-re Karpelevich fogalmazta meg és bizo-
nyitotta 1941-ben és 1951-ben, amely a [2.15] Tétel altalanositasa n > 5 esetén.

2.17. Tétel. Az M,, halmaz azon ciklikus q-szogek egyesitése, amelyekre g < n.

Karpelevich az M, tartomany szdmos tulajdonsagat is meghatarozta 1951-ben, ame-

lyeket az alabbi tétel foglal Gssze.

2.18. Tétel. Az M,, halmaz szimmetrikus a valds tengelyre, és a {z € C : |z| < 1} egység-
kérlapnak részhalmaza. A {z € C: |z| = 1} egységkirt az {exp (2771%)} pontokban érinti,
ahol 0 < a < b < n egész szamok. Az M, tartomdny hatdra tartalmazza ezen ponto-
kat, amelyek egymdssal az egységkorlapon beliil kilonbozd paramétertd ivekkel kapcsolodnak

eqymdashoz. Minden fvet a kévetkezd egyenletek valamelyike ir le:
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ahol 0 <t <1, és ab, d, p, q és r egész szamok a [11] cikkben leirtak alapjin vannak

definidlva, aminek részletezésére (a technikai nehézségek miatt) most nem térink ki.

2.6. Extremalis sajatértékek

Az M, halmaz leirasdhoz elegendd meghatéarozni az tgynevezett extremalis sajatérté-

keket, amelyeket az alabbiakban definialunk.

2.19. Definicio. A )\ € C szamot extremalis sajatértéknek nevezziik, ha aX ¢ M,, minden

o > 1 esetén.

A Tétel alapjan tegyiik fel, hogy egy sztochasztikus matrix valamely extremalis
sajatértéke az [1, exp (%)] szakaszon helyezkedik el, amit a . abran lathatunk. Mit

mondhatunk ekkor a tobbi sajatértékrél? Hogy néz ki ilyenkor a matrix?

2.15. abra. Extremalis sajatérték

Ha X\ € [1, exp (%)], akkor A\ a kovetkezd alakban is irhato:

o
)\:a+,8exp<m>,
n

ahol a, 8> 0és a+ B =1. Ezért
(=) =g

teljesiil, tehat a matrix karakterisztikus polinomja (konstans szorzo erejéig)
(z —a)" = B".

Igy ennek a gyokei Aj = a + PBe; alaktak, ahol €; jeloli az n-edik egységgyokot. Ez tehat
azt jelenti, hogy a sajatértékek egy szabalyos n-szog csticsai. Egy sztochasztikus matrix

ilyen sajatértékekkel a kovetkezs alaku, vagy ehhez hasonlé méatrix:

aB 0 00
0Oa B8 00
(2.3) 0 ... 0
000 af
B0 0 0«
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Ennek mintajara Dmitriev és Dynkin fogalmazta meg 1946-ban a kévetkezs, extremalis

sajatértékrol szolo tételt.
2.20. Tétel. Ha egy n x n-es sztochasztikus mdtriz A extremdlis sajatértéke olyan, hogy

A € M,\M,_1 és 2%” < arg\ < m, ahol 0 < p < n — 1 egész, akkor a mdtrix a

n
kovetkezd alaki:

pp+1

e e mc e e e ke e e e e e .-----

2.16. abra. Extremalis sajatérték méatrixa

A [18] dolgozatban a szerzé részletesen targyalja az M, tartoméanyokat kis n-ek esetén.
Ezek koziil emlitiink par egyszertibb esetet a kovetkezd példakban, ahol egyrészt kiilonbo-
z6 n értékekre abrazoljuk az M, tartoményokat, és a megfelel§ szogek esetén felirjuk az
extremalis sajatértéket leir6 egyenleteket. Latni fogjuk, hogy az M, halmazokat hatarold

ivek egyenletei cseppet sem trivialisak.

2.21. Példa. Az M3 halmazt a abran lathatjuk.

27 mi
e’ 3 2ri €2

es

-1 1
—1 1
2mi

— =z 4mi
e 3 €3 3mi
e 2

2.17. abra. Az M3 halmaz 2.18. abra. Az M4 halmaz
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Az extremalis sajatértéket leiro egyenlet (ahol o, 8 > 0,0+ 5 =1):

° a (—%’T, %”) szogtartomanyban (A — )3 = 3,
e a (%ﬂ, 4{) szogtartomanyban \3 = o + .

2.22. Példa. Az M, halmaz a[2.18] abran lathato.
Az extremalis sajatértéket leird egyenlet (ahol a, f > 0,0 + 8 = 1):

e 2 (—%T“, %T’T) szogtartomanyban (A — a)* = 4,
o a (g, %’r) , (%’T, 37”) szogtartomanyban \* = o + A,
o a (%’r, %ﬂ) szogtartomanyban (A2 — a)? = 2.

2.23. Példa. Az Ms tartomany leirasa.
Az extremalis sajatértékeket leiro egyenlet (ahol o, 8 > 0,0+ 3 = 1):

e a (—%’r, 2%) szogtartomanyban (A — )’ = °,

o a (%’r, ). (3, %’r) szogtartomanyban \° = a + A,
e a (%, %) , (%, 37”) szogtartomanyban A\* = a + S,
° 2 (%’r, 4?”) , (%’r, 4{) szogtartomanyban \° = a + BA?,

a (4{, %’r) szogtartomanyban (A% — a)? = 32.

Az M, tartomany ismeretében n x n-es nemnegativ matrixok sajatértékeinek elhelyez-

kedésérdl is kimondhato egy allitas, amelyet Kolmogorov, Dmitriev és Dynkin fogalmaztak
meg 1946-ban.

2.24. Tétel. Az n x n-es nemnegativ elemekbdl dlle A mdtriz sajdtértékei a o( A)M,

halmazban vannak, ahol o(A) az A mdtriz spektralsugara.

Bizonyitds. Egyrészt ha A irreducibilis, azaz nem hasonlé blokk haromszog maéatrixhoz,
akkor az Tételbdl kovetkezik, hogy 1étezik egy pozitiv x € R" sajatvektor, amelyre
Az = pz. Legyen X diagonalis matrix X;; = z; diagonalis elemekkel, ekkor B := %X —lAX

sztochasztikus matrix, hiszen
X'AX1 = XAz = X Loz = o1.

Ha X\ az A matrix sajatértéke, akkor % a B matrix sajatértéke, amely M,-ben van, ezért
A € o(A)M,,. Masrészt, ha A reducibilis, akkor A hasonlé az alabbi blokk haromszog

matrixhoz:

A1 0 0 --- 0
Ag1 Aog O -+ 0
Apt Apo Ags -+ Agg

ahol Aqq,..., Ay irreducibilisek. Ha A sajatértéke A-nak, akkor \ valamely Ajj;-nek is
sajatértéke, ezért A € o(A;;) M, C o(A)M,. O



2. FEJEZET. SZTOCHASZTIKUS MATRIXOK SAJATERTEKEI 20

A kovetkez§ fejezetben targyalt alkalmazasok sorédn sztochasztikus métrixok helyett

gyakrabban fordulnak el6 az alabbi speciélis tulajdonsidgi métrixok.

2.25. Definici6. Az n x n-es A = (ajx)} ), matrixot sztochasztikus generatornak nevez-

ziik, ha aj; > 0 minden j # k esetén és » ;' ; aj; = 0 minden j =1,...,n esetén.

Sztochasztikus méatrixok esetéhez hasonléan felmeriil a kérdés, hogy hol helyezkednek
a sajatértékek. Késébb latjuk, hogy ez hogyan kapcsolodik halozati folyamatok oszcillaci-
6jahoz, azaz milyen gyakorlati alkalmazasa van ezen problémakor vizsgalatdnak. A sajat-

értékek elhelyezkedését a kovetkezd tétel foglalja Ossze.
2.26. Allitas. Az n x n-es A sztochasztikus generdtorok sajatértékeibsl dllé halmaz a ko-

(7r 7T>< < +<7T 7T)
—(=—-= arg z — -
T 2 n/ g2=T 2 n/’

amelyet a|2.19. dbrdn ldthatunk.

vetkezd kup:

T _ T
2 n
T _ T
2 n

2.19. abra. Sztochasztikus generator sajatértékei

Bizonyitds. Egyrészt, ha P sztochasztikus méatrix és u > 0, akkor A = pu(P—1) sztochaszti-
kus generator, amelynek sajatértéke p(A—1). Ha A befutja az M,, halmazt, akkor a pu(A—1)
(1> 0) alakt szamok a tételben szerepls kipot irjak le (lasd a [2.202.22]abréakat). Ez azt
jelenti, hogy barmely, a szobanforg6 kipbeli komplex szam el$all mint egy sztochasztikus
generator sajatértéke.

Masrészt, ha A generator, akkor pn > max;—1, . n |a;;j| esetén P = i(A—i—uI) sztochasz-
tikus matrix és A = p(P — I). Mivel az A sajatértékeinek M,-ben kell lennie, az el6bbi

transzforméciobol kittinik, hogy A sajatértékei csakis a szobanforgo kupban helyezkedhet-

RS

2.20. abra. A 2.21. abra. A —1 2.22. abra. pu(A —1)

nek el.



3. fejezet

Halozati folyamatok

A halozati folyamatok vizsgalata a mai modern alkalmazott matematika egyik fontos
kutatési teriilete. Halozati folyamat példaul egy populécién beliili fert6zés terjedésének
idobeli lefolyasa. A jarvanyterjedésen kiviil is szamos alkalmazas emlithets, amelyekben
halozati folyamatokkal talalkozunk, ilyen példéul hiresztelések terjedése tarsadalmi halo-
zatokon, vagy az aktivitas terjedése neurélis halézatokon.

Kivalo 6sszefoglalé munkak jelentek meg a hélézati folyamatok matematikai lefrasrol,
Newman, Barabasi és Watts [I3] konyve, Barrat, Barthélemy és Vespagnani [I] monog-
rafidja, valamint Draief és Massoulié [4] kifejezetten a jarvany és hiresztelések terjedésére
vonatkozé konyve.

A dolgozatban halozati folyamatokon beliil jarvanyterjedéssel foglalkoztunk.

3.1. Jarvanyterjedés adaptiv hal6zatokon

A jarvanyterjedés modellezésére szamos dinamika létezik, az egyik legelterjedtebb az
SIS tipusi jarvanyterjedés. Ez olyan fertGzések leirasara alkalmas, amelyben a fertézésen
atesett egyedek nem nyernek immunitast, hanem ujra fertézhetévé valnak. Az egyedek
tehat kétféle allapotban lehetnek: S (egészséges - susceptible), illetve I (fert6z6 - infected).
Az egyedek allapota kétféleképpen valtozhat: egy I tipust egyed adott valoszintséggel
meggyogyul, azaz S tipust egyed lesz; illetve egy S tipusu egyedet az I tipusu egyedek
megfertézhetnek, azaz I tipusi egyed lesz. A mésik gyakran vizsgélt dinamika az SIR
tipusa jarvanyterjedés, amely olyan fert&zések modellezésére alkalmas, ahol a fert&zésen
atesett egyedek immunitast nyernek, tehat a fertézott, I tipusi egyedek egy 1j osztalyba
keriilnek, amelyet R (recovered) jelol. Az egyedek tehat haromféle allapotban lehetnek:
S, I, R. Az egyedek kozott a fenti kétféle atmenet lehetséges, azzal a modositassal, hogy
a gyogyulas itt I — R atmenetet jelent. Ha az immunitas nem végleges, akkor szokés
az SIRS tipust modellt alkalmazni, amelynél szintén haromféle allapot van, de a fenti
atmeneteken kiviil az R — S atmenet is lehetséges. Ha az S tipusa egyedek a fert&zést
megkapva nem lesznek azonnal betegek, akkor egy 1j osztalyt célszerti bevezetni, amelyet

E (exposed) jelol. Ebben az esetben az egyedek négyféle allapotban lehetnek: S, I, R, E.

21
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Ekkor a kovetkez6 atmenetek fordulhatnak els: S — E, E — I, I — R. Ezt a dinamikéat
SEIR tipust jarvanyterjedésnek nevezik. Ha a fert6zés utan az egyed nem nyer immunitast,
akkor ehelyett SETS dinamikét szokas hasznalni.

Ebben a dolgozatban az egyszertiség kedvéért az SIS tipusi jarvanyterjedéssel foglal-
kozunk. A jarvanyterjedést egy grafon lezajlo folyamatnak tekintjiik. Tekintsiink egy NV
csucsu irdnyitatlan, egyszert grafot, ahol a graf cstucsai a populéicié egyedeinek felelnek
meg és két csucs kozott akkor van él, ha koztiik a fert6zés terjedhet. A graf csicsai tehat
kétfele allapotban lehetnek: S (egészséges), illetve I (fert6z6). A fertézés (S — I) és a
gyogyulas (I — ) Poisson-folyamattal irhato le, ez azt jelenti, hogy infinitezimalis At id&
alatt egy S tipusu csics (amely k darab [ tipust szomszéddal rendelkezik) I tipusi csiccesa
valtozhat

Ps_,; =1 — exp(—kTAt)

valoszintiséggel, és hasonléan egy I tipusa csics S tipusa csiicesé valtozhat
Prs =1 — exp(—yAt)

valoszintiséggel, ahol 7 és v pozitiv szamok. A 7 szamot fertézési ratanak, a ~ szamot
pedig gyogyulasi ratanak nevezziik, amelyek meghatarozzék a fertézés, illetve a gyogyulas
valoszintiségét. Az alapvetd kérdés az, hogyan véltozik id6ben a fert6z6 cstcsok szamanak
varhato6 értéke.

A betegségterjedés leirasara alkalmas dinamikan kiviil méasik fontos tényezé a folyama-
tot leird graf. A kutatasok célja annak felderitése, hogy a graf szerkezetének ismeretében
mit lehet mondani a folyamat jellemz&ir6l. A folyamatot leird graf idében lehet allan-
do, azonban valtozhat is az tgynevezett adaptiv halézatok esetében. Adaptiv halézatokrol
olyan folyamatoknal beszéliink, amikor a graf maga is megvaltozik a csticsok allapotatol
fiiggGen, tehat az élek létrehozasa és megsziintetése a cstuicsok allapotatodl fiigg. Jarvany-
terjedésnél ez példaul azzal motivalhatd, hogy a fert&zott csicsokkal az egészséges csiicsok
igyekeznek megsziintetni kapcsolataikat, és ezzel egyidejtileg 0j kapcsolatokat hoznak 1ét-
re. Mas tipusa halozati folyamatnal is gyakori ez a jelenség, példaul neuralis halézatok
modellezése sorén is fontos annak vizsgalata, hogy a graf hogyan valtozik.

A [19] cikk alapjan az élek létrehozésa, illetve elvagasa is Poisson-folyamattal irhato le,

azaz infinitezimélis At id6 alatt az A és B tipusu csicsok kozott él jon létre
Py.p =1—exp(aapAt)

valdszintséggel, és hasonloéan az A és B tipusi csticsok kozotti él
Paxp =1 —exp(wapAt)

valoszintiséggel torlgdik, ahol az agp és wap ratak pozitiv szamok. SIS tipusu jarvany-
terjedés soran ez hat kiilonb6z6 rata megadésat jelenti: agy, asgs, arr és wsr, wss, Wig-

Az ezzel kapcsolatos szakirodalomban két {6 esetre fokuszalnak:

1. asr =arr =0, ags #0 és wir = wss =0, wsr # 0,
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2. agr = ajr = a és Wer = Wiy = Wgs = w.

Mig az els6 eset mindennapi megfontolédsok alapjan lett konstruélva, ahol a cstcsok igye-
keznek minimalizalni a megbetegedésiik kockazatat, de a teljes elszigetel6dés elkeriilése
is szempont, addig a méasodik esetben az élek torlése és létrehozésa fliggetlen a cstcsok
tipusaitol, ami egy egyszertibb modellhez vezet. Ezen rendszer viselkedésének leirdasara a
dolgozatban nem tériink ki, de az eredmények megtalalhatoak a [19] cikkben.

Barmely két cstics kozotti élek létrehozasanak és torlésének lehetGségével mar kis cstcs-
szam esetén is nagy egyenletrendszerrel talalkozunk, ha a folyamatot szeretnénk modellez-
ni. Ezért a dolgozatban egy teljesen mas, j rendszer vizsgélata volt a cél, amelyet a [3.3
szakaszban részleteziink.

Célunk a rendszer viselkedésének meghatarozasa volt, beleértve, hogy mikor hal ki a
betegség, az ugynevezett endemikus egyensily mikor all be, illetve mikor jon létre oszcil-

lacio.

3.2. Az oszcillacié megjelenése

Annak érdekében, hogy megértsiik a rendszer viselkedését, sziikségiink van az ugyne-
vezett master-egyenlet levezetésére. Ehhez néhany jelolést vezetiink be. Egy N cstcsu graf
esetén, ahol a folyamat soran a graf rogzitett és amelyen S1.S tipusu jarvanyterjedés folyik,
a rendszer allapottere a 2V elemet tartalmazo {S, I}V halmaz.

Legyen S° az az allapot, amelyben minden cstics S tipust, azaz S° = (S, S,...,9).
Jelolje S* azon allapotok halmazat, amelyben k darab I tipusu csics van. Az S* részhal-
mazban ¢ = (Z) allapot van. Végiil jelolje SN a csupa I tipusi csticsokbol 4llo allapotot,
azaz SN = (I,1,...,1).

Az S* részhalmazait jelolje SF, S5, ... ,ka. Az S]lc allapotban az l-edik cstcs tipusat
jelolje S;“(l), tehat S]’?(Z) = S vagy Sé?(l) = I. A [I7] alapjan SIS tipusu jarvanyterjedés

soran a rendszer allapota kétféleképpen valtozhat:

1. Fert6zés: egy S cstics [ tipusiva valik, ami SJI.g — Serl tipust dtmenetet jelent, ahol
i és j olyanok, hogy létezik I, hogy S¥(1) = S, SF*(l) = I és S¥(m) = SI'*!(m)
minden m # [ esetén. Tovabba létezik r # [, amelyre SJ’?(Z) = I és van ST tipusu él

az | és r csucs kozott.

2. Gyogyulas: egy I tipusu csics S tipusi lesz, amely S’j]jc — Sffl tipust atmenet, ahol
i 6s j olyanok, hogy létezik I, amelyre S¥(I) = I, SF7'(1) = § és S¥(m) = SF~'(m)

minden m # [ esetén.

Jelolje X jk (t) annak a valoszintiségét, hogy a t idépontban a rendszer az SJ’? allapotban
van. Legyen
X = (xF@), X5, .., X5 (0))
a k beteget tartalmazo6 allapotok valdszintségeit tartalmazd cp nagysigi vektor, ahol
k= 0,1,...,N. A [I7] cikk alapjan tudjuk, hogy a fenti atmenetek az Xf(t) fliggveé-

nyekre egy linearis, allando egyiitthatos differencidlegyenlet-rendszert hataroznak meg, ezt
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alapegyenletnek (master equation) nevezik. Mivel az &tmenetek soran a fert6z6 cstucsok szé-
ma legfeljebb eggyel valtozhat, ezért az alapegyenlet az alabbi blokk-tridiagonalis alakban
irhato fel:

Xk=Abxk-ty ghxk L obxhH k=0,1,...,N,

ahol az A* B* és C* matrixokat az adott grafstruktira hatarozza meg. A fenti egyenlet
maéatrix alakja
X = MX,

ahol M tgynevezetett sztochasztikus generdtor, amelynek jelentését a [2.25] Definicioban
részleteztiik.

Adaptiv halozatok esetében is felirhaté az alapegyenlet, azonban ilyen esetben az &l-
lapottér joval nagyobb. Feladatunk egy a szakaszban targyalt rendszer viselkedésének
leirasa.

Kérdés tovabba az oszcillacio megjelenésének magyardzata a modellben. A [19] cikk
alapjan az utobbihoz sziikségiink van az M matrix spektruménak meghatarozasara. A [2.26]
Tétel alapjan tudjuk, hogy tetszéleges sztochasztikus generator spektruma a komplex sik
negativ részén helyezkedik el és a nulla egy sajatérték. A nulla sajatértékhez tartozo sa-
jatvektor koordinatai nemnullak azokban az allapotokban, ahol minden csiics egészséges.

Az alapegyenlet x(t) megoldasa az eMu alaki fiiggvények linearis kombinaciéja, ahol A
az M métrix sajatértéke és u egy hozza tartozo sajatvektor. Ha A #£ 0, akkor a valos része
negativ, ezért t — oo esetén az el6bb emlitett fiiggvény nulldhoz tart, azaz csak nagy ¢ ese-
tén észlelhetiink betegségmentes allapotot. Tipikusan a sajatértékek valds része elég kozel
van nulldhoz, de hossza id6 elteltével a viselkedés kiilonbozik a betegségmentes allapottol.
Statikus, azaz nem adaptiv halozatokra ez a sajatérték valos, ezért a rendszer hosszitava
viselkedését az tgynevezett endemikus egyensulyi allapot jellemzi, amely azt jelenti, hogy
a betegség nem hal ki, hanem beéll valamilyen allandé értékre. Adaptiv halozatok esetén
ez a sajatérték komplex, ami csillapitott oszcillacidhoz vezethet, amely kiilonbdzik mind
a betegségmentes allapottol, mind az endemikus egyensulytol is. Ilyen esetben a fert6zé
cstcsok szamanak varhaté értéke idében nagyjabol ismétlédGen valtozik. Ezen jelenség
vizsgalata azért fontos, mert mig a betegségmentes allapot és az endemikus egyensiily ese-
tén konnyen meg lehet hatarozni, hogy milyen paraméterek esetén megy végbe, addig az
oszcillacié megjelenése a paraméterek fliggvényében nem magatol értet5dds.

Az oszcillaciot a [6], [8], [16] cikkekben is vizsgaltak, kiilonb6z6 tipusi hélozatokon
végeztek szimulacidkat és megéllapitottik, hogy milyen paraméterek esetében lehet oszcil-
laci6, azonban az oszcillacié megjelenésére és a csillapodas mértékére semmilyen magyara-
zatot nem emlitettek.

Vizsgaljuk meg, hogy vajon milyen tipusi sajatértékek felelGsek az el6bb emlitett oszcil-
lacioért. A [19] cikkben leirtak alapjan elmondhatjuk, hogy ha a sajatérték komplex, azaz
A = —p + iv alaki, akkor bevezetve a £ hanyadost, amely éppen a komplex sajatérték
fazisaval van kapcsolatban, a kévetkezdket kapjuk: ha ez a hdnyados kisebb mint 1, akkor
az oszcillacié mindig csillapitott, és minél kisebb ez a hanyados, annél kisebb a csillapitas.

A kulcs kérdés az, hogy ezen hanyados nagysaga hogyan fligg a paraméterektsl.
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Az €l6z6 fejezetben ezt a problémakort altalanosabban targyaltuk, meghataroztuk a2.17]
Tételben tetszGleges n esetén az M, halmazt, amely azon komplex szamokat tartalmazza,
amelyek egy n x n-es sztochasztikus matrix sajatértékei. Specialisan a[2.26] Tételben meg-
fogalmaztuk azt is, hogy egy n x n-es sztochasztikus generédtor esetén ez a tartomany egy
T _

5 — & felnyilasszogt kap.

3.3. A modell

Az adaptiv halozatok vizsgalata napjainkban egy széleskorben kutatott teriilet, szamos
dolgozat és egy osszefoglalo jellegii konyv sziiletett, a [7], amelyben rengeteg alkalmazas
talalhato. A cikkek szédma folyamatosan novekszik, ezek koziil emlitésre mélto példaul a [9],
[10], [14], [15].

Az adaptiv hélézatokban a graf idében valtozik, élek jonnek létre és sziinnek meg.
Az altalunk targyalt modell valamennyire speciélis, mivel nem engedjiik meg tetszéleges
él torlését, illetve él létrehozasat, hanem adott valoszintséggel egy tGgynevezett gyengén
Osszekotott rogzitett grafbol élek létrehozasaval eljuthatunk egy erésen 6sszekotott rogzi-
tett grafba és forditva. Az altalanos esettel ellentétben tehat nem johet létre N cstcsbol
allo tetszdleges graf, hanem két rogzitett grafbol valaszthatunk.

Jeldlje az allapotteret

{017027"'7CN7d17d25”'7dN}7

ahol ¢; az i beteget tartalmazd allapot az ersen Osszekotott grafban, és d; az @ beteget

tartalmazo allapot a gyengén Osszekotott grafban. Az atmenetek ratai:
r(e; = cip1) = a;T,
ahol a; jeloli az ST élek atlagos szaméat, ha ¢ beteg van és a graf erGsen 6sszekotott,
r(c; = ¢i—1) = 17,
v(d; = dit1) = biT,
ahol b; jeloli az ST élek atlagos szamét, ha i beteg van és a graf gyengén 6sszekotott,
r(d; — di—1) = i7.
A grafok kozotti dtmenetek ratai:
r(c; = d;) = wy,
r(d; — ¢) = ay,

ahol w; = wgr - a;, tovabba «; meghatarozasahoz vezessiink be néhéany jelolést. Jelolje n;

az atlagos fokszamot a gyengén Osszefiiggd graf esetén, ny az atlagos fokszamot az erésen
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3.1. 4bra. Adaptiv héalozatot leir6 Markov folyamat allapottere és atmeneti ratai

Osszefiiggs graf esetén. Nyilvanvald, ha egy allapotban ¢ darab I tipust cstics van, akkor

N — i darab S tipusi cstcs van. Ekkor a kévetkez§ Osszefliggések allnak fenn:
[ST]; + [SSl; = (N — i),
amelybdl [SI]; = b; felhasznalasaval kapjuk, hogy
[SS]; = m(N — i) — b;.
Hasonloan az erésen Osszefiiggs graf esetén [SI], = a; felhasznalasaval adodik, hogy
[SS]h = np(N — i) — a;.
Igy az rd;—c; Tataban szereplS o; értékre kapjuk, hogy
a; = ass ([SS]n = [SS]) ,

ha ezen érték nemnegativ és legyen nulla, ha a fenti kifejezés negativ. A modellhez tartozd
Markov folyamat atmenet grafjat a[3.1} abran lathatjuk.

Jelolje z;(t) a ¢; allapot valoszintiségét a t id6pontban és hasonléan y;(t) a d; alla-
pot valoszintségét a t idSpontban. Ezen allapotvaloszintiségekre konnyedén felirhatoak az

alabbi differencialegyenletek (alapegyenletek):
i (t) = ap—1706—1 + (k + D)yzpir + ogyr — (a7 + by + wp) o,
Uk(t) = b—17yk—1 + (k + D)yyks1 + wrzr — (b + kv + ag)yk.
A differencidlegyenlet-rendszer tehat a kovetkezd méatrix alakban irhato:

ap

o ok = C)
Y wo Y

WN
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ahol
—apT — Wo 0 0---
agT —aT—y—wi 2y 0 -
A= 0 a1T
N~y
anN—1T — N7y
és
—boT — wo 0 0---
bo’T —blT—ﬁ/—W12’YO
B = 0 bl’T
N~y
by_1T7 — N~y

Kérdés még az a; és b; fiiggvények megvalasztasa a paraméterek (np, n;, ass, wsy, T,
v, N) ismeretében. A legegyszertibb a;, b; valasztas a kovetkezd gondolatmeneten alapszik:
egy S tipust csticsnak n darab szomszédja van, ezek %—ed része I tipusi. Az ST élek szama

tehat nagyjabol i(N — 1), igy

a; = %’L(N — 1),
by = %i(zv —49)
Tovabba
n
(S8 = 57 (V =),
(Sl = J(V — i)’

és altaldnosan
a; = ags (N —i)(np —ng) +b; — a;) .

Korébban célul ttztik ki a rendszer viselkedésének teljes leirasat, amely egyrészt azt
jelenti, hogy milyen paraméterértékek mellett sziinik meg a betegség, mésrészt mikor all
be az endemikus egyensuly és mikor jelenhet meg oszcillacio. A [9], [16], [19] cikkekre
tamaszkodva bizonyos paramétereket rogzitettiink és néhany paramétereket véiltoztattunk
és ezen paraméterek valtoztatasa esetén vizsgaltuk a rendszer viselkedését. A rogzitett
paraméterek: N = 200, n; = 5, np = 30, ags = 0.01 és v = 1.

A 7 és wgr paraméterek fliggvényében haromféle viselkedés tapasztalhato: ha wgr kicsi
és T nagy, akkor ugynevezett endemikus egyensulyt tapasztalunk, azaz a betegség beall
egy nullatol kiilonbozd konstans értékre; ha wgr nagy és 7 kicsi, akkor kihal a betegség.

Ezen viselkedések igazolasa miatt numerikus szimulacidkat végeztiink Matlab segit-
ségével, ahol a kiilonboz6 paraméterek esetében elészor kiszamoltuk a egyenletben
szereplé matrixot, majd a differencidlegyenlet-rendszert a beépitett numerikus meg-
0ld6 modszerrel oldottuk meg. Ezutan az (2(t), y(t)) megoldast a (0,1,...,N,0,1,...,N)"

vektorral szorozva és azt megfelel§ idGkdzonként dbrazolva megkaptuk a fertézd csicsok
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szama varhato értékének idébeli valtozasat. A és a [3.3] abrakon kiilonbozs T és wgy
esetében lathato a fert6z6 cstcsok szama varhato értékének idébeli valtozasa. A abran
7 kicsi és wgr nagy és lathatéan megsztinik a betegség, a [3.3] abran T nagy és wgy kicsi,

ekkor pedig beall az endemikus egyensuly, mint ahogy ezt vartuk.

12

—tau=0.01, omegaS|:l

—tau=0.02, omegaSI:O.g
—tau=0.03, omegaSI:O.S :
—tau=0.035, omegaSI:O.75

tau=0.04, omegaSI:O.7

3.2. dbra. A (3.1)) differencialegyenlet-rendszer megoldasabol szarmazéd betegszam az id6

fliggvényében, amikor a betegségmentes egyensiily stabil

100

—tau=0.9, omegaSI:O.OB -

0

—tau=0.85, omegaSI:O.04
—tau=0.8, omegaSI:O.OS |
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3.3. abra. A (3.1) differencidlegyenlet-rendszer megoldasabdl szarmazd betegszam az id6

fliggvényében, amikor az endemikus egyensuly stabil

Mint mér emlitettiik, a kiilonb6z6 paraméterek valtoztatisa esetén az oszcillacido meg-
talalasa rendkiviil nehéz. Ehhez segitséget nyujthat, ha kiszamoljuk a (3.1]) egyenletben

szereplé matrix sajatértékeit. Pontosabban, nincs sziikség minden sajatértékre, csak az
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Osszes sajatértéket tartalmazo kap félnyilasszogére. (A Allitasban megmutattuk, hogy
sztochasztikus generatorok esetében ez a tartomény kup.) Ezen félnyilasszoghoz tartozo
egyenes meredekségét abrazoltuk kiilonbozd 7 és wgy esetén, amit a [3.4] abra szemléltet,

ahol a kiilonb6z§ szinek a kiilonb6z6 nagysagi meredekséget jelentik.

= P
10 =
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20 0.4
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S
50
Q 0.3
E e ot
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100 FEEEEEFFEE b e e
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3.4. abra. A (3.1)-ben szereplé matrix spektrumat tartalmazo kup félnyilasszogének mere-
deksége (1,wgr) € [0,1] x [0,1] és h = 0,01 felosztas esetén

A szimulacidkat elvégezve még a legnagyobb félnyilasszognél sem tapasztaltunk osz-
cillaciot. Ennek oka valoszintileg az, hogy a rendszerben nem is johet létre oszcillacio. A
kovetkezs szakaszban latni fogjuk, hogy adott n csicsa graf esetén az n hosszu koérnél leg-
nagyobb a félnyilasszog, és az oszcillaciot is latni fogjuk. Ebben a rendszerben az dtmeneti
ratdk agy lettek kialakitva, hogy nem alakult ki a rendszerben kell§ nagysaga kor. A szo-
gek nagysaga is ezt erdsiti meg, hiszen azt is latni fogjuk, hogy kor esetén ez a szog joval
nagyobb.

A tanulsdgot levonva létrehoztunk egy mesterséges rendszert, ahol az a;, b;, v, B; ré-
takat gy modositottuk, hogy megjelenjen egy kell6en hossza kor. A abran a (3.1))
differencidlegyenlet-rendszer megoldésabol szarmazéd betegszam lathato az id§ fliggvényé-

ben.

3.4. Graftulajdonsagok vizsgalata

Az el6z6 szakaszban targyaltak alapjan felmeriilhet benniink az a kérdés, hogy a jar-
vanyterjedéstdl fiiggetleniil egy héldzatot megado graf milyen tulajdonsagai vannak hatés-
sal az oszcillacié megjelenéséhez és a csillapités erésségéhez. Ebben az iranyitott grafban
a kiilonb6z§ csicsok a kiillonb6zs allapotokat jelolik és két allapot kozott akkor van él, ha
az egyik allapotbdl a masik allapotba nem 0 valdészintiséggel juthatunk el.

Legyen G egy iranyitott silyozott graf, amely a Markov-lanc dtmenetgrafja. Ebben a
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3.5. abra. A (3.1) differencidlegyenlet-rendszer megoldasabdl szérmazd betegszam az id6

fliggvényében modositott paraméterek esetén

szakaszban feltessziik, hogy minden sily a-val egyenld. Gyakorlati alkalmazasoknél els-
fordul, hogy ez nem teljesiil, azonban az egy bonyolultabb problémahoz vezet, amivel a
dolgozatban nem foglalkozunk, de ez tovibbi kutatasi munkéara ad lehet&séget.

Jelolje x(t) a k-adik allapot valoszintségét a ¢ id6pontban. Ekkor a Markov-lancra

vonatkozo6 alapegyenlet a kovetkezé alaku:
(3.2) z(t) = Muz(t),

ahol az M métrix {6atlon kiviili elemei megegyeznek G elemeivel és a fGatloban olyan ele-
mek szerepelnek, hogy minden oszloposszeg nulla. Latjuk, hogy igy M egy sztochasztikus
generator, amelyet a Definicibban emlitettiink. Tovabba az M matrixot a Markov-
lanc infinitezimalis generatoranak nevezziik (lasd [1.3] Definicio).

Egy adott G graf esetén, amelynek infinitezimalis generatora M, jelolje SC(G) a leg-
kisebb kiipot, amelyben benne vannak M sajatértékei. Ezt spektralis kiipnak nevezziik.
Jelolje Asc(G) ezen spektralis kap félnyilasszogét. A szakaszban lattuk, hogy a [19]
cikk alapjan ezen szog hatérozza meg az oszcillacio csillapitdsat az adott rendszerben.
Minél nagyobb ez a sz0g, annal nagyobb a csillapitds. A tovabbiakban célunk volt meg-
hatarozni Agc(G) nagysagat a G graf geometriai/topologikus tulajdonsagai fiiggvényében.

Az el6z6 fejezetben latottak alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkezd allitést.

3.1. Allitas.
max {Agc(G) : |G| =n} = Asc(C(n)),

ahol C(n) jeloli az n csucsbol dllo iranyitott kort.

Bizonyitds. Szeretnénk belatni, hogy Asc(C(n)) = § — =. Szdmozzuk a kor cstcsait a

koriiljaras szerint. Meggondolhatd, hogy az allapotokat tetszélegesen szémozva a hozza-
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3.6. abra. A CE(8,2) graf 3.7. ébra. A CP(8,2) graf

juk tartoz6 métrixok sajatértékei nem véltoznak, igy a cstcsok szamozasat onkényesen

megvalaszthatjuk. Igy C(n) infinitezimalis generatora:

—aa 0 0 O
0O —aa 0 O
0’ 0
0 0 0 —a a
a 0 0 0 —a

Ekkor az infinitezimélis generatorbol a Allitas bizonyitasaban szerepld transzforma-
ci6 alapjan kapott sztochasztikus matrix éppen megegyezik a (2.3) egyenletben szerepls
s s

métrixszal, amibdl kovetkezik, hogy Asc(C(n)) = 5 — Z.

n

O
Graftipusok, amelyeket vizsgaltunk (n € N k € N esetén):
e n hosszu irdnyitott kor: C(n),

e 1 hosszu irdnyitott kor a kor (egy vagy tobb) csiicsabol kiinduléd k darab él hozzéaveé-
telével (ezen élek iranyitasa lehet a kor felé mutato, illetve a korbdl kifelé mutato):
CE(n,k),

e n hosszi irdnyitott kor a kor egy csticsabol kiindulo k hosszu at hozzavételével (az

ut irdnyitasa lehet a kor felé mutato, illetve a korbdl kifelé mutato): CP(n, k),

e 1 hosszi iranyitott kor egy tetszdleges él hozzéavételével, amely a kor két pontjat koti

Ossze (mint egy atlo), igy a kort két részre vagja, p és 1 —p ardnyszammal: C'D(n, p).

A CE(n,k) és CP(n, k) grafokra két egyszerd példat a. és a. abrakon lathatunk.
Természetesen nem csak ilyen tipust atmenetgrafok lehetségesek, azonban id6 hianyaban
més graftipusokat nem vizsgaltunk.

Szimulaciok alapjan az alabbi allitasokra, sejtésekre jutottunk.
3.2. Allitas. Az Asc(C(n)) (n € NT) monoton névé n-ben.

Bizonyitdas. Fz az allitas kovetkezik a Allitasbol, amely szerint Agc(C(n)) =
tehat vilagos, hogy n novelésével Agc(C(n)) is novekszik.

vol3

| {\ﬁ
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3.8. abra. C(100) és C(500) grafok esetén a (3.2) egyenlet megoldasanak 20. koordinatéja
az id§ fiiggvényében

Ezt a[3.8 abréan is lathatjuk, ahol n = 100 és n = 500 esetén lathato a (3.2) egyenlet

megoldasanak 20. koordinataja az idé fiiggvényében.

3.3. Allitas. Tetszdleges n € NT esetén
Asc(C(n)) = Asc(CE(n, k),
ahol a CE(n,k) grifban a k darab él a kor felé van irdnyitva.

Bizonyitds. Meggondolhat6, hogy az allapotokat tetsz6legesen szdmozva a hozzajuk tarto-
z6 métrixok sajatértékei nem valtoznak, igy a cstcsok szamozésit onkényesen megvalaszt-
hatjuk. El&szor belatjuk, hogy Asc(C(n)) = Asc(CE(n,1)). Jelolje az 1. csucs a koron
kiviili csiicsot, a 2. cstucs a kornek azon pontjat, ahol a kor a plusz éllel talalkozik és a kor

iranyitasanak megfelelGen a tobbi cstucsot. Ekkor a C'E(n, 1) infinitezimalis generatoranak

—-a—\ B
det
( 0 A—)\I>

alakd, ahol az A — Al méatrix a C(n) infinitezimélis generatorahoz tartozo karakterisz-

karakterisztikus polinomja:

tikus polinom és 0 adott [ x m-es nullmatrix, ahol [, az A és B matrixok méretétsl
fiigg. Az . Tételbsl adodoan ekkor C'E(n, 1) infinitezimalis generatoranak sajatértékei
C(n) infinitezimalis generatoranak sajatértékei hozzavéve a —a szamot. Igy Agc(C(n)) =
Asc(CE(n,1)).

Koénnyedén lathato az is, hogy Asc(C(n)) = Asc(CE(n,2)), ugyanis ha ez el6zdek

szerinti csicsszamozast tekintjiik, akkor C'E(n,2) infinitezimalis generatoranak karakte-
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risztikus polinomja

—a—XA 0 a 0...
0 —a—-X a O0...
det 0 0 —a—-Xa...|,
0 0 a O0...
amelyre az Tételt alkalmazva kapjuk, hogy Asc(C(n)) = Asc(CE(n,2)). Teljes in-
dukcioval adodik, hogy Asc(C(n)) = Asc(CE(n,k)). O

3.4. Sejtés. Az Agc(CP(n,k)) monoton névs n-ben, ahol a CP(n, k) gratban a k hosszi

at a kor felé mutat.

3.5. Sejtés. Minden k,l € N esetén
Asc(CP(n, k) = Asc(CP(n,1)),
ahol a CP(n, k) grafban a k hossza ut a kor felé iranyitott.

3.6. Sejtés. Tetszbleges k,[ esetén, ha n < m, akkor
Asc(CP(n, k) < Asc(CP(m, 1)),
ahol a CP(n, k) grafban a k hosszu ut a kor felé mutat.

3.7. Allitas. Minden k € N*, [ € N esetén
ASC(C‘P(na k)) = ASC(C‘P(n) l))>
ahol a CP(n,k) grdfban a k hosszu it a kirbdl kifelé van irdnyitva.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy k > I. A CP(n, k) allapotait szamozzuk agy, hogy az 1. csics
legyen a k hosszi él végpontja, a 2. cstics a k hosszi él végpont el6tti pontja, hasonléan a
k-adik cstics a k hosszu él kezdGpontja, a (k + 1)-edik csics a kor iranyitasanak megfeleld
kovetkezs csucs, és igy tovabb. A C'P(n, 1) allapotait szamozzuk hasonlé médon. Specidlisan

legyen | =1, k =1+ 1. Ekkor a C'P(n,2) grafhoz tartozo karakterisztikus polinom:

-A 0 0 0 00 0

a —a— A\ 0 0 00 0
q 0 a 20—\ a 00 0
o o 0 —a-Xa 0 0

0 0 a 0 00 - —a—A\

Alkalmazzunk a 2. sor, azaz az 0j cstcs szerinti kifejtési tételt. Ekkor az els§ elem szerinti

kisebb mérett determinans nulla lesz, mivel az els6 sora csupa nulla elemet tartalmaz. Igy
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a karakterisztikus polinom:

- 0 0 00 --- 0

0 —2a—X a 00 --- 0
(—a—A)det 0 0 —a—Xa 0 --- 0 ,

0 a 0 0 0 -+ —a—\

amire az 1. sor szerinti kifejtési tételt alkalmazva C'P(n, 1) karakterisztikus polinomjat kap-
juk (C'P(n,1) infinitezimalis generatoranak karakterisztikus polinomjara az 1. sor szerinti
kifejtési tételt alkalmaztuk).

Megkaptuk tehat, hogy CP(n,1) = CP(n,2), amibdl teljes indukcioval adodik, hogy
CP(n,k) = CP(n,l). O

3.8. Sejtés. Minden n € NT, k € N esetén Agc(CE(n,k)) maximélis, ha a k darab él
ugyanabbol a cstcsbdl indul ki és ahol a C'E(n, k) grafban a k darab él a korbdl kifelé van

iranyitva.

3.9. Sejtés. Rogzitett n € NT esetén Agc(CE(n,k)) monoton csdkkend k-ra nézve, ahol
a CE(n, k) grafban a k darab él a korbdl kifelé mutat.

3.10. Sejtés. Rogzitett k € N esetén Agc(CE(n, k)) monoton névekeds n-re nézve, ahol
a CE(n,k) grafban a k darab él a korbdl kifelé van iranyitva.



Osszefoglalas

A dolgozatban halozati folyamatok oszcillacidival foglalkoztunk. Célunk az volt, hogy
kideritsiik, hogyan donthet§ el, hogy egy adott rendszerben kialakulhat-e oszcillacid, és ha
igen, milyen erdsségd.

Ehhez az adott rendszer grafstruktarajat vizsgéaltuk. Természetes gondolat, hogy a
rendszert leiré matrix sajatértékei kapcsolatban allnak az oszcillacio jelenségével. Megvizs-
galtuk ezért, hogy egy sztochasztikus matrix sajatértékei hol helyezkedhetnek el a komplex
szamsikon. Bar a problémakor egészen Kolmogorovig nytlik vissza, a kapcsolédéd eredmé-
nyek, amelyek elegéans geometriai eszkozoket hasznalnak, talan kevésbé ismertek. A maso-
dik fejezetben e témakorrsl adunk egy rovid attekintést.

Ezutan a harmadik fejezetben egy konkrét adaptiv halézaton modelleztiik a jarvany-
terjedést. A masodik fejezetben targyaltak alapjan vizsgaltuk a halézaton az oszcillacio
megjelenését és erdsségét a paraméterek fiiggvényében. Végiil, a grafstruktara segitségé-
vel allitasokat, sejtéseket fogalmaztunk meg egy adott rendszerben megjelend oszcillacid
erGsségérsl.

Tovabbi kutatas targyat képezi egyrészt kiilonboz§ adaptiv hélozatok és egyéb graf-

struktarak vizsgalata, masrészt az oszcillacié sziikséges feltételének meghatarozésa.
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