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Bevezetés

A természettudomanyok altal oly kozkedvelt és sokat vizsgélt folyamatait leird
modellek a parcialis differencialegyenletek, melyek explicit képlettel torténd megadasa,
néhany specialis eset kivételével lehetetlen, tehat kozelité modszert kell alkalmaznunk.

Elliptikus egyenletek olyan fizikai jelenségek (példaul a hullamegyenlet, a
hovezetési egyenlet, Schrondinger-egyenlet vagy a rezg6 hur) matematikai modellezésénél
fordulnak el6, amelyek egyensulyi allapotokat irnak le, valamint az idé mulasa nem jatszik
szerepet, azaz nem befolyasolja a rendszert, s ezek gyakran parcialis differencialegyenletre
vezetnek. Eredetiiket tekintve az elliptikus egyenletek gyakran energia tipusi mennyiséget
leiro funkcionalok minimalizalasabol szarmaznak (ilyen fliggvény leirhat hémérsékletet,

elmozdulasi vagy magneses potencialt stb.):

E(h) = j (%mIVhI2 + mgh),

Q

ahol h egy Q c R™ korlatos tartomanyon értelmezett, a peremen elére ismert értékkel
rendelkezd fliggvény lehet. Ha h,m elég sima, azaz mVh € C'(Q), és a perem

szakaszonként sima, akkor a
{—div(th) =f,
higa = @
peremérték-feladat teljesiil.

Elliptikus egyenletre nem kizarélagosan energiaval megfogalmazott fizikai
torvényszertiségek vezethetdek vissza. Gyakran modellezhetok egyes mennyiségek (pl.
aramlasok vagy erdterek) valamely

W e CY(R™ R"™)
vektormez6vel. Ha az f € C(R™) szamértékii figgvény siiriség tipusi mennyiséget ir le,
akkor a megfeleld megmaradasi torvény a kovetkezd alaki:
divW = f.

Ekkor a Gauss—Osztrogradszkij-tétel szerint tetszéleges sima peremii D < R™ n

[wo=]r.
oD D

korlatos tartomanyon



ahol a baloldal a W mez( fluxusat, a jobb oldal az f slriiségnek megfelel D-re esé
Osszmennyiséget (tomeg, toltés stb.) irja le. Az f = 0 esetben faD W -v =0, azaz a ki- és
belépd fluxus kiegyenliti egymast: ez a modellnek megfeleléen jelenthet
0sszenyomhatatlansagot, forrasmentességet stb., ésa div W = 0 egyenlethez vezet.
A W mezdre vonatkozo masik alapvetd osszefliggés a Fick-torvény, amely szerint a mez6
aranyos egy alkalmas skalarmennyiség (Gn. skalarpotencial) valtozasaval. llyenkor a W
mez0 a skalarpotencial valtozasa altal 1étrehozott diffuziot jelenti. Ezt a torvényt a
W = —kVu

egyenldség irja le, ahol a k > 0 fiiggvény vagy allandé az aranyossagi tényezd ¢és
u € C1(R™) a skalarpotencial. Ha k allandd, akkor W potencidlos mez6, azaz rot W = 0.
Végiil a kovetkezo elliptikus egyenletet kapjuk:

— div(k Vu) = f.

Egyik fontos probléma a numerikus szimulaciokban megdrizni a megoldasok jo
tulajdonsagait a matematikai modell 4ltal kiszdmitott kozelitésekre. Az elliptikus
peremérték-probléma egyik fontos tulajdonsaga a maximum-elvekben rejlik. Az els6 ilyen
klasszikus elv, amely a harmonikus fliggvényekre vonatkozik, azt mondja, hogy a
harmonikus fliiggvény minimum- és maximumértékeit az () tartomany d{) peremén Vveszi
fel, amikor u € C(Q), igy

minu(s) < u(x) < maxu(s), Vx € Q.
S€EAQ OF ()_SEBQ ()

Ezek a tulajdonsagok el6zetes becslést adnak az u-ra a perem segitségével. llyenek
részletes tanulmanyozasaval és vizsgalataval foglalkozik a szakdolgozat. Az els6 részben a
linearis elliptikus differencidlegyenletekre vonatkozé maximum-elveket mutatjuk be és
irjuk fel az igy kapott nempozitivitasi és nemnegativitasi tulajdonsagokkal egyiitt. Els6
izben természetesen folytonos esetben vizsgaljuk a maximumelveket, majd diszkrét
esetben részletezziik tovabb a kapott eredményeket és fejtjiik ki azokat véges differencias,
valamint végeselem-modszerekkel kapott kozelitésekben. A dolgozat masodik részében
elméleti szinten foglalkozunk a nemlinearis elliptikus feladatokra is megfogalmazhatd
maximum-elvek minden tulajdonsagaval és kapcsolodo feltételeivel tgy folytonos, mint
diszkrét esetben. A szakdolgozat utolso fejezete két példa megoldasan keresztiil mutatja be

az elméletben igazolt allitasok érvényességét.



|. Linearis egyenletek

1. Maximume-elvek folytonos esetben

Els6ésorban linearis masodrendii egyenletekre ismertetjik a maximum-elveket és
tulajdonsagaikat. Legyen L lineéris operator, melyet sima fliggvényeken értelmeziink az Q
korlatos tartomanyon:

Lu = —div (a(x)Vu) + h(x)u, (1.1)
ahol a € C1(Q) és h € C(Q), valamint 0 < uy < a(x) < yy és 0 < h(x) < py tovabba g, iy
pozitiv 4llandok, x € Q fliggetlen. A késébbiekben az 4ltalanossag kedvéért Q ¢ R4, d > 2

szakaszonként sima és Lipschitz-folytonos dQ peremmel.

Tétel. Legyen u € C%(Q) N C(Q) és Lu < 0 az Q-n, akkor
max < max {0, max u} (1.2)

Amennyiben h = 0, akkor

maxu = max u. (1.3)
Q 00

(A tétel érvényessége megmarad mas differencialoperatorokra is.) A divergenciaformajat
hasznalva az L operatornak, a bizonyitas Gtlete a kovetkezo:

Legyen M := max{0, maxyqu} és vezessik be a kovetkezd szakaszonként C?2-beli
fuggvényt: v := max{u — M, 0}, ekkor v >0 ¢és v|5q =0, tovabba, u(x)=v(x)+M

(minden x € Q), hacsak nem v(x) = 0. Igy a divergenciatételbil:

0> f(Lu)vdx = f (aVu Vv + huv)dx = f(aleI2 + h(v + M)v)dx =0,
Q Q

ahol az a, h-ra adott feltételekb6l v = 0, azaz u < M az Q-n.

Allitas. Legyen u € C2(Q) N €(Q) megoldasa az

Lu=f, az—n
{u =g, a dQ) — n. (1.4)
feladatnak, ahol g € C(9Q). Amennyiben f < 0 az Q-n, akkor
max u < max {0, I‘%gxg} (1.5)



Ha a linearis operatorban h = 0, akkor
maxu = maxg. (1.6)
Az (1.5) és (1.6) eredményei jelentik a (folytonos) maximum-elveket.

Analogikusan kovetkeznek a (folytonos) minimum-elvek, amennyiben u helyett - u-t

irunk.

Allitas. Legyen u € C%(Q) N €(Q) megoldasa a (1.4)-nek. Amennyiben f > 0, akkor
s .
minu > max {0, r%ng} (1.7)
Ha az operatorban, h = 0, akkor
minu = ming (1.8)
Az (1.5) és (1.7) kifejezésekb6l kovetkeznek az ugynevezett nempozitivitasi és
nemnegativitasi tulajdonsagok:
Allitas. Legyen u € C%(Q) N C(Q) megoldasa a (1.4)-nek. Amennyiben f < 0 és g< 0,

akkoru < 0.Haf >0¢és g = 0, akkoru > 0.

A tétel igaz marad abban az esetben is, ha az el6z6 harom allitasban azt a kiterjesztett
esetet vizsgaljuk, ahol az u € H(Q) (ebben az esetben gyenge megoldast keresiink megfeleld

peremfeltételle]l és maximum helyett supremumot stb. irunk.).

2. Diszkrét maximume-elvek

Ebben a részben bemutatjuk a linearis elliptikus feladatoknal kapott (1.5) és (1.6) folytonos
maximum-elvek megfeleldit diszkrét ~maximum-elvekre, altalanos felépitéssel és

bizonyitassal, valamint Dirichlet-peremfeltétellel.

2.1. Diszkrét maximumelv véges differenciakozelitéssel

Legyen h a maximalis racsméret paramétere, valamint tekintsiink két véges diszjunkt
halmazt, mely tartalmazza a racspontokat. Az egyik ilyen halmaz, nevezziik Q"-nak,

tartalmazza az 6sszes N darab belsé racspontjat az QO halmaznak, mig a Q" a 9Q halmaz N?



peremen vett racspontjainak halmaza. Az egyszertiség kedvéért vezessiik be a kovetkezo

jeloléseket: Q" = Q" UAQ" és N = N + N2,

Legyen X (illetve megfeleléen X9, X) az a lineéris tér, amely tartalmazza az 6sszes
valosérteki figgvényét az Q" (illetve megfeleléen 9, ﬁh) tartomanynak, igy a dimenzio N

(illetve N2, N). Minden % € X vektor felirhaté a kovetkezé modon
a=u+u? ueXxésul e xO.
Tekintsiik L" véges differencia kdzelitését az L operatornak.
Az 1 € X vektor felirhat6 a kovetkezd formaban:
= (uy, Uy, o, uys ud, ud, . udo), (1.9)
ahol
U= (uy, Uy, ., uy) € X, ésu’ = Wd,ul, ..., uls) € X2, (1.10)

valamint, minden adott & € X vektorra az L& operator komponensenként eleme az X térnek:

(Lhﬁ)i—ZaUu]+Z alu?, 1<i<N, (1.11)

és adott f = (fi,fo o, fv) €EX és g% =(92,99,...,99) € X esetén a diszkrét Dirichlet
feladat konzisztens a (1.9) szerinti & € X megoldassal. igy kaptuk:

(L'n); = Zauu]+z afu?, 1<i<N, (1.12)

=g%, 1<i< Na, (1.13)

At = f, (1.14)
m=[4 A% a=[ul 7=[]] (115)

ahol



A=(a;)1<ij<N, A%=(al)1<i<N,1<j<NO. (1.16)

A (2.13) egyenlet N9 ismeretlenre torténé megoldasa utan, kapjuk a kovetkezé N

ismeretlenre redukalt rendszert:

N N9
=1 =1

ami szintén atirhaté matrixformaba;
Au=f — A%, (1.18)

Az A matrix akkor és csak akkor regularis, ha az A matrix is az, ebben az esetben az inverz

matrix:
_ _ 0
Al=¢= [g GI ] (1.19)

és G = A1, valamint G% = —A~149. (1.20)
Vezessiik be a kovetkezd tulajdonsagot, figyelembe véve, hogy X" altere az X:
DM: Az L"operator kielégiti a diszkrét maximum-elvet, ha ti € X és
(Lh@); <0, 1<i<N, (1.21)
valamint
Max{u; 1 < i < N} < Max {0, Max{uf:1 < i < N}, (1.22)

1. Tétel Az L" operator akkor és csak akkor elégiti ki a diszkrét maximum-elvet (DM), ha

egyidejlileg kielégiti kovetkezd két feltételt:
(A;): Az A matrix a (1.15) egyenletben monoton, azaz regularis és
A1=G=>0, (1.23)
(G,): Legyen & = & + &9 az X azon vektora, melynek minden komponense egyenld 1,

—A71A% = G989 < ¢, (1.24)



Bizonyitds: Elsé lépésben tételezziik fel, hogy Lltoperator kielégiti a diszkrét
maximumelvet. Ekkor a (1.15)-ben szereplé A matrix regularis, ha megmutatjuk, hogy az
(1.16)-beli A matrix regularis, mert ez a két allitds ekvivalens. Legyen u € X, olyan, hogy
Au =0 (itt a 0 az X tér nulla vektora). A ¥ = u + 0% vektor (itt 0° az X2 nulla vektora),

amelyre L' = 0. Igy +u < 0, a (1.21) — (1.22) alapjan, amennyiben u = 0, A regularis.
Tovabb részletezve a (2.11)-et kapjuk, hogy
u=GLMi+ G%u% ahol 4 =u+ul €X. (1.25)
Legyen
G=(9:)1<i,j<N,ésG'=(g5), 1<i<N1<j<N°  (1.26)

A g;j = (91j,92j» ->9nj) €EX , 1 < j < N vektor egyetlen megoldasa a (1.12) — (1.13)
rendszernek, ahol f = (0,0, ...,1,...0) és 1 a j-edik helyen all. igy a (1.21) — (1.22) DM-ben
gj = 0, ami biztositja, hogy G = 0.

Hasonl6an, minden g}a = (gfj,ggj, ...,g,‘;’,j) € X, 1 <j < N2 vektor egyetlen megoldasa a
(1.12) — (1.13) rendszernek, f = 0- val ésg? = (0,0, ...,1,...0)-val, ahol 1 a j-edik helyen
all. Igy a (1.21) — (1.22) DM-ben g]‘? > 0, értelemszertien G? > 0. Tehat (4;) be van

bizonyitva.

A (G,) bizonyitasa: Legyen g = 29’21 g]‘? € X egyetlen megoldisa a (1.12) — (1.13)
feladatnak az X térben, ahol f = 0 és g% = (1,1, ...,1) = &2, Ezért a (1.21) — (1.22) alapjan
azt kapjuk, hogy (g); < 1,1 < i < N, amely bizonyitja a (G,) feltételt a g = G2&2 jeloléssel.

Masik irany. Tételezziik fel, hogy (4,) — (G,) igaz. A regularis a (4,) feltételben, igy

érvényes a (1.25) minden @ € X vektorra:

N No
we oo Sa, 1sien az)
j=1 j=1

Ekkor minden # € X megoldas kielégiti a (1.21) — (1.22), ahol az (4,) feltételbdl:
9;20, 1<ij<N;g%20, 1<i<N, 1<j<N? valamint ¥, g% <1, 1<i<

N a (G,) feltétel értelmében.



2. Tétel Az L" operator kielégiti a diszkrét maximum-elvet (L), ha kielégiti a kovetkezd

matrixfeltételeket:
(A)): Az (1.15) kifejezésben az A matrix monoton és

(A,): Az (1.15) kifejezésben az A matrix sordsszegei nemnegativak, azaz

N NO
Zaij+2a?jzo, 1<i<N. (1.28)
=1 =1

Bizonyitas: Jeloljik az 1. Tételben szereplé X tér azon vektorat, melynek minden

komponense 1 a kovetkezé € = & + &2 vektorral, eszerint az (4,):
AE + A%89 > 0.

Ismeretes az (4,) feltételbdl, hogy A~1G >0, ezért, ha a fenti egyenltlenséget

megszorozzuk balrol A™! inverz matrixszal, kapjuk:
E+ AT1A%89 > 0, tovabba & > A71A%E% = G2¢9,

ami mar a 1. Tételben szerepld (G,) feltétel.

Az (A,) matrixfeltétel ekvivalens az L diszkrét operator tulajdonsagaival, s ennek diszkrét

parja a kovetkez6 L, tulajdonsag:
(LMY: Jelsljiik &-vel az X tér azon vektorat, mely minden komponense egyel egyenld
"¢ > 0. (1.29)

Definicio: Az L" véges differencia-operator (1.11) 4ltalanositott nemnegativ akkor és csak

akkor, ha a kapcsolodo (1.15)-ben felirt A matrixra igazak a kovetkezé tulajdonsagok:

e a (1.16)-ban szerepld A matrix diagonalis elemei (a;;, 1 < i < N) pozitivak, amig a
nem diagondlis (a;,i#j, 1<ij<N ¢é af,1<i<N,1<j<N? elemek nem
pozitivak:

e A matrix diagonalisan dominéns

e az A matrix irreducibilis diagonalisan dominans.

10



3. Tétel Ha az L" 4ltalanositott nemnegativ, akkor kielégiti a diszkrét maximum-elvet
h
(L1).

Bizonyitas: Mivel az A matrix irreducibilis diagonalisan dominans, ami azt jelenti, hogy
A~1 > 0. Tovabba, mivel feltételeztiik, hogy A% < 0, igy kovetkezik G2 = —A~14% > 0, ami
bizonyitja az A monotonitasat ((4,) feltétel). Végezetiil, az A métrix diagonalis dominanciaja

ekvivalens az (4,) feltétellel, melyet a 2. Tételben bizonyitottunk.

2.2. Diszkrét maximum-elv végeselem-moddszerrel

Készitsiik el az Q tartomany 3, triangulaciojat, jeloljiik a csucsokat B;,i = 1,...,n + m,
ahol B;,i = 1,...,n bels6 cstucsok és az B;,i =n+1,...,n +m azok a cstcsok, amelyek a
peremen vannak, azaz a dQ-n. Figyelembe véve az Q a bazisfiggvényeit ¢;,i = 1,...,n + m:
qoi(Bj) = 6;;, ahol &;; a Kronecker szimbolum. Az u egzakt megoldds cy,...,cy
approximacioés megoldasait a belsé csucsokban n, mig a ¢,4q, ..., Cnem M darab értékeit a
peremcsucsokban n:

Cnti = gi = g(Bpy), i =1,..,m. (1.30)
kapjuk.

Legyen a(:,) standard billinearis forma kapcsolatos a (4) feladattal. Definialjuk az A n X
n-es véges elemes matrixot a(<pj,<pl-), lépésekkel (i,j = 1,...,n), és a hatarpontokkal vett

bovitett matrixot A, a(@jin, @), lépésekkel i=1,..,n,j=1,..,m, valamint legyen

b=, feidx, i=1,..,nésab=(by,..,b,)" és
g = (g1, ., gm)T transzponalt vektorokat.
Kaptunk egy megoldasra varé n X n dimenzids linedris egyenletrendszert
Ac=b—Ag (1.31)
ahol ¢ = (cy, ..., c,)T az ismeretlen vektor.
Tekintsiink egy kényelmesebb Kkiterjesztett format, nevezetesen az (n + m) X (n +m)
dimenzids matrixegyenletet:
Ac = b. (1.32)

A struktiraja a kdvetkezo:

A= [’3 ,;1] (1.33)

11



ahol I — az m X m dimenzios identitas matrix, 0 — az m X n dimenziés nulla matrix. Az
¢ = (cq, ., Cnym)? Vektor tartalmazza a cstcsokban kapott u;, végegeselemes kozelités
értékeit:

n+m

ci=un(B;)) és u,= Z CiP;, (1.34)

i=1

a tovabbiakban b = (by, ..., by, g1, o) Gm)" -

Definici6. Az n Xn dimenziés matrixot: M = (m;;){';=; irreducibilis diagonalisan
dominansnak nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1. M irreducibilis, azaz minden i # j-re létezik egy nem nulla sorozata az M-nek:
{mii,mig,, .., mij}, ahol i, iy, iy, ..., is, j kiilénbdzé indexek,

2. M diagonalisan dominans, azaz

n

Iml-l-l = Z|mij|,i = 1, e, n,

Jj=1
Jj#Ei

3. legkisebb iy € {1, ...,n} indexre szigort egyenlStlenség 4ll fenn az 2.-ben, azaz

n
[Migio| > Z [mi, -
=1

J#io

1. Tétel Ha egy n xn dimenziés matrix: M = (m;;)};=, irreducibilis diagondlisan

dominans és m; ; < 0 minden i # j-re, és m;; > 0 minden i = 1,...,n, akkor M~! > 0.

2. Tétel Legyen A (n+ m) X (n +m) dimenziés matrix, melynek strukturija (1.33)

szerint adott, a;; elemeire pedig igazak a kovetkezd feltételek:

1. a; >0,i=1,..,n,

2. a;<0,i=1,..,n, j=1,..,n+m ({#)),
3. ;?:{”aij >0,i=1,..,n

4. A irreducibilis, diagonalisan dominans.

Hac¢ = (cq, .., Cpam)’ € R*™™ és (AC); <0,i = 1,...,n, akkor
max ¢; < max {0, max ci}. (1.35)

i=1,..n+m i=n+1,..n+m

Emellett, ha

12



z a;=0i=1..n, (1.36)
j=1
akkor
. max ¢;=_ max (. (1.37).
i=1,.,n+m i=n+1,.,n+m

Bizonyitas: Bontsuk fel diszkrét maximumelvet a kdvetkezéképpen:
¢=(c,&)T, aholc = (cq, .0, )T €5 C = (Cpy1y o) Cnam) T - Tételezziik fel, hogy
Ac+ Aé <0 € R*. Kapjuk: ¢ < —A~14¢, ahol —A~'4 nemnegativ és megfelel a feladat
feltételeinek. Hasonloan jarunk el a kovetkez6 (1.36) feltevés esetekor is, azaz megmutatjuk,
hogy I< —A7'Al,ahol I = (1,..,)T e R* I = (1,..,1)T € R™,

A tovabbiakban vegylik figyelembe azt, hogy

c<—-A'Aé< max ¢ (-A7'Al)= max ¢,
i=n+1,..n+m i=n+1,.,n+m

azaz

max ¢; < max ¢,
i=1,..,n i=n+1,..n+m

ami pontosan a (1.37).

1. Megjegyzés: Abban az esetben, ha h =0, érvényesiil (1.36) és a(1,¢;) =0,i =

1, ...,n, tulajdonsag, ha a bazisfiiggvények Z}‘;’ 1 @; = 1 alaktak az Q-n:

Z a(pj, ;) =a Z ®j |, 9 | =a,¢;)=0.
Jj=1 j=1

2. Megjegyzés: A tétel 2.-b6l kovetkezik a nempozitivitasi tulajdonsag, amennyiben
g < 0. Nevezetesen, abban az esetben, ha ¢; <0,i =n+1,...,n+ m implikalja a
max;=y, n+mC;i < 0.

3. Megjegyzés: A tétel 2.-ben a nempozitivitasi tulajdonsag érvényben marad, amikor
homogén Dirichlet-peremfeltételt vesziink, azaz ¢; = 0,i = n+ 1, ...,n + m. Ebben az
esetben a A¢ = b rendszer a kovetkezd alakra redukalodik Ac = b, az A matrixxal,
amelyrdl feltételezziik azt, hogy irreducibilis diagondlisan domindns matrix.
Kihasznalva azt a feltevést, hogy (Ac); < 0, azonnal adddik a (1.35)-el analogikus
egyenlOtlenség:

max ¢; < 0.
i=1,..n
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Végezetiil a kovetkezoket kaptuk. Az (1.35)-es kifejezés az utolsd tételben kozvetleniil

eredményezi:
max u, < max {0, max gh} (1.38)

a peremérték-feladat diszkretizaciéja utan. (Itt g, linearis interpolaltja a g-nek.) A
késobbiekben, abban az esetben ha h(x) = 0 az (1)-ben, akkor a (1.37)-ben a kovetkez6 a

valtozas: maxg u, = maxgg g, (1.39).

Konkrét példa bemutatéasa érdekében, legyen adott a diszkrét feladat kovetkez6 nemnegativ

esete, ahol
- ou dv
a(u,v) = f ( a_xka_x,f auv) dx, (1.40)
o \k=
azaz,
Lu=—-Au+au (1.41)
ahol
a € L”(Q), (1.42)
a=>0aQ—ban. (1.43)

Legyen T 3, n-ed foku triangulacidja J;, , valamint legyen a,,1 < r <n + 1 csucsok és

A1 <1 <n+ 1 baricentrikus koordinatdi az x € T a csticspontok kdzremiikodésével.
A triangulacidhoz tartoznak, még a kovetkezé paraméterek:
h(T) = diam T,

o(T) = max{cos (DA,, DAy)},
T#*S

valamint
o1, 91,  0A,
= <r<
DA, (6x1'6x2' '6xn>' lsr=n+1,
(D2, DA)
DA, DA;) = +——i, 1<rs< 1,
05D PA) = 2, MDA resnt
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ahol (., .) és ||. || Euklidész skalar szorzat és Eukliédészi norma R™.

A triangulacidhoz kapcsolodo paraméterek:

h = max h(T) (1.44)
o(h) = max a(T). (1.45)

Legyen adott J;, triangulaciok csaladja, amelyekre h — 0. Megmutatjuk, hogy a diszkrét

feladat nemnegativ tipust, ha
o(h) <0y,<0, mindenh—ra, (1.46)
helég kicsi (1.47)
ahol a g, fliggetlen a h valasztasatol.
Hasonloan latszik adott n-ed foka T € J;, triangulaciora és w; bazisfiiggvényeire. Ekkor

e Dbarmelyik T c supp w;, amelyik tartalmazza a b; csucspontot, azt mondjuk a, eleme
a T-nek, mivel w;|; = 4,,

e vagy T ¢ supp w;, akkor ebben az esetben w;| = 0.

Emiatt, amennyiben j#i az a;; =a(wj,w;) egyiitthatd a kovetkezd véges

integralosszegre redukalodik:

n
Aps = f 04 % + al.Ag |dx r #+ S. (1.48)
rs £ 16x5 dxy, s ’

T

Ismeretes, h A, linearis és teljesitia 0 < A, < 1, 1 < r < n feltétel, valamint felhasznalva

a (2.31) kifejezést kapjuk:
trs < ((DAr, D) + llallo (o) meas (T) <
< % T
< (F+ llall= @) means (1),

és% < |[IDA,.]l, 1 <7 <n+ 1. Kapjuk, hogy a, < 0,mindenr # s indexre.

A bazisfliggvények definiciojabol kovetkezik YY" a; = 1, Q -tartomany koriil, ezért
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N+M
z a; = f awdx >0, 1<i<N, (1.49)
j=1 Q

a (1.43) feltétel miatt a YY" a;; = 0, 1 < i < Nfeltétel is teljesiil.

Megjegyzés: A (1.46) feltétel mértani értelmezése n = 2 esetben. Ez a feltétel akkor és
csak akkor teljesiil, ha triangulacio egyenletesen hegyesszogii, azaz 1étezik € > 0, hogy

minden tetszdleges h 1épésre a triangulaciéo haromszdgeinek barmely y szdge esetén
y <7 — € (abban az esetben, ha a = 0, akkor a szdgek y< ~ lesznek).

Amikor a linearis elliptikus feladatokhoz vegyes peremfeltételeket mellékeliink, latjuk azt,
hogy az elsé tétel tovabbra is érvényben marad, barmilyen tetszés szerint megadott
peremfeltételre, éspedig, érvényben maradnak a (1.38) illetve a (1.39) kifejezések, de dQ
helyett az un. Dirichlet-perem szerepel. Ugyanakkor, ebben az esetben nincs pontos
informacioé az u megoldasrol, mivel nem ismerjiik azt az egész hataron.

A f6 cél kiterjeszteni az eredményeket a mar ismert Dirichlet-peremfeltétellel
meghatarozott linearis elliptikus feladatokrol nem linedris elliptikus feladatokra vegyes

peremfeltétellel. Ilyenkor azt varjuk az eredménytdl (folytonos, avagy diszkrét esetben), hogy

maxu < max {0, maxg},
Q I'p

max u, < max {0, maxgh} (1.50)
Q Ip

igazodva a megfelelo feltételekhez, ahol a I'j, un. Dirichlet-perem nem mas, mint egy része a
dQ-nak, azaz ahol Dirichlet-peremfeltétel van wr, =g, g, pedig a kozelitése a g

fliggvénynek.
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Il. Nemlinearis egyenletek

1. Nemlinearis elliptikus egyenletek

Tekintsiik meg a nemlinedris elliptikus peremértékprobléma kdvetkezd tipusat:
—div (b(x, Vu)Vu) + q(x,u) = f(x) az Q) —n,
b(x, Vu)z—z + s(x,u) = y(x) aly —en, (2.1)
u=g(x) alp—n,
ahol Q korlatos tartomany R%-ben, valamint érvényesek a kdvetkezd feltételek:
1. Q szakaszonként sima és dQ) pereme Lipschitz folytonos; 'y, ', € dQ mérhetd nyilt
halmaz, olyan hogy 'y NT, =@ és Ty UT, = 09
2. Tekintsiik a kovetkezd skalar fiiggvényeket: b: Q X R? > R, g: O X R > R és
s: Ty X R = R, mely folytonosan differencialhat6 a tartomanyban. A tovabbiakban,
feL?(Q), yeEL*(Ty) ésg = 9, ahol g* € H*(Q).
3. A b figgvény kielégiti a kovetkezds egyenldtlenséget:
0 <p <b(x,n) <y, (2.2)
ahol u,, 1y pozitiv allandok fliggetlen az (x,n) értékétdl. A késdbbiekben a diadikus szorzat

L. . db(x,
matrix 7 - %

szimmetrikus pozitiv szemidefinit €s korlatos valamennyi matrix normaban
néhany u, pozitiv allandoval, amely fliggetlen az (x,n) értékétol.

4. lLegyen 2<p,, had=2vagy 2<p; < ;—_dz amennyiben d > 2, tovabba legyen

2<p,, had=2 vagy 2<p, < 2;%22 amennyiben d > 2. Ekkor Iéteznek a kovetkezo

d
figgvények a; € L2(Q),a, € L4™1(Ty) és B = 0 alland6 olyan, hogy minden x € Q (vagy
x €Ty) és€ € R esetén

0 < 9q(x,®)

< a;(x) + BIgP2,
(2.3)

< ay(x) + BIEIP22

5. LegyenT, # @ vagy q szigoruan novo, legalabb linearisan tart o

q(x,8) = ¢1[§] — c2(x) (2.4)
(ahol ¢; > 0 valamint ¢, € L*(Q) fliggvény) V(x,&) € Q X R, vagy s szigoruan novd és

legalabbis linearisan co-be tart.
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Megyjegyzés4: A 3. feltevés biztositja, hogy a Jacobi matrix 06_17 (b(x,m)n) szimmetrikus és

eleget tesz az ellipticitasi feltételnek:

0

ol¢]? < %(b(x,n)n)( (< wuslll?,, (eR4 (2.5)

ahol u; = p; + u,. (Ez biztositja a potencial 1étezését a bizonyitasban, ekkor korrekt kittizésii
feladatot kapunk.) Példaul, a 3. feltétel teljesiil az egyiitthatokra a kovetkezé esetekben:
(@) b(x,n) = a(x,|nl), ahol C*-beli fiiggvények és a: O X Rt — R megfelelden:

d
0<pp<alxr)< a(a(x, rr)<us, (r>0).

(b) Még specialisabb eset all fenn, amennyiben b(x,n) = a(x),
0 <y <alx)<us.

Az 5. feltétel adja a potencial korlatlan novekedését, amely majd kell a korrekt kitizéshez.

1.1. Gyenge alak és korrekt Kitiizés

Ismert moédja a létezés és egyértelmiiség megfogalmazasanak az ugynevezett gyenge
megoldas keresése. Ehhez sziikséges bevezetni egy alkalmas Szoboljev teret, megfeleléen
homogén Dirichlet-peremfeltétellel:

Hy(Q) ={ueH' (Q):u=0alp, —n}

Tétel. Legyenek adottak az 1.-5. feltételek. Akkor a (16) feladatnak egyértelmiien 1étezik
u* € H1(Q) gyenge megoldasa, azaz
u'=g, I'p—n (2.6)
és Vv € H) (Q):

f [b(x, Vu*)Vu* -V + q(x,u*)v]dx + f s(x,u )vdo =
Q Iy

= f fvdx + f yvdo, (2.7).
Q I'n

Bizonyitas:
(a) Eldszor tekintsiik a g = 0 homogén esetet. Ekkor az u* gyenge megoldast ugy kapjuk,
hogy minimalizéljuk a konvex potencialt a Hj ()-ban. Ugyanakkor, mint Megjegyzés4-ben
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emlitettiik, hogy a 3. feltétel azt jelenti, hogy a Jacobi matrixa a b(x,n)n szimmetrikus és
ezért létezik B: Q X R — R fiiggvény, amely C*-beli (n vonatkozasaban) és minden (x,n)-
ra:

J0B(x,n)
on

Tovabba legyen Q: Q X R - R és S: Ty X R > R C*-beliek (¢ vonatkozasaban), igy minden
(x,&)-ra:

= b(x,mn.

9Q0(x,§) 95(x, &)
T—Q(%f), ot

(Elegendd azt az esetet fegyelembe venni, amikor b, q, s csak a masodik véltozoéjukban C!-

=s(x,§).

beliek.) Kapjuk a kdvetkezd funkcionalt:

d(wv = j [B(x,Vu) + Q(x,u) — fuldx +

Q

+ j[S(x, u) — yuldo

I'n

megfeleléen H3(Q)-ban (v € H}(Q))

O’ (wv = f [b(x, Vu)Vu - Vv + q(x,u)v — fv]dx +
Q

+ f[s(x, w)v — yuldo, (2.8)

I'n
ahol 1.-5. feltételek biztositjak az integralok végességét. Ekkor a (2.3) és (2.4), azaz a 4. és 5.
feltétel miatt kapjuk:

(D" (w)v,v) = g f |[Vv|?dx, (2.9)
Q

ahol u,v € H(Q), és @ szigoran konvex. Tovéabba, ha T'p # @ ,akkor fﬂ |Vv|2dx
ekvivalens a kovetkezovel: ||v]|% = ||v||12{1(m, igy a (2.9)-b61 kovetkezik:

®(u) » + ha |lull; > +o (2.10)
(P négyzetesen novekszik). Amennyiben ', = @, akkor az 5. feltétel miatt még mindig igaz a

(2.10) kifejezés, és a @ végtelen ndvekedése az alatti becslés szerint all fenn:
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f(IVv|2+v2)dx vagy fIVvIde+ fvz do,
Q ) 30

és ez ekvivalens ||v||3-vel. Az, hogy @ szigortan konvex és a (2.10) igaz, azt jelenti, hogy a
®-nek létezik egyetlen kritikus pontja: u* € HA(Q) (mely minimalizalt), azaz ®'(u*)v = 0,
minden v € Hj (Q). igy a (2.8) tulajdonsagabol u*gyenge megoldas lesz.
(b)Abban az esetben, amikor g = g*, ahol g* € H1(Q), a feladatot visszavezetjiik a
homogén esetre az altalanossag elvesztése nélkiil. Nevezetesen,
u'=u+g" (2.11)
abban az esetben, ha u = 0,a 'y — n, behelyettesitve ezt az sszeget a (2.7)-be, u kielégiti a
feladatot, homogén Dirichlet peremfeltétellel és a kovetkez6 egyiitthatokkal:
b(x,m) = b(x,n +Vg"(x),
4(x,§) = q(x,§ +g" (),
8(x,8) =s(x, € + g7 ().
A g*(x) fiiggetlen (&n)-t0l, és az egyiitthatok: b, g, s méasodik valtozdjukban C1-beliek,
valamint b,q, § kielégitik a (2.3)-(2.5) feltételeket megfelelden. Tehat u létezik és egyértelmii

is, azaz u* is az.

1.2. Folytonos maximum-elvek nemlinearis modellekre

Nemlinearis egyenletekre a folytonos maximum-elvek igazolasa a megfeleld linearis

problémara vald visszavezetéssel adodik.

Tétel. Tekintsiik adottnak az 1.-5. feltételeket, valamint legyen
u € C1(Q) N C(Q) gyenge megoldisa a (16) feladatnak. Amennyiben

f(x)—q(x,0) <0, x €Q
y(x) —s(x,0) <0, x €Ty (2.12)
akkor

maxu < max{O, maxg}. (2.13)

Q Ip
Specialisan, ha ', # @ és g = 0, akkor

max u = max g, (2.14)

Q Ip

illetve, haTp # @ és g < 0 vagy I'p, = @, akkor u nempozitiv tulajdonsagu:
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mﬁaxu <0. (2.15)

Bizonyitas: Jeloljiik a kdvetkezo kifejezést:

(q(x,8) — q(x,0) ha 0
r(x, &) =4 dq ¢
a—f(x, 0), haé =0,
\
, (2.16)
( _
s(x,§) . s(x, 0), hat %0,
z(x, &) =1 as
k O_E(X’ 0), haé =0.

Itt a 2. feltétel értelmében q € C1(Q X R) és s € C1(T'y X R), ezért az r, z fliggvények
folytonosak. Tovabba figyelembe véve a 4. feltételt,
r(x,&) =0, z(x,&) = 0. (2.17)
Definidljuk a kdvetkezOket:
a(x) = b(x, Vu(x)), h(x) = r(x, u(x)) (x € Q),
k(x) = Z(x,u(x)) (x € Tp).

Ekkor @ € C(Q), valamint a 3. alapjan, @ ellipticitasa sziikséges az (1.1)-hez. Ezen kiviil,

(2.18)

h € C(Q) korlatos, tovabba, r > 0, ami azt jelenti, hogy h > 0. igy eldall az kovetkezd
operator:
Lu = —div (@(x)Vu) + h(x)u,
ahol az egyiitthatokat mar a (2.18) kifejezésben definidltuk, megfeleléen sziikséges
tulajdonsagokkal az (1.1) operatorhoz . Tehat a (2.1) egyenletet atirhat6 a kovetkez6 alakba:
Lu = f(x) —q(x,0),
feltételezve, hogy f(x) — q(x,0) < 0.

Jelolések:

f(x) = f(x) = q(x,0),
7(x) = y(x) — s(x,0), (2.19)

A (2.1)-es feladat gyenge megoldasa felirhato:

f(&Vu - Vv + huv)dx + f kuv do =
? oy (2.20)

=ffvdx+ f?vda, vv € Hy(Q).
0 I'n
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Legyen most az elsd tétel bizonyitasabol
M = max {0, max g}
I'p

és vezessiik be a kovetkezd szakaszonként C! fiiggvényt:
v := max{u — M, 0}
v=20, vr,=0,

tovabba u(x) = v(x) + M, minden x € Q, kivéve ha v(x) = 0. igy

f (@avVu - Vv + huv)dx + f kuv do =
Q Iy

= j(levIz + h(v + M)v)dx + f k(v+Myvdo >0, VveHQ).
Q I'n

mivel az @, h, k,v figgvények és az M allandé nemnegativak. Masrészt, f <0 és 7 <0

feltételbol kovetkezik, hogy a v-re a (2.20) jobboldala nem mas, mint

jfvdx+ j?vdaSO,
Q Iy

Osszesitve kapjuk:

f(&IVUIZ + (v + M)v)dx + f k(v + M)vde = 0.
Q I'n

Itt @ minimuma pozitiv a 3. feltétel miatt, ezért |Vv| = 0, azaz v nem mads, mint egy

allando, s6t még az is elmondhat6 réla, hogy nemnegativ, tehat
v(x) =c>0, Q —on.

Ha ¢ =0, akkor u < M az Q-n, igy a (2.13) bizonyitast nyert, viszont ¢ > 0 esetén
Ip =0 (egyébként amennyiben vy, = 0 ellentmondashoz jutunk) tehit M =0 és v =
max{u,0}, igy v=c ami azt, jelenti u=c. Tehat a (2.1) kifejezésben a kovetkezd
egyszeriisitések adodnak: q(x,c) = f(x) az Q-n és s(x,c) = y(x) a dQ-n. A (2.12) alapjan
q(x,c) < q(x,0) és s(x, c) < s(x,0) pozitiv ¢ allandoval. Az 5. feltétel alapjan tudjuk, hogy
ez lehetetlen, mert barmely q vagy s szigoruan ndvekvo.

Osszesitve ¢ = 0, tehat (2.13) kész.

Specialis esetben, amikor q =0 és s=0, a (2.14) egyenletre g >0 feltétellel

megfogalmazhat6 a kdvetkezd tétel:
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Tétel: Legyen a (2.1) feladat g = 0 és s = 0 feltételekkel és az elézo tétel feltételeivel,
emellett 1.-3. feltételek legyenek adottak, u € C*(Q) N C(Q) és (2.12) ismert, ekkor
f(x)<0,xeq és y(x)<0,x€eTly (2.21)
és
maxu = n}gxg. (2.22)
Bizonyitds: Amennyiben maxr, g = 0, ekkor a (2.13) megfeleldje a (2.22).

Legyen maxr, g < 0, ekkor max g = —K, valamely K > 0 értékre. A kapottw :=u + K
D

fliggvény megfelel ugyanannak a vegyes feladatnak, amely jobboldalai f,y,és g + K,

illetéleg az el6z6 tétel érvényes e problémara ¢s a (2.13) w-val atirva:
maxw < max {0, max(g + K)} =0.
Q Ip

Ekkor

maxu < —K = max g.
Q I'p

Vegyiik figyelembe, hogy a megfeleldé minimum-elvek és a nemnegativitasi tulajdonsag
megmarad, ha a feltételekben az el6jelek (2.12) illetve (2.21) forditottak. Tovabba,
analogikusan igazolhato, hii maradva a tételhez és a levezetés menetéhez, hogy minden igaz
marad u € H1(Q) esetén, azaz a gyenge megoldasra nem regularis feltételekkel és olyan g-re,

mely korlatos a I'p-n. EKkor max u és max g lecserélhet6 sup u -ra és sup g-re.

1.3. Végeselem-moddszer nemlinearis elliptikus feladatokra

A kovetkezOkben végig feltessziik, hogy Q egy politopikus tartomany. Legyen J; a
megfeleld triangulacidja az Q-nak, példdul 3 dimenzidban tetraéder, aminek cstcsai

B, ..., B;. Jelolje ¢4, ..., @7 szokdsos uton meghatérozott szakaszonként lineéris és folytonos

bazis fiiggvényeket, azaz ¢;(B;) =&y, ahol i,j =1,..,A, valamint &; a Kronecker

szimbdlum. Legyen I}, a véges elemes altér a bazis fliggvények felett
Vi, = span {@y, ..., oz} € H1 (Q).
Tovabba legyen n < n oly mdédon, hogy
By, ..., By (2.23)
€s a cstcsai az Q-n vagy a I'y-en fekszenek, és legyen

Byi1, -, B (2.24)
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mely csucsok a I'p-n fekszenek. Ekkor a bazisfiiggvények ¢4, ..., @; eleget tesznek a
homogén Dirichlet peremfeltételnek a I'p-n, azaz ¢; € Hj (Q). Definialjuk

V2 = span {@,, ..., .} € HH(Q).
Tovabba, legyen

n
gn = Z gjp; EV" (2.25)

j=n+1
(ahol g; € R) szakaszonként linearis kdzelitése a g-nek a I'p-n (szomszédos elemekre).
Végezetiil a kozelitd megoldast ugy nyerjik, hogy megoldjuk a kovetkezd problémat
(hasonldan a (2.6)-(2.7) a V,-n):
Talaljunk u, €V}, melyre

u, =gy alp-n, valamint

f [b(x, Vup)Vuy, - Vo, + r(x, up)uyvy] dx + j z(x, up)upvydo =
Q I'n

(2.26)

= j fun dx + jyvhda, Vv, € V2.
0 Iy

Tétel: Legyen adott 1.-5. feltétel. Ekkor a (2.26) feladat u;, € V},, megoldasa egyértelmii és
[[u* — uyll; = 0,amikor h — 0.

Bizonyitas: Az uy, eldallitasahoz elegendd megismételni a korabbi tétel bizonyitasat csak ki
kell cserélni a H(Q)-t V},-ra. Az, hogy az uy, konvergal az u*-hoz a H! normaban kovetkezik
a szokédsos moédon az egyenlet ellipticitasabol (azaz a szigoru konvexitasbol a megfeleld
esetekben) és az is igaz, hogy a Vj, véges dimenzios altér eleget tesz a kovetkez6 feltételnek:
lim,_,, dist(u, V) = 0, minden u € H*(Q), ahol

dist(u,Vy) = inf |lu — v,ll;.
VhEVR

5. Megjegyzés: Amennyiben Q gorbe peremmel rendelkezik, a diszkrét megoldas

konvergencidja sokkal bonyolultabb problémat eredményez.
Nézziink most a nemlinearis algebrai rendszert, amely megfelel a (2.26)-nak. Annak

érdekében, hogy igazolhassuk ra a diszkrét maximum-elvet atirjuk a (2.26) kifejezést a (2.16)

és (2.19) jeloléseivel a kovetkez8képpen:
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f [b(x, Vu)Vuy, - Vo, + r(x, up)uyvy] dx + f z(x, up)upvpdo =
Q I'n

(2.27)
= f fop, dx + f)?vhdo, Vv, € V2.
Q Iy
Kapjuk:
n
=1
ahol ¢y, ..., c;. Minden ¢ = (¢q, ...,cp)T ER™, i =1,...,n; ésj = 1, ..., 7, kapjuk:
n
b;j(¢) = f b (X Z Ck V‘Pk) Vo, Vodx,
O k=1
n
1;;(6) = j T (x, Z Ci (pk> @jp;dx,
O k=1
n (2.29)
Zl-j(c_) = j T (x, Z Cx (pk> @jp;do,
k=1

I'n

d; (%) =ffg0i dx + f)?(pl-da,
Q Iy

a;;(€) = b;;(€) +1;;(C) + z;(C).

Helyezziik a (2.28) és a v, = @; kifejezéseket a (2.27) egyenletbe, ekkor kapunk egy

n X n dimenzids algebrai egyenletrendszert:

n

Z al](CT)C] = dl', i = 1, e, N (230)

=1
Hasznaljuk a kovetkezd jeloléseket

A(E) = {au(c_)}, l,] =1,..,n

A =1{a;@O}i,=1,...,n;j=n+1,..,7,
(@ ={ay @} J (231)
d= {dj}, c= {cj}, j=1,..,n
E={cj}, j=n+1,..,7n,
a (2.30) rendszerbol
A(Q)c+ A(C)c = d. (2.32)
Definialjuk tovabba
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Aoy =[a@4A@]  c=|3] (2.33)
és irjuk ujra a (2.32)-t a kdvetkezéképpen:
A(o)c = d. (2.34)
Annak érdekében, hogy a rendszeriink négyzetes matrix alaka legyen, fel kell nagyitanunk
n X n méretire. Nevezetesen, legyen u;, = g, a I'p-n, és a koordinatai ¢;,n+1 <i < n,
¢; = g;-nek automatikusan eleget téve, azaz
=4,
ahol g ={g;},j =n+1,..,7n

Ekvivalens egyenletet kaptunk a (2.32) matrixegyenlettel, azaz amit szerettiink volna

[AE)C_) A(IC_)] [i] - [g]- (2.35)

1.4. Altalanos feltételek a diszkrét maximum-elv érvényessége a feladat
véges elemes kozelitésére

Tétel: Legyenek adottak az 1.-5. feltételek, és

f(x)—q(x,0) <0, x€Q

y(x)—s(x,0)<0, xeT, (2.36)
Tekintsiik az egyszerli triangulaciok csaladjat Jn(h >0) &s legyenck érvényesek a

kovetkezd Osszefliggések: mindeni =1,...,n, j=1,..1n (i #))

VopVo; < —% <0 (2.37)
a supp @; N supp@; halmazon,ahol o, > 0az i, j, h — tol fiiggetlen.
(1) Amennyiben a S, triangulacio regularis, azaz léteznek m,,m, > 0 allandok,
olyanok, hogy minden A > 0-ra és minden T}, € J;, esetén
myh?® < meas (T,) < myh?,
(ahol meas (Ty,) a d dimenziés mértéke Tj_,qk). Ekkor elég kis h-ra a (2.32)-ban definialt

A(¢) matrix teljesiti a kdvetkez6 tulajdonsigokat:

(|) aii(c_) > O, i = 1, ., n,

(ii) a;(@) <0, i=1..,n j=1,.7 ({+#))

(l") Z?:l al](C_') = O, i = 1, ., n,

(iv) itt létezik iy € {1, ..., n} index, amelyre ¥_, a; ;(¢) > 0,
(v) A(¢) irreducibilis.
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(2 Altaldban az A(C) matrixra ezek a (i)-(v) tulajdonsagok érvényesek akkor is,
amikor a 3, triangulaciok kvazi-regularisak, azaz kapjuk, hogy a (3.37) lecserélodik:
c hY < meas (Ty), (2.38)
ahol y > d és kielégiti:
2<y<3had=2

) P2
3< <m1n{ ,5——},had=3,
4 p1—2 2 (2.39)
ad (4 —p)(d - 2)}
d <y < min , 3+ ,had > 3,
Y {(m —2)[d-2) 2

ahol p,, p, ismeretes a (2.1) kifejezés a 4. feltételébol.

Bizonyitas: Minden i = 1, ..., n, szamra:

@y (© = [ [bCoVu Vo1 Vo; + e u) i Jax +
9}

+ j z(x, up)@;p;do.
I'n
El6szor bebizonyitjuk az (i)-(iv)-et a (2) esetre vonatkozoan; az (2.38)-(2.39) feltételeivel
csak az (ii) feltételt hasznalva.

()  Abbol, hogy b = g > 0,7 =0,z > 0 kapjuk:

a;;(¢) = uo f [Vo;|>dx > 0.
)

(i) Legyeni=1,..,n, j=1,..n (i #j), valamint Q;; tartalmazza a belsd pontjait a
supp @; N suppy; metszetnek. Amennyiben Q;; = @, ekkor
a;;(¢) = 0.
Viszont, ha Q;; # @, a (2.17) és (2.37) tulajdonsdgok, valamint az a tény, hogy
0<¢;<1,(=1,..n),adj, hogy

o,
a;(0) < —h—g,uomeas(ﬂij) +

2.40
+ fr(x,uh)dx+ fz(x,uh)da, ( )

¢s felhasznalva: I';; = Ty N K_ll-j. Itt, a (2.16) és a 4. feltételbol
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fr(x,uh)dx= fz—g(x, Ouy)dx <

< @@ +plow i ax <

< fal(x)dx+ﬁ fluhlpl‘zdx

(ahol 8 = 6(x) € [0,1]), valamint éppen igy kapjuk

fz(x,uh)das faz(x)da+ﬁ jluhlpz‘2 do.

Ezt becsiilni tudjuk a kovetkezé integrallal: [ [uy|P2~% dx és [ |uy|P2~? do. Definiljuk
ij ij

a kovetkezoket p* := dz—_dz, p* = %, amennyiben d >3, és p* := p*™* := +oo, amikor

d = 2. Ekkor a Szoboljev beagyazasi becslés:
oll gy < kallvlls, Mol g, < Kollolly, (2.41)
ahol v € H'(Q) és ky, ky > 0, valamint [|v]l; = [[v|l 1) . Feltételezziik, hogy a p;, p, > 2
és .t fix valos szamok kielégitik a kovetkezoket:
Y p < p

—<r< , <t<
2 ST =y 2 d+1—y Py — 2

(2.42).

Ilyen szam létezik, amikor d > 3 az (2.39) szerint,

y <3+ (4=p2)(d-2) _ d+1 +(2—pz)(d—2) d+ 1+ (- Pz)(d 1)
Tovabba, y = 2, ami azt jelenti, hogy r > 1 és t = 1. Amennyiben %+ % = %+ % =1,
akkor a Holder-egyenldtlenségbdl kovetkezik
[ a2 dx < il o M~ =
’ ! (2.43)

p1—2

—meaS(QU) |uh||L(p1-z)r(Qij)-

Itt (p; — 2)r < p* az (2.41) egyenlettel azt mutatja, hogy:

p1—2
LP Q) —

p1—2
”uh”L(p1 2)T(Q )= ”uh”L(m 2rQ) —

< const - IIuhIIfl_Z.

< const - ||luy||
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A végeselemes konvergencia eredményébdl |luyll; = |[u*]l;, ahol u* nem mas, mint a
feladat gyenge megoldasa. Ezért, ha a h kisebb valamely rogzitett hy-nal, akkor a (2.43) végiil

is a kovetkezOképpen alakul:

1
f lup|P1=2 dx < Kymeas(Q;;)° (2.44)

ahol K; > 0 fiiggetleniil a h értékétél. Hasonloan

fluhlpz‘2 dx < szeaS(Fi]-)% (2.45).

Fij

Végezetiil, ha p1 vagy p. egyenlok 2-vel, akkor a megfeleld egyenletek konvergéalnak, s=1
vagy I1=1 —el.

Az integrdljai az a;(x) és a,(x) becsiilhetéek a Holder-egyenldtlenségbdl kovetkezd

shglés 24 L= 41 _ 4.
(2.43) becslésbdl és Sto=gty= 1:

1 1
f ay(x) dx < Kzmeas(Q;;)¥, j @, (x) dx < Kymeas(T'y;)"

Qi

J Fij

]
ahol K3 = llayll as2 gy, valamint Ky = ||, lla-1r, -
Az Gsszes becslést behelyettesitve a (2.40) egyenl6tlenségbe kapjuk:

o, 1 =
a;(¢) < —h_gﬂomeas (04 + pKimeas(Q;)* + Kymeas(0,;)*" + (2.46)

1 1
+pK,meas(Ty;)t + Kymeas(T;;)V.
Ez atirhat6 a kovetkez6 alakba:
a;;(©) < A7 (h) + AT (h) + AT (h) + AL (h)

a megfeleld allandokkal: Cy, C;, C,, C3, C, > 0 h valasztasatol fiiggetleniil minden i,j-re,

- C s
Allj (h) = —h—gmeas(ﬂij) + Clmeas(ﬂij)s’

- C 1
ALZJ (h) = —h—gmeas(ﬂij) + szeas(rij)l’

. C 1
Algf (h) = —h—gmeas(ﬂij) + C;;meas(ﬂij)s',

AZ (h) = —h—gmeas(ﬂij) + C4meas([‘ij)l .
Ellendrizziik elég kis h-ra Aicj (h) <0, (k=1,.234).

Hasznailjuk% + i =1 és (2.38), kapjuk
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Co
2 meas(ﬂu) + C1>

A7 (n) = meas(ﬂij)%<
< meas(ﬂij)% (—CSh_Z“L(%) + Cl).
Az (2.42) azt mutatja, hogy % < 2 esetén a zarojeles kifejezés —oo-hez tart, amikor h = 0
és ezért AV (h) < 0 kis h-ra,
Felhasznalva az (2.38) ujra, valamint azt, hogy meas(T;;) < const - h*~ (a h nem mas,

mint az atmérdje az egésznek és a I';; (d-1) dimenzids hatar pontjai), kapjuk

.. d-1
AT(R) < —Ch 2+ C,h T .
Visszatérve az (2.42) kifejezéshez és 1—+ == < "’ley 1 - L=, kapjuk "%1 >y -2,

azaz a masodik kifejezés altalaban 0, ezért Aizj(h) < 0 kis h-ra.

Hasonlatosak az A7 (k) és AY (k) kifejezések, s és I tekintetében, amikor is Ggy becsiiljiik

B . d
Oket, mint S, |. Nevezetesen, o= p— ésd—1= , ezeért helyette51tve —¢ésd—1-etrést

helyébe, kapjuk (2.42), amely specialis esetben p; = p* és p, = p**. KOszonhetéen a

§+S—1, = ﬂ-l__ =1 feltételeknek, s’,l" szamok az s,l szerepét jatszzak, tehat kapjuk a

kovetkezd becsléseket ALSJ (h) és AZ (h), az Allj (h) és Alzj (h) becslésének ismétlésébol.
Osszegezve, elég kis h-ra kapjuk, AZ (h) <0 (k=1,273,4), ami mutatja a létezést
hy < O-ra:
a;(€) <0 (2.47)
minden h < hy és i,j-re.
(iii) Mindeni =1,...,n,

n

Zaij(c‘) =f b(x, Vuy)Ve; -V

i=1 Q
+ fz(x Up)Q; i = (2.48)

I'n

M =3

+ r(x, up) @; ®; |[dx +

£M='

:fr(x,uh)(pidx‘l' fZ(x:uh)¢id020;
Q I'n

felhasznaltuk, hogy Z?zl @j = 1ésr,z, ¢@; nemnegativak.
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(iv) Indirekt feltételezziik az ellenkezdjét, hogy Xit;a;;(¢) =0,i=1,..,n, ami azt
jelenti: A(¢) az {1,1,..,1}-es vektrot a nulla vektoraba viszi, ami lehetetlen, mert 6 pozitiv
definit.

(v) Legyeni,j=1,..,n, i #j tetszOleges és legyen a szomszédos csticsok egy sorozata
B;, (k =1,..,s) az Q-ban, ami dsszekapcsolja B;-t Bj-vel (azaz iy = i és i = j). Itta (2.47)
azt mutatja, hogy a;, j, ., (¢) <0, ezért az els6 definicio alapjan A(C) irreducibilis.

Tétel: Az el6zo tétel feltételei miatt kapjuk:
max u, < max {0, max gh} . (2.49)
Q Tp

Specialisan, ha T'p, # @ és g = 0, kdvetkezik

max u, < maxgy, (2.50)
Q Ip

azonban, haT'p, # @ és g < 0 vagy I', = @ kapjuk a nem pozitiv esetet
max uy, <0. (2.51)

Bizonyitas: Ellendrizziik a munkam 3. Tételének elégséges feltételeit az A(¢)-vel és 7
helyett az A mérete n+m. Nevezetesen, az emlitett tétel (i)-(iii) feltételei és az el6zé tétel (i)-
(iii) feltételei egybevagodak. Tovabba, az elsé definicio harom kritériuma szintén teljesiil, azaz
A(¢) irreducubilis megfelelden az (v) kijelentésével, valamint a két masik kritérium egybevag
a (ii)-(iv) feltételekkel, ami adodik a (i)-(iii) altal. Jeloljik, az (2.35) értelmében, d < 0, és a
(2.34) jelentse a A(¢)¢ < 0, ezért a 3. tétel adja

max_c; < maX{O max cl} (2.52)

i= i=n+1,.

Az, hogy ¢; = g; mindeni =n+1,...,7, adja

max_c; < maX{O max gl} (2.53)

i= i=n+1,.

ami implikalja a (2.49) diszkrét maximum-elvet.
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I11.Gyakorlati rész

1. Célkitiizés

Ebben a részben numerikus megoldassal szemléltetjik az elliptikus parcialis
differencialegyenletek specialis esetét, a Poisson-egyenletet, annak adott peremfeltétellel
illetve forrastaggal moddositott alakjat. Ezen feladatok kozelitd megoldasait végeselem-
modszer alkalmazéasaval nyerjiik, és minden esetben els6faju, tehat Dirichlet-peremfeltételt

alkalmazunk.
Tekintsilik a kdvetkezd Poisson egyenletet, amely a hOvezetési egyenlet staciondrius esetét
modellezi:

—Au = f,
u|aQ = 0,

ahol a megoldasi tartomany legyen az egységnégyzet, valamint a forrastag, azaz f: Q - R
fliggvény a kovetkezOképp van megadva:

f = 2m%sin (mx)sin (my)
Ebben az esetben a pontos megoldas konnyen meghatarozhato, alakja a kovetkezé:
u = sin (mx)sin (my)

A feladat megoldasara a MATLAB programcsomagot alkalmaztam beépitett ¢s sajat

sémak hasznalataval és a végeselem-modszer alkalmazasaval. Az eredmények a kdvetkez6k

lettek.
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A program leirasa:
1. Feladat:

Csicsd Diédna

o°

% Program a
° - d xx u(x,y) - d yy u(x,y) = £

% feladat megoldésara az egységnégyzet alaku tartoméanyban,

% u = sin(pi*x)*sin (pi*y)

% f=2pi”2*sin(pi*x)*sin(pi*y) forrastaggal
% és a homogén Dirichlet peremfeltétellel.

close all; clear all;

n=5; h=1/(n+l); % réacspontok szama x és y iranyban,
racstavolsag

x=h*[1:n]; y=x; % oldalak ekvidisztéans felosztésa
[xi,yi]l=meshgrid(x,y); % a racspontok koordindtainak
kiszamitésa

f =2*pi."2*sin(pi*xi).*sin(pi*yi); % forrds %$ A merevségi
matrix konstrukcidja

I = speye(n);

E = sparse(2:n,1:n-1,1,n,n);

D = E+E'-2*1I;

A = -kron(D,I)-kron(I,D);

% A terhel ' esi vektor konstrukcidja

b=reshape (f,n"2,1)*h"2; % a forrads miatt (a bazisfliggvények
és f szorzatainak integradljdnak kozelitésére

[e)

% Az egyenletrendszer megoldésa
uapprox=A\b;

[

% A numerikus megoldds é&brézoléasa

ugridin = reshape (uapprox,n,n); % megoldédsvektor matrixsza
alakitésa
ugrid = zeros(n+2,n+2); % a peremfeltételek figyelembevétele

ugrid(2:n+l1,2:n+1)=ugridin;

tri=[0 0 0]; % A haromszdgek konstrukcidéja a hozzajuk tartozd
csucsokbodl.

for i=1:(n+1l)*(n+2)

if mod(i,n+2)~=0

tri(length(tri(:,1))+1,:)=[1i,1i+1,1i+n+2];
tri(length(tri(:,1))+1,:)=[i+1,i+1+n+2,i+n+2];
end

end
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tri(l,:)=[1;
[xii,yii]=meshgrid(0:h:1,0:h:1);
pontos=sin(pi*xii) .*sin(pi*yii);
hiba=pontos-ugrid;

%hiba a max normédban véve

h*norm (hiba)

hold on;

subplot(2,2,1)
trisurf(tri,xii,yii,ugrid)
axis([0,1,0,1,0,17])

xlabel ('x', '"FontSize',14)

ylabel ('y', 'FontSize',14)

title(['A Poisson-egyenlet numerikus
megoldasa.'], 'FontSize',14)

subplot (2,2,2)
trisurf(tri,xii,yii,pontos);
axis([0,1,0,1,0,11)

xlabel ('x', '"FontSize',14)

ylabel ('y', 'FontSize',14)

title(['A Poisson-egyenlet pontos megoldasa.'], 'FontSize',14)
subplot (2,2, 3)

mesh (hiba)

xlabel ('x', '"FontSize',14)

ylabel ('y', 'FontSize',14)

title(['A hibafliggvény.'], 'FontSize',14)
hold off;

Eredmények:
1. A racs finomsaga: 0.1667; (n=5).
A pontos ¢és a numerikus megoldas hibéja: 0.0116.

A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa. A Poisson-egyenlet pontos megoldasa.

T—_

D01

-0.02 :

0 L
8
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2. A racs finomsaga: 0.0196; (n=50).

A pontos ¢és a numerikus megoldas hibaja: 1.5814e-04.

A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa.

A Poisson-egyenlet pontos megoldasa.

Feladat:

C

sicsd Diédna

program a

- d xx u(x,y) - d yy u(x,y)+lamda*u(x,y) =

feladat megoldédsara az egységnégyzet alakt tartoményban,

ahol az egzakt megoldéds, koénnyen megdllapithatd:

o° o© o° o o°

u(x,y)=sin(pi*x) *sin (pi*y)
f =2*pi."2*sin(pi*x)*sin(pi*y)

2

és Dirichlet-peremfeltétellel.

close all; clear all;

n=10; h=1/(n+1l); % racspontok szédma x és y iranyban,
racstavolséag

lambda=10;

x=h*[1:n]; y=x;

oldalak ekvidisztéans felosztésa

[xi,yi]l=meshgrid(x,y); % a racspontok koordinatéinak
kiszamitésa

[

o

O M H

A

Q

2*pi."2*sin(pi*xi) .*sin(pi*yi); % forrs
merevségi matrix konstrukcidja

speye (n) ;

sparse(2:n,1:n-1,1,n,n);

E+E'-2%1;

f
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A = -kron(D,I)-kron(I,D);

% A terhelési vektor konstrukcidja

b=reshape (f,n"2,1)*h"2; % a forras miatt (a bazisfliggvények
és f

% szorzatainak integraljanak kozelitésére

zeros (l,n);

O=zeros(l,n-1);

[ones(1,n-2),0,01;

e f2=[ones(1,n-3),0,0,0];

mtxn e=e'*ones (1, (n-2));

mtxn efZ2=e f2'*ones(1l, (n-2));

mtxn ef5=e'*ones (1, (n-3));

atlo=reshape (mtxn e, 1,n*(n-2));

atlo f2=reshape (mtxn ef2,1,n* (n-2));

atlo f5=reshape (mtxn ef5,1,n* (n-3));

fo atlo=[o,0,atlo,o 0];

1={o,atlo,o];

=[o,atlo f2,0];

3=[0,atlo,o0,0 0];

4=[latlo,o0,0];

_5=[0,atlo f5,0,0,0 01;

% a lépésmatrix

AA =lambda* ((-h.”2)/6)*spdiags ([0*f 5' O0*f 4' O0*f 3' O*f 2'
O*f 1'" (-5)*fo atlo' £ 1' £ 2" £ 3" £ 4' £ 5'],[-2*n-1,-n-2,-
n-1,-2,-1,0,1,2,n+1,n+2,2*n+1],n*n,n*n);

lepesm=A+AA;

% Az egyenletrendszer megoldésa
uapprox=lepesm\b;

[e)

% A numerikus megoldas &bréazolasa

ugridin = reshape (uapprox,n,n); % megoldasvektor matrixsza
alakitésa
ugrid = zeros(n+2,n+2); % a peremfeltételek figyelembevétele

ugrid(2:n+l1,2:n+1)=ugridin;

sugrid(l, 2:n+1)=g;

tri=[0 0 0]; % A haromszdgek konstrukcidéja a hozzajuk tartozd
csucsokbodl.

for i=1:(n+1l)* (n+2)

if mod(i,n+2)~=0

tri(length(tri(:,1))+1,:)=[1i,1i+1,1i+n+2];
tri(length(tri(:,1))+1,:)=[i+1,i+1+n+2,i+n+2];
end

end

tri(l,:)=[1;

[xii,yii]=meshgrid(0:h:1,0:h:1);
pontos=sin (pi*xii) .*sin(pi*yii);
hiba=pontos-ugrid;

%$hiba a max normédban véve
h*norm (hiba)

hold on;

subplot(2,2,1)

trisurf (tri,xii,yii,ugrid)
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axis([0,1,0,1,0,11)
xlabel ('x', '"FontSize',14)
ylabel ('y', 'FontSize',14)

title(['A Poisson-egyenlet numerikus
megoldasa.'], 'FontSize',14)

subplot (2,2,2)
trisurf(tri,xii,yii,pontos);
axis([0,1,0,1,0,11)

xlabel ('x', '"FontSize',14)

ylabel ('y', 'FontSize',14)

title(['A Poisson-egyenlet pontos megoldasa.'], 'FontSize',14)
subplot (2,2, 3)

mesh (hiba)

xlabel ('x', '"FontSize', 14)

ylabel ('y', 'FontSize',14)

title(['A hibafliggvény.'], 'FontSize',14)

hold off;
Eredmények:

1. Aracs finomsaga: 0.0196; (n=50).
Lambda= 1.

A pontos és a numerikus megoldas hibaja: 6.3928e-04.

A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa. A Poisson-egyenlet pontos megoldasa.
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2. A récs finomsaga: 0.0196; (n=50).
Lambda= 10.
A pontos ¢és a numerikus megoldas hibaja: 0.0067.

A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa. A Poisson-egyenlet pontos megoldasa.

3. Aracs finomsaga: 0.0909; (n=10).
Lambda= 100.
A pontos ¢és a numerikus megoldas hibéja: 0.2768.

A Poisson-egyenlet numerikus megoldasa. A Poisson-egyenlet pontos megoldasa.
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