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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Motivacid

A hitelderivativik megjelenése alapjaiban véltoztatta meg a bankok és pénziigyi inté-
zetek hitelkockazatrol és a hitelkockézat kezelésérdl alkotott képét. A hitelek nyujtasabol
és kotvények tartasabol szarmazo hitelkockazat fedezésére és az ezekre tartandé kotelezd
tartalékok hatékonyabb kezelésére a hitelderivativik megjelenése egy tjfajta megoldast
kinalt. Igy letrejott egy Gj piac, amelyen barki részt vehet, igy csokkentve a bankszektor-
ban jelenlévé hitelkockazat koncentraltsagat.

A pénziigyi szereplk hamar felismerték, hogy olyan 1j termékeket hozhatnak létre,
amelyeket a kivant hozam-kockazat profilnak megfelelGen alakithatnak, ezzel alapvetGen
valami djat nytjtva a befektetGknek és a hedgereknek egyarant. Ezzel egyiitt novelhets a
likviditas: a kevésbé likvid termékeket atcsomagoljék, atstruktiraljak olyan termékekké,
amelyek jobban megfelelnek a befektetSk elképzeléseinek. Az ettsl hajtott kereslet dina-
mikus novekedése a hitelderivativiak piacanak fejlédését indukalta az elmult évtizedekben.

Ezzel parhuzamosan a hitelkockdzat modellezése is egyre nagyobb figyelmet kapott
folyamatosan kihivast jelentve az akadémiai és az iizleti szektornak. A szakdolgozat el-
sGdleges célja a legegyszertibb hitelkockazathoz kapcsolt termékek: a kockdzatos kétvény
és a mulasztasi csereiigylet (Credit Default Swap, CDS) arazasi lehetGségeinek vizsgalata

egy viszonylag 1j megkozelitésen, a redukalt hitelkockézati modelleken keresztiil.



A adrazasi modellekrél altaldban Bevezetés

1.2. A arazasi modellekrdl Altalaban

A hitelkockdzati esemény vizsgalatanak két legnépszertiibb megkdzelitési forméja a
struktaralt és a redukalt modellezés. A strukturalt megkozelités Black és Scholes (1973),
valamint Merton (1974) munkassagabol kiindulva a cséd idejét egy adaptalt sztochasz-
tikus folyamat el6rejelezhetd szintelérési idejének tekinti (pl. a vallalat kotelezettségei-
nek névértéke meghaladja az eszkozeinek értékét). A modszertan intuitiv, konnyen értel-
mezhetd, viszont két jelentGs héatranya van: egyrészt az értékfolyamat nem (egyszertien)
megfigyelhets, masrészt rovid lejaratnal az elérejelezhets cs6didé miatt a hozamfelarnak
(spread-nek) 0-koriili értéket kellene felvenni: ez inkonzisztens a piaci megfigyelésekkel.

Ezzel szemben a redukalt modellek a beddlést egy pontfolyamat (gyakran Poisson-
vagy Cox-folyamat) elsG ugrasanak feltételezik, ezért a cséd id6pontjat egy teljesen elér-
hetetlen megéllasi idének tekintik. Ezzel elkeriilhets az el6bb emlitett probléma a révid
lejarata termékeknél. Az ilyen modellek - a strukturaltakkal ellentétben - csak a piacon
elérhetd informaciokat hasznalnak fel, ezért nem adnak valaszt arra a kérdésre, hogy mi-
ért kovetkezett be a cséd, de nagyon konnyen illeszthet6k az empirikus teszt sorédn. Ez
kézenfekvs a befektetGk szamara.

A redukélt forméaji modelleket vizsgalhatjuk struktiraltként, mas filtraciok mellett: a
strukturalt modellek a vallalatnal elérhet$ informaciokra épiilnek, amely folytonos ideji
megfigyeléseket jelent az eszkoz értékérdl és a forrasokrol ("complete information"), vi-
szont a redukaltak a piacon elérhet§ informéciokat hasznélnak fel, ez az el6z6 toredékét
jelenti ("incomplete information"). Ez a hianyos informéciokra épiilé modell 6tvozi a két
megkozelités el6nyeit: a struktaralis irany kozgazdasagi és intuitiv meggondolasait illetve

a redukalt modellek kénnyt kezelhetGségét és empirikus illeszkedését.

1.3. A dolgozat felépitése

A dolgozat els6 felében roviden bemutatjuk a redukalt modellezés alapvet6 sajatossa-

gait, kiilonvalasztva kétféle megkozelitést aszerint, hogy a konstrukcioban a piac Osszes

<0,



A dolgozat felépitése Bevezetés

megfelelGen bevezetiink két arazasi formulat a kockézatos kivetelésekre (IBPR-"Intensity
based pricing rule", HBPR-"Hazard-based pricing rule") és megvizsgaljuk, hogy melyiket
milyen feltételek mellett érdemes alkalmazni.

A harmadik fejezetben - a teljesség igénye nélkiil - megvizsgaljuk a kockazatmen-
tes informacidk altal generdlt filtracid kiterjesztésének lehetGségeit tigy, hogy az arazasi
szempontbol fontos elvarasokat tovabbra is teljesitse (piac teljessége, martingal, invari-
ancia tulajdonsag, intenzitas-folyamat és az arazasi formuldban szerepl6 ugras egyszert
kiszdmitasa). Ehhez elengedhetetlen lesz a csédid6pont megfelels definialasa. A fejezetet
specidlis példak bemutatéisaval zarjuk.

A negyedik fejezetben kozéppontba allitjuk az un. hidnyos informacioéra épiilé modelle-
zést és utanajarunk annak, hogy az eredeti modellhez képest ez miben jelent valtozast. A
modszertan egy specidlis irdnyzata, amikor egy strukttaralt modellbél az informécidéaram-
las késleltetésével és egy Markov-folyamat felhasznélasaval egy redukalt modellt szarmaz-
tatunk. A fejezet végén kitériink az diffazids folyamatokkal torténG arazas lehetGségeire.

Az utolso két fejezetet a kockazatos kotvény és a mulasztasi csereiligylet (Credit defa-
ult swap - CDS) &arazasi kérdéseinek szenteljiik, az el6z6 fejezetekben targyalt feltételek
és eredmények szem elGtt tartdsaval. A dolgozat végén egy konnyen paraméterezhets, R
programcsomagban készitett Monte-Carlo-szimulaciot mutatunk be a diszkontalt kocka-

zatos kotvény aranak kiszamitasahoz.



2. fejezet

A redukalt modellek

Ebben a fejezetben - elsGsorban a [19], [5], [14] és [21] cikkek alapjan - attekintjik
az intenzitas- és a hazard-folyamaton alapulé kockazati modellek jellegzetességeit. Latni
fogjuk, hogy valojaban a hazard modell az els§ egy specidlis esete, ahol a filtraci6 megfe-
lel6 megvalasztasaval egy jobban hasznalhato arazasi formuldhoz juthatunk. Ennek egy

klasszikus példaja lesz a kovetkezs fejezetben bemutatott Cox-féle konstrukei6.

2.1. Intenzitas modellek

Tekintsiik a [0, T'] véges idGhorizontot, és e mellett legyen adott egy (2, A, G, P) filtralt
valoszintiségi mezs. Ezek felett legyen adott egy drmérce folyamatot és néhany alapter-
méket tartalmazo piac, ahol a B, armérce folyamat egy G,-adaptalt pozitiv szemimart-

" azaz egy egyszer( fix rataval kamatozé bankbetét), az

ingal, (leggyakrabban By - e
alaptermékek pedig az S; vektor értéki G,-adaptalt folyamat (a t-kori értékiik) altal rep-
rezentaltak. A hatékony piac hipotézisét érvényesnek tekintjiik, vagyis G; a piac Osszes
informéaciojat tartalmazza. A piac alaptermékeivel megengedett vagy teljesen megenge-
dett Onfinanszirozo stratégidk segitségével kereskediink. A piac arbitrazsmentes, ha zéro
kezdGtSke mellett megengedett stratégiaval kereskedve pozitiv valoszintiséggel pozitiv ho-
zamot ériink el, mikdzben 1 valészintiséggel nem keletkezik veszteségiink. Az arbitrazs-

mentesség (folytonos kereskedés esetén a Delbaen féle No Free Lunch with Vanishing Risk
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Intenzitas modellek A redukilt modellek

(NFLVR) értelemben) ekvivalens a martingalmérték (illetve altalanosabban az drmérce
par) létezésével. A martingalmérték a kockazatsemleges mérték. A dolgozat soran mind-
végig feltételezziik, hogy piacunk arbitrazsmentes, ezért martingalmérték, amelyet Q-val
jeloliink létezik. A kereskedett dinamikus portfolionk &rmérce szerint diszkontélt érték-
folyamata teljesen megengedett stratégia esetén a martingdlmérték szerint G,-martingél
(tkp. innen a martingalmérték elnevezés), megengedett stratégia esetén az id6 (folytonos
vs. diszkrét), és a termék aranak valtozasa (véges sok ar, folytonosan valtozo ar, folyto-
nosan és ugrasokkal valtozo ar) fiiggvényében martingdal, szupermartingél illetve lokalis
martingal. A piac teljessége azt jelenti, hogy megengedett stratégiaval kereskedve végsé
tékeként (értékként) tetszéleges Gi-mérhets valvaltozo elérhet, azaz elGallithato. Teljes
piacon a martingdlmérték egyértelmi. A tovabbiakban &ltalunk vizsgilt modellek, ha
csak kiilon nem mondjuk az ellenkezgjét, bizonyithatoan teljes piacot eredményeznek (a
bizonyitasokra azonban nem tériink ki), és igy a martingal mérték nem csupan létezik,
hanem egyértelmt is. Ebbdl kovetkezGen a termékek /eszkozok ara/értéke ugyancsak egy-
értelmd. A cs6deseményt bekovetkezésének idépontjaval, a — leggyakrabban 7-val jelolt —
G, filtracio szerinti megallasi idével reprezentaljuk.

A fentebb felhasznalt fogalmakat és allitasokat a szakon tanterv szerint részletesen
oktatjak, ezért ezeket ismertnek feltételezziik. Masfel6l ezek részletes kifejtésére a jelen
dolgozat nem is szolgaltat megfelel keretet, targyalasuk hosszas és a f6 mondanivalo
lényegétdl eltérs lenne.

A kockazatos szadrmaztatott kovetelés rogzitett T-beli kifizetését jeldlje az X1ipony
nemnegativ valoszintiségi valtozd, azaz ha a cs6desemény nem kovetkezik be az adott
id6szakban, akkor X, kiilonben 0. Mivel feltettiik, hogy létezik a Q egyértelmd mart-
ingdlmérték, a kifizetések jelenlegi dra éppen a diszkontalt kifizetés QQ szerinti feltételes
varhato értéke lesz: E(X 1 r.-|G;). Az arazési formula felirdsahoz sziikségiink lesz a ko-
vetkezGkre.

Legyen H,; a cs6d indikator folyamata: Vt > 0 esetén H; = 1{;<;. A H; egy adaptalt,
novekedd cadlag folyamat, ezért egy szubmartingal. Ekkor a Doob-Meyer felbontés szerint

létezik egyetlen elGrejelezhetd, novekvs A folyamat (kompenzator), amellyel az alabbi M,
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Intenzitas modellek A redukilt modellek

folyamat egy egyenletesen integralhatd martingal lesz:

Mt - Ht _At'

Mivel a cs6d bekovetkezése utan H = 1, a A-nak konstansnak kell lennie, ezért V¢ > 0-
ra Ay = Ajar. A 7 cs6didSpontrol mar emlitettiik, hogy nem el6rejelezhets, ennek a

pontositasdhoz vezessiik be a kévetkezs definicidkat:

2.1.1. Definicié (El6rejelezhets megallasi id6). A T megdlldsi idd eldrejelezhetd,

ha létezik megalldsi 1ddk eqy novekvd T, sorozata gy, hogy m. m. igazak a kovetkezdk:
1. lim,(T,,) =T és

2. T >0 esetén Vn-re T, <T.

2.1.2. Definici6é (Teljesen elérhetetlen megallasi idG). A T megdlldsi idd teljesen
elérhetetlen, ha P(T = S < 00) = 0 bdrmely eldrejelezhetd S megdllasi iddre. Eqy ezzel
ekvivalens definicio: minden T, névekvd megdlldsi idd sorozatra P({imT,, = T}NA) =0,

ahol {A=T, <T}.

A 7-t az altalunk ismertetett felépitésben egy teljesen elérhetetlen megallasi idének
fogjuk valasztani. Ez a tulajdonsag teszi majd lehet6vé az drazas soran a modell illesz-
tését a piaci adatokra és ami legalabb annyira fontos az alkalmazas szempontjabol, a
kompenzator analitikus tulajdonsagaival is Gsszefiiggésbe hozhato (részletesen bizonyitva

[31]-ben 123.0ldalon a 20. tételnél):

zdatora akkor és csak akkor folytonos trajektoridji, ha T eqy teljesen elérhetetlen megdlldsi

1dd.

Mivel a cs6d H, indikator folyamata kielégiti a tétel feltételeit, ezért kompenzatora

C s
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Intenzitas modellek A redukilt modellek

akkor létezik egy nemnegativ, adaptalt Y folyamat, amellyel az M, martingal a kovetkezs
alakba irhato:

t
Mt = Ht — / AgdS
0

2.1.3. Definicié (Intenzitas). Legyen F C G egy szubfiltricio és a 7 véletlen idd G-
megdlldsi idé (de nem feltétlenil F-megdlldsi idé) H, indikdtorfolyamattal. Tegyiik fel,
hogy létezik egy korldtos, nemnegativ, F-adaptdlt (\)i>o folyamat, amellyel Hy — f(f Asds

egy F-martingdl. Ekkor a \-t a (7, F )-csddmodell intenzitisinak nevezziik.

2.1.1. Megjegyzés. Sok esetben a definicioban felteszik N\, G-eldrejelezhetdségét is. Vi-
szont mivel a folyamat G-adaptdlt és cddlag, ha lecseréljik a N\ = limg ,; Ag-re (ezt

megtehetyiik, mivel f(f Asds = fg As—ds), akkor G-eldrejelezhetd intenzitdshoz jutunk.

2.1.2. Megjegyzés. Ha eqy filtraciora épitjik a modellt, a fenti definicional nyilvan F =
G. Altaldnosabb esetben, az F filtrdciot gy kell kibdviteni, hogy T a G bovitett filtrdcidban

megdlldst 1dd legyen. Ebben a kontextusban F lesz a referencia filtrdcio.

Aven |3] cikkében az intenzitas meghatarozasahoz a kovetkez6 lemmaét javasolta:

2.1.1. Lemma (Aven lemmaja). Legyen (2, A, G, P) egy filtrdlt valdszindiségi mezd és
N egqy szamldlo folyamat. Tegyik fel, hogy E(N;) < oo minden t-re. Legyen (h,,n > 1)

eqy tetszdleges 0-hoz tarto valds szamsorozal és

n 1
V" = = E(Niin, = Ni|Gy).

n

Feltételezziik, hogy léteznek olyan Ny és y; nemnegativ, adaptdlt folyamatok, amelyekre YVt

esetén gazak az aldbbiak:
1. limY,™ = )\,

2. 1 valdsziniséggel létezik w-ra eqy ng = no(t,w), amelyre:

YV (W) = A(w)| < ys(w), s<t, n>nolt,w),

13



Intenzitas modellek A redukilt modellek

3. fg Ysds < 00.
Ekkor az N; — fot Asds folyamat martingdl.

Tehat a mi esetliinkben a lemma szerint N, = H,; szereposztasban megkapjuk az

intenzitast (ha a hatéarérték létezik):

1
M = lim —P(t <7 <t+ h|G,). (2.1)
h—0 h

Az eddig targyalt alapokra épitkezve a kockdzatos szarmaztatott kovetelés arazasahoz

a kovetkezd formulat vezethetjiik be:

2.1.1. Allitas. A kockdzatos szdrmaztatott kivetelés T-beli kifizetésének dra a Q mart-

wngdl mérték mellett:

E(X1{7<|G¢) = Lipary (Vi — E(AV L7 <1y|Gr)), (2.2)
ahol X € Gr, V, = eME(Xe™7|G,) = el MBE(X e~ Jo M45|G,) és AV, =V, — V,_. Ezt
intenzitason alapuld drazdsi szabdlynak nevezzik ("intensity based rule”, IBPR).

B1zONYITAS.
Legyen Ly = (1 — Hy) = Ly és U = VL = el MSE(Xe o »4|G)(1 — H,). AV

folyamat nem feltétleniil folytonos 7-ban, ezért a bizonyitast két esetre bontjuk:

1. Ha a V folytonos 7-ban, akkor a formuldbol eltiinik az ugras:
T
E(XTir<r|G) = TpenE(Vi|Gr) = TpenB(Xe 0 2%|G,).

Az allitas igazolasdhoz azt kell megmutatni, hogy az U folyamat martingéal. A je-
16lések kdnnyebb kévethetGsége érdekében legyen 7, a kovetkez6 martingdl: 7, =
E(Xe 7|G,) = E(XeJo 245|G,), ekkor persze V; = elo *45Z,. Elss lépéskeént alkal-

mazzuk az Ito-formulat a V' folyamatra:

AV, = \Vidt + eho 4347,

14



Intenzitas modellek A redukilt modellek

Masodik 1épésként ugyanezt szeretnénk felirni a H; folyamatra, ehhez vegyiik a mar

korabban megismert M martingal egy modositott alakjat:
t t
Mt = Ht — / )\SdS = Ht — / (1 — Hs>>\sd8.

0 0

Tehat a parcialis integralasi szabaly szerint:
dHt - (]_ - Ht>>\tdt + th
Végiil felhasznalva az el6z6 két eredményt az U, folyamat dinamikaja:
AU, = V;_dL + Li_dV, + ALAV, = —V,_dM, + (1 — H,_)elh %47,

Ebbdl kovetkezik, hogy Ur = 1 — Hp martingél és minden ¢t < 7 esetén:

Vi = U; = B(X(1 - Hr)|G) = E(X L7 |Gi) = elo NI (X o= o Aeds| Gy

2. Ha viszont a V nem folytonos 7-ban, az U dinamikijaban megjelenik az ugras:
dUy = Ly_dV, + V,_dL; + d[L, V], = L;_dV, + V,_dL; + AL,AV,

és az el6z6 pont szamolasait felhasznalva ekkor a kockazatos kovetelés ara a kovet-

kezs alakban irhato fel:

E<UT’gt) = E(Xﬂ{T<r}|gt) =U; — ]E(AVTGIOT )‘Sds’gt) =
= Lpeneh MEE(Xem o M%|G,) — E(AV, Lcrery|Gi) =

= Lppery (Vi = E(AV: 17 <1y|Gr))-

a
Specializaljuk az intenzitason alapuld arazasi szabalyt a legegyszertibb hitelkockazat-

hoz kapcsolhaté termékre, a kockézatos elemi kétvényre.

15



A hazard-folyamatra épiilé modellek A redukalt modellek

2.1.4. Definicié (Elemi k6tvény). A T iddpontban lejard elemi kétvény az az eszkiz,
amely T iddpontban 1-et fizet, tehdt a neki megfeleld kifizetés az X = 1 valvdltozo. Legyen

g =e" I rsds pankbetét folyamat, ekkor az elemi kotvény t iddpontbeli dra:
1 —fTr»ds
B(t,T) = BE(-|G:) = E(e™/r "%|G,).
T

A kockazatos elemi kétvény annyiban kiilonbozik az el6bb definialt, kockazatmentes
elemi kotvénytél, hogy akkor fizet 1-et T-ben, ha T-ig nem kdvetkezett be a cs6desemény
(tehat X = 1-1yp.;y). Eszerint és az IBPR szabalyt felhasznalva a kockazatos elemi

kotvény ara:

Tir<ry
Br

D(t,T) = BE ( |gt) = Ty B((e I oPD%|G) — E(AV, 1(0reny|Gr)). (2.3)

Erdemes megfigyelni, hogy ha a formulaban szereplé V folyamat 7 csédidépontban
folytonos, akkor a kockdzatmentes elemi kdtvény aratol csak a diszkontfaktorban fog
eltérni. Altalanos esetben a V ugro-folyamat kiszamitasa nagyon bonyolulttd teszi ezt
az arazasi formulat, ezért a kdvetkezd részben egy olyan modszert vezetiink be, ahol ez

elkeriilhetd.

2.2. A hazard-folyamatra épiil6 modellek

Ebben a részben levezetiink egy konnyebben alkalmazhato drazasi szabalyt, amelyhez
elég lesz a 7 tulélés-folyamatanak vagy az ezzel ekvivalens hazard-folyamatanak ismerete.
A 7 talélés-folyamata egyszertien kiszamolhato a piaci adatokbol. Az el6z6 alfejezetben

szerepld G, filtraciot ezért két, altalaban nem fiiggetlen szubfiltraciéra bontjuk:

Go=FVH
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ahol F; egy referencia filtracio, amely tartalmazza az Gsszes, a piacon szerepls eszkozar
alapjan elérhet6 informaciot:

Fi=0(Bs,s <t)

és H; a cs6d indikator folyamata altal generdlt filtracio:
Ht:U(Hs:ﬂ{rgs})7 SSL‘).

Ekkor nyilvan H, a legsziikebb olyan filtracio, ahol 7 megallasi id6. Tovabbé - az intenzitas
definicidjahoz hasonléan - a 7 cs6didépont G-ben megéallasi idG, de F-ben nem feltétleniil.
Fontos megfigyelés, hogy mivel a cs6d el6tt az Osszes informécié az F; altal generalt,
minden G-mérheté X valoszintiségi valtozora létezik X F-mérhet6 valoszintségi valtozo,

amelyek megegyeznek a {t < 7}-n:
Xlj<ry = Xl{t<r}-

Jelolje minden t € R*-ra F; = P(7 < t|F;) és ebbél legyen Gy = 1 — F;, = P(1 > t|.F)
a 7 tulélés-folyamata, err6l a toviabbiakban feltessziik, hogy folytonos. Ezzel ekvivalens a

kovetkezGen definialt folyamat:

2.2.1. Definici6 (Hazard-folyamat, hazard-rata). A fenti jelolésekkel T a T hazdrd-
folyamata, ha kielégiti a kivetkezd egyenletet: Gy = e7't (vagy Iy = —InG;). Ha az F,
abszolit folytonos f; stridségfigguénnyel, a v, = fi/(1 — Fy) = fi/Gy fiigguényt hazdrd-

ratanak nevezzik.

A minden informaciot tartalmazé o-algebrara, Gi-re vonatkozo feltételes valdszintiség

arazasban fontos tulajdonsagarol szol a kévetkezé lemma:

2.2.1. Lemma. Minden G-mérhetd X wvaldsziniiségi vdltozora és NVt € R -re:

1 E(XLery|F)
U<m"pt < 1) 7))

E(X14<r[Gt) = Tgerye ' B(X Tyeny | F). (2.4)
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B1ZONYITAS.
Rogzitsiink le egy ¢ € R*-t. Mivel minden G;-mérhetd valoszintiségi valtozo a {t < 7}-n

egybeesik egy Fi-mérhets valoszintiségi valtozoval:
E(Xﬂ{t<7}|gt) = 1{t<r}E(X|gt) = ﬂ{t<r}Y,
ahol Y Fi-mérhets. Vegyiink F;-re vonatkozo feltételes varhato értéket:
E(XLyery|Ft) = P(t < 7| FR)Y.

Ha az egyenletet Y-ra rendezziik és ezt visszahelyettesitjiik az elsG Osszefiiggésbe, meg-
kapjuk az allitast. D
A kovetkezSkben egy Y valvaltozé mérhetGségét egy F o-algebrara jeloljiik Y €F-fel.

2.2.1. Kovetkezmény. Az XEFrp-re felirhato eqy nagyon egyszerd drazdsi formula,

amely nem tartalmaz ugro-folyamatot €s az intenzitds ismeretét sem feltételezi:
1
E(X1ir<n|G:) = IL{KT}aIE(GTX\E) = Lyen e ' E(Xe 7| F). (2.5)
t

Ez a hazdrd-folyamatra épild drazdsi szabdly (“Hazard based pricing rule” - HBPR).

BizoONYITAS.

Legyen X = Li7<~yX. Ekkor X = ]l{t<7}f(, mivel ¢t < T. Az el6z6 tétel miatt:
E(XLir<n|Gi) = E(XLan|Gh) = Lyperye™ 0 " BE(X Lipan | F),

ahol az utolso egyenlGségnél felhasznaltuk, hogy P(7 > t)|F) = e~ Jovsds Mivel az X

JFi-mérhetd:
T
E(XLir<nj|F) = E(X(P(T < 7)|Fr)|F) = E(Xe™Jo 2| F).
Ezt a kifejezést visszahelyettesitve az elsG egyenletbe visszakapjuk az allitast. A
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//////

Viszont ha létezik egy névekvd, F-adaptdlt A folyamat, amellyel minden t < T-re és
XeFr-re: B(X1ir<r1|Gi) = Liar BE(X e 27| F,), akkor T = A.

A célunk a G-intenzitas elGéllitasa az ismert piaci adatok segitségével, ehhez fel kell
vazolnunk a G-intenzitds és az F-intenzitds kapcsolatat. Az eléz6 alfejezetben lattuk,

hogy létezik egyértelmid G-elérejelezhets, novekvs A, kompenzator, amellyel az M;:
Mt - Ht - At

folyamat egy G-martingal. Hasonloan a G = P(7 > t|F;) egy folytonos F-szupermartingal
(ezt gyakran Azéma-szupermartingalnak hivjak), ezért létezik egy C' = (Cy)i>o elore-

jelezheté folyamat gy, hogy a G + C egy F-martingal. Tudjuk, hogy A; = Aar és

bdc
AF:/ :
t 0 Gs

és A egy F-elorejelezhetd, névekve folyamat (a részletes bizonyitas megtalalhato a [14]:5.

At]l{tg-} = Af]l{tgr}; ahol

oldalan). Feltessziik, hogy a C folyamat abszolut folytonos a Lebesgue mérték szerint
(dCs = cyds), ekkor az intenzitas a kovetkezd alakban &ll el6 az F-intenzitas illetve a 7

tulélésfiiggvényének segitségével:

c
A =T A, ahol A = é
t

Az el6z6 részben lattuk, hogy az Aven-lemma szerint G-intenzitas a kdvetkez6 hatér-

értékkel egyenls:
1
Ay Ilzli% hIP’(t <71 <t+h|G)

2.2.1. Allitas. Az F-intenzitds a kivetkez6 alakban dll eld:

\F hml]P(t <1 <t+h|F)
RS0k Pt <TIFR)

BIzONYITAS.
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Az M martingal tulajdonsaga miatt:
t+h
E(Licr<i+n|Gt) — / E((1 — Hs)As|Gy)ds = 0.
t
Ebbél kovetkezik, hogy Fi-re projekcioval:
t+h
P(t <7< t+ hlF) = / MP(s < 7F)ds.
t

a
Végiil az intenzitds alapt és a hazard-folyamatra épiil6 drazasi szabaly 6sszehasonli-

tdsaval minden X € Fr-re a kovetkez6 arazéasi egyenlGséget irhatjuk fel:
E(X1ir<n|Gi) = Lipany (Vi = E(AV; Lr<ry|Gr)) = Lpperye "E(X e 7| F), (2.6)

ahol V; = M E(e*77|G,). Vegyiik észre, hogy a bal oldal kiszamolasidhoz sziikségiink

Tt

ismerete sziikséges.
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3. fejezet
A filtracié boévitése és a piac teljessége

Lathattuk az el6z6 fejezetben, hogy a hazard-folyamatot hasznald arazasi szabaly
sokkal kényelmesebben hasznalhato6 a gyakorlatban, viszont az alkalmazhatdsaga bizonyos
technikai feltételeket igényel a kockazati eseménnyel kapcsolatban. Ezeket és a filtracié
megfelels bovitésének lehetGségeit alaposan tanulmanyoztak a [20], [30] és [29] cikkekben,
mi csak azokat a legfontosabb pontokat vessziik at, amelyek sziikségesek a tovabbiakhoz.

Legyen tovabbra is a [0, 7] véges id6horizont és mellette (2, A, G;, P) egy filtralt va-
l6szintiségi mez6 és az F; C G, filtracio tartalmazza a kockdzatmentes (cs6d lehetGséget
kizaro értelemben!) informaciokat (pl. kockdzatmentes elemi kotvények generaljak). Az
el6z6 fejezetben megadottaknak megfelelGen egy arbitrazsmentes piacot vizsgalunk 1étez6
martingalmértékkel. Tudjuk, hogy az arbitrazs kizarasaval a cs6édmentes piacon a (megfe-
lelGen diszkontalt) eszkozarak F-szemimartingélok. Ha az egész piacot arbitrazsmentes-
nek feltételezziik, akkor ezeknek az araknak a kibdévitett G-ben is szemimartingéloknak
kell maradniuk, ezt H'-hipotézisnek nevezziik és a kovetkezSképpen jeloljiik: F <4 G.

Ennél erésebb elvaras, hogy az F-beli martingalok G-ben is martingalok maradjanak,
ez a H-hipotézis az el6z6hoz analdg jeloléssel: F <4 G (martingal invariancia tulajdon-
sag). Ha ez a sajatossag teljesiil, akkor megmutatjuk, hogy a piacon mindenki szaméra el-
érhet6 adatokra épiilg hazard-folyamattal egyszeriien kifejezhetd a kockazatos kdvetelések

ara. A fejezet végén bemutatjuk a klasszikus Cox-féle konstrukciot és egy altalanositasat.
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3.1. A progressziv filtracidé bévités

A fejezet elején emlitettekkel dsszhangban a piacon hozzaférhetd informéciok altal
generalt F filtraciot ugy kell kiterjeszteniink, hogy az F-szemimartingalok a kibgvitett
filtracioban is szemimartingalok maradjanak. Ehhez vegyiik a legsziikebb olyan jobbrol
folytonos G filtraciot, amelyre nézve a 7 cs6didépont megéllasi id6 és F C G. Ekkor a G

filtracio a kovetkezs alakban 4ll elé:

g, = UQ?+€, ahol GY = F,Vo(T At). (3.1)
>0
Ha t-t lerogritjiik, a GY o-algebrat Fyh(t A 7) alakt valoszintiségi valtozok generaljak,
ahol h Borel-fiiggvény és F,€F;. Ebbdl kivetkezik, hogy a cs6d el6tt a G egybeesik F-el,
ezért a t < 7 esetén a H’-hipotézis igaz: ha az X folyamat F szerint martingél, akkor a
megallitottja, (X] = Xiar,t > 0) egy G-szemimartingal.
Vegyiik ismét a 7 talélés-folyamatanak F-Doob-Meyer-dekompozicidjat:

Gt :]P)(T > t|E) = Zt _Ct

és legyen B az F-elorejelezhetd, dualis projekcidja a G-adaptalt (e,), = (AX,H,), folya-
matnak. Ezekkel a jelolésekkel igaz a kovetkez6 kanonikus felbontés (részletes bizonyitas

a [26] 87. oldalan):

3.1.1. Tétel (Jeulin). Az X F-martingdl megdllitott folyamata (X] = X;n,t > 0) egy

G-szemimartingdl és

T AUX, 7V + dB,
Xt/\T _/ < G>,
0 u—

martingal a G, filtraciora nézve.

3.1.1. Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy a 7 elkerili az F-megdlldsi iddket, azaz P(T =
T) =0, minden T F-megdlldsi idd esetén, akkor a AX, =0 és a B=0.

A kockéazati esemény bekovetkezése utan viszont tovabbi megszoritasokat kell beve-

zetniink a 7 cs6didéponttal kapcsolatban, ha szeretnénk, hogy a H’'-hipotézis tovabbra
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is fennalljon. A két leggyakrabban vizsgélt karakterizacio, ha a 7 tn. honest id6 vagy

kezdeti id6.

3.1.1. Definicié (Honest id&). A 7 kockdzati esemény honest idd, ha minden t > 0

esetén T eqy Ji-mérhetd valdszinidségi vdltozéval egyenld a {1 < t}-n.

Ha a 7-t honest idének valasztjuk, a G, o-algebra sorozat:

gt:{AEf,Vt,ﬂAt,Bt GE,A:(Atﬂ{T>t})U(Btﬂ{T§t})}

novekvo és egy filtraciot alkot.
Ebben az esetben a H’-hipotézis teljesiil és a kovetkezs kifejezés minden X F-

martingal esetén egy G-martingal:

T A(X, Z), + dB Yd(X,Z), +dB
X, — ) U U 1 . ) u v 3.9
- [T, [ B (5.2)
3.1.2. Definicié (Kezdeti id6). A 7 kockdzati eseményt kezdeti iddnek (initial time)
nevezzik, ha létezik egy (o, t > 0) pozitiv F-martingdl csaldd, amellyel a tilélés-folyamat

a kévetkezd formdaban dllithato eld:

Gl =P(r>T|F) = / adn(du), Vt>0,

T
ahol n egy nemnegativ mérték az R -on.

Ha a 7 cs6didépontot kezdeti idének valasztjuk, minden X F-martingal §-
szemimartingal és a honest id§ esetében megismert kanonikus felbontas a kovetkezd-

képpen modosul (részletes bizonyitas az [20]-ben a 3.oldaltol):

: (3.3)

0=t

/MT d(X,G), + dB, /t d(X,a’,
0 u— t

AT Oéu—

ahol a kifejezés ismét egy G-martingal.
A gyakorlatban inkabb kezdeti idének vessziik a 7-t (pl. Cox-modell), mert a honest

id6 egy Foo-mérhetd valoszintiségi valtozo (ezt Dellacherie és Meyer bizonyitotta be a [11]
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cikkében), amelyet nem tudunk kinyerni kiézvetleniil piaci adatokbol és egy Foo-mérhetd
valoszintiségi valtozoval valdo modellezése sem lesz konzisztens a valosaggal. Ezen kiviil
a kockazati esemény bekdvetkezése utan a G-adaptalt folyamat altalaban a kockéazati
eseménytsl flige: ez lehetetlen, amikor az id§ honest, mert definicié szerint minden G-

elérejelezhets folyamat F-mérhetd lesz 7 utan.

3.2. Martingal invariancia tulajdonsag

Ebben a részben megvizsgaljuk az erGsebb feltétel, a H-hipotézis teljesiilésének le-
hetGségeit, vagyis milyen feltételek kellenek ahhoz, hogy az F-martingalok a kibgvitett
g filtracioban is martingalok legyenek. Latni fogjuk, hogy ekkor a két targyalt arazasi
formula nagyon kozel all egymashoz és a kockézatos elemi kotvény aranak meghataro-
zasdhoz egy egyszeriibb formula vezethetd le. ElGszoér bebizonyitunk két, H-hipotézissel

ekvivalens allitast, amelyek segitségiinkre lesznek a gyakorlati példaknéal.

3.2.1. Allitas. Ekvivalensek a kivetkez6k:

2. Vt-re Fo €s G, feltételesen fiiggetlen Fi-tdl, azaz Vt-re és és V& Foo-mérhetd valo-
szintségi vdltozora:

E(§|(]t) = E(ﬂft)

3. Legyen T olyan kezdeti idd, amely elkerili az F-megdlldsi iddket, azazP(t =T) =0,
minden T F-megdlldst 1dd esetén, akkor a u > 0 esetén a tulélésfigguény elddllitd-

saban szerepld o martingdl konstans u utdn.

B1ZONYITAS.
El6szor a 1. és a 2. allitas ekvivalenciajat bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a 2. allitas igaz.

Legyen M egy tetszéleges F-martingél, ekkor minden ¢ < s esetén:

]E(M8|gt) = E(MS|~Ft) = M,
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ezért M egy G-martingal. Tehéat igaz a martingal invariancia tulajdonsag. Az ellentétes
iranyhoz legyen A € F. Vezessiik be az M,, F-martingalt: M,, := E(14|F,), aholu € R*.

Mivel az M a G filtraci6 szerint is martingal, megkapjuk a 2. allitast:
E(14lG,) = M, = E(14|F).

Térjiink at az 1. és 3. allitas azonossagara, el6szor tegyiik fel, hogy igaz a 3. allitas: ha
minden u > 0-ra az o martingal v utan konstans, akkor a G = Z — C Doob-Meyer-

dekompozici6 Z martingél része is konstans lesz, mivel

z:/"a;m@o:/namumzpw>oug:1
0 0
Emiatt minden X F-martingél esetén a kovetkezs kifejezés értéke nulla:

/t/\T d<X7 Z>u B 0
0 G

Raadasul minden F,€F;-re és h Borel-fiiggvényre az L, = Fyh(t A7) jeloléssel:

eu [ G| ) —B (e [ -)
_E<E43mx[§%gi%mu@>_a

mert d(X,a®),, = 0, ha u > s. Mivel a 7 elkeriili az F-megallasi idcket, a AX, =0 és a

Jeulin-formuldban szerepls B = 0. Tehat az X egy G-martingél és a H-hipotézis igaz.
A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy a H-hipotézis igaz. Felhasznaljuk a kdvetkezs lemmaét
(bizonyitasa a [20]-ben):

3.2.1. Lemma. Ha X eqy F-lokdlis martingdl, akkor

N UX, Gy +dB, [t d(X,a%,
K:&—/ ( 5 _/ <9>
0 u— t

AT O'/uf

O=1

folyamat G filtrdciot szerint is lokdlis martingdl.
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A lemma miatt az Y — X folyamat egy G-martingal és (Jeulin-formuldja miatt) egy véges

variacioju, elérejelezhets folyamat, ezért O-val egyenls. Tehat 1 valoszintiséggel az

:0’

0=t

/W d(X, G /t d(X,a?),
0 Gu— t o

AT au—

ezért mindkét integral értéke nulla 1 valoszintséggel. Ebbd&l kovetkezik, hogy minden

Ly = F;h(t A7) Gi-mérhetd valoszintségi valtozora:

8o 55) s [ 452

_E (Ft /O h(s)asn(ds) / t d();_m) ,

emiatt az of (d(X,a®),/as) = 0, amib6l d(X, a®), = 0 minden u > s-re és minden X

F-martingalra. Teh4dt minden u > 0 esetén az o* martingal konstans u utan. Q

3.2.1. Megjegyzés. A G tulélés-folyamat csokkend, mivel a martingdl invariancia tu-
lajdonsdg teljesiilése esetén: Gy = P(1 < t|F;) = P(1 < t|Fx). EbbSl kivetkezik, hogy a

I' = —In G hazdrd-folyamat névekedd, eldrejelezhetd és

b dA bdG
A = s ST
t \/0 GS, /0 GS, ty

ahol az utolso egyenldségnél feltettik, hogy G folytonos. Ebbil kivetkezik, hogy Ay = T'ipr.

Ha a H-hipotézis teljesiil, akkor a két targyalt arazasi formula, az intenzitas-
folyamaton alapul6 és a hazard-folyamatra épiilé nagyon hasonlé. Tegyiik fel, hogy I’
folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, ezért a kiévetkezs alakba irhato: I'y = fot Nds.
Ezt a hazard folyamatot hasznalo arazéasi szabalyba behelyettesitve a kovetkezGképpen

modosul:

E(X17<,|G) = Lrsie" E(Xe 7| F,) = Lo E(Xe M| F,). (3.4)
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A két arazasi formula Osszehasonlitédsa el6tt meg kell jegyezniink, hogy a H-hipotézis

alatt minden F7 mérhetd, integralhato X valoszintségi valtozora:
E(X|G) = E(X|F), Vt<T.
Tehat ekkor mindkét G-martingal végeredménye X, ezért igaz a kovetkezs egyenlGség:
E(X1r<,|G) = Lo B(Xe i X F) = 1,0 E(Xe i d5|g,). (3.5)
Ezt az intenzitas alapu arazasi formuléval 6sszehasonlitva:
E(X1re|G) = LiniB(Xe 546 — E(AV; Ljrerery|G0)). (3.6)

Azt kaptuk, hogy a H-hipotézis teljesiilése esetén a két arazési formula nagyon kozel
all egymashoz, hiszen a HBPR tgy viselkedik, mint az IBPR ahol az intenzitas le lett

cserélve F-intenzitasra és az ugras elttinik.

3.2.2. Megjegyzés. Az eldbbi csak egy interpretdcio, nem igaz azt kijelenteni, hogy a
filtrdacio bovitésével az intenzitds eqy olyan konstrukcidjahoz jutunk, ahol az ugrds eltinik.
Valojaban ebben a megkdzelitésben az intenzitdson alapulo drazdsi formula alkalmazdsa

elvezet az ugrds kifejezéséhez:

E(AV 1i<r<1y|Gr)) = 1{t<f}ert(E(X€7AT”|gt) — Ly B(Xe '7Gy)) =

= Tyene’ (B(Lpary X(e7T —e711)|G)).

Az els6 fejezetben lattuk, hogy kockazatos elemi kdtvény aréra az intenzitasfolyamat
és az ugras ismerete mellett az intenzitason alapuld arazéasi szabdly szerint a kovetkezé-

képpen fejezhet ki:

D(t,T) = LyanyB((e” ' PDE|G) — B(AV, Ljrer<ry|G))). (3.7)
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Viszont ha a martingal invariancia tulajdonsag teljesiil, az el6z&ek alapjan egy sokkal egy-
szeribb formuldhoz jutunk, ahol az F-intenzitas kapcsolatat 7-hoz gy interpretalhatjuk,

hogy ez a kamat rata melletti hozamfelara (spread):
D(t,T) = LgenB(e™ H DB F) = 1, B(e= DGy (38)

A legtobbet hasznalt alkalmazéasa ennek a mddszernek a Cox-folyamaton alapuld konst-
rukcio, amelyrdl a kovetkezs fejezetben lesz sz6.
A maésik ok, amiért a hipotézis tanulményozasa arazasi szempontbol fontos, az a

kovetkezé arbitrazs feltétel:

3.2.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy létezik egyetlen Q mérték, amely ekvivalens P-vel az
Fr-n, ezért az (gt, t < T) diszkontdlt drfolyam eqy F-martingdl Q alatt. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy létezik legaldbb egy QF, P-vel ekvivalens mérték a Gp-n, igy (5';, t<T)

eqy G-martingdl Q* mérték szerint. Ekkor a H-hipotézis teljesil QF alatt.

BI1ZONYITAS.
Mivel feltettiik, hogy X négyzetesen integralhaté6 martingal, ezért barmilyen X Rr€Fr

szarmaztatott kovetelés felirhato a kovetkezs alakban:
T ~
RTX =X ‘|—/ Qsds&
0

ahol 0 egy négyzetesen integralhato, F-elérejelezhets folyamat. A szarmaztatott kovetelés
ara t-ben: Eg(X Rr/R;|F;). Mivel X hedgelhets a G-adaptélt 0 stratégiaval és az ar egyedi,

tetszoleges Q* ekvivalens martingal mértékre:

Ezért Eq(Z|F:) = Eg+(Z|G:) minden négyzetesen integralhat6, Fr-mérhets Z valoszind-
ségi valtozora, amibdl kovetkezik, hogy minden négyzetesen integralhatd F-Q*-martingal

G-OQ*-martingal. |
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Példak: Cox-féle modellek A filtracio bovitése és a piac teljessége

3.2.3. Megjegyzés. Nem nehéz olyan arbitrazsmentes modelleket konstrudlni, ahol a
‘H-hipotézis nem tarthato. llyenre lesz példa a kévetkezd fejezetben a hidnyos informd-
cio esete, ahol eqyszeriden kiszdmolhato, hogy a hazdrd-folyamat nem névekedd, ezért a

hipotézis nem igaz.

3.3. Példak: Cox-féle modellek

Két példan keresztiil attekintjiik az eddig targyalt tulajdonsagokat. Az els6 a klasszi-
kus Cox-féle konstrukcio lesz, amelyet Lando alkalmazott elGszor hitelkockazati modell-
ként [28] cikkében, itt az erGsebb H-hipotézis is teljesiil. Ezt a masodik részben altala-
nositjuk és megvizsgaljuk, hogy az elsé modellnél igazolt kellemes tulajdonsagok koziil
melyek maradnak meg. A példakban legyen adott az F filtracio, X F-adaptalt folyamat
és két nemnegativ valoszintiségi valtozo: V, amely F-mérhetd és integralhato; 6, amely

egy Foo-t6l fiiggetlen, exponencidlis eloszlasta valdszintiségi valtozo.

o A Cox-féle megkozelitésben legyen A egy nemnegativ, F-adaptalt folyamat és defi-

nialjuk 7 cs6did6t a kovetkezGképpen:
T =inf{t: Ay > 0},

ahol A; = fot Asds. Tegyiik fel, hogy fooo Asds = 00, ekkor t > 0 esetén a feltételes
tulélés-folyamat:

GT = P(r > T|F) = P(Ay < 0|F) = Eexp(—Ar)|F) = ]E(/ Ao exp(—A,)ds|F).

T

Vezessiik be a 1 = A\;exp(—Ay) és (s, t) = E(vs|F) jeloléseket, igy

6f = [ mwiEas = [0

T T

Vegyiik észre, hogy ~(s,t) = s, ha s < t. Legyen 7(]0,t]) = n([0,t]) =

fot v(5,0)ds = P(r < t) a 7 valoszintiségi valtozo eloszldsa. Altalanossdgban fel-
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Példak: Cox-féle modellek A filtracio bovitése és a piac teljessége

irhatjuk a kovetkezGt:

G?:Pw>Tva:/ ain(ds),

T

ahol af = v(s,t)/v(s,0). Ez minden s-re egy pozitiv martingal, ezért a 7 egy kedeti
id6. Ebbol kovetkezik, hogy a H'-hipotézis igaz, s6t, mivel a T elkeriili az F-megallasi
id6ket és minden ¢ > s-re ] = af, a 3.2.1. tétel szerint a H-hipotézis is igaz. Ebbdl

kovetkezik, hogy X €F;-re az arazasi szabaly:
E(X1ir<n|Gi) = Lyene ' E(e " " X|F) = Lyene™E(e M X|F).

Bebizonyithato6, hogy ha H-hipotézis igaz és G folytonos, a cséd ideje megkonstru-

alhato a Cox-féle modszerrel (ez az un. kanonikus konstrukeio).

o Az el6z6 modell kiterjesztéséhez vezessiik be a kovetkezd véletlen idét:
T =inf{t : Ay > OV}, (3.9)

Itt a OV valtozé mar nem fiiggetlen az F.-t6l. Ismét felirjuk a feltételes tulélés-

folyamatat:
A A
G =E (113 (7T < 9|foo) Ift> =k (exp—ﬁft) =
— [ R = [ s
T T
ahol

As * Au ) B
g = Vexp <—/0 Vdu) és (s, t) = E(s| Fp).

Ekkor minden s-re a (y(s,t),t > 0) folyamat egy F-martingal. A 7 definicija miatt
n([0,t]) = foty(s, 0)ds = P(t < t) és minden T-re és t-re:

GI =P(r>117) = [~ ain(ds) (3.10)
T
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Példak: Cox-féle modellek A filtracio bovitése és a piac teljessége

ahol af = 7(s,t)/v(s,0). Eszerint 7 itt is kezdeti id8, tehat a H'-hipotézis igaz

marad. Viszont s < ¢t esetén

o 25t) _E@F)
'TA(.0) T E()

7 ag,

ezért a martingal invariancia tulajdonsag itt mar nem igaz.
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4. fejezet

A hidnyos informaciéra épuld

modellezés

A fejezet els6 felében megvizsgaljuk, hogy az informaécié csokkenésével, azaz a filt-
racio sziikitésével milyen eddig targyalt modell jellemz&k maradnak meg, tovabbra is
szem elGtt tartva a H'- és a H-hipotézis teljesiilésének kérdését. A masodik részben egy
struktaralis modellbdl az informéacio késleltetésével és egy X folytonos Markov-folyamat
felhasznalasaval egy redukalt modellt szarmaztatunk. A 7 cs6didépont definidlasa és az
intenzitas meghatarozasa utén kifejezziik az intenzitdson alapulé arazasi szabéalyban sze-
replé ugrast. Ezutan ratériink a kockazatos kovetelések arazasara, ramutatva az eredeti
és a csokkentett informacié csokkentett modell intenzitasanak kapcsolatara. A fejezetet

egyszerd példakkal zarjuk.

4.1. Csokkentett informacid

A mar megszokott jelolésekkel legyen Gy = P(1 > t|F;) tulélés-folyamat Doob-Meyer-
felbontésa G; = Z,— A;. Ismét feltételezziik, hogy G folytonos és a névekvs rész kielégiti a
dA; = a,dt egyenletet és ezért az F-intenzitas tovabbra is felirhato a Ay = as/G alakban.

Ezekkel a jellésekkel analog legyen az F C F filtracio szerint az A az A, = E(A|F,)
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CUsdkkentett informécio A hianyos informéaciora épiilé modellezés

f—szubmartingél és a Doob-Meyer-dekompozicioja:
Avt = Zt + a’/1‘/7
ahol Z F -martingél és a F-elérejelezhets, ndvekvs folyamat.

4.1.1. Allitas. Ekkor a ét, azaz a redukdlt modell tilélés-folyamatanak f—Doob—Meyer—

felbontdsa:

G, =P(r>t|F) =E(G|FR) =2, — % — a& = X, — G,

ahol Z = E(Zﬂ]é) f—martmgdk 3(\; szintén f—martmgdl és ay = fo a,5|.7-" Yds egy F-

elorejelezhetd, novekvd folyamat.

BizONYITAS.

Ha N, = fo au]]-" du és c, € F,, akkor

E(cs(N, — N,)) = / E(E(csau|Fr) — E(csan|Fy))du = / E(csan) — E(csay)du = 0.

4.1.2. Allitas. Legyen 'g} az j-:t progressziv bévitése: Qvt = .7::15 V H;. Ekkor a
tAT _
H, - / (a./C)ds
0

eqy G-martingdl és a T F-intenzitdsa: N, = a3/ Gy = B(NG,|F) JE(Gy|F).

4.1.1. Kovetkezmény. A redukdlt modell intenzitdsinak meghatdrozdsihoz nem elég az
F-intenzitds ismerete, mert N, # E(\|F,) = E(as/Gy|Fs), ezért a kiszdmitdsdhoz sziikség
van az ﬁt =1- CNJt Doob-Meyer-felbontdsdra.

Erdemes meggondolni, hogy ha a 7 az F filtracio szerint egy kezdeti id6, akkor a

redukalt F szerint is kezdeti id6 marad, mert definfcio szerint, ha Gl =P(r >T|FR) =
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Késleltetett informacio A hianyos informéaciora épiilé modellezés

[e’s) . , . L,
J7 ajdu, minden u > O-ra és a* F-martingalra:

o0 o0

]E(aﬂ]?t)du:/ atdu,

T

G?:P<T>T’Ft‘ft):/
T
ahol av ]?—martingél. Ebbdl kiévetkezik, hogy teljesiil a H'-hipotézis, azaz minden F-
szemimartingal a progressziven bévitett G filtracioban is szemimartingal. A redukalt mo-
dell esetén az al,, dltalaban nem egyenld al-val, ezért nem teljesiil az erGsebb H-hipotézis,

a martingal invariancia tulajdonsag F és G filtracio kozott.

4.2. Késleltetett informacid

Induljunk ki egy struktiralis modellbdl és késleltessiik az informéciéaramlast. A struk-
taralis megkozelitésbél - ahol a cs6d ideje egy el6rejelezhets elérési ideje egy konstans tri-
gger diffuziés folyamatanak, tehat nincs intenzitasa - szarmaztatunk egy redukélt modellt
a kiindulasi informaciok megvaltoztatasaval. Ebben a késleltetett informacidos modszer-
tanban a cs6d idejének még van intenzitasa. Ekkor analitikus kapcsolat figyelhetd meg a
cs6d intenzitasok és az altalanos, folytonos ideji Markov-modellek megfelel els§ elérési
idejének siirtiségfiiggvénye kozott.

Precizebben, vegyiink egy X folytonos Markov-folyamatot a (2, A, (P,).ecr, ) téren,
ahol minden z-re a P,(Xy = z) = 1 és 0 egy transzlacio az Q-n, azaz X, 06, = Xgyy.
Jelolje az F az X altal generélt természetes filtraciot. A kiindulési struktaralis modellben

a 1, egy JF-elorejelezhets megéllasi idé:
Ty = mf{t > O,Xt S b}

egy rogzitett b € R-re. A jelolés egyszertisitése miatt legyen 7 = 7,. Vezessiik be 0 < § < t-

re az .7?15 = F;_s C F; filtraciot és legyen (;’} = .7::t V H; a progressziven bévitett filtracio.
Mivel 7 egy F-megallasi id6, nem lehet F szerint kezdeti id6, ezért nem tudjuk hasz-

nalni az el6z6 fejezet eredményeit, viszont a cséd bekévetkezése, azaz {T < t} esetén a

7 — 0 kifejezhetd F,-mérhets valoszintiségi valtozokkal, tehat a kockazati esemény hon-
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Késleltetett informacio A hianyos informéaciora épiilé modellezés

est konstrukciojahoz jutunk. Reészletesebben: a {r < t}-n az n = inf{t > 0,7, < b}
folyamatra 1y,<;—sy = 1, ezért 1y<;—51n Fr-mérhets. Ebbol kivetkezik, hogy a {r < t}-
n T =m,aholarn = lyusnn+odc .7?75, ezért T F-honest és F és G kozott igaz a
‘H'-hipotézis.

Vizsgaljuk meg ezt a redukalt modellt az intenzitds modelleknél megmutatott ered-
ményeken keresztiil. Ahogyan mar az els§ részben emlitettiik, a klasszikus modszer a

g—intenzités kiszamolasadhoz az Aven-lemma alkalmazésa:
4.2.1. Tétel.

1
A= lim o

f(Xt—57 ba 6)

t
P.t<7<t+h|G) =1crn——"—,
/0 ( 190) = L< Py, ,(0<T)

ahol f(x,b,t) a T folytonos siriségfiggvénye: f(x,b,t) = P.(7 €]t,t + dt])/dt.

BIzONYITAS.

Az er6s Markov-tulajdonsagbol és a Bayes-formulaboél kovetkezik, hogy

1/ ~. 1P, (t<T<t+h|F)
— | Pt<T<t+h|G) =~ = Lypery =
h/o | N ey

o 1PXt76<5<7—§5+h>

h Py, een trrh
tehat a redukalt modell intenzitasa:
Xi_5.0,0
A = %l{t<7}-
Xy_s(1m>9)

Ahhoz, hogy \; tényleg a 7 intenzitas-folyamata, ellenérizniink kell még az Aven-
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Kockazatos kivetelések arazasa A hianyos informéaciora épiilé modellezés

lemma feltételeit. Az altaldnossag megsértése nélkiil tegyiik fel, hogy h < 1. Ekkor

5+h

1 ~ L[ f(Xims, b, 8) — f(Xi—s,b,0)|ds
Pt <T<t+h|G)—N\| <2 Lirer
h ( T ~ + |gt) t| = h IP)Xt_a (5 < 7_) {t< }

< SUPs<s<s+1 ‘f(Xt—fs? b, 8) - f(Xt—57 b, 6)| 1

> P S {t<7}

ths( < T)
= Y.
Egyszert latni, hogy m. m. w-ra és Vty > O-ra: foto Y (w)dt < oo. 0

4.2.1. Kovetkezmény. Ldattuk az elsd fejezetben, hogy a kockdzatos kévetelés dra az

intenzitas-folyamaton alapulo drazdsi szabdly szerint:

E(XLirr}|Gt) = Lipery (Vi — E(AV, Lirey|G1)),

ahol V; = e/\“TE(e_/\T”|g~t). Ekkor az eldzd tételben felirt intenzitds behelyettesitésével az

Ez az ugréds nem 0, ezért tovabbra is kényelmesebb valasztéas, ha kiszamoljuk az F-

ugrds a kovetkezd kifejezéssel egqyenld:

tAT TNAT
f(XsfzSa b> 6) ( / f(XS*& b? 5)
V, = ex —— - T dsE | Xex —— - ' s
LT Xp /0 Py (0 <71) Pl Px_,(6<1)

hazard-folyamatot és az erre épiil6 arazasi formulat hasznaljuk.

4.3. Kockazatos kovetelések arazasa

Vegyiik tGjra az F, = Fi_s C F, filtraciot és legyen X egy folytonos j-:—martingél.

Ekkor a transzlacioval kapcsolatban a kovetkezé lemma bizonyithato be:
4.3.1. Lemma. A Z;, = X;_slys + Xoly<sy folytonos f—martingdl.

BizONYITAS.

Ha t < 4:

36



Kockazatos kivetelések arazasa A hianyos informéaciora épiilé modellezés

o T < §esetén: Zr = Z; = Xy, innen ]E(ZT\]?I‘/) =X, =27,
o § < T esetén: BE(Zg|F) = E(Zr) = E(Zr_s) = X,.

Ha t > 6: B(Zp|F) = E(Xp|Fiss) = Xy = Zi. |
A cs6didGpont definicioja legyen tovabbra is 7, = inf{t > 0, X; < b} minden t > J-ra.
Ekkor az F-feltételes talélés-folyamatot a kovetkezs alakban irhatjuk fel:

gt - ]P:D(Tb > t|ft) == ]P:r(}gggxs > b‘E) == ]l{infsgt_(;X3>b}]Pac<t7(i$2£§th > b’ﬂ) -
= ﬂ{infsgt,(;XS>b}]PXt,5(ir<1£ X >b) = L., s x50 P(Xi-5,0,0) =

= Dt(b(Ztv 57 b)a

ahol Dy = ing, ., s x.5b) 2t = Xis &8 @(z,u,y) = P, (inf,<, X > y).

AG folyamat nem csokkend, ezért a H'-hipotézis nem all fenn ebben a médszertanban,
vagyis az intenzités ismerete nem elég a kockazatos kovetelés értékének kiszamitasahoz
(kivéve, ha az ugrast ki tudjuk szamolni). Mivel a ®(Z;,d,b) folytonos és D véges varia-

cioja, a G dinamikaja ¢ > § esetén a parcilis integralasi formulaval:
dG, = D1d®(Z;,6,b) + ®(Z,,8,b)dD.
Alkalmazzuk az It formulat a ®(Z;, d,b)-re:
dG, = D0\ ®(Zy,6,b)dZ; + %Dtamtb(Zt, 5, 0)d(Z); + ®(Z4,0,b)dD;.

Mivel D-nek csak t-ben van ugréasa és ekkor Z; = b, a ®(b,0,b) = 0, azaz az egyenlet

utols6 tagja azonosan 0:
=~ 1
dgt = Dtalq)(Zt, (S, b)dZt -+ §Dt8171q)(Zt, (5, b>d<Z>t

Ebb6l a dinamikibol és a (Z) F-elorejelezhetdségébol kivetkezik a G F-

szemimartingil dekompozicidja. Kénnyen ellenérizhets, hogy a tilélés-folyamat martingal
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Kockazatos kivetelések arazasa A hianyos informéaciora épiilé modellezés

része nem konstans.
A szarmaztatott kovetelés ara a hazard-folyamatot hasznalo arazéasi szabaly segitsé-

gével egyszerd alakba irhato az f(Xp)lr-, kifizetési fliggvénnyel:

~ l{§t>0} ~ ~
E(f(Xr)Lirery|G) = (1 - Ht)TE(ng(XT)LFt)' (4.1)

t

Ha a Qvt = 0, akkor 7 <t és mindkét tag 0-val egyenls, mivel
E(f(XT)IL{T<T}|§t) = ﬂ{t<T}E(f(XT)1{T<T}’§t)'
A feltételes varhato érték a Z Markov-tulajdonsiaganak felhasznalasaval szamolhato:
E(Grf(X7)|F) = V(t, T, Z),

ahol V' folyamatrol feltételezziik, hogy sima és kielégiti a megfelel§ parcidlis differencial-
egyenletet.
Korabban lattuk, hogy az F-intenzitast a hazard-folyamat segitségével tudjuk elGél-

litani. Ha az X Markov-folyamat egy homogén diffizio:
t t
X, = x+/ M(Xs)ds—i—/ o(Xs)dW's,
0 0
akkor a korabban definidlt Z; = X,_;s folyamat:
t t t t
Zy=x + ﬂ{5<t}/ w(Zs)ds + ﬂ{5<t}/ o(Zs)dps = x +/ (s, Zs)ds +/ o(s, Zs)dps,
5 5 0 5

ahol B, = W, — W5, (s, x) = Lisequ(z) s o(s,x) = Liseqo(x).
Korabbi szamolasokbol tudjuk, hogy ¢ < s esetén:

~ 1
dA, = =D 2(Zs, 6, b)u(Z.) + 50110(Z,, 6,b)0* (Z.))ds,
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és az F-intenzitas (mivel Gy = D,®(Z,,0,b)), 6 < s-ra:

S _.p NP(Zs,6,0)u(Zs) + 501,19(Zs, 6,b)0*(Zy)
’ ®(Z,,6,b) ‘

S

Hasznalhatjuk a Laplace-approximéciot is a direkt kiszamitashoz:

~ 1~ S 1 -
dAs }lllir(l) hE(.FS+h Fs|Fs)ds }ZILI(I) hPx(s <71 < s+ h|Fs)ds

1
=—lim -D,P; (6§ <7 <d+h)ds =—Dsf(Zs,4,0b)ds.
h—0 h

Ebbdl kovetkezik, hogy s = —Dyf(Zs,0,b)/P(Zs,0,b) és visszakapjuk, hogy Ay =

1{t<r}xs-

4.4. Példak: Difftzios folyamatok

Tekintsiink néhény nagyon egyszert példat a hidnyos informéaciéra épiilé modellekre.
Altaldban ebben az esetben bonyolult kiszamitani a ® fiiggvényt (vagy az f fiiggvényt),
igy a hazard-folyamatot és az intenzitast is. A bonyolultsag mértéke alapvetfen az X
folyamat tulajdonsagain mulik. A példdkban a jeldlések egyszertisitése miatt vegyiik az

f(xa u, y) = _82(D($7 u, y) fuggVéHyt

e Eloszor legyen X; = x+ B, Brown-mozgas, ®(x, §,b)-t irjuk 4t ®(z, J, b— z) alakba.
Ekkor

q)(07u7y) - PO(;EﬁBS 2 y) - IP)(](Sup Bs S —?J) - ]P)0<|Bu’ S —?J)7

s<u

ezért

oo <(-25) ¥ (%)

igy az f fiiggvény:

r—0b o (x — b)?
svams Py

f(vav 6) = _82@(0,5,[) — J}) =
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Példak: Ditfizios folyamatok A hianyos informéaciora épiilé modellezés

e Ebben a példaban legyen X; = x + 0B; + ut, a ®(x,4,b), helyett most vegyiik a
®(0,0,b — x)-t:

P _ : Pes ¥
O(0,u,y) = PO(;QEUBS +pus>y) =Py <;2£BS + p > a> :

Az el5z8hoz hasonléan:

_ up—y\ o 2uy o (upty
@(O,U,y)—N(U\/ﬂ> exp02./\/'<g\/a).

o Végiil vegyiik a geometriai Brown-mozgast: X; = xexp{oB; + ut}, ekkor

O (z,u,b) =P, (inf X, > b) = Po(ir<1f 0B + us > In(b/x)).

s<u

Ebbdl kovetkezik, hogy

B ub) = N (w — ln(b/x)> exp 2uIn(b/w) - (u,u + ln(b/x)) |

o\/u o? oVu

illetve
_ @jn) (b~ (/)
fx,b,6) = —8,®(x,0,b) = So2/2ms P 26072 ‘
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5. fejezet

Kockazatos kovetelések arazasa

Ebben a fejezetben két nagyon egyszerti termék arazésat mutatjuk be illusztralva
az eddig targyaltakat: a kockdzatos elemi kotvényét (az egyszertiség kedvéért megtériilés
nélkiil) és a mulasztasi csereiigyletét (Credit Default Swap, CDS). Mindkét terméknél
két esetet vezetiink le: egyrészt amikor a H-hipotézis all (Cox-féle konstrukeio), masrészt
amikor nem igaz a martingal invariancia tulajdonsag (késleltetett informéciora épiilé mo-
dell). A fejezetben nem foglalkozunk a kockazatsemleges valosziniiség meghatarozasanak
kérdésével, hanem adottnak vessziik. Tovabbi egyszertsités, hogy a kamatot O-nak va-

lasztjuk.

5.1. Kockazatos elemi kotvény

Az els6 fejezetben levezettiik, hogy egy arbitrazsmentes modellben, ahol a tréderek
Osszes informaciojat G-vel jeloljiik, a Q kockizatsemleges valoszintiség alatt a kockazatos

elemi kotvény ara:
D(ta T) = E(]]'{T<T}|gt> = ]1{t<7}€FtE(6_FT|JT_;f)7

ahol I' a hazard-folyamat.

Ha a H-hipotézis teljesiil, a hazard-folyamat kifejezheté az F-intenzitéssal: I'; =
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Kockazatos elemi kétvény Kockazatos kévetelések arazasa

fg Asds. Ekkor az arazasi szabdly leegyszeriisodik:
T
D(t,T) = ﬂ{t<T}E(eFt7FT’JT_'t) — 1{t<7—}E(67‘ﬁ5 )\Sds’f;f)-

Ahogyan korabban lattuk, a H-hipotézist kielégité konstrukciok koziil a legnépsze-
riibb a Cox-féle modellezés. Ezekben az esetekben az intenzitasra gy tekintiink, hogy a
kotelezettség hozamfelara (spread-je), ezért minden olyan kamatlab-dinamikat, amely a
B(t,T) = E(exp — ftT rsds|F;) elemi kotvény zart formulajahoz vezet, valaszthatunk az
intenzitds dinamikajanak és ezzel elGallithaté a kockazatos elemi kotvény zart alakja is.

Tekintsiink egy olyan példat, ahol az F-intenzitas a CIR-folyamatot koveti (itt most
B egy F-Brown mozgas):

A\ = k(0 — \)dt + o/ A\dB;, ahol 2k > o2

Ekkor, ha vessziik az elemi kotvény formulajat és kicseréljiik a kamatldbat az intenzitassal,

a kockézatos elemi kotvény aranak az aldbbi elGallitdsat kapjuk:
T
D(t,T) = ]1{t<T}E(exp—/ Asds|Fy) = Lpenyo(t, T, N),  ahol (5.1)
t

- o(t, T, x) = ®(t, T)e ?ET)e,

_ 2nexp(n+r)(T—t)/2
- T) = 5o na—n 1)

. 2(expn(T—t)—1)
- U(t,T) = (2n+(ni£)7(]expn(T—t)—1)’

e VTR
- pu=2M/0.

Ha a H-hipotézis nem teljesiil, akkor az el6z6 gondolatmenet nem tarthatd, mert
a hazard-folyamat nem lesz novekvs, ezért a F-intenzitast nem lehet hozamfelarnak

(spread-nek) tekinteni .
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A kockazatos elemi kotvény ara, mivel az indikator abban az esetben 0, ha G el tudja
érni a O-t:

D(t,T) = Lyery Lics0y E(e 17| F).

Vezessiik be tjra az el6z6 fejezetben hasznalt jeloléseket: Fi-t cseréljiik le ]?t—re, Gi-t Gi-
re és legyen D, = Liint, o5 x50} 2t = Xi—s, ahol X egy diffizios folyamat. Ekkor a

hazard-folyamat (eltekintve attol, hogy ez a folyamat talan eléri +oo-t):
T, = —In(D,®(Z,,6,b)),

illetve igaz a kovetkez$ egyenlGség:
Lt 1ig,50p = Lir>ty

ezért az ar:

E(Dr®(Zr)|F)
®(Zr) ’

D(ta T) = ]l{t<‘r}]l{Gt>0}E(eFt7FT|‘%t) = Jl{t<7’}

ahol egyszertisitettiik a jelolést: ®(Z;) = P(Z;,9,b). A szamlalot az X Markov-

tulajdonsidga miatt a kovetkezd alakra hozhatjuk:
E(Dy®(Z7)|F,) = DE(Ljint, _y-.cr_y x50y @(X1_5|Fios)) = DiEx,_,(Dr_1®(X7_)),

Ebbél koévetkezik, hogy a kockazatos elemi kotvény ara:

Ex, s(Dr—®(Xr)
O(Xi_s) '

D(t,T) = Diys

Példaul, ha X, egy Brown-mozgas X, = = + B, akkor lattuk az el6z6 fejezetben, hogy a
O (u,x) = N(—x//u) — N(x/y/u). Ekkor a kockazatos elemi kdtvény aranak szamlaloja:

EXt_(;(DT—t®<XT—t)) = \I/(T — t, Xt—5)7 ahOl

43



Kockazatos elemi kétvény Kockazatos kévetelések arazasa

\I/(U, Il) - Em(lﬂ-{infsgu X5>b}(I)<Xu7 57 b)) =

= Eo(1{int, ., B.>b—2}P(Bu +2,6,0)) =

/”“' b/y 2(2y —v)P(v + x,0,b) xp—(Qy_U)zdvdy
2u '

Vorud
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5.2. Mulasztasi csereiigylet (CDS)

A mulasztési csereiigylet (Credit Default Swap - CDS) egy olyan pénziigyi termék,
amely sordn a vevd biztositast kot egy vallalatot érinté kockazati eseményre. A CDS
kifroja prémiumért cserébe véllalja, hogy a csdd esetén a vevd altalbirtokolt névértéket
megfizeti. Precizebben, legyen adott a T' lejarat, x(t) dij és d(t) megtériilés fiiggvény. A
(T, K, d) karakterisztikiaju CDS egy olyan szerzédés, ahol a védelem vevije k dijat fizet a
cs6d bekovetkezéséig (vagy a lejaratig) és a c¢séd idGpontjaban §(7) 6sszeget kap a védelem

eladojatol. A CDS t idépontbeli ara a két 1ab értékének kiilonbsége:

TAT
CDS(t, T) =Pr Ott — Pr ey — E((S(T)]l{t<T<T}|gt) —E <1t<7'/ Hsd8|gt) .
t

<0,

H)dA/G G-martingalt, a két 14b értéke:
T T
Prot, = I[{KT}E(/ d(s)dH,|G,) = 1{t<r}€FtE(/ 6(s)dAs|F),
t t
T T
Prem, = ]l{t<7}]E(/ (1 — Hy)rsds|Gy) = ]l{t<7}ert]E(/ Kee ds|F).

t t

Ezekkel kifejezve a CDS ara:
T
CDS(t,T) = Tyerye E( / (6(s)dA, — kee " 2ds)| ). (5.2)
t

Elgszor tegyiik fel, hogy teljesiil a martingal invariancia tulajdonsag és a hazard-

folyamat felirhaté az F-intenzitéssal: ['; = fot Aqds. Ekkor a formula:

T s
CDS(t,T) = ]1{t<T}IE(/ ds(0(s)As — /is)exp—/ Audu|Fy).
t

t
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Ha § és k konstansok (felhasznalva, hogy I" névekvo):
T T s
CDS(t’T) = 1{t<7—}5E (1 — efft /\udu‘ﬂ) _ ]l{t<7—}/ E (e*ft /\udu‘ﬂ) ds =
t
T
= lpeny6(1 = D(t,T)) — ]l{t<7}/<e/ D(t,s)ds
t

és a dij, amely mellett a szerz§dés minden t-ben fair:

k(t,T) = 5(1 — D(t,T))/ /tT D(t, s)ds.

A kockazatos elemi kétvény arazasahoz kapcsolodo els§ példahoz hasonléan hasznaljuk a

CIR-folyamatot, ekkor a CDS ara:
T
CDS(t,T) = Liery (5 — 6,(t. T, \) — & / o(t, 5, \,)ds).
t

Szokasosan, ha H-hipotézis nem all fenn, a szamolasok sokkal bonyolultabbak és nincs
egyszerd altalanos formula, mint az el6z6 esetben. A harmadik fejezet eredményeit fel-

hasznalva, ha G =M — A:

1,~ T 1,= T _ _
CDS(t,T) = Tj1or) {%”}51@( / dA,|F) = Teny {%”}RE( / Gods|F,).
t t

t t

Lattuk, hogy a tulélés-folyamat G, = Di®(Z;,0,b) és a O, = O(Z,,0,b) egyszertisitett

jeloléssel:

0D, ~
5 8171®3d<Z>s — /iDS(I)SdSLFt).

Dy s /T
D T = ——FE D.0,®,.u(Z
CDS(t,T) 5(Z,.0.0) ( t dDO1Psp(Zs)ds +

Példaul, ha X tjra egy Brown-mozgas X; = x + B, akkor:

Litery /T )
CDS(t,T) = ————FE D, | =0, 1P.ds — kP | d

ﬁt>:
0

IL{t<7‘} /T _
= —E :H-in _ _ _a ®5d _ (bs d }.
©<Zt7 57 b) ( ¢ ft<u§s Zu Zt>b Zt(2 1’1 S K ) Sl t)
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igy az ar végiil:

CDS(t,T) = %(&L(a) —wb(Z)),  ahol

- Oz, u,b) = N((z = b)/v/u) = N((b - 2)/v/u),

Bu,t>b—:ca1,1‘1>§d3)

t inft<u§s

- b(x) = E(S) Lintyo e, Bu_yob2®ds).
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6. fejezet
Arazas szimulacioval

Az elmélet targyalasanal egyszertisités miatt nem vettiik figyelembe a megtériilést, a
szimulacio soran viszont szeretnénk beépiteni a modellbe. Igy a T lejaratu, diszkontalt

kockazatos kotvény ara t-ben a kovetkezGképpen irhato fel:
T T
D, T)=E (ef Jorsdos ramy + (e ) r5d81{7>T}> :

ahol 9, a t-beli megtériilés.
Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy - bizonyos feltételek teljesiilése mellett - az intenzitas

dinamikajanak valaszthatjuk a CIR-folyamatot:
d\ = k(0 — \)dt + o/ NdB,, ahol 2k > o>,

Monte Carlo szimulacio segitségével fogjuk legeneralni az arat, abban az esetben, amikor a
kockdzatmentes kamatldb és az intenzités-folyamat dinamikaja is CIR-folyamatot kovet.
A szimuléacio soran felhasznalt paramétereket Duffie [12| eredményei alapjan allitottuk

be: k = 0.559,0 = 0.238, 0 = 0.074.
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Value

10

10

6.1. abra. CIR-modell

0 2 4 ] 8 10 12
Time
6.2. abra. Intenzités
T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
Time
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Arazas szimulacioval

Ebben az esetben az alacsony volatilitdis (¢ = 0.074) miatt a trend stabil marad.
A CIR-folyamat és az intenzitas a hosszi tavi atlaghoz kozeledve csokken (0 = 0.238).
Egyértelmi, hogy minél nagyobbra vélasztjuk a #-t, annal gyorsabban kozeledik hozzé
az adott folyamat azaz annal kevesebb id6t t6lt az dtmeneti allapotban. A paramétere-
ket nem egyszeri beallitani, mivel ha tul nagyra valasztjuk a o-t, nagyobbak lesznek a
konfidencia intervallumok, illetve ha a 6-t tul kicsire, az instabilitashoz vezet (mivel a
CIR-folyamat sztochasztikus fele dominansabba valik).

A paraméterek megfelel6 megvalasztasa utan az R statisztikai programcsomag segit-
ségével Monte-Carlo-szimulacioval bearazzuk a kockazatos kotvényt az alabbi fiiggvények

létrehozéasaval:

“ e,

CorrTwoVarsNormRand <- function(n, \textrho)

{ result <- matrix(0, nrow = n, ncol = 2)

result[, 1] <- rnorm(n)

result[, 2] <- rho * result[,1] + sqrt(l - rho~2) * rnorm(n)

result }
2. Megkonstrualjuk a CIR-modellt:

CIR <- function(k, theta, vola, dt)
{ function(x, dw)
{ x.sqrt <- ifelse(x >= 0, sqrt(x), 0)

x + k * (theta - x) * dt + vola * x.sqrt * sqrt(dt) * dw }}
3. Készitiink egy trajektoriat:

CreatelnePath <- function(model, rand.numbers, init)
{ Reduce(function(x,y)model(x, y), rand.numbers, init,

accumulate = TRUE)}
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Arazas szimulacioval

4. Ertékeljiink ki egy trajektoriat:

EvaluateOnePath <- function(mma, index.default, dt)

{ size <- length(mma)

if (index.default > size){mmal[sizel}

else{mmal[index.default] * (1 - L(index.default * dt))}}

5. Jeloljiik meg a csddidGpontot:

DefaultIndex <- function(path.default, dt)

{ threshold <- rexp(1)

path.default.cum <- cumsum(path.default) * dt

default.points <- which(path.default.cum >= threshold)

ifelse(length(default.points) > 0, min(default.points),

length(path.default) + 1) }

A fliggvények elkészitése utan méar csak a megfelel§ inputokkal meg kell hivni ¢ket.

Legyen a generalt trajektoridk szama N = 500 és a T lejarat 2 év. Az intenzitas a méar

emlitett paramétereket kapja, de természetesen a kockdzatmentes kamatlab egy masik

CIR-modell dinamikajat kdveti.

A teljes programkod (a mar megismert fiiggvényekkel):

% inputok

T <- 2

rho <- 0.3

k.ir <- 0.6
theta.ir <- 0.05
vola.ir <- 0.05
init.ir <- 0.05
k.default <-

theta.default <-

0.559
0.238
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Arazas szimulacioval

vola.default <- 0.074
init.default <- 0.2
dt <- 1 / 250

L <- function(t){0.3}

hfliggvények meghivasa

model.ir <- CIR(k.ir, theta.ir, vola.ir, dt)

model.default <- CIR(k.default, theta.default, vola.default, dt)
random.numbers <- CorrTwoVarsNormRand (N*T*250, rho)

random.number <- matrix(random.numbers[, 1], nrow = N, ncol =T * M)
path.ir <- t(apply(random.number, 1,function(x)CreateOnePath(model.ir, x,
init.ir)))

path.ir <- path.ir[, -1]

mma <- exp(- t(apply(path.ir, 1, cumsum) * dt))

random.number <- matrix(random.numbers[, 2], nrow = N, ncol = T * M)
path.default <- t(apply(random.number, 1, function(x)CreateOnePath
(model.default, x, init.default)))

path.default <- path.default[, -1]

index.default <- apply(path.default, 1, function(x)DefaultIndex(x, dt))
price  <- sapply(1l:N, function(i)

EvaluateOnePath(mmal[i, ], index.default[i], dt))

result <- mean(price)

result

Végiil a program eredménye:

> result

[1] 0.8521435
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és az abrakat elGallito kodok:

% 6.1. abra. CIR-modell

X0=10

N=100

£0=0

T=12

M=1
kappa=0.559
theta=0.238
sigma=0.074
library(sde)

sde.sim(X0=X0, N=N, M=M, t0=tO0, T=T, theta=c(kappa, theta, sigma),

model="CIR") -> X
plot (X)

% 6.2. abra. Intenzitas

X0=10

N=100

t0=0

T=12

M=1000

kappa=0.559

theta=0.238

sigma=0.074

library(sde)

sde.sim(X0=X0, N=N, M=M, t0=t0, T=T,

theta=c(kappa, theta, sigma),
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model="CIR") -> X

dt=(T-t0) /N

X.mean = rowMeans (X)

X.sd = apply(X,1,sd)

plot(as.vector(time (X)) ,X.mean,type="1",xlab="Time",ylab="Value")
lines(as.vector(time(X)),X.mean + (1.96%X.sd)/sqrt(M))

lines(as.vector(time(X)),X.mean - (1.96*X.sd)/sqrt(M))
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7. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat elsédleges célja a legegyszertibb kockazatos kovetelések (kockazatos kot-
vény, mulasztasi csereligylet) arazasi kérdéseinek targyalasa volt redukalt hitelkockazati
modellek alapjan. A dolgozat els6 felében bevezetett, altalanos arazasi formulakat (IBPR-
"Intensity based pricing rule", HBPR-"Hazard-based pricing rule") tovabb specializaltuk
a késébbi fejezetekben az éppen aktudlis feltételrendszer mellett (progressziven bévitett
filtracio, késleltetett informéacio).

Az arazas megfelel6 megalapozasahoz sziikség volt a matematikai keretrendszer alapos
meggondolaséra, elsGsorban a filtracié és a 7 csédidépont megfelel§ megvalasztésara.
To6bbek kozott bebizonyitottuk, hogy ha a 7 kezdeti id6 vagy honest id6, teljesiil a H'-
hipotézis és eljutunk a piaci teljességhez, ahol a diszkontalt eszkézarak szemimartingalok.
Megmutattuk, hogy ha az ennél erGsebb feltétel, a H-hipotézis is teljesiil, akkor a piacon
mindenki szaméra elérhetd adatokra épiilé hazard-folyamattal egyszeriien kifejezhets az
intenzitas és ezzel egyiitt a kockdzatos kovetelések ara.

A hidnyos informaciéra épiil6 modelleknél lattuk, hogy ha az eredeti modellben a 7
cs6d kezdeti 1d6 volt, akkor a redukalt modellben is az lesz és 6roklgdnek a korabban
targyalt kellemes tulajdonsédgok. A késleltetett informacios modell intenzitasat kifejeztiik
az Aven-lemma és folytonos Markov-folyamatok (illetve diffizios folyamatok) segitségével.
Kiszamoltuk, hogy a tilélés-folyamat ebben az esetben mar nem lesz csokkend, ezért a

vizsgalt hipotézisek mar nem igazak.
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Osszefoglalds

Az utolso el6tti fejezetben ratértiink a kockazatos kovetelések - a kockazatos kotvény
és a mulasztasi csereiigylet (Credit default swap - CDS) - arazasanak részleteire. Kii-
16n vizsgaltuk azokat az eseteket, ahol igaz a martingal invariancia tulajdonsag (ekkor az
intenzitas dinamikajat CIR-folyamattal irtuk le) és amikor nem teljesiil (késleltetett infor-
maciora épiil6 Brown-mozgas). A dolgozat végén ismertettiink egy konnyen paraméterez-
hetd, R programcsomagban készitett Monte-Carlo-szimulaciot mutatunk be a diszkontalt

kockdzatos kotvény aranak kiszamitasahoz.
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