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Bevezet®

Bevezet®

Az els® fejezetben általánosan fogok beszélni a VARMA folyamatokról és azok általános

tulajdonságáról. Többek között a konstrukciójáról, a V AR és MA reprezentációjáról és

azok létezésér®l, a Γ(r) kovariancia függvényének kiszámolásáról, és a VARMA folyamatok

lineáris transzformációjáról, és azok fokának fels® becslésér®l.

A második fejezetben ismertetem az VARMA identi�kációjához használt népszer¶bb alako-

kat, a �nal formát, az echelon formát és az inverz echelon formát. Ezek közül az inverz

echelon formával foglalkozom mélyrehatóbban, és ilyen alakban szeretnénk a folyamatun-

kat az yt-t T különböz® id®pontú meg�gyelésünk alapján megkonstruálni. Itt ismertetem

a Kronecker indexek, és a Kronecker invariánsak a fogalmát, és ezeknek a jelent®ségét. A

kés®bbi fejezetekben ezeket a Kronecker invariánsokat szeretnénk meghatározni aszimp-

totikusan stacionárius és kointegrált esetben.

Aszimptotikusan stacionárius esetben ismertetem Poskitt [7] új és gyorsan számolható al-

goritmusát az ARMAX reprezentáció segítségével, aminek segítségével az el®bb említett

Kronecker invariánsokat és a koordináták azon permutációját meghatározhatjuk, amik

szerint ezek a Kronecker indexek a megfelel® sorrendben vannak. Szóval meghatározzuk a

koordinátáink azon sorrendjét, amik szerint a Kronecker indexek monoton csökken® sor-

rendben lesznek rendezve, majd ez után alkalmazva Poskitt [4] cikkében használt Akaike-

szer¶ és Bayes-szer¶ információs kritérium függvényének a segítségével meghatározzuk a

Kronecker invariánsainkat. Az algoritmus m¶ködését és konvergenciáját bizonyítja az al-

goritmus utáni tétel.

Kointegrált esetben els®nek kiszámoljuk a kointegrációs rangot Poskitt [5] cikkében taglalt

függvény segítségével, majd hasonlóan használjuk az algoritmusunkat, mint aszimptoti-

kusan stacionér esetben. Itt Engle-Granger [13] féle EC felírást és a Beveridge-Nelson

felírást használjuk, majd ennek segítségével megkonstruáljuk az ECARMAX reprezen-

tációt. Az algoritmusunk során ezt fogjuk felhasználni. Innent®l kezdve az algoritmusunkat

hasonlóan az el®z® részhez futtatjuk a Kronecker invariánsok, és a koordináták megfelel®

sorrendjének megtalálásához.
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VARMA folyamatokról általánosan

1. fejezet

VARMA folyamatokról általánosan

1.1. Arma folyamatok

Ebben a fejezetben bevezetem egyszer¶bb (egy dimenziós) folyamatok segítségével az

ARMA folyamatot, majd ezután V AR és MA folyamatok segítségével a VARMA folyama-

tot. El®ször de�niáljuk az egyszer¶ mozgóátlag, és autoregresszív folyamatot.

1.1.1. De�níció. Legyen . . . ε0, ε1 . . . egy egyszer¶ fehérzaj folyamat úgy, hogy E(εk) = 0

várhatóértékkel, és D(εk) = σ2 szórásnégyzettel. Emellett legyenek m0, . . . ,mq ∈ R.

ut = m0εt +m1εt−1 + . . .+mqεt−q =

q∑
i=0

miεt−i

Ekkor azt mondjuk, hogy az alábbi (ut)t∈N egy q-ad rend¶ (véges) mozgóátlag folyamat.

Jelölése MA(q).

Tekintsük a következ® polinomot: m(z) = m0 + m1z + . . . + mqz
q =

q∑
i=0

miz
i. Ezt a

polinomot az ut folyamat karakterisztikus polinomjának nevezzük. Ha erre a polinomra

igaz, hogy |z| ≤ 1 esetén m(z) 6= 0, akkor a folyamatot invertálhatónak nevezzük.

1.1.2. De�níció. Legyen ξt egy stacionárius folyamat. Legyen at ∈ R és εt fehér zaj

folyamat, ekkor

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + . . .+ apyt−p+1 + εt =

p∑
i=1

aiyt−i + εt

Ekkor azt mondjuk, hogy az alábbi (yn)n∈Z egy p-ed rend¶ (véges) autoregresszív folyamat.

Jelölése AR(p).
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VARMA folyamatok VARMA folyamatokról általánosan

Tekintsük a következ® polinomot: a(z) = a0+a1z+. . .+aqz
q =

q∑
i=0

aiz
i. Ezt a polinomot az

yt folyamat karakterisztikus polinomjának nevezzük. Ha erre a polinomra igaz, hogy |z| ≤
1 esetén a(z) 6= 0, akkor a folyamatunk stabilnak nevezzük. Ezeknek az alapfolyamatoknak

a segítségével szeretnénk de�niálni a számunkra lényeges ARMA folyamatot. Az ARMA

folyamat ahogy a nevéb®l is adódik egy autoregresszív és egy mozgóátlag részb®l áll.

1.1.3. De�níció. Legyen yt egy p-ed rend¶ autoregresszív folyamat a1, . . . , ap ∈ R együtt-

hatókkal, és legyen ut egy q-ad rend¶ mozgóátlag folyamat m0, . . . ,mq ∈ R együtthatókkal.

Ekkor az alábbi yt folyamatot egy (p, q) rend¶ autoregresszív mozgóátlag folyamatnak hívjuk

(ARMA), ha yn az alábbi módon áll el®:

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + . . .+ apyt−p +m0εt +m1εt−1 + . . .+mqεt−q

A következ®kben de�niálom az úgynevezett balra eltolás operátort.

1.1.4. De�níció. L operátort balra eltolás operátornak nevezzük, ha tetsz®leges yt id®-

sorra Liyt = yt−i.

1.1.1. Megjegyzés. A fentebbi ARMA(p, q) folyamat felírható az eltolás operátor segít-

ségével is:

yt =

p∑
i=1

aiyt−i +

q∑
i=0

miεt−i =

p∑
i=1

aiL
iyt +

q∑
i=0

miL
iεt

1.2. VARMA folyamatok

Ebben a fejezetben az el®z® fejezetben taglalt folyamatok több dimenzióra történ®

kiterjesztésér®l lesz szó. Sajnos nem olyan egyszer¶ a munkánk, hogy le tudjuk annyival

ezt a kérdést, hogy n darab független ARMA folyamatot egymás alá rakjunk, mivel ezen

folyamatok között meg lehet engedni az összefügg®séget. De�niálni fogjuk a többváltozós

AR folyamatot, a V AR folyamatot, majd utána a többdimenziós MA folyamatot. Ezek

segítségével konstruáljuk meg a VARMA folyamatot (amivel a kés®bbiekben foglalkozni fo-

gunk).

Els®nek de�niáljuk a többváltozós autoregresszív folyamatot:

1.2.1. De�níció. Legyen yt ∈ Rn vektor. Legyen A1, . . . , Ap ∈ Rn×n konstans mátrixok,

és legyen εt ∈ Rn fehér zaj vektor. Ekkor:

yt = A1yt−1 + A2yt−2 . . .+ Apyt−p + εt

Ekkor yt-t egy n dimenziós p-ed rend¶ V AR folyamatnak nevezzük.
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VARMA folyamatok VARMA folyamatokról általánosan

Most de�niáljuk a többváltozós mozgóátlag folyamatot:

1.2.2. De�níció. Legyen ut ∈ Rn vektor. Legyenek M1, . . . ,Mq ∈ Rn×n konstans mátri-

xok. Legyen εt ∈ Rn nulla várható érték¶ fehér zaj folyamat Σε kovariancia mátrixszal.

Ekkor

ut = εt +M1εt−1 + . . .+Mqεt−q =

q∑
i=0

Miεt−i,

aholM0 = I. Ekkor azt mondjuk, hogy ut egy n dimenziós q-ad rend¶ mozgóátlag folyamat.

A kés®bbiekben majd szükségünk lesz egy fontosabb tételre, amit most fogok kimondani

és bizonyítani. Történetesen a Wold felbontásnak többdimenziós változatára.

1.2.1. Tétel. Legyen ut többváltozós q-ad rend¶MA folyamat. Ekkor ut-nek létezik V AR(∞)

reprezentációja, ha det(Ik +M1z + . . .Mqz
q) 6= 0 minden z ∈ R és |z| ≤ 1

1.2.1. Megjegyzés. Ha ez a tulajdonság teljesül ut-re, akkor a mozgóátlag folyamatunkat

invertálhatónak hívjuk.

Bizonyítás: Az eltolás operátor használatával próbáljuk meg felírni a mozgóátlag folya-

matunkat:

ut = εt +M1εt−1 + . . .+Mqεt−q = (In +M1L+ . . .MqL
q)εt = M(L)εt

Itt M(L) egy mátrix, aminek az elemei maximum q-ad rend¶ polinomok (más néven

polinom mátrix). Ha M(L) teljesíti az invertálhatóság kritériumát, akkor M(L)−1 -el

balról megszorozhatjuk mindkett® egyenletünket.

M(L)−1ut = εt

Most M(L)−1-et szeretnénk felírni úgy, hogy V AR alakban álljon el® az egyenletünk.

Tehát legyen

M(L)−1 = Π(L) = In −
∞∑
i=1

ΠiL
i

Itt Πi felírható Π1 = M1 induló mátrixértékkel, és a többi tag meg rekurzívan az alábbi

egyenlet alapján (mátrixszorzással ellen®rizhet®):

Πi = Mi −
i−1∑
k=1

Πi−jMj

Ebb®l következik, hogy ut-nek létezik V AR reprezentációja, ha a feltételeink teljesülnek,

és az alábbi alakban áll el®:

εt = Π(L)ut

9



VARMA folyamatok VARMA folyamatokról általánosan

�

A bizonyításunk után szemléltetés gyanánt tekintsünk egy egyszer¶ példát:

1.2.1. Példa. Legyen yt egy n dimenziós MA(1) folyamat. Formálisan:

yt = εt +M1εt−1

ahol M1 egy n× n konstans mátrix, yt = (y1,t, . . . , yn,t)
′, εt egy nulla várható érték¶ fehér

zaj folyamat egy nem szinguláris Σε kovariancia mátrixszal. Innen egyszer¶ átalakítás után

a következ® alak adódik:

εt = yt −M1εt−1

Egyszer¶ behelyettesítéssel könnyen adódik, hogy:

εt = yt −M1(yt−1 −M1(εt−2)) = yt −M1yt−1 −M2
1 εt−2 (1.1)

= yt −M1yt−1 + . . .+ (−M1)
nyt−n + (−M1)

n+1εt−n−1 (1.2)

≈ yt +
∞∑
i=1

(−M1)
iyt−i (1.3)

Innen következik az alábbi V AR(∞) alak:

yt = εt −
∞∑
i=1

(−M1)
iyt−i

Ez egy V AR(∞) stabilis folyamat, ha M i
1

i→∞−−−→ 0. Ez pedig pontosan akkor teljesül, ha

M1 sajátértékei kisebbek, mint 1. Azaz ha

det(In −M1z) 6= 0,∀z ∈ C, |z| ≤ 1

Többváltozós folyamatok esetén természetesen az is igaz, hogy a folyamatunknak a

kovariancia struktúrája nem feltétlenül szimmetrikus. Nézzük meg például a Cov(ut, ut−1)

-et. Az ® kovariancia mátrixuk legyen Σ1. Ekkor Σ1(1, 2) = Cov(ut,1, u(t−1),2). Viszont

Σ1(2, 1) = Cov(ut,2, u(t−1),1). Ennek a kett®nek pedig nem feltétlenül kell megegyeznie.

1.2.2. Megjegyzés. Ez az el®bbi szerencsére nem jelent nekünk nagy problémát, mert

az viszont igaz, hogy Cov(ut, ut+k) = Cov(ut+k, ut)
′-vel, azaz csak egy transzponálás a

különbség a két kovariancia mátrix között.

Ezek után építsük fel a V AR és a többdimenziós MA segítségével a várva várt VARMA

folyamatunkat, aminek az identi�kációjával foglalkozni fogunk!
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VARMA folyamatok VARMA folyamatokról általánosan

1.2.3. De�níció. Legyen egy p-ed rend¶ vektor autoregresszív (V AR) folyamatunk, és

egy q-ad rend¶ mozgóátlag folyamatunk (MA). Ekkor a kett®jük által alkotott folyamatot

VARMA folyamatnak nevezzük. Ez a folyamat a következ®képpen áll el®:

yt = A1yt−1 + A2yt−2 + . . .+ Apyt−p + εt +M1εt−1 +M2εt−2 + . . .+Mqεt−q.

Ahol εt nulla várhatóérték¶ fehér zaj folyamat egy nem szinguláris Σε kovariancia mát-

rixszal.

A folyamatunk felírható az eltolás operátor segítségével is egy általunk könnyebben

használható rövidebb alakban is:

A(L)yt = M(L)εt

Ahol A(L) = In − A1L− A2L
2 − . . . ApLp, és M(L) = In +M1L+M2L

2 + . . .MqL
q.

1.2.4. De�níció. Az yt VARMA(p, q) folyamatunkról azt mondjuk, hogy stabil, ha A(z) =

(A0 + A1z + . . .+ Apz
p) 6= 0, ha |z| ≤ 1

Az yt VARMA stabil folyamatunknak létezik MA reprezentációja, amit az egyenlet A(L)−1

balról való szorzásával érhetünk el. Formálisan

yt = A(t)−1M(L)εt = Φ(L)εt =
∞∑
i=0

Φiεt−i

Ahol a Φ(L) = A(L)−1M(L). Itt Φ(L) megadható rekurzívan az alábbi módon:

A(L)Φ(L) = (In − A1L− A2L
2 − . . .− ApLp)

(
∞∑
i=0

ΦiL
i

)
(1.4)

= In +
∞∑
i=1

(
Φi −

i∑
j=1

AjΦi−j

)
Li (1.5)

= In +M1L+ . . .+MqL
q = M(L) (1.6)

Innen - mivel a polinomok együtthatói megegyeznek, ezért - azonnal adódik az alábbi

rekurzív képlet:

Φ0 = M0 = InMi = Φi −
i∑

j=1

AjΦi−j (1.7)

Φi = Mi +
i∑

j=1

AjΦi−j (1.8)
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VARMA folyamat V AR(1) reprezentációja VARMA folyamatokról általánosan

Ha az MA operátorunk M(L) teljesíti az invertálhatósági feltételt (azaz M(z) 6= 0

minden z ∈ C, |z| ≤ 1), abban az esetben a VARMA folyamatunkat invertálhatónak hívjuk.

Ekkor létezik neki tiszta V AR reprezentációja az alábbi módon:

εt = M(L)−1A(L)yt = yt −
∞∑
i=1

Πiyt−i = Π(L)yt

Kiszámolható a Πi úgy, hogy felírjuk mátrixösszeg alakban A(L)-t is, ésM(L)-t is, és erre

felírjuk az alábbi egyenletünket:

M(L)Π(L) = (In +M1L+M2L
2 + . . .+MqL

q)(In −
∞∑
i=1

ΠiL
i) (1.9)

= In +
∞∑
i=1

(
Mi −

i∑
j=1

Mi−jΠj

)
Li (1.10)

= In − A1L− . . .− ApLp = A(L) (1.11)

Ahol A0 = M0 = In és Mj = 0, ha j > q, Aj = 0, ha j > p. Innen azonnal adódik, hogy

−Ai = Mi −
i−1∑
j=1

Mi−jΠj − Πi

Innen adódik, hogy

Πi = Ai +Mi −
i−1∑
j=1

Mi−jΠj

1.3. VARMA folyamat V AR(1) reprezentációja

Ebben a fejezetben a célunk, hogy a VARMA folyamatunkat átírjuk egyszer¶en egy

V AR(1) folyamattá. Ebben segítségünkre lesz egy Yt és Ut folyamat, és egy A hipermátrix.

Legyen yt egy n dimenziós VARMA(p, q) folyamat. De�niáljuk Yt ∈ Rn(p+q)×1, és Ut ∈
Rn(p+q)×1 vektort. Legyen

Yt = (yt, yt−1, . . . , yt−p+1, εt, εt−1, . . . , εt−q+1)
′

és

Ut = (εt, 0, . . . , 0, εt, 0, . . . , 0)′

Ezek után de�niáljuk A ∈ Rn(p+q)×n(p+q) hipermárixot az alábbi módon:

A :=

(
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)
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VARMA folyamat V AR(1) reprezentációja VARMA folyamatokról általánosan

Ahol A1,1 ∈ Rnp×np, A1,2 ∈ Rnp×nq, A2,1 ∈ Rnq×np, valamint A2,2 ∈ Rnq×nq dimenziós

hipermátrix. Ai,j i, j = 1, 2-re a következ®:

A1,1 =


A1 A2 · · · Ap

In 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · In 0



A1,2 =


M1 M2 · · · Mq

0 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 0


A2,1 = 0

Azaz A2,1 nullmátrix.

A2,2 =


0 0 · · · 0

In 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · In 0


Innen adódik nekünk a folyamatunk n(p+q) dimenziós V AR(1) reprezentációja az alábbi

módon:

Yt = AYt−1 + Ut

1.3.1. Megjegyzés. Egyszer¶ mátrixszorzással ellen®rizhet®, hogy az átalakításunk he-

lyes, és valóban megegyezik a bal és a jobb oldalunk.

1.3.1. Állítás. A fentebbi yt segítségével megkonstruált Yt V AR(1) folyamatunk akkor és

csak akkor stabil, ha az eredeti yt VARMA(p, q) folyamatunk stabil volt.

Bizonyítás: Legyen Yt n(p + q) × 1 dimenziós V AR(1) folyamat. Legyen yt n dimenziós

VARMA(p, q) folyamat. Ekkor ha Yt stabil az azt jelenti, hogy det(In(pq) − Az) 6= 0 ∀z ∈
C, |z| ≤ 1. Ez a determináns átírható A de�níciója szerint az alábbi módon:

det(In(p+q) − Az) = det(Inp − A1,1z) det(Inq − A2,2z) (1.12)

= det(In − A1z − . . .− Apzp) (1.13)
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VARMA autokovarianciája és autokorrelációja VARMA folyamatokról általánosan

Itt 1.13 azért áll fenn, mert ha A1,1 nem szinguláris mátrix, akkor a determináns el® áll

az alábbi alakban:

detA = det(A1,1) det(A2,2 − A2,1A
−1
1,1A1,2)

1.14 azért igaz, mert (Inq −A2,2z) egy alsó háromszög mátrix, tehát a determinánsa pon-

tosan a f®átlóbeli elemek szorzata, azaz 1, és a másik tag det(Inp − A1,1z) pedig azért

egyenl® A(z)-vel, mert ha kiszámoljuk a determinánsát, akkor azonnal egyszer¶en adódik

(sorcserék, és a determináns kifejtési tétel segítségével).

Itt a jobb oldalon pontosan az yt stabilitásának az egyenletét kaptuk. Tehát pontosan

akkor stabil Yt, ha yt stabil. �

1.4. VARMA autokovarianciája és autokorrelációja

Legyen yt n dimenziós, nulla várható érték¶ stabil VARMA(p, q) folyamat az alábbi

együtthatókkal:

yt = A1yt−1 + . . .+ Apyt−p + εt +M1εt−1 + . . .+Mqεt−q

Az autokovariancia mátrixa yt-nek kiszámolható többek között például az MA reprezen-

táció segítségével. Legyen yt MA reprezentációja az alábbi:

yt =
∞∑
i=0

Φiεt−i

Ekkor az autokovariancia mátrixa yt-nek az alábbi módon számolható:

Γy(h) = E(yty
′
t−h) =

∞∑
i=0

Φh+iΣεΦ
′
i

Ennél kényelmesebb módszer kiszámolni a Γy(h)-t úgy, hogy az ytre vonatkozó alapegyen-

letünket beszorozzuk yt−h-val és veszünk egy várható értéket. Ekkor

E(yt, y
′
t−h) = A1E(yt−1y

′
t−h) + . . .+ ApE(yt−py

′
t−h) + E(εtyt−h)

+ M1E(εt−1y
′
t−h) + . . .+MqE(εt−qy

′
t−h)

A folyamatunk felírásából (mind a VARMA, mind az MA-ból) következik, hogy ha s < t,

akkor E(εty
′
s) = 0. Tegyük fel, hogy h > q, ekkor a kovarianciára a következ® formula

igaz:

Γy(h) = A1Γy(h− 1) + A2Γy(h− 2) + . . .+ ApΓy(h− p)
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VARMA autokovarianciája és autokorrelációja VARMA folyamatokról általánosan

Ha p > q és Γy(0), . . . ,Γy(p− 1) adott, akkor az autokovarianciáink egyszer¶en kiszámít-

hatók Γy(h)-ra minden h = p, p+ 1, . . . esetén.

A kezdeti kovarianciák kiszámolásához pedig alkalmazzuk az el®z® fejezetben taglalt

V AR(1) reprezentációját a folyamatunknak. Ekkor Yt kovarianciájára a következ® igaz:

ΓY (0) = Cov(Yt, Yt) = E(Yt, Y
′
t ) = E(AYt−1, (AYt−1)

′) + ΣU = AΓY (0)A′ + ΣU

Rendezzük át az egyenletünket:

ΓY (0)− AΓY (0)A′ = ΣU

Itt alkalmazzuk a vec operátort, azaz vegyük a bal oldal és a jobb oldalnak is a vektori-

záltját!

vec(ΓY (0)− AΓY (0)A′) = vec(ΣU)

1.4.1. Állítás. A vec operátor lineáris.

Bizonyítás: Ellen®rizzük le a linearitás tulajdonságait. Legyen A,B ∈ Rm×n, és λ ∈ R.

vec(A+B) = vec(A) + vec(B) (1.14)

vec(λA) = λvec(A) (1.15)

Az els® azért következik, mert legyen

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...

am,1 am,2 · · · am,n


és

B =


b1,1 b1,2 · · · b1,n

b2,1 b2,2 · · · b2,n
...

...
. . .

...

bm,1 bm,2 · · · bm,n


Ekkor az alábbi igaz:

15



VARMA autokovarianciája és autokorrelációja VARMA folyamatokról általánosan

A+B =


a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 · · · a1,n + b1,n

a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 · · · a2,n + b2,n
...

...
. . .

...

am,1 + bm,1 am,2 + bm,2 · · · am,n + bm,n


Ennek a vektoriálisa megegyezik a következ® oszlopvektorral:

vec(A+B) = (a1,1 + b1,1, a1,2 + b1,2, . . . , a1,n + b1,n, a2,1 + b2,1, . . . , am,n + bm,n)′

Ami pontosan megegyezik vec(A) + vec(b)-vel! A második pont triviálisan adódik, mert

konstanssal való szorzásnál mindegy, hogy el®ször a mátrix elemeit szorozzuk meg, és

utána alkalmazzuk a vec m¶veletet, vagy már alapból a vektorizáltat szorozzuk meg a

λ-val. �

Ekkor az állításunkat felhasználva következik, hogy

vec(ΓY (0))− vec(AΓY (0)A′) = vec(ΣU)

A vec operátor tulajdonságai alapján tudjuk, hogy:

vec(AXB) = (BT ⊗ A)vec(X)

Ahol ⊗ alatt a Kronecker szorzatot értjük. Ezt a tulajdonságot felhasználva az egyen-

letünk a következ®képpen alakul:

Ivec(ΓY (0))− (A⊗ A)vec(ΓY (0)) = vec(ΣU)

Innen kiemelve a vec(ΓY (0))-t és (I−(A⊗A))-al leosztva (inverzzel szorozva) a következ®

egyenletet kapjuk a keresett vec(ΓY (0))-ra:

vec(ΓY (0)) = (I − A⊗ A)−1vec(ΣU)

Itt yt stabilitásából következik Yt stabilitása, amib®l következik, hogy létezik az inverze a

mátrixunknak. Így tehát az invertálhatóság kérdésével szerencsére nem szükséges foglal-

koznunk. A vektoriálisból, ha visszaalakítjuk a mátrixunkat (azaz a mátrixunk els® sora

a vektor els® n eleme lesz, második sora a második n eleme lesz etc...), akkor kapunk egy

könnyen számolható képletet ΓY (0)-ra.

ΓY (0)-nk ekkor adott lesz, aminek kiszámolásával egyszer¶en megadhatjuk

Γy(0), . . . ,Γy(p− 1)-et, mivel
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ΓY (0) =

(
Γ1,1(0) Γ1,2(0)

Γ2,1(0) Γ2,2(0)

)
Ahol a kovariancia blokkok a következ®ek lesznek kis számolás után:

Γ1,1(0) =


Γy(0) Γy(1) · · · Γy(p− 1)

Γy(−1) Γy(0) · · · Γy(p− 2)
...

...
. . .

...

Γy(−p+ 1) Γy(−p+ 2) . . . Γy(0)



Γ1,2(0) =


E(ytε

′
t) E(ytε

′
t−1) · · · E(ytε

′
t−q+1)

0 E(yt−1ε
′
t−1) · · · E(yt−1ε

′
t−q+1)

...
...

. . .
...

0 0 . . . E(yt−p+1ε
′
t−q+1)



Γ2,2(0) =


ΣU 0 · · · 0

0 ΣU · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ΣU


Innen az els® blokk elemei megadják nekünk a keresett kovarianciáinkat. Ehhez szükséges

volt nekünk, hogy p > q legyen. Itt ha a feltételünk nem teljesül, akkor az autoregresszív

részt kiegészíthetjük úgy, hogy hozzáadunk nulla koordinátákat addig, hogy a p > q

feltételünk teljesülhessen. Így ki tudjuk számítani a módszerünk szerint tetsz®leges VARMA

folyamatra a kívánt autokovarianciát!

A folyamatunk autokorrelációja úgy számolható, hogy

Ry(h) = diag(Γy(0)−
1
2 )Γy(h)diag(Γy(0)−

1
2 )

Itt diag(Γy(0)−
1
2 )-el kell leosztanunk, ami a Γy(0) f®átlójának az inverzének a gyöke.

1.5. VARMA lineáris transzformációi

Ebben a fejezetben megismerkedhetünk a VARMA folyamatainknak a lineáris transz-

formációival, a transzformációk hatására létrejött folyamatok fontosabb tulajdonságaival,

mint például rendjével és dimenziójával.

Els®nek nézzük meg mozgóátlag folyamatokra!
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VARMA lineáris transzformációi VARMA folyamatokról általánosan

1.5.1. Állítás. Legyen yt egy n dimenziós q-ad rend¶ mozgóátlag folyamat nem szingulá-

ris Σε kovarianciamátrixszal. Ekkor ennek az yt folyamatnak egy lineáris transzformációja

egy véges rend¶ mozgóátlag folyamatot ad és nem növeli a lineáris transzformáció a fo-

lyamatunk rangját.

Bizonyítás: Legyen yt a fentebbi feltételeknek megfelel® folyamat. Így legyen

yt = M(L)εt = εt +M1εt−1 + . . .+Mqεt−q

Továbbá legyen F egy M × n-es M rangú transzformáció mátrix. Ekkor de�niáljuk zt

folyamatunkat úgy, hogy zt = Fyt legyen. Ekkor zt egy M dimenziós mozgóátlag lesz az

alábbi együtthatókkal:

N1 = FM1

N2 = FM2

... (1.16)

Nq = FMq

Ezek az Ni együtthatók segítségével felírható zt invertálható MA(q̂) alakban:

zt = Fεt +N1εt−1 + . . .+Nqεt−q

Innen következik, hogy q̂ ≤ q, mivel q̂ rangja maximum annyi lehet, a zt reprezentációja

szerint, mint yt rangja. �

1.5.1. Megjegyzés. Erre a zt folyamatra a kovariancia függvény egyszer¶en kiszámol-

ható az yt kovariancia függvényének segítségével az alábbi módon:

Γz(h) = E((Fyt)(Fyt−h)
′) = FΓy(h)F ′ = (1.17)

=


q−h∑
i=0

FMi+hΣεM
′
iF
′ ha h = 0, 1, . . . , q

0 ha h > q

(1.18)

A következ®kben nézzük meg, hogy a VARMA folyamatokra alkalmazott lineáris transz-

formációk milyen folyamatok is lesznek.
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VARMA lineáris transzformációi VARMA folyamatokról általánosan

1.5.2. Állítás. Legyen yt egy n dimenziós, stabil, invertálható VARMA(p, q) folyamat. Le-

gyen F egy (M × n)-es M rangú mátrix. Ekkor zt = Fyt folyamatnak van VARMA(p̂, q̂)

reprezentációja úgy, hogy p̂ ≤ np és q̂ < (n− 1)p+ q.

Bizonyítás: Írjuk fel a folyamatunkat eltolás operátoros alakban:

A(L)yt = M(L)εt

Osszunk le adj(A)-val mindkét oldalt. Ez megtehet®, mert yt stabil.

|A|yt = adj(A(L))M(L)εt

Következ® lépésben szorozzuk be mind a két oldalt az F transzformációnkkal.

|A|zt = Fadj(A(L))M(L)εt

Innen látszik, hogy adj(A)A(L) foka maximum p(n−1) lehet (adjungálás + mátrixszorzás

miatt), és mivel lineáris transzformáltja egy MA(q) folyamatnak MA(q̂) folyamat, ezért

q̂ ≤ p(n− 1) + q.

Az AR operátor |A(L)| fokszáma maximum np lehet, mivel A(L) foka maximum p és

a determináns a f®átlóbeli elemek szorzata. Így mivel n sorunk van, ezért np fokú lehet

maximum az új AR operátorunk. �
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VARMA identi�kációja

2. fejezet

VARMA identi�kációja

2.1. Final forma

Tegyük fel, hogy yt stacionárius és nulla várható érték¶. Tegyük fel továbbá, hogy van

stabil, invertálható VARMA(p, q) reprezentációja. Tekintsük a folyamatunkat a következ®

eltolásoperátoros alakban:

A(L)yt = M(L)εt (2.1)

Ahol A(L) =

p∑
i=0

AiL
i, és M(L) =

∑q
i=0MiL

i. Emellett tegyük fel, hogy [A(z) : M(z)]

balról relatív prímek, és a fehér zaj kovariancia mátrix Σε nem szinguláris.

2.1.1. De�níció. Ekkor azt mondjuk, hogy 2.1-ról, hogy Final formában van, ha A(L) =

α(L), ahol α(L) =

p∑
i=0

αiL
i egy p-ed fokú polinom úgy, hogy α0 = 1 és αp 6= 0.

Ha egy kezdeti A(L)yt = M(L)εt VARMA(p, q) folyamatból indulunk ki, akkor az egyik

legkézenfekv®bb módszer a Final formára hozásban az, hogy szorozzuk meg mind a két

oldalt az A(z) adjungáltjával. Ez megtehet®, mivel a folyamatunk invertálható volt. Köz-

tudott, hogy (adjA(z))A(z) = detA(z), ezért ha az adjungálttal szorzunk balról, akkor

bal oldalon pont egy Final formának megfelel® α(L) polinomot kapunk. Formálisan:

detA(z)yt = (adjA(L))M(L)εt

Nézzünk erre egy példát:
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2.1.1. Példa. Legyen yt egy egyszer¶ 2 dimenziós VARMA(2, 0) folyamat az alábbi operá-

torokkal:

• A(z) =

(
1 −α
0 1

)

• M(z) = I2

Ekkor a folyamatunk reprezentációja úgy néz ki, hogy:(
1 α

0 1

)
yt = I2εt

Könnyen kiszámolható, hogy det(A(z)) = det(

(
1 α

0 1

)
) = 1 és adjA(z) =

(
1 0

αL 1

)
Ezeket behelyettesítve megkapjuk a folyamatunk Final forma el®állítását:

yt =

(
1 0

αL 1

)
εt

Nézzük meg egy második 3 dimenziós példát a Final formára alakításról:

2.1.2. Példa. Legyen

A(L) =


1− θ1L −θ2L 0

0 1− θ3L− θ4L2 −θ5L
0 0 1


és

M(L) =


1− η1L 0 0

0 1− η2 0

0 0 1− η3L


Az AR operátorunk determinánsa : (1− θ1L)(1− θ3L− θ4L2) lesz, míg az adjungáltja a

következ®:

adj(A(L)) =


1− θ3L− θ4L2 θ2L θ2θ5L

2

0 1− θ1L θ5L− θ1θ5L2

0 0 (1− θ1L)(1− θ3L− θ4L2)


Így tehát a folyamatunk Final formában a következ® lesz:
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(1− θ1L)(1− θ3L− θ4L2)yt =


1− θ3L− θ4L2 θ2L θ2θ5L

2

0 1− θ1L θ5L− θ1θ5L2

0 0 (1− θ1L)(1− θ3L− θ4L2)

×


1− η1L 0 0

0 1− η2 0

0 0 1− η3L

 εt

2.2. Echelon forma

Ebben a részben az echelon (létra) formával fogunk megismerkedni közelebbr®l. Ez

egy olyan alakja a VARMA folyamatoknak, amit az identi�kációs algoritmusunkhoz hasz-

nálni szeretnénk a továbbiakban. Mivel az yt sztochasztikus viselkedése nagyban függ

[A(z) : M(z)] operátor párunktól εt zajon keresztül, ezért tegyük fel, hogy az εt-nk az

alábbi feltételeknek eleget tesz:

1′. Feltevés. Legyen εt = (ε1,t, . . . , εv,t)
′ stacionárius, ergodikus, martingál di�erencia

sorozat. Legyen Ft az εs-ek által generált σ-algebra, azaz Ft = σ{εs : s ≤ t}. Ekkor
E(εt|Ft−1) = 0. Emellett E(εtε

′
t|Ft−1) = Σ > 0, és E(εkj,t) <∞ j = 1, . . . , v és k ≥ 2-re.

Legyen a v dimenziós invertálható VARMA folyamatunk:

A(L)yt = M(L)εt

.

Legyen az [A(z) : M(z)] bal oldali relatív prím polinommátrix, legyen a rendje p =

max
1≤i≤v

pi, ahol ni = δi, azaz [A(z) : M(z)] i-edik sorának a foka. Ezeket az ni, i = 1, . . . v

egész számokat hívjuk Kronecker indexeknek. Ezek a Kronecker indexek meghatározzák

a zaj struktúráját a folyamatunknak. Echelon formából két ekvivalens fajta létezik, a

klasszikus echelon forma, és az inverz echelon forma. A kett® közötti különbség az, hogy

az egyik az autoregresszív operátorunkra szabja meg a feltételeinket, míg a második a

mozgóátlag operátorunkra. De�niáljuk els®nek az echelon formát:

2.2.1. De�níció. Legyen yt egy n dimenziós VARMA folyamat. Legyen p = max
1≤i≤v

pi és

ni = δi, azaz az i-edik sor foka. Ekkor [A(z) : M(z)] echelon formában van, ha az alábbiak

teljesülnek:
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1. M0 = A0, azaz a polinom mátrixunk konstans együtthatói megegyeznek.

2.

arr(z) = 1 + arr,1z + arr,2z
2 + . . .+ arr,nrz

nr = 1 +
nr∑
i=1

arr,niz
i (2.2)

arc(z) = arc,nr−nrc+1z
nr−nrc+1 + . . .+ arc,nrz

nr =
nr∑

i=nr−nrc+1

arc,niz
i (2.3)

3. mrc = mrc,0 +mrc,1z +mrc,2z
2 + . . .+mrc,nrz

nr =
nr∑
i=1

mrc,iz
i

Most de�niáljuk az általunk használni kívánt inverz echelon formát:

2.2.2. De�níció. Legyen yt egy n dimenziós VARMA folyamat. Legyen p = max
1≤i≤v

pi és

ni = δi, azaz az i-edik sor foka. Ekkor [A(z) : M(z)] echelon formában van, ha az alábbiak

teljesülnek:

1. M0 = A0

2.

mrr(z) = 1 +mrr,1z +mrr,2z
2 + . . .+mrr,nrz

nr = 1 +
nr∑
i=1

mrr,niz
ni (2.4)

mrc(z) = mrc,nr−nrc+1z + . . .+mrc,nrz
nr =

nr∑
i=nr−nrc+1

mrc,niz
ni (2.5)

3. arc = arc,0 + arc,1z + arc,2z
2 + . . .+ arc,nrz

nr =
nr∑
i=1

arc,iz
i

Ahol nrc az alábbi módon számolható egyszer¶en:

nrc =

{
min(nr + 1, nc) ha r ≥ c

min(mr, nc) ha r < c

2.2.1. Megjegyzés. Tekintsük a két indexes Kronecker indexeket. Ezek de�níciójából

adódik, hogy a f®átló fölött min(mr, nc) szerepel. Ebb®l látszik, hogy az echelon formá-

ban lev® MA mátrixunk konstans mátrixa csak alsó háromszög mátrix lehet.
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2.2.2. Megjegyzés. Az el®bbi három pontból több egyszer¶ következtetés vonható le:

• Könnyen látható, hogy az els® feltétel azt határozza meg nekünk, hogy M(z) és A(z)

konstans mátrixai megegyezzenek. Természetesen ezek nem feltétlenül csak az iden-

titás mátrixok lehetnek, mivel ha tekintjük a második feltételt is, akkor láthatjuk,

hogy ha nr + 1 = nrc-vel, akkor azokban az esetekben is keletkezhet konstans tagunk.

• A második sor meghatározza az M(z) mátrixunk elemeinek minimális és maximális

fokszámait.

• A harmadik feltétel pedig az A(z) mátrixra vonatkozó enyhébb feltétel. Itt csak a

maximális fokszámot korlátozzuk le a sor Kronecker indexére.

Az inverz echelon forma megkonstruálható az alábbi Ψ leképezés segítségével, amit az

alábbi módon de�niálunk:

M(z)Ψ(z) = A(z)

Itt Ψ(z) =
∞∑
i=0

Ψiz
i. Ψi könnyen számolható az V AR reprezentációra vonatkozó rekurzió

alapján:

i∑
j=0

MjΨi−j = Ai , i = 0, 1 . . . , p (2.6)

p∑
j=0

MjΨi−j = 0 , i = p+ 1, p+ 2, . . . (2.7)

2.2.3. Megjegyzés. Egyértelm¶, hogy Ψ0 = I, mivel A0 = M0. Emellett tudjuk, hogy

‖Ψi‖ < ∞, ahol ‖Ψi‖2 = trΨjΨ
′
j az euklideszi norma. Ez a második meglátás abból

következik egyszer¶en, hogy mivel a folyamatunk invertálható, ezért detM(z) 6= 0, ha

|z| ≤ 1, amib®l következik, hogy ‖Ψi‖ → 0 exponenciális gyorsasággal, ahogy i → ∞.

Emellett még az is igaz, hogy a következ® hatványsor konvergens ∀|z| ≤ 1-re:

Ψ(z) = lim
N→∞

N∑
i=0

Ψiz
i

A VARMA folyamatunk invertálása után a folyamatunk átírható εt =
t−1∑
j=0

Ψjyt−j fo-

lyamattá. Nevezzük ARMAE(ν)-nek az inverz echelon formában lev® VARMA folyamatok
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osztályát, ahol ν = {n1, n2, . . . , nv}. Ekkor az ARMAE(ν) meghatározza a VARMA model-

lünk kanonikus struktúráját a McMillan index segítségével, ami a következ®:

m =
v∑
i=1

ni

2′. Feltevés. Tegyük fel, hogy [A(z) : M(z)] bal oldali relatív prímek, és [A(z) : M(z)] ∈
ARMAE(ν). Emellett tegyük még fel, hogy

• detA(z) nem azonosan nulla mátrix

• detM(z) nem azonosan nulla mátrix

• detA(z) 6= 0, ha |z| < 1 - kvázi stabilitás

• detM(z) 6= 0, ha |z| ≤ 1 - azaz az invertálást.

Itt jegyezzük meg, hogy a Feltevés 2′ megengedi A(z)-nek, hogy az egységkörön legyenek

gyökei neki. Stacionárius esethez mondjuk ki a Feltevés 2′-nek az er®sebb változatát, mely

szerint:

3′. Feltevés. Tegyük fel, hogy Feltevés 2′ teljesül, és e mellé teljesül az is, hogy detA(z) 6=
0, ha |z| ≤ 1, azaz a folyamatunk stabil.

2.3. Kronecker index

Ebben a fejezetben az yt VARMA(p, q) folyamat Kronecker indexeinek a meghatározása

lesz a célunk. Legyen yt a szokásos v dimenziós VARMA(p, q) folyamatunk:

A(L)yt = M(L)εt

Legyen továbbá εt egy v dimenziós zajfolyamat úgy, hogy E(εt) = 0, Cov(εt, εs) = 0,

ha s 6= t, továbbá legyen εt kovariancia mátrixa Σ pozitív szemide�nit mátrix. Legyen

továbbá A(z) = I − A1z − A2z
2 − . . . − Apzp legfeljebb p-ed fokú polinom feletti mátrix

és M(z) = 1−M1z −M2z
2 − . . .Mqz

q legfeljebb q-ad fokú polinom feletti mátrix.

Legyen a Γl az a v × v dimenziós mátrix, ami yt-nek az l. autokovariancia mátrixa, azaz

Γl = Cov(yt, yt−l). Itt elemenként Γl,ij = Cov(yt,i, yt−l,j).

Vegyük A(L)yt folyamatunkra a kovarianciát yt−l-el. Ekkor, ha l > q, akkor a következ®

kovariancia egyenlet érvényes:

Γl − A1Γl−1 − . . .− ApΓp = 0 (2.8)
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Ez az egyenletünk amiatt teljesül, hogy ha tekintjük a jobb oldalt, azaz M(L)εt, akkor

E(M(L)εtyt−l) lesz. Mivel M(L) foka csupán q, és E(εt, εs) = 0, ha t 6= s, ezért a jobb

oldalunk azonosan nulla lesz minden l > q-ra.

2.3.1. Megjegyzés. Természetesen itt megjegyezném, hogy ha l < q lenne, akkor a jobb

oldalunk nem azonosan nulla lenne, hanem egy mátrix, ami Σ-tól és M(L)-t®l függene.

2.3.2. Megjegyzés. a 2.8 szerint kiszámolhatóak a kovarianciáink úgy, hogy l = q +

1, . . . , 2q + 1 egyenletet felírunk.

Vegyük az autokovarianciák alapján a következ® Hl Hankel blokkmátrixot.

Hl =


Γ1 Γ2 · · · Γl

Γ2 Γ3 · · · Γl+1

. . . . . .
. . . . . .

Γl Γl+1 · · · Γ2l−1


Legyen H = H∞ végtelen dimenziós hipermátrix. Nyilvánvaló, hogy ez a H mátrix felír-

ható úgy is, hogy konstruálunk yt vektorok segítségével egy múlt és egy jöv® vektort, és

azok kovarianciáját vesszük. Legyen P (Past) a múlt vektor, és F (Future) a jöv® vektor.

Formálisan:

Pt−1 = (y′t−1, y
′
t−2, y

′
t−3, . . .)

és

Ft = (y′t, y
′
t+1, y

′
t+2, . . .)

Ekkor H = H∞ = Cov(Ft, Pt−1) teljesül. Egyszer¶ kovariancia számítással ellen®rizhet®.

Legyen a H mátrixunk (i − 1)v + j-edik sora hi,j, azaz legyen a hipermátrixunk i-edik

mátrixának j-edik sora. Ennek segítségével szeretnénk a Kronecker indexeinket meghatá-

rozni.

A H kovariancia mátrixunk a következ® fontos tulajdonságokkal bír:

i ha a hi,j sor az ®t megel®z® hi1,j1 , . . . , his,js sorok lineáris kombinációja, akkor hi+1,j a

hi1+1,j, . . . , his+1,j sorok lineáris kombinációja, ugyanis a Hankel mátrixunk minden

kés®bbi hipersora a korábbiak csonkolásával azonos.

ii ha rang(H) véges, akkor a folyamatunknak létezik VARMA reprezentációja.

iii ha rang(H) = m < ∞, akkor már a rang(Hm) értéke is egyenl® m-el, és ezt a

rangot nevezzük az yt folyamatunk (Hankel mátrixunk) Mcmillan indexének (fok-

számának).
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Ezek szerint a véges rangú Hm hipermátrixbeli mátrixok minden sorindexére, azaz

minden j = 1, . . . , v van egy olyan dj index, amelyre ha d ≤ dj, akkor hd,j sor még

független az el®z® hi,j-t®l, ahol i < d. Azonban ha d > dj, akkor hd,j sor már a korábbi hi,j

i < d soraink valamilyen lineáris kombinációja. Ezeket a dj indexeket nevezzük a sorok

Kronecker indexének. A Kronecker indexek vektora (d1, . . . , dv). A Kronecker indexek

vektora er®sen függhet a koordináták sorrendjét®l, és a koordinátáink Kronecker indexe

is függhet attól, hogy az adott folyamat koordinátáit hányadik folyamatkoordinátaként

soroltuk fel. Általában nem igaz, hogy a többdimenziós folyamatok egyes koordinátáinak

a Kronecker indexe független volna attól, hogy a koordináta hányadik. A következ® állítás

egy fontos és természetes tulajdonságára hívja fel a �gyelmet a Kronecker indexeknek,

mégpedig arra, hogy az yt vektorunk koordinátáinak sorrendjének bizonyos módon történ®

megváltoztatása nem befolyásolja a Kronecker indexek halmazát.

2.3.1. Állítás. A Kronecker indexek halmaza független a koordináták sorrendjét®l

Bizonyítás: Elég belátnunk, hogy két egymás utáni koordináta felcserélését®l nem függ

a Kronecker indexek halmaza, mert az elemi algebrából ismert tétel szerint egymás utáni

elemek cseréjével el®állíthatjuk az elemek tetsz®leges permutációját.

Két szomszédos koordináta felcserélése mindig az alábbi hét eset valamelyikének felel meg.

A Hankel mátrixunk sorai elé írjunk egy 0-t vagy egy x-et úgy, hogy 0-t akkor, ha az adott

sor függ az el®tte lev® soroktól, és x-et, ha az adott sor független az el®tte lev® soroktól.

Ezt a címkézést az alábbi példa szemlélteti:

H =



x Γ1,11 Γ1,12 . . . Γ1,1k . . .

x Γ1,21 Γ1,22 . . . Γ1,2k . . .

x Γ1,31 Γ1,32 . . . Γ1,3k . . .

0 Γ1,41 Γ1,42 . . . Γ1,4k . . .

. . . . . . . . .
. . . . . .


Ha tekintjük a hi,j i = 1, . . . elemeket, akkor azt tapasztaljuk, hogy el®bb benne csak x-ek

vannak, majd pedig egy indext®l kezdve csak nullák lesznek benne. Ez a Hankel mátrix

struktúrája miatt van, azaz a kovarianciák miatt, mivel a kovarianciák kiszámolására ele-

gend® lépés után után felírhatunk egy rekurzív képletet, ami pont egy lineáris kombinációt

biztosít a következ® sorra. Tehát ha egy hi,j sor 0 lett, akkor az utána lev® hk,j sorok is

összefügg®ek lesznek k = i+ 1, . . .-ra. Emellett tudjuk, hogy az i. sor Kronecker indexe az

pontosan megegyezik azzal, hogy #( x van hk,i el®tt , k ∈ Z+), azaz pontosan megegyezik
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az x-ek számával a hk,i sorok el®tt, ahol k ∈ Z+.

Legyen u és v két egymás utáni folyamat koordináta. Legyen u a k-adik, míg v a k + 1-

edik. A Hankel mátrixunk i. hipersorában az (u,v)' párnak megfelel® két sorvektorunkat

jelölje nekünk ui és vi. A továbbiakban azt vizsgáljuk meg, hogy a Hankel mátrixunk

sorai elé írt 0 vagy x oszlopvektor elemei hogyan változnak az u és a v felcserélésekor.

Mivel a cserélt sorok szomszédosak, ezért elég nekünk az (u, v) párnak megfelel® sorok

el®tti jeleket vizsgálnunk, hiszen a többi sor jele nyilván nem változik szomszédos sorok

felcserélésének esetén. Legyen (ui, vi) az eredeti pár, és (u′i, v
′
i) az új pár.

i
x

x
sor felcserélése után is

x

x
marad.

Ez azért igaz, mert vi független volt az el®zményét®l, és a cserével a vi el®zménye

sz¶kül, tehát az új u′i koordinátánk mindenképpen x marad. Ha az ui egy sorral

lejjebb kerülve függ®vé válna az el®zményét®l, akkor ez azt jelentené, hogy vi miatt

lett összefügg®. De ez az eset nem lehetséges, hiszen ekkor ez el®állítást adna ui-ra vi

segítségével, ami el®állítást biztosítana vi-re is. És mivel feltettük, hogy vi független

az el®tte lev® soroktól (azaz x), ezért ez ellentmondás.

ii
0

0
a cserénk után is

0

0
marad.

Mivel ui el®zménye b®vül, ezért az v′i az 0 lesz. Mivel vi el®zménye csökken, de ui

már az el®tte lev®k el®zményét®l már függött (lineáris kombinációjuk volt), ezért v′i
is nulla lesz.

iii
0

x
a csere után

x

0
lesz.

Az ui el®zménye b®vül és az 0 is volt, ezért v′i f®leg 0 lesz. vi el®zménye viszont

csökken ezzel a cserével, ezért u′i az x lesz.

iv
x

0
mellé feltesszük azt is, hogy (ui−1, vi−1)

x

x
volt, és vi felírható ui felhasználása

nélkül is, akkor a csere után
0

x
lesz.

A feltétel szerint ui nem csak a korábbiaktól függ, hanem ui nélküli korábbiaktól is,

azaz létezik egy lineáris kombináció az ut nélküliekkel felírva. Emiatt v′i nulla lesz.

Az ui el®tti vektorok halmaza viszont csak ezzel a vi vektorral b®vült. S mivel ez a

vi vektor felírható az ui nélküli el®zmények segítségével, és ui független az ui el®tti

soroktól, ezért az új v′i-nk x lesz.

v
x

0
a csere után is

x

0
marad, ha az el®z® (ui−1, vi−1) párra már nem

x

x
volt.

A u′i mellé 0 kerül, hiszen az ui−1 már függött az el®z® soroktól, így ui is függni fog
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az el®z®ekt®l. Az v′i mellé viszont x kerül, mert a terünk csak ezzel a vi-vel b®vült,

ami már az el®z® soroknak lineáris kombinációja volt, és attól ui független volt.

vi
x

0
a csere után is

x

0
marad, ha az összes el®z®

x

x
volt, és a cserélt vi nem írható fel

az ui felhasználása nélkül.

v′i mellé 0 kerül, mert vi segítségével egy új felírását tudjuk ui-nek megkonstruálni

u′i mellé viszont x kerül, mert a feltevésünk szerint vi nem írható fel ui felhasználása

nélkül, így mindenképp független lesz az el®tte lev® soroktól.

vii
x

0
a csere után is

0

x
marad, ha az el®z® (ui−1, vi−1) párra már nem

x

x
volt.

u′t mellé nulla kerül, mert u′t-nek megfelel® sorokról feltettük, hogy már nullára

váltottak, és ha egyszer nullára váltanak, akkor nullák is maradnak. Ha v′i az ui

el®zményeib®l is felírható lenne, akkor nem váltana x-r®l 0-ra ui, mert cserével nem

b®vülne az ui el®ttiek által generált tér. Tehát vi mellé x-nek kell kerülnie.

A fentebbi esetek mindegyikében változatlan marad a két felcserélt koordináta Kronecker

indexeinek a halmaza. S®t, az utolsó és utolsó el®tti esetet kivéve a koordináta viszi is

magával a Kronecker indexét. �

2.3.1. Következmény. Ha monoton csökken® sorrendbe szeretnénk rendezni a Kronec-

ker indexeket, akkor az egyértelm¶ úgy, hogy csak kisebb Kronecker indexeket cserélünk

fel nagyobb Kronecker index¶re.

2.3.3. Megjegyzés. Ha növekv® sorrendbe szeretnénk rendezni ®ket, akkor minden eset-

ben meg kellene vizsgálnunk az el®z® sorokkal kapcsolatos függ®séget, emiatt az a módszer

körülményes lenne nekünk, amellett, hogy ha az utolsó két eset egyike állna fenn, akkor

lehetséges lenne olyan, hogy két koordinátát felcserélünk, de a hozzájuk tartozó Kronecker

indexek nem cserél®dnek fel. Emiatt a monoton csökken® sorrendet fogjuk felhasználni a

továbbiakban.

2.3.1. De�níció. Legyen (p1, . . . , pv) a Kronecker indexek vektora. Legyen további r egy

permutáció. Ekkor (pr(1), . . . , pr(v)) vektort Kronecker invariánsnak nevezzük, ha

pr(j) ≥ pr(i), akkor j < i. Tehát a monoton csökken® sorrendbe rendezett Kronecker inde-

xeket Kronecker invariánsoknak nevezzük.

2.3.1. Tétel. Minden VARMA folyamatnak a saját Kronecker fokszámainak megfelel® eche-

lon formába írható.
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Bizonyítás: Ha yt egy v dimenziós VARMA(p, q) folyamat, akkor a kovarianciára az alábbi

egyenl®ség teljesül:

φ0Γl −
p∑
i=1

φiΓl−i =

q∑
i=l

θiΣΨi−l (2.9)

Ahol Σ a korrelálatlan ε folyamat koordinátái közötti kovariancia mátrix, Ψ(z) a mozgóát-

lag reprezentáció operátora, továbbá φ0 = θ0 egy azonosan egy diagonálisú alsóháromszög

mátrix.

Ez a fentebbi képlet úgy adódik, hogy az alapképletünket, azaz

φ0yt −
p∑
i=1

φiyt−i =

q∑
i=0

θiεt−i (2.10)

megszorozzuk yt−l-el, ahol yt−l =
∞∑
i=0

Ψiεt−l−i. Ekkor, ha mindkét oldalnak vesszük a

várható értékét, akkor a fenti képlet adódik. A fenti képletbe, ha l > max(p, q) = s, és

úgy vesszük, hogy φj = 0 minden j > p-re, akkor az egyenl®ség így alakul:

φ0Γt −
p∑
i=1

φiΓt−i = 0 (2.11)

Tehát a Henkel mátrixnak a vs utáni sorai már mind a korábbi sorok lineáris kombinációi

lesznek. Tehát a McMillan fokszám m ≤ vs, vagyis a VARMA folyamatunk fokszáma véges.

Ha a j. sor Kronecker indexét kj jelöli, akkor a Kronecket index de�níciója szerint van

olyan φ0,j, . . . , φkj ,j sorvektor, amire teljesül a

φ0,jΓl −
kj∑
i=1

φi,jΓl−i = 0 (2.12)

Mivel a Kronecker indexek utáni hipersorok a Henkel mátrixunkban összefügg®ek, ezért

létezik egy olyan lineáris kombináció, amivel ez teljesül. S®t, mivel kj az els® hipersor,

amiben a j. sor függ a korábbi soroktól, ezért i > kj-re φi,j lehet nulla, emellett φ0,j vektor

vehet® úgy is, hogy annak az i. pozíciójában 1 áll, a nagyobb index¶ pozícióiban nulla.

De i ≤ kj esetén is struktúrálisan nulla lehet a φi,j vektor az l. pozícióban álló eleme is,

ha i+kl ≤ kj. Ugyanis kl < kj, esetén H Hankel mátrix v(kl+i)+l sorai i = 0, . . . , kj−kl-
re lineárisan függnek a H mátrixunk el®z® soraitól. Tehát az új polinommátrixunk φ̂(z)

de�niálható úgy, hogy a benne található φj,l()z polinom max(kj, Kl) fokú, de a polinom

els® min(kj + 1, kl) együtthatója nem nulla. Emellé, ha vesszük az el®z® észrevételt, hogy
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a konstans mátrixunk f®átló utáni elemei nullák, adódik, hogy:

kj,l =

{
min(kj, kl) ha j ≤ l

min(kj + 1, kl) ha j ≤ l
(2.13)

esetén i = kj−kj,l+1, . . . , kj fokú tagjai lehetnek nem nullák a φj,l(z) polinomnak. Tehát

echelon formának megfelel® leírás minden VARMA folyamat esetén lehetséges.

�

2.4. Identi�kációs algoritmus stacionárius esetben

Ebben a fejezetben D.S. Poskitt [7] cikke alapján egy olyan algoritmust fogok ismer-

tetni, amely meghatározza a meg�gyelt folyamat koordinátáinak Kronecker indexét, és a

koordináták azon permutációját, amelyek mellett a Kronecker indexek monoton csökken®

sorrendbe rendez®dnek.

Az algoritmusunk lényege vázlatosan a következ®:

Els®nek vezessük be a Poskitt[4] féle információs kritériumot, ami a következ®:

ICT (n) = T log σ(n) + pT (dj(n))

Itt σ(n) a maximul likelihood, pt egy Penalty Term, azaz büntetés függvény. Poskitt[7]

szerint ahol ez a függvény felveszi a lokális minimumát, az az n lesz a Kronecker indexünk.

Célunk ennek az ICT (n) függvénynek a kiszámolása lesz lépésenként, majd az összehason-

lítása az el®z® ICT (n−1)-el. Amíg jobb modellt kapunk az n növelésével, addig számoljuk

ezt, majd amikor már a b®vebb modell nem lesz jobb, mint a sz¶kebb, akkor leállítjuk a

b®vítést, és elfogadjuk a talált értéket a Kronecker indexünknek.

Ennek az ICT (n)-nek a kiszámolásához szükségünk van lépésenként egy ARMAX modell

illesztésére, mivel az ML becslésünk számolása lényegében eszerint történik. Ennek az

ARMAX felírásnak bemutatását, létezését és fontosabb tulajdonságait a következ® alfe-

jezetben fogom taglalni.

Az algoritmusunk kezdetekor vegyünk minden koordinátánknak a nullad fokú ARMAX

modelljét. Ez megegyezik lényegében az adott koordinátának az összes többire vett reg-

ressziójával.
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2.4.1. Megjegyzés. Ekkor még nem tudhatjuk, hogy a koordinátánk Kronecker invari-

ánsa 0 vagy sem. Ezt csak akkor tudjuk megállapítani, ha illesztünk egy els®rend¶ ARMAX

modellt, és az lényegesen rosszabbnak bizonyul, mint a nullad rend¶. (Azaz az információs

kritériumunk n®ni kezdett.)

Következ® lépésben minden sorra illesztünk egy 1. rend¶ ARMAX modellt úgy, mintha

az az utolsó koordináta volna. Ezt megtehetjük, hiszen az invariáns permutációban 1

Kronecker index¶ koordináták után csak a nulla Kronecker index¶ek lehetnek, és persze

nincs még olyan koordinátánk, amire rábizonyítottuk volna, hogy a Kronecker invariánsa

0. Ha találunk olyan koordinátát, aminek az 1-ed fokú ARMAX modellje rosszabb, mint

a 0-ad rend¶, akkor a Kronecker invariánsa nulla, és ezt (vagy ezeket) a koordinátákat

bemértnek tekintjük és a csökken® sorrendben lev® Kronecker index sorozat (Kronecker

invariáns vektor) végére tesszük.

Következ® lépésben 2-od fokú ARMAX modelleket illesztünk, de úgy, hogy a többi ko-

ordináta jelenidej¶ értékei közül csak azokat vesszük �gyelembe, amiknek a Kronecker

invariánsát még nem határoztuk meg, vagyis nem nulla. Ebben a lépésben azokat a koor-

dinátákat fogjuk megtalálni, amiknek a Kronecker invariánsa 1.

Ezt az algoritmust addig folytatjuk, amíg az összes koordináta esetén megtaláljuk a fok-

szám szerinti szukcesszív legjobb modellt.

2.4.2. Megjegyzés. Természetesen az algoritmusunk elején megadunk egy alkalmas h

értéket, amit a ciklusunk végértékének tekintünk. Azaz más szóval, ha n eléri az el®re meg-

adott h értéket, azaz n = h lesz, akkor a beméretlen koordináták Kronecker invariánsait h-

nak vesszük. Ennek a megtippelésére segítségünkre lehet Poskitt és Chung [6] cikke, melyben

az egy változós ARMA reprezentációs algoritmus alkalmazásával meghatároz egy q̂i értéket

minden yj,t változóra az Akaike kritérium segítségével, ahol 0 ≤ q ≤ log T a, a > 1. Ekkor

hT = max(q̂1, . . . , q̂v), s innen m azaz a McMillan fokszámra igaz, hogy limT→∞ hT ≥ m

egy valószín¶séggel. Tehát hT -nak, az algoritmusunk megállításának ezt a hT -t érdemes

használunk.

Az algoritmusunk precíz leírását a következ® alfejezetekben szemlélhetjük meg. Az algo-

ritmussal kapcsolatos elméleti tételeket az algoritmusok után bemutatom, de csak egy

részüket bizonyítom. A maradék bizonyítás megtalálható D.S. Poskitt [7] cikkében.
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2.4.1. Skalár ARMAX reprezentáció

Ebben az alfejezetben a kés®bb általunk használandó skalár ARMAX reprezentáci-

ójáról és azokkal kapcsolatos tételr®l lesz szó. Az identi�kációs algoritmusunknak egyik

legfontosabb része ez az ARMAX reprezentáció. Els®nek nézzünk meg egy lemmát, ami

majd segíthet nekünk az ARMAX reprezentációs tételünk kimondásában.

2.4.1. Lemma. Legyen yt egy VARMA folyamat, amely teljesíti a Feltevés 1′-et és teljesíti

a Feltevés 2′-t. Legyen továbbá az yt folyamatunk az alábbi alakú:

ut =


u1,t

u2,t

. . .

uv,t

 = A(L)yt

Legyen minden j = 1. . . . , v-re νt = uj,t, azaz lépésenként legyen νt aj-edik koordinátánk.

Ekkor létezik egy nulla várható érték¶, ηt fehér zaj folyamat úgy, hogy a szórása ση, és νt

felírható az alábbi módon:

νt = ηt + µ1ηt−1 + . . .+ µnηt−n

ahol n = nj és µ1, . . . , µn koe�ciensei µ(z)− 1 =
n∑
s=1

µsz
s meghatározzák az autokovari-

ancia függvényét νt-nek úgy, hogy az megegyezik σηµ(z)µ(z−1), és µ(z) 6= 0, ha |z| ≤ 1.

Bizonyítás: Legyen ej = (0, . . . , 1, . . . , 0) a j-edik v dimenziós bázisvektor. Tudjuk, hogy

a spektrál s¶r¶ségfüggvénye νt = e′jut-nek a következ®:

Sv(ω) =
1

2π
e′jM(ω)ΣM(ω)∗ej.

Az autokovariancia generáló függvény hasonlóan:

ρ(z) =
n∑

s=−n

ρsz
s (2.14)

= e′jM(z)ΣM(z−1)′ej (2.15)

ahol n = nj. Az el®z® felírásból könnyen látszik, hogy znρ(z)-nek 2n gyöke van, és

ρs = ρ−s-el minden s = 1, . . . , n-re a szimmetria miatt. Itt ρs-ek valósak, és a gyökei ρ(z)-

nek valósak, vagy konjugált párok. Mivel ρ(ω) = 2πSν(ω) > 0, ha −π ≤ ω ≤ π, ezért ρ(z)-

nek nem lehetnek gyökei az egységkörön. Osszuk a gyököket két halmazra: {ζ1, . . . , ζn}-ra,
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és {ζ1
−1
, . . . , ζn

−1}-ra. Most konstruáljuk meg a következ® m(z) operátort:

m(z) = m0

n∏
s=1

(1− ζsz)

aholm0 = (
∏

s(−ζs)ρn)
1
2 . Most ρ(z)-t ha felírjuk, akkor a következ® eredményeket kapjuk:

ρ(z) = ρnz
−n

n∏
s=1

(1− ζsz)(1− ζs
−1
z) (2.16)

= m(z)m(z−1) (2.17)

Ekkor kiválaszthatunk n gyököt ρ(z)-b®l, hogy megkonstruáljuk µ(z)-t a következ® képen:

µ(z) = 1 + µ1z + . . .+ µnz
n

úgy, hogy ρ(z) = σ2
ηµ(z)µ(z−1), ahol µ(z) =

m(z)

m(0)
, és σ2

η = m2
0 és µ(z)-re igaz, hogy

µ(z) 6= 0, ha |z| ≤ 1. A létezése az ηt-nek következik a νt mozgóátlag reprezentációjából.

�

2.4.1. Következmény. Az el®z® lemma következménye, hogy minden koordinátájára yt-

nek felírható soronként egy ηt-s reprezentáció egymástól függetlenül. A soronkénti ηt-k

viszont nem feltétlenül lesznek egymástól függetlenek ebben a felírásunkban.

2.4.1. Tétel. Legyen yt VARMAE folyamat, ami teljesíti a Feltétel 1′-et és

Feltétel 2′-t, és tegyük fel, hogy a koordináták sorrendbe vannak rendezve a Kronecker

invariánsok szerint, azaz yt = (y1,t, . . . , yv,t)
′ = (yr(1),t, . . . , yr(v),t)

′, ahol yr(i) ≤ yr(j), ha

j ≤ i, és nj = nr(j) j = 1, . . . , v esetén. Ekkor minden j = 1, . . . , v-re a j. egyenlete

a VARMA folyamatunknak ekvivalens a következ® skalár ARMAX reprezentációval, ahol

zt = yj, t

zt +
n∑
s=1

αszt−s +

j−1∑
i=1

βiyi,t +
v∑
i=1
i 6=j

n∑
s=1

βi,syi,t−s = ηt +
n∑
s=1

µsηt−s (2.18)

ahol n = nj. Legyen továbbá

α(z) = 1 +
n∑
s=1

αsz
s

és

β(z) = (β1 +
n∑
s=1

β1,sz
s, . . . , βj−1 +

n∑
s=1

βj−1,sz
s, 0,

n∑
s=1

βj+1,sz
s, . . . ,

n∑
s=1

βv,sz
s)
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továbbá µ(z) = 1 +
n∑
s=1

µsz
s relatív prímek, és yi,t i = 1, . . . , j − 1-, és yi,t−s i = 1, . . . , v,

i 6= j, s = 1, . . . , n koordináták csak a z múltjától függenek, azaz zt-t®l nem.

2.4.3. Megjegyzés. Felírhatjuk az adott β(z), α(z), µ(z) segítségével is a reprezentációs

egyenletünket az alábbi módon:

α(z)zt + β(z)yt = µ(z)ηt

Bizonyítás: Mivel yt inverz echelon formában van, ezért M0 = A0 egy alsó háromszög

mátrix. Ezért rekurzívan megadhatjuk az els® sortól kezdve a reprezentációnkat az utol-

sóig. Legyen a(z) az A(z)-nek a j. sora. Azaz formálisan legyen a(z) = e′jA(z). Ekkor a

j. egyenlet a következ®:

a(L)yt = yj,t +

j−1∑
i=1

aji,0yi,t +
v∑
i=1

nj∑
s=1

aji,syi,t−s = uj,t.

Az egyenletünk végén álló uj,t felírható nekünk a Lemma 2.4.1 alapján az alábbi mó-

don:

uj,t = νt = ηt + µ1ηt−1 + . . .+ µnηt−n = 1 +
n∑
i=1

µiηt−i

Legyen zt = yj,t, és rendezzük át a fentebbi egyenletünket úgy, hogy αs = ajj,s, s =

1, . . . , n = nj, βi = aji,0, i = 1, . . . , v, i 6= j, s = 1, . . . , n. Ekkor megkapjuk a tételünkben

szerepl® 2.18 egyenletet.

Ahhoz, hogy belássuk, hogy a(z), µ(z) relatív prímek és ezáltal a bel®lük konstruált α(z),

β(z) is tegyük fel indirekt, hogy nem relatív prímek. Ekkor a közös osztókat eltüntethet-

jük a(L)yt = µ(L)ηt-b®l, ami után egy a(L)yt = µ(L)ηt-t kapunk, ahol [a(z) : µ(z)] foka

kisebb lesz, mint nj. Most használjuk fel az alap mátrixaink 1, . . . , j−1, j+1, . . . , v sorait

és a(L)yt = µ(L)ηt-t, hogy megkonstruáljuk
[
A(z) : M(z)

]
∈ ARMAE(ν) mátrixunkat,

ahol ν = (n1, . . . , nv) úgy, hogy nj ≤ nj, emellett [A(z) : M(z)] = U(z)
[
A(z) : M(z)

]
,

ahol U 6= I unimoduláris mátrix. Ez viszont ellent mond a Feltevés 3′-nak! Tehát az állí-

tásunk igaz.

Végül nyilvánvaló, hogy yi,t−s i = 1, . . . , v, i 6= j, s = 1, . . . , n értékei nem függnek zt-t®l.

Hasonlóan igaz yi,t-re is, ha i = 1, . . . , j − 1. Ez amiatt igaz, mert a struktúránk rekurzív

és ortogonalizálhatjuk az innováció folyamatunkat úgy, hogy közben megtartjuk a rekur-

zív struktúrát, és a mozgó átlagunk sor rangját. Ahhoz, hogy ezt igazoljuk tekintsük Σ
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Cholesky felbontását. A Cholesky felbontás alkalmazható, mivel szimmetrikus, és pozitív

szemide�nit mátrixunk van.

Σ = CDC ′

ahol C egy alsó háromszög mátrix egység diagonális elemekkel, és D = diag(d21, . . . , d
2
v).

Ekkor wt = C−1εt martingál di�erencia fejl®dési folyamat, D kovariancia mátrixszal.

Ennek segítségével újra írhatjuk az ARMA folyamatunkat az alábbi módon:

A0yt +

p∑
s=1

Asyt−s = L0wt +

p∑
s=1

Lswt−s (2.19)

itt L0 = M0C, és ez természetesen megint egy alsó háromszög mátrix lesz 1-esekkel a

diagonálisban, mivel alsó háromszög mátrixok szorzata alsó háromszög mátrix lesz, és a

diagonális a diagonálisok szorzata lesz. Emellett Ls = MsC. Tekintsük a j. egyenletünket

2.19-b®l:

uj,t = wj,t +

j−1∑
i=1

lji,0wi,t +
v∑
i=1

nj∑
s=1

lji,swi,t−s.

Ezért az el®z® egyenletünkb®l látszik, hogy yi,t, azaz zt legfeljebb w1,t, . . . , wi−1,t-t®l függ-

het. A konstrukcióból pedig adódik, hogy wt elemei korrelálatlanok, és E(yi,twj,t|F ) = 0.

�

2.4.4. Megjegyzés. Az el®z® Tétel szerint két érdekes meg�gyelést tehetünk. Els®, hogy

a zaj operátor fokszáma csak az adott sor Kronecker invariánsán múlik.

Az egyidej¶ komponenseink csak az el®tte lév® sorok értékét®l függenek, ami azt jelenti,

hogy csak a nagyobb Kronecker invariánsú tagoktól függenek. Ez azt jelenti, hogy a Kron-

ecker invariánsát yr(j),t-nek, ha tudjuk, akkor az elárulja nekünk, hogy milyenek lesznek a

zajhosszúságaink az ARMAX reprezentációjában yr(j),t-nek, és mivel tudjuk, hogy a Kron-

ecker invariáns függ a többi indexünkt®l, így nr(j) ≤ nr(i), i = j + 1, . . . v plusz informá-

ciókat ad számunkra a rekurziós struktúránkról. A pontos értéke a rákövetkez® Kronecker

invariánsoknak persze nem szükséges explicite nekünk, elég lesz nekünk a j. sor ARMAX

reprezentációjához a következ® dj(n) = (j−1)+(v+1)n függvény. Ezt a függvényt Penalty

Term függvénynek nevezzük. Ezt fogjuk felhasználni a következ® fejezetrészben a Kronecker

invariánsaink megtalálására.

2.4.2. Az algoritmus lépései stacionárius esetben

Az algoritmusunk precíz leírását ebben a fejezetben taglalom.

Legyenek yt-k t = 1, . . . , T a meg�gyeléseink, ahol yt v-dimenziós VARMA folyamat, ami az
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alábbi módon áll el®:

A(L)yt = M(L)εt

Ez az yt teljesíti a Feltétel 1′-t és a Feltétel 3′-mat. Legyen P (1, . . . , v)′ = (r(1), . . . , r(v))′

permutáció leképezés. Ekkor P (yt) = (yr(1),t, . . . yr(v),t). Ezzel a permutáció leképezéssel

szeretnénk monoton csökken® sorrendbe rendezni a Kronecker indexeinket. A következ®

algoritmusunk meghatározza a Kronecker invariánsokat, míg a P permutáció leképezést

lépésenként változtatjuk. Az algoritmusban felhasználjuk a Tétel 2.18 ARMAX repre-

zentációját is.

A stacionárius algoritmus lépései

i Inicializáció:

Legyenek a kezdeti értékek:

• n = 1 - az aktuális Kronecker indexünk.

• j = v - az aktuálisan vizsgált koordináta (a végér®l kezdjük).

• P = I - kezdeti permutáció mátrixunk, ahol I az identitásmátrix.

• N = {1, . . . , v} indexhalmaz

Számoljuk ki a tapasztalati átlaggal korrigált yt-ket, azaz ỹt = yt − y, t = 1, . . . , T ,

ahol y =
∑T
j=1 yt

T
. Ezt az ỹ-t szeretnénk a továbbiakban használni. Ekkor minden

i ∈ N -re számítsuk ki σ̃2
η,i(0)-t, amit ỹk,t ỹi,t-re való regressziójának a segítségével

kaphatunk meg, ahol k = 1, . . . , v, k 6= i. Ez lesz a kezdeti célfüggvényünk.

ii WHILE j ≥ 1 esetben az alábbi lépést végezzük el:

(a) FOR i(k) ∈ N k = 1, . . . , v

i. ỹt = Ei(k),j(Pyt), ahol az Ea,b operátor felcseréli az a és b sorokat. Ezután

számítsuk ki a j-edik sor ARMAX reprezentációját.

A. Legyen Ã(z) = Ei(k),jPA(z)P ′E ′i(k),j és ã(z) legyen az Ã(z) j-edik sora,

azaz ã(z) = e′jÃ(z). Tekintsük a tapasztalati autokovarianciafüggvé-

nyünket, ahol r = 1, . . . , T − 1:

C̃y(r) = C̃y(−r)′ =
∑T−|r|

t=1 ỹtỹ
′
t−r

T
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Célunk az alábbi egyenletekkel kiszámolni az ˆ̃as együtthatókat:

n∑
s=0

ˆ̃asC̃y(r + s) = 0, r = n+ 1, . . . 2n

Ezt azért tehetjük meg, mert tudjuk, hogy az eredetiAR együtthatókra

igaz:
n∑
s=0

asΓ̃y(r + s) = 0, r = n+ 1, . . . 2n

Ezeket hívjuk Yule-Walker egyenleteknek. Ezeknek az empirikus válto-

zata a fentebb szerepl® C̃y tapasztalati kovarianciafüggvényes egyenlet.

Ezek v-dimenziós vektorok, melyek az alábbi módon állnak el®:
ˆ̃a0 = (ˆ̃a1,0, . . . , ˆ̃aj−1,0, 1, 0, . . . , 0) és ˆ̃as = (ˆ̃a1,s, . . . , ˆ̃av,s), ahol s = 1, . . . , n.

Ezután határozzuk meg az ARMAX reprezentációbeli α és β együtt-

hatókat a következ®képpen (s = 1, . . . n):

ˆ̃αs = ˆ̃aj,s (2.20)
ˆ̃βi = ˆ̃ai,0, i = 1, . . . , j − 1 (2.21)

ˆ̃βi,s = ˆ̃ai,s, i = 1, . . . , v, i 6= j (2.22)

B. A következ®ekben r = 1, . . . n becsüljük meg a ν folyamatunk

autokovarianciafüggvényét az alábbi módon:

C̃ν(r) = C̃−ν(r) =
n∑
s=0

n∑
u=0

ˆ̃asC̃y(r + s− u)ˆ̃a′u (2.23)

=

∫ π

−π
ˆ̃a(ω)Ĩy(ω)ˆ̃a(ω)′ exp (−iωr)dω (2.24)

Ahol az ˆ̃a(ω) = ˆ̃a0 + ˆ̃a1 exp (iω) + . . .+ ˆ̃an exp (inω) és

Ĩy(ω) =
1

2π

T−1∑
s=−T+1

C̃y(s) exp (iωs)

Ezután de�niáljuk a ν spektrumát:

ˆ̃Sν(ω) =
1

2π

n∑
s=−n

C̃ν(s) exp (iωs)

Most számítsuk ki ˆ̃µs, s = 1, . . . , n mozgóátlag együtthatóinkat:

n∑
s=0

ˆ̃µsC̃iν (l + s) = 0, ahol l = 1, . . . , n
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Itt:

C̃iν (r) =

∫ π

−π

ˆ̃a(ω)Ĩy(ω)ˆ̃a(ω)∗

ˆ̃Sν(ω)2
exp (−irω)dω

ii. Számítsuk ki a zaj szórásának a Pszeudo Maximum Likelihood becslését.

A. Legyen ˆ̃ηt az ARMAX reprezentáció jobb oldala. A következ® módon

adható meg ˆ̃ηt:

ˆ̃ηt =
n∑
s=0

ˆ̃aj,sỹ(t− s)−
n∑
s=1

ˆ̃µs ˆ̃ηt−s (2.25)

=
n∑
s=0

ˆ̃αszt−s +

j−1∑
i=1

ˆ̃βiỹi,t +
v∑
i=1
i 6=j

n∑
s=1

ˆ̃βi,sỹi,t−s −
n∑
s=1

ˆ̃µs ˆ̃ηt−s(2.26)

Konstruáljuk meg a következ® v + 1 dimenziós ( ˆ̃ξt,
ˆ̃φt)
′ folyamatunkat

az alábbi módon: [ ˆ̃ξt
ˆ̃φt

]
+

n∑
s=1

ˆ̃µs

[ ˆ̃ξt−s
ˆ̃φt−s

]
=

[
ỹt
ˆ̃ηt

]

Itt ˆ̃ξt, és
ˆ̃φt-t a következ® módon kaphatjuk meg koordinátánként:

∂ ˆ̃ηt

∂ ˆ̃αs
= ˆ̃ξj,t−s (2.27)

∂ ˆ̃ηt

∂ ˆ̃βi,s
= ˆ̃ξi,t−s (2.28)

∂ ˆ̃ηt

∂ ˆ̃µs
= − ˆ̃φt−s (2.29)

És a rekurziónk ˆ̃ηt = 0 és ( ˆ̃ξt,
ˆ̃φt)
′ = 0 kezdeti értékekb®l indul, azaz

t ≤ 0-ra azonosan 0 értékeket vesz fel.

2.4.5. Megjegyzés. Az el®bbi ˆ̃ξ és ˆ̃φ felírásából egyszer¶en látszódik,

hogy

∂
∑T

t
ˆ̃η2t

∂ˆ̃aj
=

T∑
t=1

ˆ̃ξt−j ˆ̃ηt (2.30)

∂
∑T

t
ˆ̃η2t

∂ ˆ̃µj
=

T∑
t=1

ˆ̃φt−j ˆ̃ηt (2.31)
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B. Ebben a lépésben az el®z®leg megemlített

∑T
t

ˆ̃η2t
T

-t szeretnénk mini-

malizálni Hannan Rissanen [9] cikke alapján Gauss-Newton eljárással.

Legyen c̃ˆ̃η(0) =
∑T
t=1

ˆ̃η2t
T

.

c̃ˆ̃η ˆ̃ξ(s) =

∑T
t=s+1

ˆ̃ηt
ˆ̃ξt−s

T

c̃ˆ̃η ˆ̃φ(s) =

∑T
t=s+1

ˆ̃ηt
ˆ̃φt−s

T

A következ® lépésben számítsuk ki a négyzetes hibánkat:

ˆ̃σ2
η(n) = c̃ˆ̃η(0) +

n∑
s=0

∆ˆ̃asc̃ˆ̃η ˆ̃ξ(s)−
n∑
s=1

∆ˆ̃µsc̃ˆ̃η ˆ̃φ(s)

Itt ∆ˆ̃as Toeplitz regressziója ˆ̃η-nek− ˆ̃ξi,t-re, és
ˆ̃ξt−s-re, ahol i = 1, . . . , j−

1, s = 1, . . . , n.Az iterációnkat (Gauss-Newton ) addig folytatjuk, amíg

nem konvergálunk, azaz nem kerülünk igényeinknek megfelel®en közel.

Mivel a

∑T
t

ˆ̃η2t
T

kvázi kvadratikus, ezért Poskitt [7] alapján elég nagy

T értékekre a megfelel® pontossághoz nem szükséges két-három iterá-

ciónál több nekünk.

iii. Most számítsuk ki az információs kritérium függvényünket:

ICT (n) = T log ˆ̃σ2
η(n) + pT (dj(n))

Itt a pT (dj(n)) a Penalty Term függvényünk, ami pozitív valós érték¶,

monoton növekv® dj(n)-ben és nem csökken® T -ben.

(b) IF ICT (n) > ICT (n− 1)

Akkor legyen:

• r(j) = i(k)

• nr(j) = n− 1

• P = Ei(k),jP

• N = N \ i(k)

• j = j − 1

• end

(c) end
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iii FOR i(k) ∈ N

• IF n < ht (el®re megadott Kronecker fels® korlát)

n = n+ 1

• else

� FOR i(k) ∈ N , k = 1, . . . , v

� r(j) = i(k)

� nr(j) = n

� P = Ei(k),jP

� N \ i(k)

� j = j − 1

� end FOR i(k) ∈ N

• end

iv end when j = 0

2.4.3. Algoritmussal kapcsolatos tételek

Ebben a fejezetben Poskitt [7] algoritmussal kapcsolatos két tételét fogom ismertetni,

amely biztosítja az algoritmusunk m¶ködését, és a Kronecker invariánsaink konvergenciá-

ját az információs kritérium ICT (n) függvényünk, és a pT (dj(n)) segítségével. Az r(i)T az

algoritmusunk által lépésenként generált permutáció, r(i)0 a valódi, azaz az elméleti per-

mutáció, nr(j)T az algoritmusunk által lépésenként generált, n0
r(j) pedig a valódi Kronecker

invariáns a tételekben. Hasonlóan Σ0 a valódi kovariancia mátrix, K̃0(z) = Ã0(z)−1M̃0(z)

a valódi átviteli operátora yt-nek, α0(z), β0(z), µ0(z) a valódi autoregresszív, exogén, és

mozgó átlag operátorunk az ARMAX reprezentációból.

2.4.2. Tétel. Tegyük fel, hogy yt VARMA folyamat, ami teljesíti a Feltétel1′-t, és Feltétel3′-

mat. Emellett legyenek a Kronecker invariáns párok, amiket az algoritmusunkból kaptunk:

(r(j)T , nr(j)T )-k. Legyen emellett pT (dj(n)) valós sztochasztikus függvénye n és T -nek .

Ekkor:

i ha (r(i)T , nr(i)T ) = (r(i)0, nr(i)0), i = q + 1, . . . , v, és pT (dq(n))/T → 0 majdnem

mindig, ha T →∞, akkor nr(q)T ≥ n0
r(q) tetsz®leges nagy valószín¶séggel.
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ii ha (r(i)T , nr(i)T ) = (r(i)0, nr(i)0), i = q + 1, . . . , v, és lim infT→∞ pT (dq(n))/L(T ) >

0 majdnem mindig, ahol L(T ) egy valós érték¶ log log T/L(T ) → 0 nagyságrendben

növekv® függvénye T -nek, ekkor P (limT→∞ nr(q)T ≤ nr(q)0) = 1.

2.4.6. Megjegyzés. A tételben rögzített q-ra lev® feltétel (r(i)T , nr(i)T ) = (r(i)0, nr(i)0),

i = q + 1, . . . , v alatt azt értjük, hogy a végén lev® azaz a q. utáni Kronecker indexeket

ismerjük. A tételben pedig ezek segítségével szeretnénk az egyel el®tte lev® q. Kronecker

indexet kiszámolni.

Ekkor az algoritmusunk helyességének a tétele a következ®:

2.4.3. Tétel. Tegyük fel, hogy yt VARMA folyamat, ami teljesíti a Feltétel1′-t, és Feltétel3′-

mat. Emellett legyenek a Kronecker invariáns párok, amiket az algoritmusunkból kaptunk:

(r(j)T , nr(j)T )-k. Ha pT (dq(n))/T → 0 és log log T/pT (dq(n)) → 0, ha T → ∞, ekkor

r(j)T = r(j)0 m.m. elég nagy T -re, és P (limt→∞ nr(j)T = n0
r(j)) = 1, j = 1, . . . , v-re.

A Tétel 2.4.2 tisztán látszik, hogy ha a feltételei teljesülnek, akkor nr(q)T = nr(q)0 1

valószín¶séggel T → ∞ esetén. Tehát Tétel 2.4.2-b®l következik Tétel 2.4.3. Már csak

arra van szükségünk, hogy bizonyítsuk a Tétel 2.4.2-et.

Bizonyítás: A Tétel 2.4.2 bizonyításához segítségünkre lesz két lemma, amik bizonyítása

után egyszer¶en belátható a tétel. Az els® lemma a következ®:

2.4.2. Lemma. Legyen yt VARMA folyamat, ami kielégíti a Feltétel1′-t, és Feltétel3′-mat,

és tegyük fel, hogy (r(i)T , nr(i)T ) = (r(i)0, n0
r(i)), i = q+1, . . . , v. Legyen ã† n-ed fokú valódi

autoregresszív operátor, amire teljesül az alábbi egyenl®ség:

n∑
s=0

ã†sΓ̃(r + s) = 0, r = n+ 1, . . . , 2n (2.32)

Ahol Γ̃(r + s) = E(ỹrỹ
′
t+s) Legyen α̃†(z) = ã†(z)ej és β̃†(z) = ã†(I − eje

′
j), µ̃

†(z) pedig

az algoritmusban található µ(z). Ekkor, ha (r(i)T , nr(i)T ) = (r(i)0, n0
r(i)), i = q + 1, . . . , v,

akkor

i ha n < n0
r(j), akkor ˆ̃α(z) = α̃†(z) +O(QT ), ˆ̃β(z) = β̃†(z) +O(QT ), és ˆ̃µ(z) = µ̃†(z) +

O(QT ) egyenletesen |z| ≤ 1, ahol QT = (log log(T )/T )1/2

ii ha n = n0
r(j), akkor ˆ̃α(z) = α̃0(z) +O(QT ), ˆ̃β(z) = β̃0(z) +O(QT ), és ˆ̃µ(z) = µ̃0(z) +

O(QT ) egyenletesen |z| ≤ 1, ahol QT = (log log(T )/T )1/2
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iii ha n > n0
r(j), akkor ˆ̃α(z) = ˜φ(z)α̃0(z) +O(QT ), ˆ̃β(z) = ˜φ(z)β̃0(z) +O(QT ), és ˆ̃µ(z) =

˜φ(z)µ̃0(z) + O(QT ) egyenletesen |z| ≤ 1, ahol ˜φ(z) = 1 + φ̃1z + φ̃2z
2+, . . . , φ̃rz

r,

r = n− n0
r(j) és

˜φ(z) 6= 0, ha |z| ≤ 1

A Lemma 2.4.2 bizonyítása a következ®:

Bizonyítás: Hannan Deistler (1998)-as cikkjéb®l tudjuk, hogy
∥∥∥C̃y(r)− Γ̃y(r)

∥∥∥ = O(QT ),

r = 0, . . . , Ht ≤ (logT )a , a < ∞. Hasonlóan
∥∥∥ˆ̃as − ã†s

∥∥∥ = O(QT ). Tekintsünk ezeknek a

polinom operátorokra úgy, mint a Hardy tér egy elemére H2, azaz analitikus függvények

|z| ≤ 1 esetén és négyzetesen integrálható |z| = 1 feltétel melletti függvények tere.∥∥∥ ˆ̃α(z)− α̃†(z)
∥∥∥2 =

∥∥∥(ˆ̃a(z)− ã†(z))ej

∥∥∥2 =
n∑
s=0

( ˆ̃αs − α̃†s)2 = O(Q2
T ) (2.33)

és∥∥∥ ˆ̃β(z)− β̃†(z)
∥∥∥2 =

∥∥∥(ˆ̃a(z)− ã†(z))(I − eje′j)
∥∥∥2 =

j−1∑
i=0

( ˆ̃βi − β̃†i )2 +
v∑
i=1

n∑
s=1

( ˆ̃βi,s − β̃†i,s)2 = O(Q2
T )(2.34)

Hasonlóan habár picit nehezebben bizonyítható, hogy ˆ̃µ(z) = µ̃†(z) + O(QT ). Ehhez

els®nek vegyük észre, hogy

C̃v(r) =
n∑
s=0

n∑
u=0

ˆ̃asC̃y(r + s− u)ˆ̃a′u, (2.35)

=
n∑
s=0

n∑
u=0

(
ã†s +O(QT )

) (
Γ̃y(r + s− u) +O(QT )

) (
ã†u +O(QT )

)′
, (2.36)

= γ̃†v(r) +O(QT ) (2.37)

ahol γ̃†v(r) =

∫ π

−π
ã†(ω)S̃y(ω)ã†(ω)′ exp−iωr dω. Innen azonnal következik, hogy

ˆ̃Sv(ω) =
1

2π

n∑
s=−n

C̃v(s) exp(iωs), (2.38)

=
1

2π

n∑
s=−n

(γ̃†v(s) +O(QT )) exp(iωs), (2.39)

= S̃†v(ω) +O(QT ) (2.40)

Legyen ˆ̃H(ω) =
ˆ̃a(ω)

| ˆ̃Sv(ω)|
, és legyen H̃†(ω) = ã†(ω)

|S̃†
v(ω)|

. Innen ˆ̃H(ω) és H̃†(ω) elemei az L2

térnek, azaz
∫ π

−π

∥∥∥ ˆ̃H(ω)− H̃†(ω)
∥∥∥2 dω = Q∈T Most legyen
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γ̃†iv(r) =

∫ π

−π
H̃†(ω)S̃y(ω)H̃†(ω)′ exp(−iωr)dω (2.41)

Most írjuk fel de�níció szerint a következ® különbséget:

|C̃iv(r)− γ̃
†
iv

(r)| = |
∫ π

−π

(
ˆ̃H(ω)Ĩy(ω) ˆ̃H(ω)′ − H̃†(ω)S̃y(ω)H̃†(ω)′

)
exp(−iωr)dω| (2.42)

Most írjuk fel a zárójelben lev® tagot egy kicsit másképpen:

ˆ̃HĨy
ˆ̃H ′ − H̃†S̃yH̃†

′
= ( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′ + ( ˆ̃H − H̃†)ĨyH̃†

′
+ (2.43)

+ H̃†Ĩy(
ˆ̃H − H̃†)′ + H̃†(Ĩy − S̃y)H̃†

′
(2.44)

A következ® lépésben próbáljunk meg a négy összegre külön külön fels® becslést adni.

Így, ha mindegyik fels® becslését összeadjuk, akkor a bal oldalra azzal az összeggel fels®

becslést adhatunk. Ha ezt kiszámoljuk, és az eredményünk az lesz, hogy egyenként O(QT )

nagyságrend¶ek, akkor a µ̃ különbségének nagyságrendjére is megkapjuk az els® pontban

megkövetelt O(QT )-t. Tekintsük el®ször az els® tagot az összegben. Ennek az abszolút

értékét szeretnénk felülr®l becsülni.

|
∫ π

−π
( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′ exp(−iωr)dω| ≤

∫ π

−π
( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′dω (2.45)

Most használjuk ki a Cauchy-Schwartz egyenl®tlenséget, és azt, hogy Ĩy pozitiv szemide-

�nit de�níció szerint, ekkor felhasználva, hogy Ĩy(ω) =
1

2πT
Z̃y(ω)Z̃y(ω):∫ π

−π
( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′dω =

1

2πT

∫ π

−π
|( ˆ̃H − H̃†)Z̃y(ω)|2dω ≤ (2.46)

≤
∫ π

−π

∥∥∥ ˆ̃H − H̃†
∥∥∥2 Tr(Ĩy)dω ≤ (2.47)

≤ sup
ω∈[−π,π]

Tr(Ĩy)

∫ pi

−pi

∥∥∥ ˆ̃H − H̃†
∥∥∥2 dω = (2.48)

= O(log T )O(Q2
T ) (2.49)

Ez utóbbi azért, mert Brillinger bizonyította, hogy lim supT→∞[supω∈[−π,π] Tr(Ĩy)/ log T ] ≤
supω∈[−π,π] 2Tr(S̃y(ω)). A második és a harmadik tag egymáshoz nagyon hasonlóan egy-
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szer¶en megoldható:∫ π

−π
|H̃†Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′|dω =

∫ π

−π
|H̃†Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′ exp−iωr|dω

≤
∫ π

−π

(
H̃†ĨyH̃

†′
)1/2 (

( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′
)1/2

dω

≤
∫ π

−π

(
H̃†ĨyH̃

†′
)
dω

∫ π

−π

(
( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′

)
dω

≤ ( sup
ω∈[−π,π]

Tr(Ĩy))
2

∫ π

−π

∥∥∥H̃†∥∥∥2 dω ∫ π

−π

∥∥∥ ˆ̃H − H̃†
∥∥∥2 dω

= O(log T )2O(Q2
T )

Itt felhasználtuk a Cauchy-Schwartz egyenl®tlenséget, hogy H̃† négyzetesen integrálható.

A másik esetben ehhez teljesen hasonlóan (csak a mátrixszorzás miatti sorrend felcseré-

lésével):∫ π

−π
|( ˆ̃H − H̃†)ĨyH̃†

′|dω =

∫ π

−π
|( ˆ̃H − H̃†)ĨyH̃†

′
exp(−iωr)|dω

≤
∫ π

−π

(
( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′

)1/2 (
H̃†ĨyH̃

†′
)1/2

dω

≤
∫ π

−π

(
( ˆ̃H − H̃†)Ĩy( ˆ̃H − H̃†)′

)
dω

∫ π

−π

(
H̃†ĨyH̃

†′
)
dω

≤ ( sup
ω∈[−π,π]

Tr(Ĩy))
2

∫ π

−π

∥∥∥ ˆ̃H − H̃†
∥∥∥2 dω ∫ π

−π

∥∥∥H̃†∥∥∥2 dω
= O(log T )2O(Q2

T )

A negyedik tag becslése, azaz |
∫ π

−π
H̃†(Ĩy − S̃y)H̃†

′
exp(−iωr)dω| megegyezik:

|
∞∑

u=−∞

∞∑
s=−∞

h̃†u[C̃y(r + u− s)− Γ̃y(r + u− s)]h̃†′s | (2.50)

≤
∞∑

u=−∞

∞∑
s=−∞

|h̃†u[C̃y(r + u− s)− Γ̃y(r + u− s)]h̃†′s | (2.51)

≤
∞∑

u=−∞

∞∑
s=−∞

∥∥∥h̃†u∥∥∥∥∥∥C̃y(r + u− s)− Γ̃y(r + u− s)
∥∥∥∥∥∥h̃†s∥∥∥ (2.52)

Innen mivel C̃y(τ) = 0, |τ | ≥ T esetén és h̃†u =

∫ π

−π
H̃† exp(−iωu)dω, u = 0,±1,±2, . . .,

ezért létezik egy κ > 0 konstans és egy 0 < λ < 1 paraméter, amire teljesül, hogy
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∥∥∥h̃†u∥∥∥ < κλ|u|, így az egyenletünk jobb oldala az alábbi módon írható fel:

= κ2
∞∑

u=−∞

∞∑
s=−∞

∥∥∥C̃y(r + u− s)− Γ̃y(r + u− s)
∥∥∥λ|u|+|s| (2.53)

≤ κ2
∑

|u|<c log T

∑
|s|<c log T

∥∥∥C̃y(r + u− s)− Γ̃y(r + u− s)
∥∥∥λ|u|+|s| (2.54)

+ κ2(
∥∥∥C̃y(0)

∥∥∥+
∥∥∥Γ̃y(0)

∥∥∥)
∑

|u|≥c log T

∑
|s|≥c log T

λ|u|+|s| (2.55)

Innen
∥∥∥C̃y(r + u− s)− Γ̃y(r + u− s)

∥∥∥-ról tudjuk, hogy O(QT ) nagyságrend¶, s mivel∑
|u|<c log T

∑
|s|<c log T

λ|u|+|s| =
∑

|u|<c log T

|u|
∑

|s|<c log T

|s| = (2
1− λc log T

1− λ
)(2

1− λc log T

1− λ
) = 4(

1− λc log T

1− λ
)2,

tehát az egyenletünk jobb oldalának az els® tagja 4κ2O(QT )(
1− λc log T

1− λ
)2 = O(QT ) nagy-

ságrend¶. At egyenletünk második tagja pedig korlátos. Hasonlóan az els®höz könnyen ki-

számítható a mértani sor összegképlete segítségével, hogy konstans szorosa a 4κ2
λ2c log T

(1− λ)2
,

ami O(1/T ) nagyságrend¶, ha c ≥ −1/(2 log λ) a logaritmus azonosságok egyszer¶ fel-

használásával. Így tehát a kett® összege is O(QT ) nagyságrend¶ lesz, ebb®l pedig adódik

számunkra, hogy ˆ̃µ = µ̃† +O(QT ).

Következ® lépésben a lemma második pontját szeretnénk belátni azaz n = nr(j)0

esetre vonatkozó állítást. De�níció szerint egyértelm¶, hogy ã†(z) = a0(z). Emellett

igaz, hogy ã0(z) = e′jÃ
0(z) amib®l következik, hogy ã0(z)K̃0(z) = e′jM̃

0(z). Ekkor az

S̃y(z) = (2π)−1K̃0(z)Σ0K̃0(z)′.

ã0(z)S̃y(z) = (2π)−1ejM̃
0(z)Σ0K̃0(z)′ (2.56)

ã0(z)S̃y(z)ã0(z)′ = (2π)−1ejM̃
0(z)Σ0M̃0(z)′ej (2.57)

= (2π)−1(σ0
η)

2|µ̃0|2 (2.58)

Ebb®l pedig következik, hogy µ̃†(z) = µ̃0(z), és ebb®l adódik a Lemma 2.4.2 második

pontja meg természetesen ez biztosítja is, hogy az algoritmusunk er®sen konzisztens le-

gyen.

A lemma harmadik pontjában az n > nr(j)0 esetben ã†(z) = φ(z)ã0, ahol φ(z) =

1 + φ1z + . . . + φrz
r, r = n − n0

r(j), mivel az n. lépésben az autoregresszív operátorunk

n-ed fokú lesz. Továbbá, mivel
n∑
j=0

ã†jΓ̃(s− j) = 0, s > n ezért a következ® igaz

|
n∑
j=0

ã†jC̃(s− j)| ≤
n∑
j=0

∥∥ã†j∥∥∥∥∥C̃y(s− j)− Γ̃(s− j)
∥∥∥ = O(QT )

n∑
j=0

∥∥ã†j∥∥ (2.59)
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Ekkor elég nagy T esetén ˆ̃a igaz, hogy ˆ̃a = ˆφ(z)ã0(z) + O(QT ), ahol ˆφ(z) 6= 0, |z| ≤ 1.

Helyettesítsük be ã†(z) = φ(z)ã0(z) egyenletbe, ekkor a következ® igaz S̃†v(z)-re:

S̃†v(z) =
1

2π

n∑
r=−n

∫ π

−π
| ˆφ(θ)|2ã0(θ)S̃y(θ)ã0(θ) exp(i(z − θ)r)dθ (2.60)

=
(σ0

η)
2

2π
| ˆφ(z)|2|µ̃0(z)|2 (2.61)

Innen következik, hogy ˆ̃µ(z) = µ̃†(z)+O(QT ) = φ̃(z)µ̃0(z)+O(QT ), ahol µ̃†(z) együtthatói

kiszámolhatóak a Yule-Walker egyenletek segítségével:
n∑
j=0

µ̃†j γ̃
†
iv

(r + j) = 0, r = 1, . . . , n (2.62)

ahol

γ̃†iv(r) =

∫ π

−π

2π exp(−izs)
(σ0

η)
2| ˆφ(z)˜0(z)µ|2

dz (2.63)

Hogy a bizonyításunk teljes legyen még be kell látnunk, hogy H̃†, ˆ̃H ∈ L2, meg azt,

hogy
∥∥∥ ˆ̃H − H̃†

∥∥∥2 = O(Q2
T ). Els®nek bizonyítsuk be, hogy H̃† ∈ L2. Mivel ã†(z) polino-

miális ezért elég megmutatnunk, hogy S̃†v(z)−2 integrálható. Weierstrass approximációs

tétel szerint tetsz®leges ε-hoz létezik egy p(z) =
∑
j≥0

pjz
j úgy, hogy p(z) 6= 0, |z| ≤ 1 és

|S̃†v(z)− |p(z)|2| ≤ ε egyenletesen. Egyértelm¶, hogy p(z) ∈ L2, és∫ π

−π

1

S̃†v(z) + ε
dz =

∫ π

−π

1

|p(z)|2
+

1

|p(z)|2

(
|p(z)|2

S̃†v(z) + ε
− 1

)
dz (2.64)

≤
∫ π

−π

1

|p(z)|2
|1 +

|p(z)|2 − S̃†v(z)− ε
S̃†v(z) + ε

|dz (2.65)

≤ 3

∫ π

−π

1

|p(z)|2
(2.66)

Innen a Lebesgue monoton konvergencia miatt ahogy ε→ 0 következik H̃† ∈ L2. Legyen

H̃p(z) = ã†(z)/|p(z)|. Ekkor H̃p(z) ∈ L2 és felírhatjuk a fourier sorát, ami (2π)−1
∑
h̃ps exp izs,

ahol
∥∥∥h̃ps∥∥∥→ 0 ahogy s→∞

∥∥∥H̃† − H̃p
∥∥∥2 =

∫ π

−π

∥∥ã†∥∥2 |p− S̃†v|
S̃†v|p|2

dz (2.67)

≤
∥∥∥H̃†∥∥∥2 sup

[−π,π]

ε2

|p|2
(2.68)

Emellett
∥∥∥h̃†s∥∥∥ ≤ ∥∥∥h̃ps∥∥∥+

∥∥∥h̃†s − h̃ps∥∥∥ a háromszög egyenl®tlenség szerint, ebb®l következik,

hogy létezik olyan 0 < λ < 1 és κ > 0, hogy
∥∥∥h̃†s∥∥∥ < κλ|s|, mert ha alkalmazzuk a
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Bessel egyenl®tlenséget, akkor sups

∥∥∥h̃†s − h̃ps∥∥∥2 ≤ ∥∥∥H̃† − H̃p
∥∥∥2 → 0, ha ε→ 0. Hasonlóan

bizonyítható ˆ̃H ∈ L2 annyi különbséggel, hogy ã† helyett ˆ̃a-t írunk, és S̃† helyett ˆ̃S-t.

Végül a következ®kb®l pedig adódik, hogy
∥∥∥ ˆ̃H − H̃†

∥∥∥2 = O(QT ):

ˆ̃H − H̃† = (ˆ̃a− ã†) 1

ˆ̃Sv
+ ã†

(
|S̃†| − | ˆ̃S|

| ˆ̃SvS̃†v|

)
(2.69)

Ebb®l látszódik a norma nagyságrendje, mert
∥∥∥ˆ̃a− ã†

∥∥∥ = O(QT ), és
∥∥∥ ˆ̃Sv − S̃†v

∥∥∥ = O(QT )

a z ∈ [−π, π]-n egyenletesen. �

A továbbiakban szükségünk lesz még Poskitt [7] egy lemmára, amivel a tételünket bizo-

nyíthatjuk, és ezzel igazolhatjuk a konvergenciát.

2.4.3. Lemma. Tegyük fel, hogy yt egy VARMA folyamat, ami teljesíti Feltétel 1′ és Felté-

tel 3′-t. Emellett tegyük fel, hogy j = q+1, . . . , v-re az algoritmusunk Kronecker invarián-

sai megegyeznek a valódi Kronecker invariánsainkkal, azaz (r(j)T , nr(j)T ) = (r(j)0, n0
r(j)).

Ekkor elegend®en nagy T -re az alábbiak igazak:

i Ha n < n0
r(q), akkor σ

2
η(n) > σ2

η(n+ 1) egy valószín¶séggel.

ii Ha n ≥ n0
r(q), akkor σ

2
η(n)− σ2

η(n+ 1) = O(Q2
T ) egy valószín¶séggel.

A lemmát nem bizonyítom, de a bizonyítása megtalálható Poskitt [7] cikkében.

A Tétel 2.4.2 bizonyítása a fentebbi két lemma után az az alábbi módon adódik:

Legyen n < n0
(r(j))

lim inf
T→∞

log[ˆ̃σ2
η(n)/ˆ̃σ2

η(n+ 1)] > log(1 +
ˆ̃

%(n)(1− δ)) > 0 (2.70)

egy valószín¶séggel tetsz®leges 0 < δ < 1, ahol ˆ̃
%(n) = ˆ̃σ2

η(n)/ˆ̃σ2
η(n + 1) − 1 > 0. A

feltétel pT (dq(n))/T → 0 m.m. , ha T →∞. Innen következik, hogy ICT (n+1) < ICT (n)

majdnem mindig n < n0
r(q) esetén, mivel egyértelm¶, hogy pT (dq(n))/T log(1 +

ˆ̃
%(n)(1 −

δ)) → 0 majdnem mindig. Ebb®l következik, hogy lim infT→∞ n(r(q))T ≥ n0
r(q). Innen a

tétel els® pontba bizonyítva van. A második ponthoz tegyük fel, hogy n ≥ n0
r(q). Ekkor a

második lemma második pontjából következik, hogy

log(ˆ̃σ2
η(n)/ˆ̃σ2

η(n+ 1)) = log(1 +O(Q2
T )) = O(Q2

T ) (2.71)

Ha lim infT→∞ pT/L(T ) > 0, azaz a tétel második pontjának a feltétele teljesül, akkor

mivel dq(n) < dq(n+ 1)

ICT (n)− ICT (n+ 1)

L(T )
=
TO(Q2

T )

L(T )
+
pT (dq(n))− pT (dq(n+ 1))

L(T )
< 0 (2.72)
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amib®l következik, hogy ICT (n) < ICT (n+1) majdnemmindig n ≥ n0
r(q) és lim supT→∞ nr(q)T ≤

n0
r(q). Ebb®l a tétel második pontja is következik. �

2.5. Identi�kációs algoritmus kointegrált esetben

2.5.1. Algoritmusunk adaptálása kointegrált folyamatok esetén

Ebben a fejezetben a kointegrált yt folyamatokra próbáljuk meg alkalmazni az algo-

ritmusunkat. Ehhez szükségünk lesz Engle-Granger [13] féle Error Correction reprezen-

tációra, és a kointegrált ARMAX reprezentációra, valamint a Poskitt féle [5] kanonikus

korrelációs felírására, amivel meghatározzuk a kointegrációs terünket , és a kanonikus kor-

relációs egyenletünk sajátértékeinek, sajátvektorainak a segítségével meghatározzuk majd

a kointegrációs rangunkat.

Els®nek tegyük fel, hogy A(z)-nek v − % gyöke van az egységkörön, és az összes többi

gyökünk az egységkörön kívül helyezkedik el. Emiatt detA(z) = (1 − z)v−%as(z), ahol

as(z) 6= 0, |z| ≤ 1, és % < v. Alkalmazzuk a Beveridge-Nelson dekompozíciót, így

A(z) = B(z)(1 − z) + A(1)z, ahol B(z) = B0 + B1z + . . . + Bp−1z
p−1. Itt B0 = A0,

és Bi = −(Ai+1 + . . . + Ap), i = 1, . . . p− 1. Ez pont a Engle-Granger féle EC azaz hiba

korrekciós reprezentációhoz vezet, azaz:

B(L)∆yt + CEyt−1 = M(L)εt.

Itt A(1) =
∑p

s=0As = CE, ahol C és E ′ v × % dimenziós teljes rangú mátrixok.

Tekintsük most az EC reprezentációt, ahol [B(z) : M(z)] teljesíti az alábbi feltételeket:

i brc,0 = mrc,0 ,

ii mrr(z) = 1 +mrr,1z + . . .+mrr,nrz
nr ,

iii mrc(z) = mrc,nr−nrc+1z
rc,nr−nrc+1 + . . .+mrc,nrz

nr ,

iv brc(z) = brc,0 + brc,1z + . . .+ brc,nrz
nr−1,

v E row reduced echelon formában van.

Amikor ezek a feltételek teljesülnek a fentebbi yt folyamatra, akkor ezt ECARMAE(ν, %)

formájúnak nevezzük, ahol a % a kointegrációs rangja a struktúránknak.
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A row reduced echelon formában egy mátrix akkor van, ha echelon formában van, és min-

den sor els® nem nulla eleme 1. Emellett minden oszlopban, ahol a sor els® nem nulla

eleme van (azaz egyes), abban az összes többi elem (felette is és alatta is) azonosan nulla.

Most de�niáljunk Poskitt [7] cikke szerint egy T v × v dimenziós nem szinguláris transz-

formáció mátrixot, ahol T = [T ′c : T ′u]
′ úgy, hogy A(z) = As(z)T−1∆(z)T , ahol detAs(z) =

as(z), ∆(z) = [I% : Iv−%(1 − z)] polinom blokkmátrix. Itt tisztán látszik, hogy a transz-

formáció mátrixunk két részb®l áll, az egyik a stacionárius részére vonatkozik y-nak, a

másik része az integrált részére. Ha xt = [x′ct : x′ut]
′ = Tyt, akkor el®z® egyenletünk kis

átrendezése után azt kapjuk, hogy : ∆(L)xt = TAs(L)−1M(L)εt, és az els® % sorában

xt-nek, az xct változók aszimptotikusan stacionárius folyamatok, és a megmaradt v − %
sorunk els® (1− L) di�erenciája stacionárius.

2.5.1. Megjegyzés. A(1)-re igaz a fentiek alapján, hogy:

A(1) = As(1)T−1∆(1)T = FTc

ahol A(1) megegyezik az együttható mátrixok összegével.

2.5.1. Tétel. Legyen yt ECARMAE(ν, %) folyamat, ami teljesíti Feltétel1′-t, és Feltétel2′-

t. Emellett tegyük fel, hogy a változók a Kronecker invariáns sorrendbe vannak rendezve.

Ekkor minden ∆zt = ∆yjt, j = 1, . . . , v-re létezik relatív prím α(z), β(z), µ(z) n = nj

rend¶ operátor, és c együtthatóvektor, hogy ∆zt-re igaz az alábbi reprezentáció:

α(L)∆zt + β(L)∆yt + c′xc,t−1 + µ(L)ηt (2.73)

ahol xt = Tcyt. Emellett az is igaz, hogy ∆yi,t i = 1, . . . , j − 1-, és ∆yi,t−s i = 1, . . . , v,

i 6= j, s = 1, . . . , n, xc,t−1 koordináták csak a ∆z múltjától függenek, azaz ∆zt-t®l nem.

Bizonyítás: Legyen yt a feltételeknek megfelel® folyamat. Alkalmazzuk rá a Beveridge-

Nelson felbontást, ekkor a következ®ket kapjuk:

b(L)∆yt + π′yt−1 = ηt +
n∑
s=1

µsηt−s (2.74)

ahol a b(z) = e′jB(z) és π′e′jCE. Most legyen ∆zt = e′j∆yt. Ekkor adott Tc mátrixra át

tudjuk írni a fentebbi képletet a kívánt alakra, mivel rekurzívan megadható α(z) = b(z)ej,

β(z) = b(z)(I−eje′j), és c′ = π′T ′c(TcT
′
c)
−1 is a felbontás alapján. Az els® kett® egyszer¶en

látszik, mivel az összegük pont b(z) lesz. A harmadik (regresszió jelleg¶ egyenletnél) ve-

gyük észre, hogy π′ = c′Tc és π′yt−1 = c′Tcyt−1 = c′xc(t−1). Így az ECARMAX felbontás,

amit szeretnénk az algoritmusunkban felhasználni azonnal adódik. �
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2.5.2. A kointegrált algoritmus lépései

Az algoritmusunk precíz leírását kointegrált esetben ebben a fejezetben fogom taglalni.

Legyenek yt-k t = 1, . . . , T a meg�gyeléseink, ahol yt v-dimenziós VARMA folyamat, ami az

alábbi módon áll el®:

A(L)yt = M(L)εt

Ez az yt teljesíti a Feltétel 1′-t és a Feltétel 2′-t. Legyen P (1, . . . , v)′ = (r(1), . . . , r(v))′

permutáció leképezés. Ekkor P (yt) = (yr(1),t, . . . yr(v),t). A következ® algoritmusunk meg-

határozza a Kronecker invariánsokat, míg a P permutáció leképezést is változtatjuk. Az

algoritmusban felhasználjuk a Tétel 2.18 ARMAX reprezentációját is.

Els® f®lépés:

Határozzuk meg a kointegrációs rangunkat, és a kointegrációs terünk bázisát. Ezeket a

következ® sajátérték és sajátvektorfeladat megoldásával kaphatjuk meg:

[λIv − Cy(0)−1Cy(1)Cy(0)−1Cy(1)′]vt = 0

Rendezzük sorba ezeket a [λi,T , vi,T ], i = 1, . . . , v párokat úgy, hogy λ1,T ≤ λ2,T ≤, . . . ,≤
λv,T . Határozzuk meg % = 0, . . . , v − 1-re az alábbi függvény értékét:

∇T (%) = T (v − %) log

(
v∑

j=%+1

λj,T
v − %

)
− T

v∑
j=%+1

log λj,T + (2.75)

= %(2v − %+ 1) log log
T

2
(2.76)

Ezután határozzuk meg ennek a függvénynek a minimumát, % szerint.

%y = min
0≤%<v

∇T (%)

Ezzel a %y-al fogjuk megbecsülni a kointegrációs rangunkat Poskitt [5] cikke alapján.

Legyen a bázisunk BT = [v1,T : . . . : v%y ,T ]′. Evvel a BT -vel fogunk dolgozni a továbbiak-

ban.

Második f®lépés:

i Inicializáció:

Legyenek a kezdeti értékek:

• n = 1 - a teszt Kronecker indexünk.
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• j = v - a jelenleg vizsgált koordináta (a végér®l kezdjük).

• P = I - kezdeti permutáció mátrixunk, ahol I az identitásmátrix.

• N = {1, . . . , v} indexhalmaz.

Számoljuk ki az els® di�erenciált értékét yt-nek, azaz ∆yt = yt − yt−1-et.Emellett

legyen ζt = BTyt, minden t = 1, . . . , T . Ekkor minden i ∈ N -re számítsuk ki

σ̃2
η,i(0)-t, amit yk,t yi,t-re való regressziójának a segítségével kaphatunk meg, ahol

k = 1, . . . , v, k 6= i. Ez lesz a kezdeti célfüggvényünk.

ii WHILE j ≥ 1 esetben az alábbi lépést végezzük el:

(a) FOR i(k) ∈ N k = 1, . . . , v

i. ∆ỹt = Ei(k),j[P∆yt], ahol az Ea,b operátor felcseréli az a és b sorokat.

Ezután számítsuk ki a j-edik sor ECARMAX reprezentációját.

A. Legyen D̃(z) = [Ei(k),jPB(z)P ′E ′i(k),j, Ei(k),jPC] és d̃(z) legyen az D̃(z)

j-edik sora, azaz d̃(z) = e′jD̃(z). Tekintsük a w̃t tapasztalati autokova-

rianciafüggvényünket, ahol w̃t = [∆y′t, ζ
′
t−1]

′ , és r = 1, . . . , T − 1:

C̃w(r) = C̃w(−r)′ =
∑T−|r|

t=1 w̃tw̃
′
t−r

T

Számoljuk ki ezután az alábbi függvényt:

Ĩy(ω) =
1

2π

T−1∑
s=−T+1

C̃y(s) exp (iω)

Ennek segítségével megoldhatjuk a következ® egyenletet:∫ π

−π

ˆ̃d(ω)Ĩw(ω) exp (−iωr)dω = 0, r = n+ 1, . . . , 2n

Ezután határozzuk meg azECARMAX reprezentációbeli α és β együtt-

hatókat a következ®képpen (s = 1, . . . n):

ˆ̃αs = ˆ̃dj,s (2.77)
ˆ̃βi = ˆ̃di,0, i = 1, . . . , j − 1 (2.78)

ˆ̃βi,s = ˆ̃di,s, i = 1, . . . , v, i 6= jcr = ˆ̃dv+r,1, r = 1, . . . , %y (2.79)
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B. A következ®ekben r = 1, . . . n becsüljük meg a ν folyamatunk

autokovarianciafüggvényét az alábbi módon:

C̃ν(r) = C̃−ν(r) =
n∑
s=0

n∑
u=0

ˆ̃dsC̃w(r + s− u) ˆ̃d′u (2.80)

=

∫ π

−π

ˆ̃d(ω)Ĩw(ω) ˆ̃d(ω)′ exp (−iωr)dω (2.81)

Ezután de�niáljuk a ν spektrumát:

ˆ̃Sν(ω) =
1

2π

n∑
s=−n

C̃ν(s) exp (iωs)

Most számítsuk ki ˆ̃µs, s = 1, . . . , n mozgóátlag együtthatóinkat:

n∑
s=0

ˆ̃µsC̃iν (l + s) = 0, ahol l = 1, . . . , n

Itt:

C̃iν (r) =

∫ π

−π

ˆ̃d(ω)Ĩw(ω) ˆ̃d(ω)∗

ˆ̃Sν(ω)2
exp (−irω)dω

ii. Számítsuk ki a zaj szórásának a Pszeudo Maximum Likelihood becslését.

A. Legyen ˆ̃ηt az ECARMAX reprezentáció jobb oldala. A következ® mó-

don adható meg ˆ̃ηt:

ˆ̃ηt = ˆ̃d(L)w̃t + (1− ˆ̃µ(L))ˆ̃ηt (2.82)

Konstruáljuk meg a következ® v + %y + 1 dimenziós ( ˆ̃ξt,
ˆ̃φt)
′ folyama-

tunkat az alábbi módon:[ ˆ̃ξt
ˆ̃φt

]
+

n∑
s=1

ˆ̃µs

[ ˆ̃ξt−s
ˆ̃φt−s

]
=

[
w̃t
ˆ̃ηt

]

Itt ˆ̃ξt, és
ˆ̃φt-t a következ® módon kaphatjuk meg koordinátánként:

∂ ˆ̃ηt

∂ ˆ̃wj,s
= ˆ̃ξj,t−s (2.83)

∂ ˆ̃ηt

∂ ˆ̃µs
= − ˆ̃φt−s (2.84)

És a rekurziónk ˆ̃ηt = 0 és ( ˆ̃ξt,
ˆ̃φt)
′ = 0 kezdeti értékekb®l indul, azaz

t ≤ 0-ra azonosan 0 értékeket vesz fel.
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2.5.2. Megjegyzés. Az el®bbi ˆ̃ξ és ˆ̃φ felírásából egyszer¶en látszódik,

hogy

∂
∑T

t
ˆ̃η2t

∂ˆ̃aj
=

T∑
t=1

ˆ̃ξt−j ˆ̃ηt (2.85)

∂
∑T

t
ˆ̃η2t

∂ ˆ̃µj
=

T∑
t=1

ˆ̃φt−j ˆ̃ηt (2.86)

B. Ebben a lépésben az el®z® lépésben megemlített

∑T
t

ˆ̃η2t
T

-t szeretnénk

minimalizálni Hannan Rissanen [9] cikke alapján Gauss-Newton eljá-

rással.

Legyen c̃ˆ̃η(0) =
∑T
t=1

ˆ̃η2t
T

.

c̃ˆ̃η ˆ̃ξ(s) =

∑T
t=s+1

ˆ̃ηt
ˆ̃ξt−s

T

c̃ˆ̃η ˆ̃φ(s) =

∑T
t=s+1

ˆ̃ηt
ˆ̃φt−s

T

A következ® lépésben számítsuk ki a négyzetes hibánkat:

ˆ̃σ2
η(n) = c̃ˆ̃η(0) +

n∑
s=0

∆ ˆ̃dsc̃ˆ̃η ˆ̃ξ(s)−
n∑
s=1

∆ˆ̃µsc̃ˆ̃η ˆ̃φ(s)

Itt ∆ ˆ̃ds Toeplitz regressziója ˆ̃η-nek − ˆ̃ξi,t-re, és − ˆ̃ξv+r,t-re, ahol i =

1, . . . , j−1, r = 1, . . . , %y. ∆ˆ̃µs pedig Toeplitz regressziója ˆ̃η-nek − ˆ̃ξt−s,

re és ˆ̃φt−s-re nézve, ha s = 1, . . . , n.

iii. Most számítsuk ki az információs kritérium függvényünket:

ICT (n) = T log ˆ̃σ2
η(n) + pT (dj(n))

Itt a pT (dj(n)) a Penalty Term függvényünk, ami pozitív valós érték¶,

monoton növekv® dj(n)-ben és nem csökken® T -ben.

(b) IF ICT (n) > ICT (n− 1) - ha a kritérium függvény megtalálta a lokális mini-

mumát

Akkor legyen:

• r(j) = i(k) - r(j) indexet i(k)-ra állítjuk

• nr(j) = n− 1 - a Kronecker indexünk az el®z® lesz
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• P = Ei(k),jP - a P permutáció mátrixunkat változtatjuk

• N = N \ i(k) - az indexhalmazunkból kivesszük i(k)-t

• j = j − 1 - a koordinátáink szerint eggyel feljebb lépünk.

• end

(c) end

iii FOR i(k) ∈ N

• IF n < ht (el®re megadott Kronecker fels® korlát)

n = n+ 1

• else

� FOR i(k) ∈ N , k = 1, . . . , v

� r(j) = i(k) - r(j)-t i(k)-ra állítjuk.

� nr(j) = n - az r(j)-edik koordináta Kronecker invariánsát beállítjuk n-re.

� P = Ei(k),jP - a P permutáció mátrixunkat változtatjuk

� N \ i(k) - kivesszük i(k) koordinátát az N halmazunkból

� j = j − 1 - eggyel fentebbi koordinátát vizsgálunk a továbbiakban

� end FOR i(k) ∈ N

• end

iv end when j = 0

2.5.3. Algoritmussal kapcsolatos tételek

Az algoritmusunk m¶ködéséhez szükséges Poskitt [7]-b®l pár tételt idéznem, ami biz-

tosítja az algoritmus m¶ködését. Ezeket nem fogom bizonyítani, bizonyításaik a fentebb

idézett cikkben megtalálhatóak.

2.5.2. Tétel. Legyen yt ECARMA(ν, %) folyamat, ami teljesíti a Feltétel1′-t, és Feltétel2′-

t. Legyen %T és (r(j)T , nr(j)T ) a kointegrációs rang és a Kronecker invariáns párok, amiket

az algoritmusunk segítségével kapunk. Ekkor elég nagy T -re %T = %0 egy valószín¶séggel,

és ha pT (dq(n))

T
→ 0, és log log T

pT (dq(n))
→ 0, ha T →∞, és ekkor r(j)T = r(j)0 1 valószí-

n¶séggel elég nagy T -re, azaz P (limT→∞ nr(j)T = nr(j)0) = 1, minden j = 1, . . . , v-re.

2.5.3. Megjegyzés. Ebben a tételben 2.5.2 %0 a valódi kointegrációs rang, míg nr(j)0 a

valódi Kronecker invariáns.
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3. fejezet

Program

A szakdolgozathoz készített program R programozási nyelvben készült. Célja az el®bb

ismertetett algoritmus alkalmazása stacionárius esetben.

A programomban Paul D. Gilbert 10 dimenziós id®sorát használom fel a dse program-

csomagból. Célunk ezekb®l a kivett 2, 3, és 4 dimenziós id®sorok Kronecker indexeinek a

meghatározása Poskitt algoritmusa szerint. A meg�gyelések 1974-t®l 1993-ig tartanak, és

236 meg�gyelésünk van minden változóra nézve. A változóink a csomag szerint a követ-

kez®k:

• CPI, GDP , M1,

• long run interest rates (RL),

• the Toronto stock exchange 300 index (TSE300),

• employment

• the Canada/US exchange rate (PFX),

• a commodity price index in US dollars,

• US industrial production, and

• US CPI.
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A program négy f® részb®l áll, amelyek az alábbiak:

• F® program - A f®programban inicializálunk és futtatjuk az alprogramokat, amik

segítségével a Kronecker indexet meghatározzuk. Ebben a programban hasonlítjuk

össze az alprogramoktól kapott értékeket, azaz az aktuális modellértékeket az el®-

z®ekkel.

• Null modell értékel® segédfüggvény - Ez a segédprogramban kiszámítja a null mo-

dellünk értékét, amit majd össze szeretnénk hasonlítani az els®rend¶ modellünkkel

a f®programunk futtatása során.

• Aktuális modell értékel® segédfüggvény - Ez a segédprogram kiszámítja az aktuális

modell értékünket, amit össze szeretnénk hasonlítani az el®z® modellértékünkkel a

f®programunk futtatása során.

• Meghívó függvényb®l - Ebben a programban töltjük be az el®bb ismertetett klasszi-

kus adathalmazt, és futtatjuk a tesztünkben az algoritmusunkat különböz® adathal-

mazunkból kivett koordinátákra.

3.1. Tesztelés

A következ® inputokra teszteltem a programot:

• Els®nek az ötödik és hatodik koordinátára,

• Másodiknak az els®, a harmadik és a tizedik koordinátára,

• Harmadiknak a harmadik, negyedik, ötödik és hatodik koordinátára.

Az els® teszt id®sora a következ®:
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Ezekre a program a következ® eredményeket adta:

ap

[1] 2 1

kr

[1] 0 1

ert

[1] 2922.733 2913.375

A második teszt id®sor a következ®:

Ezekre a program a következ® eredményeket adta:

ap

[1] 3 1 2
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kr

[1] 2 2 3

ert

[1] 853.9423 845.1102 850.1850

A harmadik teszt id®sor a következ®:

Ezekre a program a következ® eredményeket adta:

ap

[1] 4 1 2 3

kr

[1] 1 1 1 2

ert

[1] 2911.480 2911.032 2911.731 2915.556
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3.2. A programok forráskódjai

Ez a fejezet a programjaim és az alprogramjaim Project-R beli forráskódjait tartal-

mazza. A kódok elején kommentben külön feltüntetem, hogy mik a programok vagy al-

programok inputjai, illetve outputjai. Emellett egyes lépéseit kommentekben részletezem a

pontosabb megérthet®ség kedvéért. A program a dse programcsomagot felhasználja, ami-

nek a letöltése és futtatása az els® lényeges lépés a programunk kipróbálásához. Ezután

az alprogramjainkat (ha a kódot nem szeretnénk átírni a futtatásához, akkor) tároljuk el

az aktuális könyvtárunk fölötti mappában, és a programkódban található néven mentsük

el ®ket .t formátumban. A f®programot main.t néven, a null értékel® programot nullmod.t

néven, míg az aktuális modell értékel® függvényt aktmod.t néven.
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3.2.1. F®program

# F� PROGRAM

# -------------------------------------------------------

# bemenet: y

# kimenet: ap, kr, ert

# hívott saját függvények: nullModellErt, aktModellErt

# további függvények: dse csomagból

# -------------------------------------------------------

PKron<-function(y,nm=6)

{ k<-nseriesOutput(y) # a dimenzió

ap<-1:k # az aktuális permutáció

akh<-1:k # az akt.koord.halmaz

akh.k<-length(akh) # az akt.koord.halmaz számossága

ak<-0 # az akh-bol legutóbb értékelt koordináta ap-beli indexe (még nem volt)

kr<-rep(0,k)

ert <- nullModellErt(y)# a null modellek értékelése

n<-1 # az aktuális rend

while((n<nm)&!(akh.k==0)) # míg az akh nem üres

{

if(ak==1) {n<-n+1;ak<-0} # ha az elejere ertunk a vektorunknak

ak<-if(ak==0) akh.k else ak-1

t.ak<-ap[ak] # az akt koordináta tényleges sorszáma

t.ek<-if(akh.k>1) ap[(1:akh.k)[-ak]] else NULL # az el®z® koordináták

a.ert<-aktModellErt(t.ak,t.ek,n,y) # az aktuális modell értékelése

if(a.ert > ert[ap[ak]])

{ert[ap[ak]]<- a.ert} # az akt modell jobb

else # van Kronecker

{kr[ap[ak]]<-n-1;

ap[c(ak,akh.k)]<-c(ap[akh.k],ap[ak])# ap[ak] <-> ap[akh.k] csere

akh.k<-akh.k-1

}

}

return(list(ap=ap,kr=kr,ert=ert)) }

# -------------------------------------------------------
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3.2.2. Null modell értékel® függvény

# a null modellek értékelése: nullModellErt()

# ---

# bemenet: a teljes folyamat

# kimenet: ert = a k.db koordináta 0 modell értékelése

# -------------------------------------------------------

nullModellErt <- function(y)

{ k<-nseriesOutput(y)

AR<-array(0,dim=c(1,1,1))

AR[1,,]<-diag(1)

MA<-array(0,dim=c(1,1,1))

MA[1,,]<-diag(1)

EX<-array(0,dim=c(1,1,k-1))

EX[1,,]<-runif(k-1,-1,1)

arma <- ARMA(A=AR, B=MA, C=EX);

armaSS<-toARMA(arma) # allapotteres modell azaz statespace modell

s0<-rep(NA,k)

for(i in 1:k)

{ W<-y

inputData(W)<-outputData(W,series=(1:k)[-i])

outputData(W)<-outputData(W,series=i)

M<-estMaxLik(armaSS,W) #ML becsles

s0[i]<-informationTestsCalculations(M)[3] #informacios kriterium szamolas

}

return(s0)

}

# nullModellErt(D) # a függvény hívása

# -------------------------------------------------------
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3.2.3. Aktuális modell értékel® függvény

# -------------------------------------------------------

# az aktuális modell értékelése: aktModellErt(ak,ek)

# ---

# bemenet: ak az aktuális koordináta

# ek az el®z® koordináták

# n az aktuális rend

# y a teljes folyamat

# kimenet: ert a koordináta n-ed rend¶ modell értékelés

# -------------------------------------------------------

aktModellErt<-function(ak,ek,n,y)# az aktualis koord ertekelese

{ k<-nseriesOutput(y)

# n<-1; ak<-2 ; ek<-c(1,3)

AR<-array(0,dim=c(n+1,1,1))

# arben lev®k szabad változók,

# strukturális nullák, vagy szabad paraméterek.

AR[1,,]<-diag(1)

for(i in 2:(n+1)) AR[i,,]<-runif(1,-1,1)

MA<-array(0,dim=c(n+1,1,1))

MA[1,,]<-diag(1)

for(i in 2:(n+1)) MA[i,,]<-runif(1,-1,1)

EX<-array(0,dim=c(n+1,1,k-1))

d<-rep(0,k); if(!is.null(ek)) d[ek]<-1; d<-d[-ak]

EX[1,,]<-d

for(i in 2:(n+1)) EX[i,,]<-runif(k-1,-1,1)

arma <- ARMA(A=AR, B=MA, C=EX);

armaSS<-toARMA(arma)

W<-y

inputData(W)<-outputData(W,series=(1:k)[-ak])

outputData(W)<-outputData(W,series=ak)

M<-estMaxLik(armaSS,W)

s1<-informationTestsCalculations(M)[3]

return(s1)}

# -------------------------------------------------------
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3.2.4. Meghívó függvény

# -------------------------------------------------------

# vesszuk a dse::egJofF.1dec93.data adathalmazt

library(dse)#

rm(list=ls())

source('../main.t')# PKron() -- a f®program

source('../nullmod.t')# nullModellErt(y) -- a null értékelés

source('../aktmod.t')# aktModellErt(ak,ek,n,y) -- az aktuális ARMAX értékelése

data(egJofF.1dec93.data);D<-egJofF.1dec93.data;rm(egJofF.1dec93.data)

D$input<-NULL

attributes(D$output)$dimnames<-list(NULL,attributes(D$output)$seriesNames)

attributes(D$output)$dimnames[[2]][c(6,8,9,10)]<-c("emp","ComPri","USip","UScpi")

plot(D$output)

# -------------------------------------------------------

# els® teszt

W<- D

outputData(W) <- outputData(W,series=c(5,6))

plot(W$output)

PKron(W)

# -------------------------------------------------------

# második teszt

W<- D

outputData(W) <- outputData(W,series=c(1,3,10))

plot(W$output)

PKron(W)

# -------------------------------------------------------

# harmadik teszt

W<- D
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outputData(W) <- outputData(W,series=c(3,4,5,6))

plot(W$output)

PKron(W)

# -------------------------------------------------------
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