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Bevezetd

Bevezeto

Az els6 fejezetben altalanosan fogok beszélni a VARMA folyamatokrol és azok altalanos
tulajdonsagarol. Tobbek kozott a konstrukcidjarol, a VAR és M A reprezentaciojarol és
azok létezésérdl, a I'(r) kovariancia fliggvényének kiszamolésarol, és a VARMA folyamatok
linearis transzforméaciojarol, és azok fokanak felsé becslésérdl.

A masodik fejezetben ismertetem az VARMA identifikdciéjahoz hasznalt népszertibb alako-
kat, a final format, az echelon formadt és az inverz echelon formdt. Ezek koziil az inverz
echelon formaval foglalkozom mélyrehatobban, és ilyen alakban szeretnénk a folyamatun-
kat az y,-t T kiilonboz6 id6pontd megfigyelésiink alapjan megkonstrualni. Ttt ismertetem
a Kronecker indexek, és a Kronecker invariansak a fogalmat, és ezeknek a jelentGségét. A
késébbi fejezetekben ezeket a Kronecker invaridnsokat szeretnénk meghatarozni aszimp-
totikusan stacionarius és kointegralt esetben.

Aszimptotikusan stacionarius esetben ismertetem Poskitt [7] 4] és gyorsan szamolhato al-
goritmuséat az ARM AX reprezentacio segitségével, aminek segitségével az el6bb emlitett
Kronecker invariansokat és a koordinatak azon permutécidjat meghatarozhatjuk, amik
szerint ezek a Kronecker indexek a megfelel§ sorrendben vannak. Szoval meghatarozzuk a
koordindtaink azon sorrendjét, amik szerint a Kronecker indexek monoton cstkkend sor-
rendben lesznek rendezve, majd ez utan alkalmazva Poskitt [4] cikkében hasznalt Akaike-
szeri és Bayes-szert informéacios kritérium fliggvényének a segitségével meghatéirozzuk a
Kronecker invariansainkat. Az algoritmus miikddését és konvergenciajat bizonyitja az al-
goritmus utani tétel.

Kointegralt esetben elsének kiszamoljuk a kointegracios rangot Poskitt [5] cikkében taglalt
fliggvény segitségével, majd hasonléan hasznaljuk az algoritmusunkat, mint aszimptoti-
kusan stacionér esetben. Itt Engle-Granger [13| féle EC felirast és a Beveridge-Nelson
felirast hasznaljuk, majd ennek segitségével megkonstrudljuk az FCARM AX reprezen-
taciot. Az algoritmusunk soran ezt fogjuk felhasznélni. Innentdl kezdve az algoritmusunkat
hasonléan az el6z6 részhez futtatjuk a Kronecker invariansok, és a koordinatédk megfelels

sorrendjének megtalalasdhoz.



VARMA folyamatokrol altalanosan

1. fejezet

VARMA folyamatokrol Altalanosan

1.1. Arma folyamatok

Ebben a fejezetben bevezetem egyszertibb (egy dimenzios) folyamatok segitségével az
ARM A folyamatot, majd ezutdn VAR és M A folyamatok segitségével a VARMA folyama-

tot. Elgszor definidljuk az egyszeri mozgoatlag, és autoregressziv folyamatot.

1.1.1. Definicié. Legyen ...eg, 1 ... eqy egyszerd fehérzaj folyamat gy, hogy E(ex) =0

2

vdrhatoértékkel, és D(ey) = 0° szdrdsnégyzettel. Emellett legyenek my, ..., m, € R.

q
Up = MpEp +M1E—1 + ... +MyE—q = E MyEt_q
1=0

Ekkor azt mondjuk, hogy az aldbbi (u;)ien egy q-ad rendd (véges) mozgddtlag folyamat.
Jelolése M A(q).

q
Tekintsiik a kovetkezs polinomot: m(z) = my + myz + ... + myz? = Zmizi. Ezt a
=0

polinomot az u; folyamat karakterisztikus polinomjanak nevezziik. Ha erre a polinomra

igaz, hogy |z| < 1 esetén m(z) # 0, akkor a folyamatot invertalhatonak nevezziik.

1.1.2. Definicidé. Legyen & egy staciondrius folyamat. Legyen a, € R és e, fehér zaj
folyamat, ekkor

p

Yt = 1Y + QY2+ ... + QpYt—pt1 + € = Z A;Yt—; + €t
i=1

FEkkor azt mondjuk, hogy az aldbbi (Yn)nez egy p-ed rendd (véges) autoregressziv folyamat.
Jeldlése AR(p).
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q
Tekintsiik a kovetkez6 polinomot: a(z) = ap+az2+. . .+a,2? = Z a;z". Bzt a polinomot az
i=0
y; folyamat karakterisztikus polinomjanak nevezziik. Ha erre a polinomra igaz, hogy |z| <

L esetén a(z) # 0, akkor a folyamatunk stabilnak nevezziik. Ezeknek az alapfolyamatoknak
a segitségével szeretnénk definidlni a szdmunkra lényeges ARM A folyamatot. Az ARM A

folyamat ahogy a nevébdl is adodik egy autoregressziv és egy mozgoatlag részbdl all.

1.1.3. Definicié. Legyen y, egy p-ed rendd autoregressziv folyamat ay, . .., a, € R egyiitt-
hatokkal, és legyen uy egy q-ad rendd mozgddtlag folyamat my, ..., mqe € R egyiitthatokkal.
FEkkor az aldbbi y; folyamatot egy (p, q) rendd autoregressziv mozgddtlag folyamatnak hivjuk
(ARMA), ha y, az aldbbi mddon dll eld:

Yt = A1Yt—1 + a2Yyi_2 + ...+ ApYt—p + moEs + M€+ ...+ MyEt—q
A kovetkezSkben definidlom az tgynevezett balra eltolas operatort.

1.1.4. Definicié. L operdtort balra eltolds operdtornak nevezziik, ha tetszdleges vy, 1dd-

sorra Liy, = y_;.

1.1.1. Megjegyzés. A fentebbi ARM A(p, q) folyamat felirhals az eltolds operdtor segit-

ségével 1s:

p q p q
Yt = Z Q;Yi—i + Z Mi€—; = Z a; L'y + Z m;L'e,
i=1 i=0 i=1 i=0

1.2. VARMA folyamatok

Ebben a fejezetben az el6z6 fejezetben taglalt folyamatok tobb dimenziora térténd
kiterjesztésérdl lesz sz6. Sajnos nem olyan egyszerd a munkank, hogy le tudjuk annyival
ezt a kérdést, hogy n darab fliggetlen ARM A folyamatot egymas ala rakjunk, mivel ezen
folyamatok kozott meg lehet engedni az Osszefiiggéséget. Definidlni fogjuk a tobbviltozos
AR folyamatot, a VAR folyamatot, majd utdna a tobbdimenziés M A folyamatot. Ezek
segitségével konstrualjuk meg a VARMA folyamatot (amivel a késébbiekben foglalkozni fo-
gunk).

Els6nek definialjuk a tobbvaltozos autoregressziv folyamatot:

1.2.1. Definicié. Legyen y, € R™ vektor. Legyen Ay, ..., A, € R™" konstans mdtrizok,
és legyen e, € R™ fehér zaj vektor. Ekkor:

Y= Ay F Aosyo .+ Apyi—p &4

Ekkor y,-t egy n dimenzios p-ed rendd VAR folyamatnak nevezziik.
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Most definidljuk a tobbvaltozos mozgodatlag folyamatot:

1.2.2. Definicié. Legyen u, € R™ vektor. Legyenek M, ..., M, € R™" konstans mdtri-

zok. Legyen ¢, € R™ nulla vdrhato értékd fehér zaj folyamat X, kovariancia mdtrizszal.

Ekkor
q
u =¢c¢+ Mg+ ...+ Mg g = Z Mg,
i=0

ahol My = 1. Ekkor azt mondjuk, hogy u; eqgy n dimenzids q-ad rendd mozgddtlag folyamat.

A késGbbiekben majd sziikségiink lesz egy fontosabb tételre, amit most fogok kimondani

és bizonyitani. Torténetesen a Wold felbontasnak tobbdimenzios valtozatara.

1.2.1. Tétel. Legyen u, tobbvdltozds q-ad rendd M A folyamat. Ekkor us-nek létezik VAR (00)
reprezentdcidja, ha det(I, + Myz + ... M,z9) # 0 minden z € R és |z| < 1

1.2.1. Megjegyzés. Ha ez a tulajdonsdg teljesil u,-re, akkor a mozgddtlag folyamatunkat

wnwvertdalhatonak hivjuk.

Bizonyitds: Az eltolas operator hasznalataval probaljuk meg felirni a mozgoatlag folya-

matunkat:
Uy = & + Mlgt—l + ...+ ngt—q = (]n + MlL + ... Mqu)Et = M(L)gt

Itt M(L) egy matrix, aminek az elemei maximum g-ad rendid polinomok (mas néven
polinom matrix). Ha M(L) teljesiti az invertalhatosdg kritériumat, akkor M (L)™' -el

balrél megszorozhatjuk mindketts egyenletiinket.
M(L) 'y = &

Most M (L) '-et szeretnénk felirni gy, hogy VAR alakban alljon el6 az egyenletiink.
Tehat legyen

ML) =1(L) = I, — i I, L

Itt II; felirhato 11, = M; indulé matrixértékkel, és a tobbi tag meg rekurzivan az alabbi

egyenlet alapjan (méatrixszorzassal ellendrizhet):

Ebbdl kovetkezik, hogy us;-nek létezik VAR reprezentacioja, ha a feltételeink teljesiilnek,

és az alabbi alakban all els:
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0

A bizonyitasunk utan szemléltetés gyanant tekintsiink egy egyszerti példat:

1.2.1. Példa. Legyen y; egy n dimenzids M A(1) folyamat. Formdlisan:
Y = e+ Mgy

ahol My egy n x n konstans mdtriz, ys = (Y1t,- - -+ Ynt)s € gy nulla vdrhatd értéki fehér
zaj folyamat egy nem szinguldris X, kovariancia mdtrizszal. Innen eqyszerd dtalakitds utdn
a kéovetkezd alak adodik:

et =y — Mig

Eqgyszeri behelyettesitéssel konnyen adodik, hogy:

& = Yt — Ml(yt—l - M1(€t—2)) =1y — Myy;—1 — M125t—2 (1-1)
= Yt — Mlyt—l + ...+ <—M1>nyt_n + (—M1)7L+15t_n_1 (12)
XYt Z(—Ml)iytﬂ' (1.3)

i=1

Innen kovetkezik az aldbbi VAR(oco) alak:

o0

ye=e— Y (=M)yi

=1

1—00

Ez eqy VAR(c0) stabilis folyamat, ha M —— 0. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha
My sajatértéker kisebbek, mint 1. Azaz ha

det(l, — Myz) #0,Vz € C,|z| <1

Tobbvaltozos folyamatok esetén természetesen az is igaz, hogy a folyamatunknak a
kovariancia struktiraja nem feltétleniil szimmetrikus. Nézziik meg példaul a Cov(us, us—1)
-et. Az 6 kovariancia matrixuk legyen ;. Ekkor 3(1,2) = Cov(us,u@—1)2). Viszont

¥1(2,1) = Cov(ugz2, u—1)1). Ennek a kettének pedig nem feltétleniil kell megegyeznie.

1.2.2. Megjegyzés. Ez az eldbbi szerencsére nem jelent nekiink nagy problémdt, mert
az viszont igaz, hogy Cov(ug, uprr) = Cov(ugrk, us)'-vel, azaz csak egy transzpondlds a

kiilonbség a két kovariancia mdtriz kozétt.

Ezek utén épitsiik fel a VAR és a tébbdimenzios M A segitségével a varva vart VARMA

folyamatunkat, aminek az identifikdcidjaval foglalkozni fogunk!

10
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1.2.3. Definicid. Legyen egy p-ed rendd vektor autoregressziv (VAR) folyamatunk, és
egy q-ad rendd mozgddtlag folyamatunk (M A). Ekkor a kettdjik dltal alkotott folyamatot
VARMA folyamatnak nevezziik. Ez a folyamat a kovetkezdképpen dll eld:

Y = Alytfl + AQyth + ...+ Apytfp + & + Mlgtfl + MQEt,Q + ...+ ngtfq-

Ahol e, nulla vdrhatoértéki fehér zaj folyamat egy nem szinguldris ¥. kovariancia mdt-

rizszal.

A folyamatunk felithat6 az eltolas operator segitségével is egy altalunk konnyebben

hasznéalhato rovidebb alakban is:
A(L)y; = M(L)e
Ahol A(L) =1,, — AL — AsL? — ... A,LP és M(L)=1,+ ML+ MyL? + ... M,LA.

1.2.4. Definici6é. Az y; VARMA(p, q) folyamatunkrol azt mondjuk, hogy stabil, ha A(z) =
(Ag+Ajz+ ...+ Ap2P) #0, ha |2| < 1

Az y; VARMA stabil folyamatunknak létezik M A reprezentacioja, amit az egyenlet A(L)™!

balrél valo szorzasaval érhetiink el. Forméalisan

o

o= A M(L)ey = ®(L)ey = Y iy

1=0

Ahol a ®(L) = A(L)"*M(L). Ttt ®(L) megadhat6 rekurzivan az alabbi modon:

AL)®(L) = (I,— AL — AyL* — ... — A,LP) (i d)i[f) (1.4)
= I,+ i <<I>z- — iAjcbij) L (1.5)
= I,+ ;\}lL +... fEqu = M(L) (1.6)

Innen - mivel a polinomok egyiitthatoi megegyeznek, ezért - azonnal adodik az alabbi

rekurziv képlet:

Qo= My=I,M; =D, — Y _ A0 (1.7)
j=1
O =M+ Ajd (1.8)

Jj=1

11
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Ha az M A operatorunk M (L) teljesiti az invertalhatosagi feltételt (azaz M(z) # 0
minden z € C, |z| < 1), abban az esetben a VARMA folyamatunkat invertalhatonak hivjuk.

Ekkor létezik neki tiszta VAR reprezentacioja az alabbi modon:
ee=M(L) " A(L)y: = yi — Z Iy = II(L)y:
i=1

Kiszamolhat6 a II; ugy, hogy felirjuk matrixdsszeg alakban A(L)-t is, és M (L)-t is, és erre
felirjuk az alabbi egyenletiinket:

M(L)JIL) = (I,+ ML+ ML +...+ ML), - > L) (1.9)
=1
= Li+) <Mi -3 MHHJ-) L (1.10)
i=1 j=1
= I,—AL—.. . — AL’ =A(L) (1.11)

Ahol Ag =My =1, és M; =0,ha j >¢q, A; =0, ha j > p. Innen azonnal adodik, hogy
i—1
j=1

Innen adodik, hogy
i1

;= Ay + M; = > M;_jII;

1.3. VARMA folyamat V AR(1) reprezentacioja

Ebben a fejezetben a célunk, hogy a VARMA folyamatunkat atirjuk egyszertien egy
V AR(1) folyamatta. Ebben segitségiinkre lesz egy Y; és Uy folyamat, és egy A hipermétrix.
Legyen y, egy n dimenziés VARMA(p,q) folyamat. Definidljuk Y; € RMP+ox1 &5 U, €
R™P+Ox1 yektort. Legyen

/
Y, = (ytayt—la s Yt—pt+15 €85 Et—1y - - - 7€t—q+1)
és
/
Ut: (€t707---;078t70;---70)

Ezek utan definialjuk A € R*P+a>xn(P+9) hipermarixot az alabbi médon:

A A
A 1,1 1,2
Agr Asp

12
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Ahol A171 € Rnpxnp7 ALQ € Rnpan) A271 € anxnp) valamint A272 € R"*™ dimenzi6s

hipermétrix. A;; 7,7 = 1, 2-re a kovetkezé:

A Ay - A
I, 0 0
Ay =
0 I, 0
M, M, M,
0 0 0
Ajg =
0 0 0
Ag’l - O
Azaz A, ; nullmatrix.
0
Ao ="
0 --- I, 0

Innen adodik nekiink a folyamatunk n(p+¢q) dimenzios VAR(1) reprezentacioja az alabbi

modon:

Vi =AY, 1 + U

1.3.1. Megjegyzés. Egyszerd mdtrizszorzdassal ellendrizhetd, hogy az dtalakitisunk he-

lyes, és valoban megegyezik a bal és a jobb oldalunk.

1.3.1. Allitas. A fentebbiy, segitségével megkonstrudlt Y, VAR(1) folyamatunk akkor és
csak akkor stabil, ha az eredeti y, VARMA(p,q) folyamatunk stabil volt.

Bizonyitds: Legyen Y; n(p + q) x 1 dimenzios VAR(1) folyamat. Legyen y; n dimenzios
VARMA(p, q) folyamat. Ekkor ha Y; stabil az azt jelenti, hogy det(/,(,q) — Az) # 0 Vz €

C,|z| < 1. Ez a determinans atirhato A definicidja szerint az alabbi médon:

det([n(p+q) — AZ) = det([np — Ale) det(]nq — A272z) (112)
= det(l, — A1z —... — A,2P) (1.13)

13



VARMA autokovarianciaja és autokorrelacidja VARMA folyamatokrél altalanosan

Itt 1.13 azért all fenn, mert ha A; ; nem szingularis matrix, akkor a determinans el6 all

az alabbi alakban:
det A = det(Al,l) det(AZQ — A2,1A17,%A1,2>

1.14 azért igaz, mert (I,,, — Az 22) egy als6 haromszog matrix, tehat a determinénsa pon-
tosan a foatlobeli elemek szorzata, azaz 1, és a masik tag det([,, — A112) pedig azért
egyenld A(z)-vel, mert ha kiszamoljuk a determinansat, akkor azonnal egyszertien adodik
(sorcserék, és a determinéns kifejtési tétel segitségével).

Itt a jobb oldalon pontosan az y; stabilitisanak az egyenletét kaptuk. Tehat pontosan
akkor stabil Y;, ha y, stabil. [

1.4. VARMA autokovarianciija és autokorrelacioja

Legyen y; n dimenzios, nulla varhato értéki stabil VARMA(p,q) folyamat az alabbi
egyiitthatokkal:

Yt = Alytfl + ...+ Apyt,p + &+ Mlc":‘tfl + ...+ ngt,q

Az autokovariancia méatrixa y,-nek kiszamolhato tobbek kézétt példaul az M A reprezen-

tacio segitségével. Legyen y, M A reprezentacidja az alabbi:

Yt = Z Diei—;
i=0

Ekkor az autokovariancia matrixa y;-nek az alabbi moédon szamolhato:

Ly(h) = E(yiy; ) Z%zm

Ennél kényelmesebb modszer kiszamolni a I',(h)-t tigy, hogy az y;re vonatkozo alapegyen-

letiinket beszorozzuk v, p-val és vesziink egy varhato értéket. Ekkor

Eyeyin) = AB@ayin) + -+ AE@-pyi ) + Eleen)
+ ME(syp) + -+ MyE(ei—qis)
A folyamatunk felirasabol (mind a VARMA, mind az M A-bol) kovetkezik, hogy ha s < t,
akkor E(e4y.) = 0. Tegyiik fel, hogy h > ¢, ekkor a kovarianciara a kovetkezd formula

igaz:
ILy(h) =AT,(h—1)+ ATy(h—2)+...+ AL, (h—p)

14
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Hap>qésy(0),...,I(p—1) adott, akkor az autokovariancidink egyszertien kiszamit-
hatok I'y(h)-ra minden h = p,p+1,... esetén.
A kezdeti kovarianciak kiszamolasahoz pedig alkalmazzuk az el6z6 fejezetben taglalt

V AR(1) reprezentaciojat a folyamatunknak. Ekkor Y; kovarianciajara a kovetkezs igaz:
I'y(0) = Cov(Y;, Y;) = E(Y;,Y)) = E(AY,_1, (AY; 1)) + Xy = ATy (0)A" + Xy
Rendezziik 4t az egyenletiinket:

I'y(0) — ATy (0)A" = Xy
Itt alkalmazzuk a vec operdtort, azaz vegyiik a bal oldal és a jobb oldalnak is a vektori-
zaltjat!
vec(Ty (0) — ATy (0)A") = vec(Xy)
1.4.1. Allitas. A vec operdtor linedris.

Bizonyitds: Ellendrizziik le a linearitas tulajdonsagait. Legyen A, B € R™*" és A € R.

vec(A+ B) = wec(A)+ vec(B) (1.14)
vec(AA) = vec(A) (1.15)

Az els6 azért kovetkezik, mert legyen

11 Qi2 - Q1n

Q21 Q22 -+ Q2n
A=

Am1  Qm,2 Amn

és

bl,l 51,2 T bl,n

bai ba2 - bap
B — .7 .7 .7

bm 1 bm,Q bm n

Ekkor az alabbi igaz:
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VARMA autokovarianciaja és autokorrelacidja VARMA folyamatokrél altalanosan

ag+bin aro+bio - ar,+bi,

az1 +ba1  asot+bao - ag, +bay
A+ B= . . .

Am,1 + bm,l Am,2 + bm,2 o Amon + bm,n

Ennek a vektorialisa megegyezik a kévetkezd oszlopvektorral:
vec(A+ B) = (a11 + b1, a12+bio, .. a1n 4+ bin,G21 + 021, Qg + D)’

Ami pontosan megegyezik vec(A) + vec(b)-vell A masodik pont trividlisan adodik, mert
konstanssal vald szorzasnéal mindegy, hogy elGszor a matrix elemeit szorozzuk meg, és
utdna alkalmazzuk a vec miveletet, vagy mar alapbol a vektorizaltat szorozzuk meg a
A-val. [J

Ekkor az allitdsunkat felhasznalva kiovetkezik, hogy

vec(T'y (0)) — vec(ATy (0)A") = vec(Xy)
A wvec operétor tulajdonsagai alapjan tudjuk, hogy:
vec(AXB) = (BT ® A)vec(X)

Ahol ® alatt a Kronecker szorzatot értjiik. Ezt a tulajdonsigot felhasznalva az egyen-

letiink a kovetkezSképpen alakul:
Tvec(T'y(0)) — (A ® A)vec(I'y(0)) = vee(Xy)

Innen kiemelve a vec(I'y (0))-t és (I — (A® A))-al leosztva (inverzzel szorozva) a kovetkezd

egyenletet kapjuk a keresett vec(I'y (0))-ra:
vee(Ty(0)) = (I — A® A) 'vec(Zy)

Itt y,; stabilitasabol kovetkezik Y; stabilitasa, amibdl kdvetkezik, hogy létezik az inverze a
matrixunknak. Igy tehat az invertalhatésag kérdésével szerencsére nem sziikséges foglal-
koznunk. A vektorialisbol, ha visszaalakitjuk a matrixunkat (azaz a matrixunk elsé sora
a vektor elsG n eleme lesz, masodik sora a masodik n eleme lesz etc...), akkor kapunk egy
konnyen szamolhato képletet I'y-(0)-ra.

Iy (0)-nk ekkor adott lesz, aminek kiszamolasaval egyszertien megadhatjuk
r,0),...,I'y(p — 1)-et, mivel
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VARMA linearis transzforméacioi VARMA folyamatokrél altalanosan

r (O): F1,1<O) FLQ(O)
Y D51(0) Tya(0)

Ahol a kovariancia blokkok a kovetkezSek lesznek kis szamolas utan:

I,(0) (1) Iy(p—1
ro—| Y DO y(p -2
Ly(=p+1) Ty(-p+2) ... T,(0)
E(yie;)  Elyery) - E(ytd‘,qurl)
T1s(0) = 0 E(yt—}ﬁéq) : E(yt—lifféqu)
0 0 oo E(Wr-pri€i_gi1)
Yo 0 -+ 0
I22(0) = O E.U 0
0 0 ... Xy

Innen az els6 blokk elemei megadjak nekiink a keresett kovariancidinkat. Ehhez sziikséges
volt nekiink, hogy p > ¢ legyen. Itt ha a feltételiink nem teljesiil, akkor az autoregressziv
részt kiegészithetjiik tgy, hogy hozzdadunk nulla koordinatdkat addig, hogy a p > ¢
feltételiink teljesiilhessen. Igy ki tudjuk szamitani a modszeriink szerint tetszéleges VARMA
folyamatra a kivant autokovarianciat!

A folyamatunk autokorrelacidja gy szamolhato, hogy

N

R,(h) = diag(T,(0)2)T, (h)diag(T,(0)"%)

Itt diag(Fy(O)_%)—el kell leosztanunk, ami a I',(0) f6atlojanak az inverzének a gyoke.

1.5. VARMA linearis transzformacioi

Ebben a fejezetben megismerkedhetiink a VARMA folyamatainknak a linearis transz-
forméciodival, a transzformaciok hatasara létrejott folyamatok fontosabb tulajdonsagaival,
mint példaul rendjével és dimenzidjaval.

Els6nek nézziik meg mozgbatlag folyamatokra!
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VARMA linearis transzforméacioi VARMA folyamatokrél altalanosan

1.5.1. Allitas. Legyen y, eqy n dimenzids q-ad rendd mozgddtlag folyamat nem szinguld-
ris X kovarianciamdtrizszal. Ekkor ennek az vy, folyamatnak eqy linedris transzformdcidja
eqy véges rendid mozgddtlag folyamatot ad és nem néveli a linedris transzformdcid a fo-

lyamatunk rangjdt.

Bizonyitds: Legyen v, a fentebbi feltételeknek megfelels folyamat. Igy legyen

Yy = M(L)Z‘:t = & + Mlet—l 4+ ...+ Mth_q

Tovabba legyen F' egy M X n-es M rangi transzformécié métrix. Ekkor definidljuk z;
folyamatunkat tgy, hogy z; = F'y; legyen. Ekkor z; egy M dimenziés mozgobatlag lesz az
alabbi egyiitthatokkal:

N, = FM,
Ny = FM,

(1.16)
N, = FM

q q

Ezek az N; egyiitthatok segitségével felirhato z; invertalhato M A(G) alakban:
Zt = FEt + ngt—l + ...+ Nth_q

Innen kévetkezik, hogy ¢ < ¢, mivel ¢ rangja maximum annyi lehet, a z; reprezentacidja

szerint, mint y; rangja. [

1.5.1. Megjegyzés. Erre a z; folyamatra o kovariancia fligguény egyszeriien kiszdmol-

hato az vy, kovariancia fiigguényének segitségével az aldbbi modon:

I.(h) = E((Fy)(Fyi-n)) = FTy(h)F" = (1.17)
q—h
> FM S MF' hah=0.1,...q
= — (1.18)
0 hah>q

A kovetkezGkben nézziik meg, hogy a VARMA folyamatokra alkalmazott lineéris transz-

forméaciok milyen folyamatok is lesznek.

18



VARMA linearis transzforméacioi VARMA folyamatokrél altalanosan

1.5.2. Allitas. Legyen y, egy n dimenzids, stabil, invertdlhaté VARMA(p,q) folyamat. Le-
gyen F egy (M x n)-es M rangi mdtriz. Ekkor z; = Fy, folyamatnak van VARMA(p, §)
reprezentdcidja gy, hogy p < np és ¢ < (n— 1)p +q.

Bizonyitds: Irjuk fel a folyamatunkat eltolas operatoros alakban:

Osszunk le adj(A)-val mindkét oldalt. Ez megtehetd, mert y; stabil.
|Alye = adj(A(L)) M (L),

Kovetkez6 1épésben szorozzuk be mind a két oldalt az F' transzformacionkkal.
|Alze = Fadj(A(L))M(L)e,

Innen latszik, hogy adj(A)A(L) foka maximum p(n—1) lehet (adjungalas + matrixszorzas
miatt), és mivel linearis transzformaltja egy M A(q) folyamatnak M A(q) folyamat, ezért
¢<pn—1)+q

Az AR operator |A(L)| fokszama maximum np lehet, mivel A(L) foka maximum p és
a determinans a fatlobeli elemek szorzata. Igy mivel n sorunk van, ezért np foku lehet

maximum az 1) AR operatorunk. [J

19



VARMA identifikacidja

2. fejezet

VARMA i1dentifikacidja

2.1. Final forma

Tegyiik fel, hogy ¥, stacionérius és nulla varhato értéki. Tegyiik fel tovabbé, hogy van
stabil, invertdlhat6 VARMA(p, q) reprezentacidja. Tekintsiik a folyamatunkat a kovetkezd

eltoldsoperatoros alakban:
A(L)yy = M(L)e, (2.1)

p
Ahol A(L) = ZAZ-Li, és M(L) = Y 1, M;L". Emellett tegyiik fel, hogy [A(z) : M(z)]
i=0

balrol relativ primek, és a fehér zaj kovariancia matrix >, nem szingularis.

2.1.1. Definicidé. Ekkor azt mondjuk, hogy 2.1-rdl, hogy Final formdban van, ha A(L) =

p
a(L), ahol o(L) = Z a; L' egy p-ed foki polinom gy, hogy ap =1 és ay, # 0.
i=0

Ha egy kezdeti A(L)y, = M(L)e; VARMA(p, q) folyamatboél indulunk ki, akkor az egyik
legkézenfekvébb modszer a Final forméra hozasban az, hogy szorozzuk meg mind a két
oldalt az A(z) adjungaltjaval. Ez megtehetd, mivel a folyamatunk invertalhato volt. Koz-
tudott, hogy (adjA(z))A(z) = det A(z), ezért ha az adjungalttal szorzunk balrol, akkor

bal oldalon pont egy Final forménak megfelel6 a(L) polinomot kapunk. Formélisan:
det A(2)yy = (adjA(L))M(L)e,

Nézziink erre egy példat:
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Final forma VARMA identifikacidja

2.1.1. Példa. Legyen y; egy egyszerd 2 dimenzids VARMA(2,0) folyamat az aldbbi operd-

torokkal:
1 —«
o A(z) =
) (O 1 )
[} M(Z) = 12

Ekkor a folyamatunk reprezentdcidja gy néz ki, hogy:

1 «
01 yr = Iogy

1 1 0
Konnyen kiszdmolhatd, hogy det(A(z)) = det( 0 ?)) =1 és adjA(z) = ( . 1)
a

Ezeket behelyettesitve megkapjuk a folyamatunk Final forma elddllitdsat:

1 0
= €
Yt ol 1 t

Nézziik meg egy mésodik 3 dimenziés példat a Final formara alakitasrol:

2.1.2. Példa. Legyen

1—-6,L —05L 0
A(L) - O 1-— HJL - (94L2 —95[/
0 1
és
1—mL 0 0
M(L) = 0 L—mn 0
0 0 1-nsl
Az AR operdtorunk determindnsa : (1 — 6, L)(1 — 03L — 0,L?) lesz, mig az adjungdltja a
kovetkezo:
1—6sL—04L% 6oL 0,05 L*
adj(A(L)) = 0 1-6,L 05 L — 010517
0 0 (1—6,L)(1— 6;L — 0,L2)

Igy tehdt a folyamatunk Final formdban a kivetkezd lesz:
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Echelon forma VARMA identifikacidja

1—60sL —60,L> 6,1 0505 >
(1—-0,L)(1 — 3L — 0,L%)y, = 0 1-6,L OsL — 0,052 X
0 0 (1 —60,L)(1 — 6sL — 6,L7)
1—-mL 0 0
0 1—mn 0 €t
0 0 1—nsl

2.2. Echelon forma

Ebben a részben az echelon (létra) formaval fogunk megismerkedni kozelebbrol. Ez
egy olyan alakja a VARMA folyamatoknak, amit az identifikacios algoritmusunkhoz hasz-
nalni szeretnénk a tovabbiakban. Mivel az 3, sztochasztikus viselkedése nagyban fiigg
[A(z) : M(z)] operator parunktol e; zajon keresztiil, ezért tegyiik fel, hogy az e,-nk az
alabbi feltételeknek eleget tesz:

1. Feltevés. Legyen ¢, = (€14,...,6p¢) staciondrius, ergodikus, martingdl differencia
sorozat. Legyen Fy az e5-ek dltal generdlt o-algebra, azaz F, = o{es : s < t}. Ekkor
E(e|Fi-1) = 0. Emellett B(eye}| F11) =X >0, és E(e},) <oo j=1,...,v és k> 2-re.

Legyen a v dimenziés invertalhatd VARMA folyamatunk:

Legyen az [A(z) : M(z)] bal oldali relativ prim polinommaéatrix, legyen a rendje p =
max p;, ahol n; = ¢;, azaz [A(z) : M(z)] i-edik soranak a foka. Ezeket az n;,i = 1,...v
egész szamokat hivjuk Kronecker indexeknek. Ezek a Kronecker indexek meghatarozzak
a zaj struktirajit a folyamatunknak. Echelon formabol két ekvivalens fajta létezik, a
klasszikus echelon forma, és az inverz echelon forma. A kettd kozotti kiillonbség az, hogy
az egyik az autoregressziv operatorunkra szabja meg a feltételeinket, mig a masodik a

mozgobatlag operatorunkra. Definidljuk elsének az echelon format:

2.2.1. Definici6é. Legyen y; egy n dimenzids VARMA folyamat. Legyen p = max p; €s
n; = 6;, azaz az i-edik sor foka. Ekkor [A(z) : M(2)] echelon formdban van, ha az aldbbiak

teljestilnek:
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Echelon forma VARMA identifikacidja

1. My = Aq, azaz a polinom mdtrizunk konstans egyiitthatdi megegyeznek.

2.

Ny

=1 2 "r=1 ‘ 2.2

arr(z) - + Qpr 12 + Qrr 22 +...+ Qrrp,. 2 = + Qrrp; © ( . )
i=1
Ny

— Np—Npre+1 Ny __ )
are(2) = Qrenp—npet17 + o e, 2 = E Aren; 2 (2.3)

1=Npr—Npc+1

Ny

— 2 Ny __ %

3. Mye = Myrco + Myc12 + Mye2z +...+ Myen,.~ "= E Mype,i”
i=1

Most definialjuk az altalunk hasznalni kivant inverz echelon format:

2.2.2. Definicié. Legyen y; eqy n dimenzids VARMA folyamat. Legyen p = max p; és

n; = 6;, azaz az i-edik sor foka. Ekkor [A(z) : M(2)] echelon formdban van, ha az aldbbiak

teljestilnek:
1. Mg = AQ
2.
Mer(2) = 1A+ Mpp12 + Mypaz® + oot My, 2 =1+ Z Mypp; 270 (2.4)
=1
Mye(2) = Myenp—npet12 + -+ Mpep, 2" = Z Myen; 2" (2.5)

=Ny —Npc+1

Ny

) A

3. Qre = Qreo + ret 2+ Qreo2” + oo+ Qpep, 27 = E Apei?"
i=1

Ahol n,. az aldbbi mddon szimolhato egqyszerien:

{ min(n, +1,n.) har>c
Nype =

min(m,,n.) har <c

2.2.1. Megjegyzés. Tekintsik a két indexes Kronecker indereket. Ezek definicidjabol
addodik, hogy a fddtlo folott min(m,,n.) szerepel. Ebbdl ldtszik, hogy az echelon formd-

ban levd M A mdtrizunk konstans mdtriza csak alsé hdromszég mdtriz lehet.
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Echelon forma VARMA identifikacidja

2.2.2. Megjegyzés. Az elébbi hdarom pontbdl t6bb eqyszeri kévetkeztetés vonhatd le:

o Konnyen ldthatd, hogy az elsd feltétel azt hatdrozza meg nekiink, hogy M(z) és A(z)
konstans mdtrizai megegyezzenek. Természetesen ezek nem feltétlendil csak az iden-
titds mdtrizok lehetnek, mivel ha tekintjik o mdsodik feltételt s, akkor ldthatjuk,

hogy ha n, +1 = n..-vel, akkor azokban az esetekben is keletkezhet konstans tagunk.

o A mdsodik sor meghatdrozza az M(z) mdtrizunk elemeinek minimdlis és mazximdlis

fokszdmait.

o A harmadik feltétel pedig az A(z) mdtrizra vonatkozd enyhébb feltétel. Itt csak a

mazximdlis fokszdmot korldtozzuk le a sor Kronecker indexére.

Az inverz echelon forma megkonstrualhatdé az alabbi W leképezés segitségével, amit az

alabbi modon definidlunk:

[e.e]

Itt U(z) = Z U,2'. U, kénnyen szamolhat6 az VAR reprezentaciora vonatkozé rekurzio
i=0
alapjan:
§=0
P
Y MU, = 0,i=p+Lp+2,... (2.7)
§=0

2.2.3. Megjegyzés. Egyértelmi, hogy Vo = I, mivel Ay = My. Emellett tudjuk, hogy
|W,]| < oo, ahol ||W;||> = trW; W az euklideszi norma. Ez a mdsodik megldtds abbol
kéovetkezik egyszerden, hogy mivel a folyamatunk invertdlhato, ezért det M(z) # 0, ha
|z| < 1, amibdl kévetkezik, hogy |V;|| — O exponencidlis gyorsasdggal, ahogy i — oo.

Emellett még az is igaz, hogy a koévetkezd hatvdnysor konvergens ¥|z| < 1-re:

N
U(z) = lim W,z
N—o00
=0
t—1
A VARMA folyamatunk invertilasa utdn a folyamatunk atirhato e, = Z\I/jyt_j fo-
j=0

lyamatté. Nevezziik ARM Ag(v)-nek az inverz echelon formaban levé VARMA folyamatok
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Kronecker index VARMA identifikacidja

osztalyat, ahol v = {ny,na,...,n,}. Ekkor az ARM Ap(v) meghatérozza a VARMA model-

liink kanonikus struktarajat a McMillan index segitségével, ami a kovetkezd:

v
i=1

2'. Feltevés. Tegyiik fel, hogy [A(z) : M(2)] bal oldali relativ primek, és [A(z) : M(2)] €
ARM Ag(v). Emellett tegyik még fel, hogy

e detA(z) nem azonosan nulla mdtriz
o detM(z) nem azonosan nulla mdtriz
o detA(z) #0, ha |z| <1 - kvdzi stabilitds

o detM(z) #0, ha |z| <1 - azaz az invertdldst.

[tt jegyezziik meg, hogy a Feltevés 2’ megengedi A(z)-nek, hogy az egységkoron legyenek
gyoOkei neki. Stacionarius esethez mondjuk ki a Feltevés 2'-nek az erdsebb valtozatat, mely

szerint:

3'. Feltevés. Tegyiik fel, hogy Feltevés 2 teljesiil, és e mellé teljesiil az is, hogy detA(z) #
0, ha |z| <1, azaz a folyamatunk stabil.

2.3. Kronecker index

Ebben a fejezetben az y, VARMA(p, q) folyamat Kronecker indexeinek a meghatarozasa

lesz a célunk. Legyen y; a szokasos v dimenzios VARMA(p, q) folyamatunk:

Legyen tovabba e, egy v dimenzios zajfolyamat ugy, hogy E(g;) = 0, Cov(es,e5) = 0,
ha s # t, tovibba legyen ¢; kovariancia méatrixa Y pozitiv szemidefinit matrix. Legyen
tovabbd A(z) = I — Ajz — Ag2? — ... — A, 2P legfeljebb p-ed foku polinom feletti matrix
és M(z) =1 — Mz — Myz® — ... M,29 legfeljebb g-ad foka polinom feletti matrix.
Legyen a I['; az a v X v dimenziés matrix, ami y;-nek az [. autokovariancia matrixa, azaz
Iy = Cov(ys, yi—i1). Itt elemenként I'y;; = Cov(yei, Ye—i;)-

Vegyiik A(L)y, folyamatunkra a kovarianciat y;_;-el. Ekkor, ha [ > ¢, akkor a kovetkezd

kovariancia egyenlet érvényes:
r-Al,—-...-A0,=0 (2.8)

25



Kronecker index VARMA identifikacidja

Ez az egyenletiink amiatt teljesiil, hogy ha tekintjiik a jobb oldalt, azaz M (L)e;, akkor
E(M(L)eyy;—;) lesz. Mivel M (L) foka csupéan ¢, és E(e,e5) = 0, ha t # s, ezért a jobb

oldalunk azonosan nulla lesz minden [ > ¢-ra.

2.3.1. Megjegyzés. Természetesen itt megjeqyezném, hogy ha | < q lenne, akkor a jobb

oldalunk nem azonosan nulla lenne, hanem egy mdtriz, ami 3-tél és M (L)-tdl figgene.

2.3.2. Megjegyzés. a 2.8 szerint kiszdmolhatéak o kovariancidink ugy, hogy | = q +
1,...,2q 4+ 1 egyenletet felirunk.

Vegyiik az autokovarianciak alapjan a kovetkezd H; Hankel blokkmatrixot.

r, o'y - T
g | T2 T T
Iy Ty oo Ty

Legyen H = H., végtelen dimenzi6s hipermatrix. Nyilvanvalo, hogy ez a H matrix felir-
hato agy is, hogy konstrualunk v, vektorok segitségével egy milt és egy jovG vektort, és
azok kovarianciajat vessziik. Legyen P (Past) a mult vektor, és F' (Future) a j6v6 vektor.
Formaélisan:

Py = (Y1 Y2, Yrogs - - )
és

Fy = (Ut Yor1 Yeyor )

Ekkor H = H,, = Cov(F}, P,_1) teljesiil. Egyszert kovariancia szamitassal ellendrizhetd.
Legyen a H matrixunk (i — 1)v + j-edik sora h;;, azaz legyen a hiperméatrixunk i-edik
matrixanak j-edik sora. Ennek segitségével szeretnénk a Kronecker indexeinket meghata-
rozni.

A H kovariancia matrixunk a kovetkezd fontos tulajdonsagokkal bir:

i haa h;; sor az 6t megeléz6 h;, j,, - .., hi, j, sorok linearis kombinécioja, akkor h;1; ; a
hi 41, - -5 hig41,5 sorok linearis kombinacidja, ugyanis a Hankel métrixunk minden

késGbbi hipersora a korabbiak csonkolasaval azonos.
ii ha rang(H) véges, akkor a folyamatunknak létezik VARMA reprezentacioja.

iii ha rang(H) = m < oo, akkor mar a rang(H,,) értéke is egyenl§ m-el, és ezt a
rangot nevezziik az y, folyamatunk (Hankel matrixunk) Mcmillan indexének (fok-

szamanak).
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Kronecker index VARMA identifikacidja

Ezek szerint a véges rangt H,, hipermatrixbeli matrixok minden sorindexére, azaz
minden j = 1,...,v van egy olyan d; index, amelyre ha d < d;, akkor hg; sor még
fiiggetlen az el6z6 h; ;-t6l, ahol @ < d. Azonban ha d > d;, akkor hg; sor mér a korabbi h; ;
i < d soraink valamilyen linearis kombinacioja. Ezeket a d; indexeket nevezziik a sorok
Kronecker indexének. A Kronecker indexek vektora (di,...,d,). A Kronecker indexek
vektora erGsen fiigghet a koordinaték sorrendjétél, és a koordinatdink Kronecker indexe
is fiigghet attol, hogy az adott folyamat koordinatéait hanyadik folyamatkoordinataként
soroltuk fel. Altalaban nem igaz, hogy a tébbdimenzios folyamatok egyes koordinatainak
a Kronecker indexe fiiggetlen volna attol, hogy a koordinata hanyadik. A kovetkezd allitas
egy fontos és természetes tulajdonsagara hivja fel a figyelmet a Kronecker indexeknek,
mégpedig arra, hogy az y; vektorunk koordinatainak sorrendjének bizonyos médon torténé

megvaltoztatdsa nem befolyasolja a Kronecker indexek halmazat.
2.3.1. Allitas. A Kronecker indezek halmaza figgetlen a koordindtdk sorrendjétél

Bizonyitds: FElég belatnunk, hogy két egyméas utani koordinata felcserélésétsl nem fiigg
a Kronecker indexek halmaza, mert az elemi algebrabol ismert tétel szerint egymaés utani
elemek cseréjével elGallithatjuk az elemek tetszéleges permutéciojat.

Két szomszédos koordinata felcserélése mindig az alabbi hét eset valamelyikének felel meg.
A Hankel matrixunk sorai elé irjunk egy 0-t vagy egy z-et gy, hogy 0-t akkor, ha az adott
sor fiigg az elGtte levs soroktol, és x-et, ha az adott sor fiiggetlen az elétte levs soroktol.

Ezt a cimkézést az alabbi példa szemlélteti:

x F1,11 F1,12 Fl,lk
X F1,21 111,22 'y 2k
H= z F1,31 1ﬂ1,32 Fl,Sk
O 'ar Tiae 'y ak

Ha tekintjik a h,; ;¢ = 1,... elemeket, akkor azt tapasztaljuk, hogy el6bb benne csak z-ek
vannak, majd pedig egy indext6l kezdve csak nullak lesznek benne. Fz a Hankel méatrix
struktiraja miatt van, azaz a kovarianciak miatt, mivel a kovariancidk kiszamolasara ele-
gend§ 1épés utan utan felirhatunk egy rekurziv képletet, ami pont egy lineéris kombindaciot
biztosit a kovetkezd sorra. Tehat ha egy h;; sor 0 lett, akkor az uténa levé hy j sorok is
Osszefiiggbek lesznek k = i+ 1, .. .-ra. Emellett tudjuk, hogy az i. sor Kronecker indexe az

pontosan megegyezik azzal, hogy #( x van hy; el6tt |k € Z™1), azaz pontosan megegyezik
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az r-ek szamaval a hy; sorok el6tt, ahol k € Z7.

Legyen u és v két egymas utani folyamat koordinata. Legyen u a k-adik, mig v a k + 1-
edik. A Hankel matrixunk 4. hipersordban az (u,v)’ parnak megfelels két sorvektorunkat
jelolje nekiink u; és v;. A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy a Hankel métrixunk
sorai elé irt 0 vagy x oszlopvektor elemei hogyan valtoznak az u és a v felcserélésekor.
Mivel a cserélt sorok szomszédosak, ezért elég nekiink az (u,v) parnak megfelelg sorok
el6tti jeleket vizsgalnunk, hiszen a tobbi sor jele nyilvan nem valtozik szomszédos sorok
felcserélésének esetén. Legyen (u;,v;) az eredeti par, és (u),v)) az 04 par.

i) Y

i £ sor feleserélése utan is — marad.

%z azért igaz, mert v; fiigaéetlen volt az el6zményétsl, és a cserével a v; el6zménye
szikiil, tehat az 4j w, koordinatank mindenképpen x marad. Ha az u; egy sorral
lejjebb keriilve fiiggévé valna az el6zményétsl, akkor ez azt jelentené, hogy v; miatt
lett Osszefiiggd. De ez az eset nem lehetséges, hiszen ekkor ez elGallitast adna u;-ra v;
segitségével, ami elallitast biztositana v;-re is. Es mivel feltettiik, hogy v; fiiggetlen

az elGtte leves soroktol (azaz x), ezért ez ellentmondaés.

.0 , ... 0

i35 a cserénk utan is 0 marad.
Mivel w; el6zménye béviil, ezért az v, az 0 lesz. Mivel v; el6zménye csokken, de w;
mar az elGtte levok el6zményétsl méar fiiggott (linearis kombinaciojuk volt), ezért v,

is nulla lesz.

R ’ x
iii — a csere utan — lesz.
x 0
Az u; elézménye béviil és az 0 is volt, ezért v, f6leg 0 lesz. v; el6zménye viszont

csOkken ezzel a cserével, ezért u, az x lesz.

x x
iv 0 mellé feltessziik azt is, hogy (u;_1,v;_1) — volt, és v; felirhato u; felhasznélasa
x

nélkiil is, akkor a csere utan 9 lesz.

A feltétel szerint u; nem csakg korabbiaktol fiigg, hanem w; nélkiili korabbiaktol is,
azaz létezik egy linearis kombinacio az u,; nélkiiliekkel felirva. Emiatt v} nulla lesz.
Az u; el6tti vektorok halmaza viszont csak ezzel a v; vektorral béviilt. S mivel ez a
v; vektor felirhaté az u; nélkiili el6zmények segitségével, és u; fliggetlen az u; el6tti

soroktol, ezért az 4 vi-nk x lesz.

x Ve . x ’r ’r z e x
% 0 a csere utan is 0 marad, ha az el6z6 (u;_1,v;_1) parra mar nem — volt.
x

A ) mellé 0 keriil, hiszen az u;_; méar fiiggott az el6z6 soroktdl, igy u, is fiiggni fog
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az el6z6ektsl. Az vl mellé viszont x kerill, mert a teriink csak ezzel a v;-vel béviilt,
ami mar az el6z6 soroknak linearis kombinacioja volt, és attol u; fiiggetlen volt.
. T . T x
vi 0 a csere utan is 0 marad, ha az Gsszes el6z6 - volt, és a cserélt v; nem irhato fel
az u; felhasznalasa nélkiil.
v; mellé 0 keriil, mert v; segitségével egy 1j felirasat tudjuk u;-nek megkonstruélni
u; mellé viszont z keriil, mert a feltevésiink szerint v; nem irhaté fel u; felhasznalasa

nélkiil, igy mindenképp fiiggetlen lesz az el6tte levs soroktol.

LT .0 x
vii 5 a csere utan is . marad, ha az el6z6 (u;_1,v;_1) parra mar nem - volt.
uy mellé nulla keriil, mert uj-nek megfelelg sorokrol feltettiik, hogy méar nullara
valtottak, és ha egyszer nullara valtanak, akkor nulldk is maradnak. Ha v az u;
el6zményeibdl is felirhat6 lenne, akkor nem valtana z-r6l 0-ra u;, mert cserével nem

béviilne az u; el6ttiek altal generdlt tér. Tehat v; mellé x-nek kell keriilnie.

A fentebbi esetek mindegyikében véltozatlan marad a két felcserélt koordinata Kronecker
indexeinek a halmaza. S6t, az utolsd és utolsd elGtti esetet kivéve a koordinata viszi is

magaval a Kronecker indexét. []

2.3.1. Kovetkezmény. Ha monoton csokkend sorrendbe szeretnénk rendezni a Kronec-
ker indexeket, akkor az egyértelmi gy, hogy csak kisebb Kronecker indexeket cseréliink

fel nagyobb Kronecker indexire.

2.3.3. Megjegyzés. Ha novekvd sorrendbe szeretnénk rendezni dket, akkor minden eset-
ben meg kellene vizsgdlnunk az el6z6 sorokkal kapcsolatos fliggdséget, emiatt az a modszer
korilményes lenne nekiink, amellett, hogy ha az utolsé két eset egyike dllna fenn, akkor
lehetséges lenne olyan, hogy két koordindtdt felcserélink, de a hozzdjuk tartozé Kronecker
indexek nem cserélddnek fel. Emiatt a monoton csékkend sorrendet fogjuk felhaszndlni a

tovabbiakban.

2.3.1. Definicié. Legyen (p1,...,p») a Kronecker indexek vektora. Legyen tovdbbi r egy
permutdcio. Ekkor (pray,. .., Drw)) vektort Kronecker invaridnsnak nevezzik, ha
Pr(j) = Pr(i), okkor j <. Tehdt a monoton csokkend sorrendbe rendezett Kronecker inde-

zeket Kronecker invaridnsoknak nevezzik.

2.3.1. Tétel. Minden VARMA folyamatnak a sajdt Kronecker fokszamainak megfeleld eche-

lon formdba irhato.
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Bizonyitds: Ha y, egy v dimenzidés VARMA(p, q) folyamat, akkor a kovarianciara az alabbi

egyenl@ség teljestl:
p q
AV RN VIREE o\ (2.9)
i=1 i=l

Ahol ¥ a korrelalatlan e folyamat koordinéatai kozotti kovariancia matrix, W(z) a mozgoét-
lag reprezentacio operatora, tovabba ¢y = 0y egy azonosan egy diagonélisi alsbharomszog
matrix.

Ez a fentebbi képlet dgy adodik, hogy az alapképletiinket, azaz

P q
Poyr — Z PiYt—i = Z Oicr—i (2.10)
=0

=1

megszorozzuk 1, _;-el, ahol y,_; = Z\I]igt—l—i- Ekkor, ha mindkét oldalnak vessziik a

i=0
varhato értékét, akkor a fenti képlet adodik. A fenti képletbe, ha | > maz(p,q) = s, és
ugy vessziik, hogy ¢; = 0 minden j > p-re, akkor az egyenldség igy alakul:

p
$ol'v = > ¢l =0 (2.11)
=1

Tehat a Henkel matrixnak a vs utani sorai mar mind a korabbi sorok linearis kombinécioi
lesznek. Tehat a McMillan fokszam m < vs, vagyis a VARMA folyamatunk fokszama véges.

Ha a j. sor Kronecker indexét k; jeloli, akkor a Kronecket index definicija szerint van

olyan ¢ j, . .., ¢k, ; sorvektor, amire teljesiil a
k;
Go L1 =Y ¢l =0 (2.12)
i=1

Mivel a Kronecker indexek uténi hipersorok a Henkel matrixunkban 6sszefiiggbek, ezért
létezik egy olyan linearis kombinacio, amivel ez teljesiil. S6t, mivel k; az elsé hipersor,
amiben a j. sor fiigg a kordbbi soroktol, ezért i > kj-re ¢; ; lehet nulla, emellett ¢ ; vektor
vehetd gy is, hogy annak az 7. poziciéjaban 1 &ll, a nagyobb indexii pozicidéiban nulla.
De ¢ < k; esetén is strukturalisan nulla lehet a ¢, ; vektor az [. pozicioban all6 eleme is,
hai+k < k;. Ugyanis k; < k;, esetén H Hankel matrix v(k;+14)+Isoraii =0,..., kj— k-
re linearisan fiiggnek a H métrixunk el6z6 soraitol. Tehat az 4j polinommétrixunk ¢(z)
definialhat6 gy, hogy a benne taladlhat6 ¢;;()z polinom max(k;, K;) fokd, de a polinom

els6é min(k; 4+ 1, k;) egyiitthatoja nem nulla. Emellé, ha vessziik az el6z6 észrevételt, hogy
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a konstans matrixunk f6atlo utani elemei nulldk, adodik, hogy:

in(k;, k ha j <1
kja = { min(k;, k) v (2.13)

min(k; +1,k)  haj <l

esetén i = k; —k;;+1,..., k; foku tagjai lehetnek nem nulldk a ¢;;(z) polinomnak. Tehat
echelon forménak megfeleld leirds minden VARMA folyamat esetén lehetséges.
OJ

2.4. Identifikaciés algoritmus stacionarius esetben

Ebben a fejezetben D.S. Poskitt 7] cikke alapjan egy olyan algoritmust fogok ismer-
tetni, amely meghatirozza a megfigyelt folyamat koordinatainak Kronecker indexét, és a
koordinatak azon permutaciojat, amelyek mellett a Kronecker indexek monoton csokkend
sorrendbe rendez&dnek.

Az algoritmusunk lényege vazlatosan a kovetkezd:

Els6nek vezessiik be a Poskitt[4] féle informacios kritériumot, ami a kdvetkezo:
1Cr(n) = Tlogo(n) + pr(d;(n))

[tt o(n) a maximul likelihood, p; egy Penalty Term, azaz biintetés fiiggvény. Poskitt|7]
szerint ahol ez a fliggvény felveszi a lokdlis minimumat, az az n lesz a Kronecker indexiink.
Célunk ennek az ICp(n) fliggvénynek a kiszamolasa lesz 1épésenként, majd az dsszehason-
litasa az el6z6 I1Cr(n—1)-el. Amig jobb modellt kapunk az n névelésével, addig szamoljuk
ezt, majd amikor mar a b&vebb modell nem lesz jobb, mint a sziikebb, akkor leallitjuk a
bévitést, és elfogadjuk a talalt értéket a Kronecker indexiinknek.

Ennek az ICr(n)-nek a kiszamolasahoz sziikségiink van 1épésenként egy ARM AX modell
illesztésére, mivel az M L becslésiink szamolésa lényegében eszerint torténik. Ennek az
ARMAX felirasnak bemutatasat, létezését és fontosabb tulajdonsagait a kovetkezo alfe-
jezetben fogom taglalni.

Az algoritmusunk kezdetekor vegyiink minden koordinadtanknak a nullad fokit ARMAX
modelljét. Ez megegyezik 1ényegében az adott koordinatanak az Osszes tObbire vett reg-

resszidjaval.
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2.4.1. Megjegyzés. Ekkor még nem tudhatjuk, hogy a koordindtink Kronecker invari-
ansa 0 vagy sem. Ezt csak akkor tudjuk megdllapitani, ha illesztink eqy elsérendd ARM AX
modellt, és az lényegesen rosszabbnak bizonyul, mint a nullad rendd. (Azaz az informdcios

kritériumunk ndni kezdett.)

Koévetkez§ 1épésben minden sorra illesztiink egy 1. rendi ARM AX modellt gy, mintha
az az utolsd koordinata volna. Ezt megtehetjiik, hiszen az invarians permutécioban 1
Kronecker indexii koordinatak utan csak a nulla Kronecker indextiek lehetnek, és persze
nincs még olyan koordinatank, amire rabizonyitottuk volna, hogy a Kronecker invaridnsa
0. Ha taladlunk olyan koordinatat, aminek az 1-ed foki ARM AX modellje rosszabb, mint
a 0-ad rendt, akkor a Kronecker invaridnsa nulla, és ezt (vagy ezeket) a koordinatakat
bemértnek tekintjiik és a csokkend sorrendben levé Kronecker index sorozat (Kronecker
invaridns vektor) végére tessziik.

Koévetkez§ 1épésben 2-od fokit ARM AX modelleket illesztiink, de tgy, hogy a tébbi ko-
ordinata jelenideji értékei koziil csak azokat vessziik figyelembe, amiknek a Kronecker
invaridnsat még nem hataroztuk meg, vagyis nem nulla. Ebben a lépésben azokat a koor-
dinatakat fogjuk megtaldlni, amiknek a Kronecker invariansa 1.

Ezt az algoritmust addig folytatjuk, amig az Gsszes koordinata esetén megtalaljuk a fok-

szam szerinti szukcessziv legjobb modellt.

2.4.2. Megjegyzés. Természetesen az algoritmusunk elején megadunk egy alkalmas h
értéket, amit a ciklusunk végértékének tekintink. Azaz mds szoval, ha n eléri az eldre meg-
adott h értéket, azazn = h lesz, akkor a beméretlen koordindtdk Kronecker invaridnsait h-
nak vesszik. Ennek a megtippelésére segitségiinkre lehet Poskitt és Chung [6] cikke, melyben
az eqy vdltozos ARM A reprezentdcios algoritmus alkalmazdsdval meghatdroz eqy q; értéket
minden y;, vdltozora az Akaike kritérium segitségével, ahol 0 < ¢ <logT*“, a > 1. Ekkor
hr = max(qi,...,qy), s innen m azaz a McMillan fokszdmra igaz, hogy limp_,o hr > m
eqy valosziniséggel. Tehdt hr-nak, az algoritmusunk megadllitisinak ezt a hp-t érdemes

haszndlunk.

Az algoritmusunk preciz leirdsat a kovetkezo alfejezetekben szemlélhetjiik meg. Az algo-
ritmussal kapcsolatos elméleti tételeket az algoritmusok utan bemutatom, de csak egy

résziiket bizonyitom. A maradék bizonyitas megtalalhato D.S. Poskitt [7] cikkében.
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2.4.1. Skalar ARM AX reprezentacio

Ebben az alfejezetben a késébb altalunk hasznélando skalar ARM AX reprezentaci-
6jarol és azokkal kapcsolatos tételrdl lesz sz6. Az identifikdcios algoritmusunknak egyik
legfontosabb része ez az ARM AX reprezenticio. Elsének nézziink meg egy lemmaét, ami

majd segithet nekiink az ARM AX reprezentacios tételiink kimondasaban.

2.4.1. Lemma. Legyen y; eqy VARMA folyamat, amely teljesiti a Feltevés 1'-et és teljesiti

a Feltevés 2 -1. Legyen tovabbd az y; folyamatunk az aldbbi alaki:

Uyt
Uy = et = A(L)yt
Uy ¢
Legyen minden j = 1....,v-re vy = u;y, azaz lépésenként legyen v, aj-edik koordindtdnk.

Ekkor létezik eqy nulla varhato értékd, n, fehér zaj folyamat tgy, hogy a szdrdsa o,, és 1,

felirhato az aldbbi modon:
Ve =M+ -1+ -+ fnNi—n

ahol n = n; €s i, ...,y koefficiensei u(z) —1 = Z,uszs meghatdrozzdk az autokovari-
s=1

ancia fligguényét vi-nek igy, hogy az megegyezik oyu(z)pu(z™1), és pu(z) # 0, ha |z < 1.

Bizonyitds: Legyen e; = (0,...,1,...,0) a j-edik v dimenziés bazisvektor. Tudjuk, hogy

"ui-nek a kovetkezs:

a spektral striségliiggvénye v, = €]

Sy(w) = %e}M(u})ZM(W)*ej.

Az autokovariancia general6 fiiggvény hasonléan:

o) = 3 p (214

S=—nNn

= e M(2)SM(z ") e, (2.15)

ahol n = n;. Az el6z6 felirasbol konnyen latszik, hogy 2"p(z)-nek 2n gydke van, és

ps = p_s-el minden s = 1,... n-re a szimmetria miatt. Itt ps-ek valosak, és a gyokei p(z)-
nek valosak, vagy konjugalt parok. Mivel p(w) = 275, (w) > 0, ha —1 < w < 7, ezért p(z)-
nek nem lehetnek gyokei az egységkoron. Osszuk a gyokoket két halmazra: {(,. .., (,}-ra,
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és {G ..., Gy )-ra. Most konstrualjuk meg a kovetkezG m(z) operdtort:

m(z) = mo [[(1 - ¢.2)

s=1

ahol mg = (HS(—CS)pn)%. Most p(z)-t ha felirjuk, akkor a kovetkezs eredményeket kapjuk:

p(z) = Hl—Cs J1-C 2) (2.16)
= m(z)m (

Ekkor kivalaszthatunk n gy6kot p(z)-bdl, hogy megkonstruéljuk p(z)-t a kovetkezd képen:

h (2.17)

pz) =1+ pmz+ ..+ pn2"

m(z)

i, hogy (=) = Al ol p(z) = RS s o = md s p(=)ve g, hogy
m

w(z) # 0, ha |z] < 1. A létezése az n-nek kovetkezik a v, mozgoatlag reprezentaciojabol.

O]

2.4.1. K6vetkezmény. Az eldzd lemma kovetkezménye, hogy minden koordindtdjdra v;-
nek felirhato soronként egy my-s reprezentdcio eqymdstol figgetlenil. A soronkénti n.-k

viszont nem feltétlendl lesznek eqymdstdl fiiggetlenek ebben a felirdsunkban.

2.4.1. Tétel. Legyen y, VARMAg folyamat, ami teljesiti a Feltétel 1'-et és

Feltétel 2-t, és tegyiik fel, hogy a koordindtdk sorrendbe vannak rendezve a Kronecker
invaridnsok szerint, azaz Y = (Yits - Yot) = WUr@)ts - - Yrw)t) s ahol yriy < yo(s), ha
J <4, ésn; = mnyy) J=1,...,v esetén. Ekkor minden j = 1,...,v-re a j. egyenlete
a VARMA folyamatunknak ekvivalens a kévetkezd skaldar ARM AX reprezentdcidval, ahol
e =YyJ,t

Zt+zaszt s+261yzt+22613y1t s—nt+ZN5nt s (218)

i=1 s=1
i#j

ahol n = n;. Legyen tovdbbd

z) =1+ z”: a2’
s=1

€s
6(2) = (61 + Z Bl,szsa s 76]'71 + Z ﬁjfl,szsa 07 Z 6j+1,5287 teey Z 51},528)
s=1 s=1 s=1 s=1
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n

tovabbd u(z) =1+ Z,uszs relativ primek, és y;p i =1,...,7 —1-, ésyir—s i =1,...,0,
s=1

i#£ g4, s=1,...,n koordindtdik csak a z miltjatdl fiiggenek, azaz z-tél nem.

2.4.3. Megjegyzés. Felirhatjuk az adott 5(z), a(z), p(z) segitségével is a reprezentdcids

egyenletinket az aldbbi modon:

a(2)z + B(2)ye = pu(2)n

Bizonyitds: Mivel y; inverz echelon forméban van, ezért My = Ay egy alsdé haromszog
matrix. Ezért rekurzivan megadhatjuk az els6 sortol kezdve a reprezentacionkat az utol-
soig. Legyen a(z) az A(z)-nek a j. sora. Azaz formalisan legyen a(z) = €} A(z). Ekkor a

j. egyenlet a kovetkezd:

j—1 v Ny
a(L)y: =y, + g aji0Yit + g E Qji sYit—s = Ujt-
i=1 i=1 s=1

Az egyenletiink végén allo u;, felirhato nekiink a Lemma 2.4.1 alapjan az alabbi mo-

don:

Ui = Ve =+ palh1 + o T = L+ > i
=1

Legyen z; = y,, és rendezziik at a fentebbi egyenletiinket ugy, hogy as = aj;s, s =
L...,n=nj, Bi=a0t=1,...,v,1# j, s = 1,...,n. Ekkor megkapjuk a tételiinkben
szerepl 2.18 egyenletet.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy a(z), u(z) relativ primek és ezaltal a belgliik konstrualt a(z),
B(z) is tegyiik fel indirekt, hogy nem relativ primek. Ekkor a kozos osztokat eltiintethet-
jik a(L)y, = p(L)n-bol, ami utan egy a(L)y, = f(L)n-t kapunk, ahol [a(z) : fi(z)] foka
kisebb lesz, mint n;. Most hasznaljuk fel az alap méatrixaink 1,...,7—1,7+1,..., v sorait
és a(L)y; = f(L)n-t, hogy megkonstrudljuk [A(z): M(z)] € ARM Ag(v) matrixunkat,
ahol v = (my,...,m,) gy, hogy m; < nj, emellett [A(z) : M(z)] = U(z) [A(z) : M(2)],
ahol U # I unimodularis matrix. Ez viszont ellent mond a Feltevés 3/-nak! Tehat az alli-
tasunk igaz.

Végiil nyilvanvalo, hogy v;,—s ¢ = 1,...,v,7 # j,s = 1,...,n értékei nem fiiggnek z-t6l.
Hasonloan igaz y;;-re is, ha 1 = 1,..., 7 — 1. Ez amiatt igaz, mert a struktirank rekurziv
és ortogonalizalhatjuk az innovacié folyamatunkat gy, hogy kozben megtartjuk a rekur-

ziv struktirat, és a mozgd atlagunk sor rangjat. Ahhoz, hogy ezt igazoljuk tekintsiik >
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Cholesky felbontasat. A Cholesky felbontas alkalmazhato, mivel szimmetrikus, és pozitiv

szemidefinit matrixunk van.

¥ =CDC'

ahol C egy als6 haromszog matrix egység diagonalis elemekkel, és D = diag(d3,. .., d?).
Ekkor w, = C~'e, martingal differencia fejlédési folyamat, D kovariancia matrixszal.

Ennek segitségével tujra irhatjuk az ARM A folyamatunkat az alabbi moédon:

p p
Aoy + Y Aoy = Lowy + ¥ Lwi_, (2.19)

s=1 s=1

itt Lo = MyC, és ez természetesen megint egy als6 haromszog matrix lesz 1-esekkel a
diagonéalisban, mivel als6 haromszog matrixok szorzata alsé haromszog matrix lesz, és a
diagonalis a diagonalisok szorzata lesz. Emellett L, = MC. Tekintsiik a j. egyenletiinket
2.19-bol:

Jj—1 vy

Ujr = Wit + Z Liiow; ¢ + Z Z Lii sWi —s.

i=1 i=1 s=1

Ezért az el6z6 egyenletiinkbdl latszik, hogy v ., azaz z; legteljebb w4, ..., w;_;4-t6l fiigg-

het. A konstrukciobol pedig adddik, hogy w; elemei korrelalatlanok, és E(y; qw;¢|.#) = 0.
0

2.4.4. Megjegyzés. Az eldzd Tétel szerint két érdekes megfigyelést tehetiink. Elsd, hogy
a zaj operdtor fokszdma csak az adott sor Kronecker invaridnsdn malik.

Az eqyidejd komponenseink csak az eldtte lévd sorok értékétdl figgenek, ami azt jelenti,
hogy csak a nagyobb Kronecker invaridnsi tagoktol fiiggenek. Ez axt jelenti, hogy a Kron-
ecker invaridnsdt y, ;) -nek, ha tudjuk, akkor az eldrulja nekiink, hogy milyenek lesznek a
zaghosszisdgaink az ARMAX reprezentdcidjaban y, ) -nek, és mivel tudjuk, hogy a Kron-
ecker invaridns fiigg a tobbi indexinktdl, igy nyy < Ny, @ = j+1,...0 plusz informd-
ciokat ad szamunkra a rekurzids struktirankrol. A pontos értéke a rdkovetkezd Kronecker
invaridnsoknak persze nem sziikséges explicite nekink, elég lesz nekink a j. sor ARMAX
reprezentdcidjdhoz a kévetkezd d;j(n) = (j—1)+(v+1)n figguény. Ezt a figgvényt Penalty
Term fligguénynek nevezzik. Ezt fogjuk felhaszndlni a kovetkezd fejezetrészben a Kronecker

tnvariansaink megtaldldsdra.

2.4.2. Az algoritmus lépései stacionarius esetben

Az algoritmusunk preciz lefrasat ebben a fejezetben taglalom.

Legyenek y,-k t = 1, ..., T a megfigyeléseink, ahol y,; v-dimenziés VARMA folyamat, ami az
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alabbi modon all els:

A(L)y; = M(L)e,
Ez az y, teljesiti a Feltétel 1’-t és a Feltétel 3'-mat. Legyen P(1,...,v) = (r(1),...,r(v))
permutacio leképezés. Ekkor P(y:) = (Yr(1)i, - - - Yr(v)1)- Ezzel a permutécio leképezéssel
szeretnénk monoton csokkend sorrendbe rendezni a Kronecker indexeinket. A kovetkezd
algoritmusunk meghatarozza a Kronecker invariansokat, mig a P permutéicio leképezést

lépésenként valtoztatjuk. Az algoritmusban felhasznéaljuk a Tétel 2.18 ARM AX repre-

zentaciojat is.

A stacionérius algoritmus lépései
i Inicializacio:

Legyenek a kezdeti értékek:

e n =1 - az aktualis Kronecker indexiink.
e j = v - az aktualisan vizsgalt koordinata (a végérdl kezdjiik).
e P =T - kezdeti permutacié matrixunk, ahol I az identitdsmatrix.

o ¥ ={1,...,v} indexhalmaz

Szamoljuk ki a tapasztalati atlaggal korrigalt y,-ket, azaz 4, =y, —y, t =1,...,T,

T
ahol § = _Zﬂ';l yt

. Ezt az y-t szeretnénk a tovabbiakban hasznalni. Ekkor minden
i € A -re szamitsuk ki 57 ;(0)-t, amit g, ;,-re valo regressziojanak a segitségével

kaphatunk meg, ahol k = 1,... v,k # i. Ez lesz a kezdeti célfiiggvényiink.

iit. WHILE j > 1 esetben az alabbi lépést végezziik el:

(a) FORi(k)e #/ k=1,...,v
i. 9 = Ei),;(Pye), ahol az E,; operator felcseréli az a és b sorokat. Ezutan
szamitsuk ki a j-edik sor ARM AX reprezentacijat.
A. Legyen A(z) = f?z’(k),jPA(Z)P,EZ{(k)J és a(z) legyen az A(2) j-edik sora,
azaz a(z) = e;A(z). Tekintsiik a tapasztalati autokovarianciafiiggvé-
nylinket, ahol r=1,..., 7 — 1:
T—"r" ~ ~y

~ ~ / = Y yfr
Cylr) = Cy(—r) = ==L s
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Célunk az alabbi egyenletekkel kiszamolni az a, egyiitthatokat:

n

Zéséy(r—i-s) =0,r=n+1,...2n
s=0

Ezt azért tehetjiik meg, mert tudjuk, hogy az eredeti AR egyiitthatokra

igaz:
n

Zasfy(r—i—s)zo,rzn—l—l,...Qn

5=0

Ezeket hivjuk Yule-Walker egyenleteknek. Ezeknek az empirikus valto-
zata a fentebb szerepld éy tapasztalati kovarianciafiiggvényes egyenlet.
Ezek v-dimenziés vektorok, melyek az alabbi modon allnak el6:

ao = (1,0, ,85-10,1,0,...,0)ésas = (A1, .-, dvs), ahol s = 1,... 7.
Ezutan hatarozzuk meg az ARM AX reprezentaciobeli a és (3 egyiitt-
hatokat a kovetkezGképpen (s =1,...n):

by = js (2.20)
Bi = aigi=1,...,5—1 (2.21)
Bi,s = ai,mi:l""aq}?i%j (222)

B. A kovetkezSekben r = 1,...n becsiiljiik meg a v folyamatunk
autokovarianciafiiggvényét az alabbi médon:

n n

Co(r)=Cu(r) = D ) a.Cylr+s—u)a, (2.23)

s=0 u=0

= /7r a(w) I, (w)a(w) exp (—iwr)dw (2.24)

Ahol az a(w) = ag + a1 exp (iw) + . . . + a, exp (inw) és

o i C,(s) exp (iws)

s=—T+1

jy(“) =

Ezutén definidljuk a v spektrumat:

§,,(w) S Z C,(s) exp (iws)

Most szamitsuk ki fi,,s = 1,...,n mozgoatlag egyiitthatéinkat:

n

> [1Ci (14 ) =0,ahol L =1,...,n

s=0
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Itt:

R exp (—irw)dw

ii. Szamitsuk ki a zaj szérdsanak a Pszeudo Maximum Likelihood becslését.

A. Legyen 7, az ARM AX reprezentacio jobb oldala. A kovetkezé modon
adhato meg 7;:

M= Yt —s) = > fisii-s (2.25)
s=0 s=1
= ZCV Zt— S+Zﬂzyzt+22ﬁ28ylt s Zusnt 226
i=1 s=1
1#]

Konstrualjuk meg a kivetkezs v + 1 dimenzios (&, ¢;)" folyamatunkat

Jesi ][

Itt ft, és qgt—t a kovetkez6 moédon kaphatjuk meg koordindtanként:

az alabbi moédon:

on, 5

— = s 2.27
%, &t (2.27)
on 5

U (2.28)
aﬁi,s

on 4

A/ (2.29)
Ojis

Es a rekurzionk 7, = 0 és (ét,qgt)’ = 0 kezdeti értékekbdl indul, azaz
t < 0-ra azonosan 0 értékeket vesz fel.

2.4.5. Megjegyzés. Az elébbi € és ¢ felirdsdbdl eqyszerien ldtszodik,

hogy
3Zt I d oz
— 3 2.30
3aj tzl t—jT ( )
oS T 2 L -
—=ETE = Y g (2.31)
Q,uj =1
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B. Ebben a lépésben az eléz6leg megemlitett

Tﬁg
=t 1 _t gzeretnénk mini-

malizélni Hannan Rissanen [9] cikke alapjan Gauss-Newton eljarassal.

Legyen ¢;(0) = _2%1 i
T 2 2
@4g:2;2ﬂﬁ§2
U3 T
T 2 7
@4@:2;zﬂﬁﬂi
ne T

A kovetkezd 1épésben szamitsuk ki a négyzetes hibankat:

n

G,(n) = (0) + ) AdZ4(s ZAMS 25(5)

s=0

Ttt Ada, Toeplitz regresszidja ﬁ—nek —fi,t—re, és ét,s—re, aholi=1,...,j—
1, s =1,...,n.Az iteracionkat (Gauss-Newton ) addig folytatjuk, amig
nem konvergalunk azaz nem keriiliink igényeinknek megfelelGen kozel.

Mivel a Z%nt kvazi kvadratikus, ezért Poskitt [7| alapjan elég nagy
T értékekre a megfelels pontossighoz nem sziikséges két-harom iteré-

ci6néal tobb nekiink.

iii. Most szamitsuk ki az informacios kritérium fliggvényiinket:

ICr(n) = Tlog &2(n) + pr(d;(n))

Itt a pr(d;(n)) a Penalty Term fiiggvényiink, ami pozitiv valos értékd,

monoton névekvd d;(n)-ben és nem csokkend T-ben.

Akkor legyen:

o r(j) = i(k)
o Ny =n—1
o P=Ej,P
o N =N \ik)
o j=j—1
e end

(c) end
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iii FOR i(k) € N

e IF n < h; (elére megadott Kronecker felsg korlat)

n=n+1
o else
- FOR i(k)e /', k=1,... v

r(7) = i(k)
TG =
— P = FEu ;P
AN\ i(k)
—j=j-1
end FOR i(k) € A&

e end

iv end when 7 =0

2.4.3. Algoritmussal kapcsolatos tételek

Ebben a fejezetben Poskitt [7] algoritmussal kapcsolatos két tételét fogom ismertetni,
amely biztositja az algoritmusunk miikddését, és a Kronecker invariansaink konvergencia-
jat az informacios kritérium 1Cp(n) fiiggvényiink, és a pr(d;(n)) segitségével. Az r(i)r az

0 a valodi, azaz az elméleti per-

algoritmusunk altal 1épésenként generalt permutacio, r()
mutacio, n,(jr az algoritmusunk éltal lépésenként generalt, ng( i) pedig a valodi Kronecker
invariéns a tételekben. Hasonléan X0 a valodi kovariancia matrix, K°(z) = A%(2)"'M(2)
a valodi atviteli operatora y-nek, a%(z), 8°(2), pu°(2) a valodi autoregressziv, exogén, és

mozgd atlag operatorunk az ARM AX reprezentiacidobol.

2.4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy y; VARMA folyamat, ami teljesiti a Feltétell’-t, és Feltételd -
mat. Fmellett legyenek a Kronecker invaridns pdrok, amiket az algoritmusunkbol kaptunk:

(r(J) 7, ne(jyp ) -k Legyen emellett pr(d;(n)) valds sztochasztikus figguénye n és T-nek .
Ekkor:

i ha (r(i)r, neiyy) = (r(0)% neep), @ = ¢+ 1,...,0, és pr(dy(n))/T — 0 majdnem

mindig, ha T — oo, akkor n.r > ng(q) tetszdleges nagy valdsziniséggel.
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i ha (r(i)r, ne@y,) = (r(@)° nep), @ = ¢+ 1,...,v, és liminfro pr(dy(n))/L(T) >
0 majdnem mindig, ahol L(T') egy valds értéki loglogT/L(T) — 0 nagysdgrendben

novekvd fiiggvénye T-nek, ekkor P(imy_ o Nr(g)y < Nypg0) = 1.

2.4.6. Megjegyzés. A tételben rigzitett g-ra levd feltétel (r(i)r, nygy,) = (1(4)°, npp),
1 =q+1,...,v alatt azt értyik, hogy a végén levd azaz a q. utini Kronecker indezeket
wsmeryik. A tételben pedig ezek segitségével szeretnénk az eqyel eldtte levd q. Kronecker

ndexet kiszamolni.

Ekkor az algoritmusunk helyességének a tétele a kovetkezs:

2.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy y, VARMA folyamat, ami teljesiti a Feltétell’-t, és Feltételd -
mat. Emellett legyenek a Kronecker invaridns parok, amiket az algoritmusunkbol kaptunk:
(r(7)7s My ) -k Ha pr(dg(n))/T — 0 és loglogT/pr(dy(n)) — 0, ha T — oo, ekkor

r(j)r =r(4)° m.m. elég nagy T-re, és P(limy_o0 ny(jyy = ng( y)=17=1.. vre

J

A Tétel 2.4.2 tisztan latszik, hogy ha a feltételei teljesiilnek, akkor n,(q), = ny(go 1
valoszintiséggel T' — oo esetén. Tehat Tétel 2.4.2-b6l kovetkezik Tétel 2.4.3. Mar csak
arra van sziikségiink, hogy bizonyitsuk a Tétel 2.4.2-et.

Bizonyitds: A Tétel 2.4.2 bizonyitasdhoz segitségiinkre lesz két lemma, amik bizonyitasa

utan egyszeriien belathato a tétel. Az elsé lemma a kovetkezd:

2.4.2. Lemma. Legyen 1y, VARMA folyamat, ami kielégiti a Feltétell'-t, és Feltétel3 -mat,
és tegyiik fel, hogy (r(i)r, nr@y,) = (r(2)°, ng(i)), i=q+1,...,v. Legyen a' n-ed foki valddi

autoregressziv operdtor, amire teljestl az aldbbi eqyenldség:

Y al(r+s)=0r=n+1,....2n (2.32)
5=0
Ahol T(r + s) = E(§,3,,) Legyen &'(2) = al(z)e; és fT(z) = al(l — eje}), il(z) pedig
az algoritmusban taldlhatd p(z). Ekkor, ha (r(i)r, nym,) = (r(7)°, ng(i)), i=q+1,...,0,
akkor

A~

i han < ng(j), akkor &(z) = at(z) + O(Qr), B(2) = 1(2) + O(Q7), és u(z) = it (z) +
O(Qr) egyenletesen |z| < 1, ahol Qp = (loglog(T)/T)"/?

W han= ng(j), akkor a(z) = a°(z2) + O(Qr), E(z) = 3%(2) + O(Qr), és fu(z) = i°(2) +
O(Qr) egyenletesen |z| < 1, ahol Qp = (loglog(T)/T)"/?
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i hci n>mn ., akkor a(z) = ¢(2)a°(2) + O(Qr), E(Z) — 6(2)3°(2) + O(Qr), és [i(z) =
o(2)i°(2) + O(Qr) egyenletesen |z| < 1, ahol ¢(2) = 1+ dr2 + G2+, ..., 42",
T—n—n es¢()7é0,ha|z|§1

A Lemma 2.4.2 bizonyitasa a kovetkezs:
Bizonyitds: Hannan Deistler (1998)-

T)H = O(QT)?
= O(Qr). Tekintsiink ezeknek a

polinom operatorokra tgy, mint a Hardy tér egy elemére Ho, azaz analitikus fiiggvények

r=20,...,H; < (logT)* , a < co. Hasonloan

|z| <1 esetén és négyzetesen integralhato |z| = 1 feltétel melletti fiiggvények tere.

2 ‘ 2

=> (&, —al)* = 0(Q3%) (2.33)

&(z) — &@)‘

(a(z) = a'(2))e;

és
B - 31| = [Ge) -t - )| = 6 - 82+ 33 (B — L)

=0 i=1 s=1

Hasonléan habar picit nehezebben bizonyithato, hogy fi(z) = fif(2) + O(Qr). Ehhez

els6nek vegyiik észre, hogy

Zn: Zn: asCy(r + s — u)d,, (2.35)

- ZZ [+0(@Q) (Dy(r+5—w) + 0(Qn)) (@, + 0(@Qr)", (2:30
= ﬁl(T)Jr@(QT) (2.37)

ahol 7 (r) = / ' (w) S, (w)a' (w) exp~™" dw. Innen azonnal kivetkezik, hogy

n

:U<w) = % Z C, (s) exp(iws), (2.38)
= o D" Glls) + OQn)) expliws), (2.39)
= Slw)+0(@r) (2.40)

Legyen H(w) = %, és legyen Hf(w) = % Innen H(w) és H'(w) elemei az £

A

2 ~ 2
térnek, azaz H(w)— H*(w)H dw = Q5 Most legyen

—T
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™

ﬂv(r) = H'(w)S,(w)H () exp(—iwr)dw (2.41)

Most irjuk fel definici6 szerint a kdvetkezd kiilonbséget:

i) =L =1 | (B, HEY -

T(w)sy(w)ﬁT(w)') exp(—iwr)dw| (2.42)

Most irjuk fel a zarojelben levs tagot egy kicsit masképpen:

!

HIH — @5,AY = (H-BY,H - A + (H - ANLAT +  (2.43)
+ AL - A + 3L, - 8,) " (2.44)

A kovetkezs 1épésben probaljunk meg a négy Osszegre kiilon kiilon felsé becslést adni.
Igy, ha mindegyik felsé becslését dsszeadjuk, akkor a bal oldalra azzal az dsszeggel felss
becslést adhatunk. Ha ezt kiszamoljuk, és az eredményiink az lesz, hogy egyenként O(Qr)
nagysagrendtiek, akkor a p kiilonbségének nagysagrendjére is megkapjuk az elsé pontban
megkovetelt O(Qr)-t. Tekintsiik eldszor az els§ tagot az Gsszegben. Ennek az abszolut
értékét szeretnénk feliilrél becsiilni.

| / (B — BN, (H — A exp(—iwr)dw| < / (B — BNE(H— B'Ydw  (2.45)
Most hasznaljuk ki a Cauchy-Schwartz egyenl&tlenséget, és azt, hogy fy pozitiv szemide-

- 1 - N
finit definicié szerint, ekkor felhasznalva, hogy I,(w) = ﬁZy(w)Zy(w):
T

/W(ﬁf—ﬁf);(ﬁ—m)'dw - 27TT/ (H — HYZ,(w)Pdw < (2.46)

</,

H- HTH Te(I,)dw < (2.47)

- pi - 2
< sup Tr(Iy)/ H—HTH do= (2.48)
we[—m,m] —pi
~ OsT)OQY) (2.49)

Ez utobbi azért, mert Brillinger bizonyitotta, hogy lim supy_, o [SUDye(—r ] Tr(I,)/log T] <
SUDy e[ ] 2Tr(S,(w)). A masodik és a harmadik tag egymashoz nagyon hasonléan egy-
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szeriien megoldhato:

o]

/|ﬁ*iy<ﬁf—ﬁﬂ)'|dw _ /yﬁﬁfy(ﬁf— 1Y exp —iwr|du
T NY2 s L A 1/2
/ (HT[yHT> (( —HT)Jy(H—HT)’> dw
>dw/ ((ﬁ-ﬁ*)fy(ﬁf—ﬁf)’) dw

‘dw/

Itt felhasznaltuk a Cauchy-Schwartz egyenlGtlenséget, hogy H' négyzetesen integralhato.

IN

IN

Csw 1)) [ |

w€[—m,7]

= O(logT)*0(Q7)

A maésik esetben ehhez teljesen hasonloan (csak a matrixszorzas miatti sorrend felcseré-

lésével):
|(]fl — HNYI,H"|dw = \(]fl — HNYI,H" exp(—iwr)|dw
a 771' ~ NS - /2 , . - ~.\1/2
< / ((H—HT) y(H—HT)’> (HUyHT) dw
<

/_:<(ﬁ[—ﬁl)l(H HT> /(HT[HT>
wf I

A negyedik tag becslése, azaz |/ HY (I, — 5,)H" exp(—iwr)dw| megegyezik:

A
)
=
"D‘
d
—
B
\:‘

we[—m,7]

= O(logT)’0(Q7)

—T

>0 > RC,(r+u—s) = Ty(r+u—s)hl| (2.50)
< Y BLC(r+u—s) = Ty(r +u— )]k (2.51)

(2.52)

Innen mivel C(7) = 0,|7] > T esetén és hi = / H exp(—iwu)dw,u = 0,41, 42, .. .,

™

ezért létezik egy x > 0 konstans és egy 0 < A < 1 paraméter, amire teljesiil, hogy
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HM‘H < kA igy az egyenletiink jobb oldala az alabbi modon frhato fel:

= K i i Héy(r tu—s8) —Ty(r+u—s)|| Al (2.53)

< K Z Z Hé’y(r—l—u—s) —f‘y(r—f—u—s)H)\‘“H'S| (2.54)
lul<clog T |s|<clog T

+ oY (Z*y(O)H + fy(O)H) STST ame (2.55)

|u|>clog T |s|>clogT

Innen H(j’y(r +u—s)—Ly(r+u—s)||l-t6l tudjuk, hogy O(Qr) nagysagrendi, s mivel

1— )\clogT 1— )\clogT 1— )\clogT

Z Z \lul sl Z | Z Is| = (2 T )(2 T ) = 4( T )2,

lu|<clogT |s|<clogT lu|<clogT |s|<clogT

1— clogT
tehat az egyenletiink jobb oldalanak az elsé tagja 4/12(9(QT)(1)\—)\)2 = O(Qr) nagy-

sagrendi. At egyenletiink méasodik tagja pedig korlatos. Hasonléan az els6h6z konnyen ki-
)\2CIOgT

(1—=A)2
ami O(1/T) nagysagrendd, ha ¢ > —1/(2log\) a logaritmus azonossagok egyszeri fel-

szamithaté a mértani sor dsszegképlete segitségével, hogy konstans szorosa a 4x2

hasznalasaval. Igy tehat a kettd Gsszege is O(Qr) nagysagrend lesz, ebbsl pedig adodik
szamunkra, hogy i = it + O(Qr).

Kovetkezd lépésben a lemma masodik pontjat szeretnénk belatni azaz n = n, o
esetre vonatkozo allitast. Definicio szerint egyértelmt, hogy af(z) = a°(z). Emellett

igaz, hogy a’(z) = €;A%(2) amibsl kovetkezik, hogy a®(z)K°(z) = €;M°(z). Ekkor az
Sy(2) = (2m) T KO(2) S0 KO(2)".

a’(2)S,(2) = (2m) te;MO(2)X K () (2.56)
a(2)S,(2)a’ () = (2m)te;MO(2)2OMO(2) e, (2.57)
= (2m) " (oy)*|a" (2.58)

Ebbsl pedig kovetkezik, hogy fif(z) = ji°%(z), és ebbdl adodik a Lemma 2.4.2 masodik

pontja meg természetesen ez biztositja is, hogy az algoritmusunk erdsen konzisztens le-

gyen.
A lemma harmadik pontjaban az n > n,jp esetben af(z) = ¢(2)a’, ahol ¢(z) =

l+ 12+ ...+ 02", r =n— ng(j), mivel az n. lépésben az autoregressziv operatorunk

n-ed foku lesz. Tovabba, mivel Z def(s —j) =0,s > n ezért a kovetkezs igaz
=0

> at,Cls = < [laty| |[Culs - )~ Ts - )| = 0@ Y- flat|| (259

46



Identifikaciés algoritmus stacionarius esetben VARMA identifikacidja

Ekkor elég nagy T esetén a igaz, hogy a = <b(z)&0(z) + O(Qr), ahol ¢ ( ) # 0, |z| < 1.
Helyettesitsiik be at(z) = qb(z)do(z) egyenletbe, ekkor a kovetkezs igaz S} (z)-re
S0 = 52 3 [Twire @S OO e -0 (20
- g oI )P 261)
2w

Innen kévetkezik, hogy ji(z) = fif (2)+O(Qr) = ¢(2)ji’(2)+O(Qr), ahol jif (z) egyiitthatoi
kiszamolhatéak a Yule-Walker egyenletek segitségével:

Zuﬂz r+j)=0r=1,...,n (2.62)
ahol - (Cizs)
-t mexp(—izs
A (r) = - dz (2.63)
/ﬂ (o9)20(2) " (B2

Hogy a bizonyit;’msunk teljes legyen még be kell latnunk, hogy ﬁT,ﬁ[ € Lo, meg azt,
— O(Q%). Elsének bizonyitsuk be, hogy H' € L,. Mivel af(z) polino-

mialis ezért elég megmutatnunk, hogy ST( )_2 integralhat6. Weierstrass approximacios

tétel szerint tetszéleges e-hoz létezik egy p(z ijz ugy, hogy p(z) # 0,]z| < 1 és
j3>0
|S1(2) — |p(2)]?] < € egyenletesen. Egyértelmt, hogy p(z) € Lo, és
T 1 o1 1 2
—=——dz = / 5+ 5 (~Lp(z)| — 1) dz (2.64)
—r Si(2) + € — PGP ()P \Si(2) + ¢
T 1 2 ST o
—r |p(2)] Si(z) +¢e
|
< 3/ — (2.66)
—x Ip(2)?

Innen a Lebesgue monoton konvergencia miatt ahogy ¢ — 0 kdvetkezik HT € £,. Legyen
H?(z) = a'(2)/|p(2)|. Ekkor HP(z) € Ly és felirhatjuk a fourier sorat, ami (27)~' S h? expizs,

ahol ‘ BgH — 0 ahogy s — o0

- ~ 12 af ST
HM—W t/ﬂlﬁ—i (2.67)
- Sulpl?
~ 52
< ’ sup (2.68)
—7,7] ‘pP
Emellett ﬁl” < ’ iﬂ; + Hﬁi — B{; a haromszog egyenlGtlenség szerint, ebbdl kovetkezik,

hogy létezik olyan 0 < A < 1 és k > 0, hogy HiLEH < kAPl mert ha alkalmazzuk a
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2 - 2
hT hp HHT—HP — 0, ha ¢ — 0. Hasonl6an

Bessel egyenlttlenséget, akkor sup,

blzonylthato i e [,2 annyi kulonbseggel hogy aT helyett a-t frunk, és ST helyett St
= O0(Qr):

H- it = (&—d*)i%ﬁ M (2.69)
S S,

Ebbdl latszodik a norma nagysagrendje, mert ‘& — ELTH = 0(Qr), és

= 0(Qr)

a z € [—m, m]-n egyenletesen. [
A tovabbiakban sziikségiink lesz még Poskitt [7] egy lemmara, amivel a tételiinket bizo-

nyithatjuk, és ezzel igazolhatjuk a konvergenciét.

2.4.3. Lemma. Teqyiik fel, hogy y; eqy VARMA folyamat, ami teljesiti Feltétel 1" és Felté-
tel §-t. Emellett tegyiik fel, hogy j = q+1, ..., v-re az algoritmusunk Kronecker invaridn-
sai megegyeznek a valddi Kronecker invaridnsainkkal, azaz (r(j)r, n.yr) = (r(5)°, ng(j)).

Ekkor elegendden nagy T-re az aldbbiak i1gazak:
i Han < ng(q), akkor o} (n) > o2 (n+ 1) egy valdszindséggel.
ii Han>n),, akkor op(n) —ap(n+1) = O(Q7) egy valdsziniséggel.

A lemmat nem bizonyitom, de a bizonyitasa megtalalhato Poskitt 7] cikkében.
A Tétel 2.4.2 bizonyitasa a fentebbi két lemma utédn az az aldbbi mdédon adodik:

0
Legyen n < M)

A

lim inf log[52(n) /62(n + 1)] > log(1 + o(n)(1 — 8)) > 0 (2.70)

T—oo

egy valoszintiséggel tetszdleges 0 < § < 1, ahol g(:) = :2( )/32(71 +1)—1>0. A
feltétel pr(dy(n))/T — 0 m.m. , ha T' — oo. Innen kdvetkezik, hogy ICr(n+1) < ICr(n)
majdnem mindig n < nr( ) esetén, mivel egyértelmd, hogy pr(dy(n))/T log(1 + Q( )(1—
9)) — 0 majdnem mindig. Ebbdl kévetkezik, hogy liminfr_,o nggyr > nr(q). Innen a
tétel elsé pontba bizonyitva van. A masodik ponthoz tegyiik fel, hogy n > n?,(q). Ekkor a

méasodik lemma mésodik pontjabol kovetkezik, hogy

log(a2(n)/aa(n+1)) = log(1 + O(Q7)) = O(QF) (2.71)
Ha liminfy o pr/L(T) > 0, azaz a tétel masodik pontjanak a feltétele teljesiil, akkor
mivel d,(n) < dy(n+ 1)

ICr(n) —ICr(n+1) _TO(QF) | pr(de(n)) — pr(dy(n+1))
L(T) L(T) L(T)

<0 (2.72)
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amibdl kévetkezik, hogy ICr(n) < ICr(n+1) majdnem mindig n > ng(q) és lim supy_, o np(gyr <
1))+ Ebbdl a tétel masodik pontja is kovetkezik. [

2.5. Identifikacios algoritmus kointegralt esetben

2.5.1. Algoritmusunk adaptalasa kointegralt folyamatok esetén

Ebben a fejezetben a kointegrélt 1, folyamatokra probaljuk meg alkalmazni az algo-
ritmusunkat. Ehhez sziikségiink lesz Engle-Granger [13] féle Error Correction reprezen-
taciora, és a kointegralt ARM AX reprezentaciora, valamint a Poskitt féle [5] kanonikus
korrelacios felirasara, amivel meghatarozzuk a kointegréacios teriinket , és a kanonikus kor-
relaciés egyenletiink sajatértékeinek, sajatvektorainak a segitségével meghatarozzuk majd
a kointegracios rangunkat.

Elsonek tegyiik fel, hogy A(z)-nek v — o gyoke van az egységkoron, és az Osszes tobbi
gyokiink az egységkoron kiviil helyezkedik el. Emiatt detA(z) = (1 — z)" 2a4(2), ahol
as(z) # 0, |z| < 1, és p < v. Alkalmazzuk a Beveridge-Nelson dekompoziciot, igy
A(z) = B(2)(1 — 2) + A(1)z, ahol B(z) = By + Biz+ ...+ B, 12271 Ttt By = Ay,
6s Bi = —(Aij1+...+A,),i=1,...p— 1. Ez pont a Engle-Granger féle EC' azaz hiba

korrekcios reprezentacidhoz vezet, azaz:
B(L)Ay; + CEy;1 = M(L)z,.

Itt A(1) =>" A, =CE, ahol C és E' v x p dimenzi6s teljes rang matrixok.
Tekintsiik most az EC reprezentaciot, ahol [B(z) : M(z)] teljesiti az alabbi feltételeket:

1 brc,O = Myco
i mey(2) =14+ mp1z+ .o+ Mppy, 2",
il mye(z) = mmnr,nmﬂz”c’”"_””f“ + o My, 2
v brc(z) = brc,O + brc,lz +...+ bTC,nrznT_lﬂ
v FE row reduced echelon formaban van.

Amikor ezek a feltételek teljesiilnek a fentebbi y; folyamatra, akkor ezt EC ARM Ag(v, o)

formajunak nevezziik, ahol a ¢ a kointegracios rangja a struktaranknak.
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A row reduced echelon formaban egy méatrix akkor van, ha echelon forméban van, és min-
den sor els6 nem nulla eleme 1. Emellett minden oszlopban, ahol a sor els6 nem nulla
eleme van (azaz egyes), abban az Gsszes tobbi elem (felette is és alatta is) azonosan nulla.
Most definialjunk Poskitt [7] cikke szerint egy T' v X v dimenzios nem szingularis transz-
forméacio métrixot, ahol T = [T, : T!]' ugy, hogy A(z) = As(2)T'A(2)T, ahol detA,(z) =
as(z), A(z) = [I, : I,_,(1 — 2)] polinom blokkmatrix. Itt tisztan latszik, hogy a transz-
forméaci6 méatrixunk két részbdl all, az egyik a stacionarius részére vonatkozik y-nak, a
masik része az integralt részére. Ha z, = [z, : «!,]' = Ty, akkor el6z6 egyenletiink kis
atrendezése utan azt kapjuk, hogy : A(L)zy = TA(L) ' M(L)e;, és az elsé g soraban
xi-nek, az x. valtozdk aszimptotikusan stacionarius folyamatok, és a megmaradt v — o

sorunk elsé (1 — L) differenciaja stacionarius.

2.5.1. Megjegyzés. A(1)-re igaz a fentiek alapjdn, hogy:
A(l) = AT 'A()T = FT,

ahol A(1) megegyezik az egyiitthaté mdtrizok dsszegével.

2.5.1. Tétel. Legyeny, ECARM Ag(v, o) folyamat, ami teljesiti Feltétell' -, és Feltétel? -
t. Emellett tegyiik fel, hogy a vdltozok a Kronecker invarians sorrendbe vannak rendezve.
Ekkor minden Az, = Ay, 7 = 1,...,v-re létezik relativ prim o(z), f(2), p(z) n = n;

rendd operdtor, és c eqyltthatovektor, hogy Az;-re 1gaz az aldbbi reprezentdcio:
a(L)Az + B(L) Ay + dxeyq + p(L)n, (2.73)

ahol ©; = T,y,. Emellett az is igaz, hogy Ay, @ =1,...,7 —1-, és Ay;p—s 1 =1,...,0,

i #7,s=1,...,n, xc4—1 koordindtdk csak a Az miltjatol figgenek, azaz Azi-t6l nem.

Bizonyitds: Legyen y, a feltételeknek megfelel§ folyamat. Alkalmazzuk ra a Beveridge-

Nelson felbontést, ekkor a kévetkezdket kapjuk:

D(L)Ay: + 7'yer =+ D et (2.74)

s=1

ahol a b(z) = €;B(z) és 7'e;CE. Most legyen Az, = e’ Ay;. Ekkor adott T, matrixra 4t
tudjuk irni a fentebbi képletet a kivant alakra, mivel rekurzivan megadhaté o(z) = b(z)e;,
B(z) = b(2)(I —ej€), és ¢ = n'T(T.T!)~" is a felbontas alapjan. Az elsG kettd egyszertien
latszik, mivel az Gsszegiik pont b(z) lesz. A harmadik (regresszio jellegii egyenletnél) ve-
gyiik észre, hogy 7' = /T, és 'y;—1 = ¢ Toys—1 = CTe—1)- 1gy az ECARM AX felbontas,

amit szeretnénk az algoritmusunkban felhasznalni azonnal adédik. [J
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2.5.2. A kointegralt algoritmus lépései

Az algoritmusunk preciz leirdsat kointegralt esetben ebben a fejezetben fogom taglalni.
Legyenek y,-k t = 1,...,T a megfigyeléseink, ahol y, v-dimenzi6s VARMA folyamat, ami az
aladbbi modon all els:

A(L)yy = M(L)e,
Ez az y; teljesiti a Feltétel 1-t és a Feltétel 2’-t. Legyen P(1,...,v) = (r(1),...,r(v))
permutacio leképezés. Ekkor P(y:) = (Yr() s - - - Yr(w)t)- A kivetkezd algoritmusunk meg-
hatarozza a Kronecker invaridnsokat, mig a P permutaci6 leképezést is valtoztatjuk. Az

algoritmusban felhasznéljuk a Tétel 2.18 ARM AX reprezentacidjat is.
Els6 f6lépés:
Hatarozzuk meg a kointegracios rangunkat, és a kointegracios teriink bazisat. FEzeket a
kovetkezs sajatérték és sajatvektorfeladat megoldasaval kaphatjuk meg:
(AL, — Cy(o)_lcy(l)Cy(o)_lc’y(l),]wt =0

Rendezziik sorba ezeket a [\, 7, v; 7], i = 1,...,v parokat ugy, hogy M7 < dor <,..., <

Ay,r. Hatarozzuk meg o = 0,...,v — 1-re az alabbi fiiggvény értékeét:
v A - v
\Y = — 2] - ; .
7(0) T(v — 0)log (Z o Q) T ‘Z log \j.7 + (2.75)
Jj=o+1 j=o+1
T
= 0(2v—p+1)loglog B (2.76)

Ezutan hatarozzuk meg ennek a fiiggvénynek a minimumat, o szerint.

0y = min V(o)

0<o<v

Ezzel a p,-al fogjuk megbecsiilni a kointegracios rangunkat Poskitt |5] cikke alapjan.
Legyen a bazisunk By = [v1 7 : ... : v, 7| Evvel a Bp-vel fogunk dolgozni a tovibbiak-
ban.

Masodik félépés:

i Inicializacio:
Legyenek a kezdeti értékek:

e n =1 - a teszt Kronecker indexiink.
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e j = - a jelenleg vizsgalt koordinata (a végérdl kezdjiik).
e P = [ - kezdeti permutacidé matrixunk, ahol I az identitasméatrix.

e ./ ={1,...,v} indexhalmaz.

Szamoljuk ki az els§ differencialt értékét y-nek, azaz Ay, = y, — y,_1-et.Emellett
legyen (; = Bry;, minden ¢t = 1,...,7T. Ekkor minden i € .4 -re szamitsuk ki

~2

d,:(0)-t, amit g, , y; ,-re valo regressziojanak a segitségével kaphatunk meg, ahol

kE=1,...,v,k # 1. FEz lesz a kezdeti célfiiggvényiink.

ii. WHILE j > 1 esetben az alabbi lépést végezziik el:

(a) FOR i(k)e #/ k=1,...,v
i. Ay = B ;[PAy, ahol az E,; operator felcseréli az a és b sorokat.
Ezutan szamitsuk ki a j-edik sor EFCARM AX reprezentaciojat.
A. Legyen D(z) = [Eip) ;PB(2) P’ i).j» Bite) s PCL €s d(z) legyen az D(z)
j-edik sora, azaz d(z) = €’ D(z). Tekintsiik a w; tapasztalati autokova-

rianciafiiggvényiinket, ahol w, = [Ay,,(; ] , ésr=1,...,T — 1

I,(w) = % i C,(s) exp (iw)

Ennek segitségével megoldhatjuk a kévetkezs egyenletet:
/ d(w) Iy (w)exp (—iwr)dw = 0,r =n+1,...,2n

Ezutan hatarozzuk meg az EC ARM AX reprezentaciobeli a és [ egyiitt-
hatokat a kovetkezGképpen (s =1,...n):

dy = djg (2.77)
Bi = ~7§,07Z.: a"')j_]- (278)
Bis = digyi=1,...,0,i#jc, =dpsr1,7=1,...,0, (2.79)
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B. A kovetkezGekben r = 1,...n becsiiljiik meg a v folyamatunk
autokovarianciafiiggvényét az alabbi méddon:

n n

C(r)=C_,(r) = ZZC? Co(r +5 —u)c? (2.80)
_ /ﬂ () T (@)d(w) exp (—iwr)dw (2.81)

—T

Ezutén definidljuk a v spektrumat:

Sy (w =5 Z C,(s) exp (iws)

S=—n

Most szamitsuk ki /15,5 = 1,. .., n mozgoatlag egyiitthatéinkat:

n

> G (1+s)=0,ahol L=1,...,n

Itt: . .
(1) = " AW ly(@)d(w)” exp (—irw)dw
utr) = [ T2 T e (i

ii. Szamitsuk ki a zaj szérdsanak a Pszeudo Maximum Likelihood becslését.
A. Legyen 7, az ECARMAX reprezentci6 jobb oldala. A kivetkezs mo-
don adhaté meg 7,:

SN

t:

(L), + (1 — fi( L)), (2.82)

v

Konstrualjuk meg a kdvetkez§ v + o, + 1 dimenzios (&, ;) folyama-

Jesi )-8

Itt ét, és qgt—t a kovetkez6 moédon kaphatjuk meg koordindtdnként:

tunkat az aldbbi moédon:

on 5

T (2.83)
;s

on 2

= 4, (2.84)
Ojis

Es a rekurzionk 7, = 0 és (ét,qgt)’ = 0 kezdeti értékekbdl indul, azaz

t < O-ra azonosan 0 értékeket vesz fel.
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2.5.2. Megjegyzés. Az elo”bbié és ¢ felirdsdbdl eqyszerien ldtszddik,

hogy
oY i : -
2 = t—j7 (2.85)
da; t=1
a T 29 T o .
M = > b (2.86)
op; t=1
T 29
B. Ebben a 1épésben az el6z6 1épésben megemlitett M -t szeretnénk

T
minimalizalni Hannan Rissanen [9] cikke alapjan Gauss-Newton elja-

rassal.
Legyen ¢5(0) = M
T 27
E.o(s) = i Wi
né T
6 A(S) — Z?ZS‘FI ﬁt&t*s
e T

A kovetkezd 1épésben szamitsuk ki a négyzetes hibankat:

~

E(n) = :(0) + ZO Aciséﬁg(s) - Zl Afis@.5(s)

Itt AaNZS Toeplitz regresszidja ﬁ—nek —gi,t—re, és —§v+,,7t—re, ahol 7 =
L...,0=Lr=1,...,04 Aﬁs pedig Toeplitz regresszidja ﬁ—nek —&is,
re és ét,s—re nézve, ha s=1,... n.

iii. Most szamitsuk ki az informacios kritérium fliggvényiinket:
ICr(n) = Tlog fr%(n) + pr(d;(n))
Itt a pr(d;(n)) a Penalty Term fiiggvényiink, ami pozitiv valos értékd,
monoton névekvs d;(n)-ben és nem csokkens T-ben.

(b) IF ICr(n) > ICr(n — 1) - ha a kritérium fiiggvény megtalalta a lokalis mini-
mumat

Akkor legyen:
e 7(7) =i(k) - r(y) indexet i(k)-ra allitjuk

® n,.(;) = n — 1 - a Kronecker indexiink az el6z6 lesz
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o P = FEu) ;P - a P permutaci6 matrixunkat valtoztatjuk
o N = A \i(k) - az indexhalmazunkbol kivessziik i(k)-t
e j =7 —1-akoordinitaink szerint eggyel feljebb lépiink.
e end
(c) end
iii FOR i(k) € A
e IF n < h; (elére megadott Kronecker felsg korlat)
n=n+1
o else
— FORi(k)e /', k=1,...,v
r(j) =i(k) - r(j)-t i(k)-ra allitjuk.

— npj) = n - az 7(j)-edik koordinata Kronecker invaridnsat beéllitjuk n-re.
— P = FEyu) ;P - a P permutéacio matrixunkat valtoztatjuk

— A \i(k) - kivessziik (k) koordinatat az .4 halmazunkbol

— j =7 — 1 - eggyel fentebbi koordinatat vizsgalunk a tovabbiakban

— end FOR i(k) € A

e end

iv end when 7 =0

2.5.3. Algoritmussal kapcsolatos tételek

Az algoritmusunk miikodéséhez sziikséges Poskitt [7]-bdl par tételt idéznem, ami biz-
tositja az algoritmus miikodését. Ezeket nem fogom bizonyitani, bizonyitasaik a fentebb
idézett cikkben megtalalhatoak.

2.5.2. Tétel. Legyeny, ECARM A(v, o) folyamat, ami teljesiti a Feltétell'-t, és Feltétel? -
t. Legyen or €s (7(j)r, ne(j)r) @ kointegrdcios rang és a Kronecker invaridns pdrok, amiket

az algoritmusunk segitségével kapunk. Ekkor elég nagy T-re or = 0° eqy valdsziniiséggel,

és ha IM — 0, és loglogm — 0, ha T — oo, és ekkor r(j)r = r(5)° 1 valdszi-
niséggel elég nagy T-re, azaz P(imyp_,o Nyjyr = N(jyo) = 1, minden j = 1,... v-re.

2.5.3. Megjegyzés. Ebben a tételben 2.5.2 0" a valddi kointegrdcids rang, mig n,y a

valodi Kronecker invaridns.
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Program

3. fejezet
Program

A szakdolgozathoz készitett program R programozasi nyelvben késziilt. Célja az el6bb
ismertetett algoritmus alkalmazasa stacionarius esetben.
A programomban Paul D. Gilbert 10 dimenzios idésorat hasznalom fel a dse program-
csomagbol. Célunk ezekbdl a kivett 2, 3, és 4 dimenzios idGsorok Kronecker indexeinek a
meghatarozasa Poskitt algoritmusa szerint. A megfigyelések 1974-t61 1993-ig tartanak, és
236 megfigyelésiink van minden valtozéra nézve. A valtozoink a csomag szerint a kévet-
kezdk:

e CPI,GDP, M1,

long run interest rates (RL),

the Toronto stock exchange 300 index (7'SE300),

employment

the Canada/US exchange rate (PFX),

a commodity price index in US dollars,

US industrial production, and

US CPI.
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Tesztelés Program

A program négy 6 részbdl all, amelyek az alabbiak:

3.1.

A
[ J
[ J

F6 program - A féprogramban inicializalunk és futtatjuk az alprogramokat, amik
segitségével a Kronecker indexet meghatirozzuk. Ebben a programban hasonlitjuk
Ossze az alprogramoktol kapott értékeket, azaz az aktudlis modellértékeket az els-
z6ekkel.

Null modell értékels segédfiiggvény - Ez a segédprogramban kiszamitja a null mo-
delliink értékét, amit majd Gssze szeretnénk hasonlitani az els6rendii modelliinkkel

a f6programunk futtatasa soréan.

Aktualis modell értékels segédfiiggvény - Ez a segédprogram kiszamitja az aktualis
modell értékiinket, amit Ossze szeretnénk hasonlitani az el6z6 modellértékiinkkel a

f6programunk futtatasa sorén.

Meghivo fiiggvénybdél - Ebben a programban toltjiik be az el6bb ismertetett klasszi-
kus adathalmazt, és futtatjuk a tesztiinkben az algoritmusunkat kiiléonb&z6 adathal-

mazunkbol kivett koordinatakra.

Tesztelés

kovetkez6 inputokra teszteltem a programot:
Els6nek az 6todik és hatodik koordinatara,
Miésodiknak az elsd, a harmadik és a tizedik koordinatara,

Harmadiknak a harmadik, negyedik, 6todik és hatodik koordinatéra.

Az elsé teszt idGsora a kovetkezd:
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Tesztelés

Program

TSE300
0 0 200

-800
|

emp
-10 -05 00 05

1975 1860 1865
Ezekre a program a kovetkez6 eredményeket adta:

ap

[1]1 21

kr

[1] 0 1

ert

[1] 2922.733 2913.375

A masodik teszt iddsor a kovetkezd:

1990

2.0

CPI
1.0

1

UScpi

06 00 05 10 18 -2 0 2 4 600

1975 1980 1985
Ezekre a program a kiévetkez6 eredményeket adta:

ap
[1] 312

o8

1990



Tesztelés Program

kr
[1] 2 2 3

ert
[1] 853.9423 845.1102 850.1850

A harmadik teszt idgsor a kovetkezd:

M1
2 10 1 2420 2 4 8
[

TSE300

-800  -400 o

emp
-10 0.0
I

1975 1980 1985 1990
Ezekre a program a koévetkezd eredményeket adta:

ap
[1]1 41 23

kr
[11 1112

ert
[1] 2911.480 2911.032 2911.731 2915.556
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3.2. A programok forraskodjai

Ez a fejezet a programjaim és az alprogramjaim Project-R beli forraskodjait tartal-
mazza. A kodok elején kommentben kiilon feltiintetem, hogy mik a programok vagy al-
programok inputjai, illetve outputjai. Emellett egyes lépéseit kommentekben részletezem a
pontosabb megérthetdség kedvéért. A program a dse programcsomagot felhasznélja, ami-
nek a letéltése és futtatésa az elsd lényeges 1épés a programunk kiprobalasdhoz. Ezutan
az alprogramjainkat (ha a kodot nem szeretnénk atirni a futtatiasahoz, akkor) taroljuk el
az aktudlis konyvtarunk f6lotti mappaban, és a programkoédban talalhato néven mentsiik
el ket .t formatumban. A f6programot main.t néven, a null értékels programot nullmod.t

néven, mig az aktualis modell értékels fiiggvényt aktmod.t néven.
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3.2.1. Féprogram

# FO PROGRAM

# bemenet: y

# kimenet: ap, kr, ert

# hivott sajat filiggvények: nullModellErt, aktModellErt
# tovabbi filggvények: dse csomagbdl

PKron<-function(y,nm=6)
{ k<-nseriesOutput(y) # a dimenzid
ap<-1:k # az aktualis permutéacib
akh<-1:k # az akt.koord.halmaz
akh.k<-length(akh) # az akt.koord.halmaz szamossiaga
ak<-0 # az akh-bol legutébb értékelt koordindta ap-beli indexe (még nem volt)
kr<-rep(0,k)
ert <- nullModellErt(y)# a null modellek értékelése
n<-1 # az aktudlis rend
while ((n<nm)&! (akh.k==0)) # mig az akh nem iires
{
if (ak==1) {n<-n+1;ak<-0} # ha az elejere ertunk a vektorunknak
ak<-if (ak==0) akh.k else ak-1
t.ak<-aplak] # az akt koordindta tényleges sorszama
t.ek<-if (akh.k>1) ap[(1l:akh.k)[-ak]] else NULL # az e16z8 koordindtak
a.ert<-aktModellErt(t.ak,t.ek,n,y) # az aktudlis modell értékelése
if(a.ert > ert[aplak]])
{ert[aplak]]l<- a.ert} # az akt modell jobb
else # van Kronecker
{kr[ap[ak]]l<-n-1;
aplc(ak,akh.k)]<-c(aplakh.k],aplak])# aplak] <-> aplakh.k] csere
akh.k<-akh.k-1

}
return(list(ap=ap,kr=kr,ert=ert)) 1}
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3.2.2. Null modell értékels fiiggvény

# a null modellek értékelése: nullModellErt()
# -
# bemenet: a teljes folyamat

# kimenet: ert = a k.db koordinata O modell értékelése

nullModellErt <- function(y)
{ k<-nseriesOutput (y)
AR<-array(0,dim=c(1,1,1))
AR[1,,]<-diag(1)
MA<-array(0,dim=c(1,1,1))
MA[1,,]1<-diag(1)
EX<-array(0,dim=c(1,1,k-1))
EX[1,,]<-runif(k-1,-1,1)

arma <- ARMA(A=AR, B=MA, C=EX);
armaSS<-toARMA(arma) # allapotteres modell azaz statespace modell
s0<-rep(NA,k)
for(i in 1:k)
{ W<-y
inputData (W)<-outputData(W,series=(1:k) [-i])
outputData(W)<-outputData(W,series=1)
M<-estMaxLik (armaSS,W) #ML becsles
sO[i]<-informationTestsCalculations (M) [3] #informacios kriterium szamolas
}

return(s0)

+

# nullModellErt(D) # a fiiggvény hivéasa
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3.2.3. Aktualis modell értékels fiiggvény

S
# az aktudlis modell értékelése: aktModellErt(ak,ek)

# --—-

# bemenet: ak az aktudlis koordinata

# ek az e16z8 koordinatak

# n az aktualis rend

# y a teljes folyamat

# kimenet: ert a koordindta n-ed rendld modell értékelés

aktModellErt<-function(ak,ek,n,y)# az aktualis koord ertekelese
{ k<-nseriesQOutput(y)
# n<-1; ak<-2 ; ek<-c(1,3)
AR<-array(0,dim=c(n+1,1,1))
# arben levdk szabad valtozok,
# strukturdlis nulldk, vagy szabad paraméterek.
AR[1,,]<-diag(1)
for(i in 2:(n+1)) AR[i,,]<-runif(1,-1,1)
MA<-array(0,dim=c(n+1,1,1))
MA[1,,]<-diag(1)
for(i in 2:(n+1)) MA[i,,]<-runif(1,-1,1)
EX<-array(0,dim=c(n+1,1,k-1))
d<-rep(0,k); if(!tis.null(ek)) dlek]<-1; d<-d[-ak]
EX[1,,]<-d
for(i in 2:(n+1)) EX[i,,l<-runif(k-1,-1,1)
arma <- ARMA(A=AR, B=MA, C=EX);
armaSS<-toARMA (arma)
W<-y
inputData (W) <-outputData(W,series=(1:k) [-ak])
outputData (W) <-outputData(W,series=ak)
M<-estMaxLik (armaSS,W)
si<-informationTestsCalculations (M) [3]

return(sl)}
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3.2.4. Meghivé figgvény

# vesszuk a dse::egJofF.1dec93.data adathalmazt

library(dse)#

rm(list=1s())

source(’../main.t’)# PKron() -- a fdprogram

source(’../nullmod.t’)# nullModellErt(y) -- a null értékelés
source(’../aktmod.t’)# aktModellErt(ak,ek,n,y) -- az aktudlis ARMAX értékelése
data(egJofF.1dec93.data) ;D<-egJofF.1dec93.data;rm(egJofF.1dec93.data)
D$input<-NULL
attributes(D$output)$dimnames<-1list (NULL,attributes (D$output)$seriesNames)
attributes(D$output)$dimnames[[2]] [c(6,8,9,10)]1<-c("emp","ComPri","USip","UScpi")
plot (D$output)

# elsd teszt

W<- D

outputData(W) <- outputData(W,series=c(5,6))
plot (W$output)

PKron (W)

# masodik teszt

W<- D

outputData(W) <- outputData(W,series=c(1,3,10))
plot (W$output)

PKron (W)

# harmadik teszt
W<- D
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outputData(W) <- outputData(W,series=c(3,4,5,6))
plot (W$output)
PKron (W)
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