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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani a témavezetémnek Préhle Tamaésnak, aki ren-
geteg id6t és energiat forditott ram és a munkdmra. Folyamatos tiirelmével, segitségével
és tanacsaival nagyban segitette a dolgozat megsziiletését. Koszonet illeti tovabba Boruzs
Gergelyt a dolgozat elkészitése kozben felmeriils informatikai problémédk megoldasaban
nyujtott segitségéért és megértéséért valamint haldval tartozom a sziileimnek a sok tamo-

gatasért és batoritasért, amit a tanulményaim soran kaptam t6liik.
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1. fejezet

Bevezetés

David MHilbert 1900 augusztusaban a péarizsi Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson
felvazolta azt a 23 matematikai problémét, melyet a huszadik szazad legjelentGsebbjeinek
tartott. A tizenharmadik probléma a fiiggvények kompoziciojarol szol, specidlisan arrol,
hogy felirhatok-e magasabb foki egyenletek alacsonyabb foku vagy egyvéltozos egyenletek
kompozicidjaként.

Most lassuk a tizenharmadik problémat pontosan:

Megoldhatok-e az
2" +ard + bt +r+1=0

alaki hetedfoki egyenletek véges sok két vdltozds folytonos fiigguény alkalmazdsdval?
Ennek altaldnositdsédra adott egy eredményt Kolmogorov 1957-ben, amikor kimondta a

kovetkezs tételt:

1.0.1. Kolmogorov szuperpozicios tétele. Minden n > 2 wvdltozds f fliggvény repre-
zentdlhatd valds értéki ¢P9(z), a zdrt E' = [0;1] intervallumon folytonos fiigguényekkel, a
kévetkezd alakban:

q=2n+1 n

fenas,.a) = Y x| 2wy (L.1)
q=1 p=1

ahol x4(y) folytonos, valds értékd fiiggvény.

A tételt a masodik fejezetben targyaljuk. Az ezt kivetd fejezetekben bemutatjuk a tételhez
kapcsolédo eredményeket, majd megmutatjuk, hogy ez a tétel hogyan kapcsolédik a ne-
uralis halokhoz és azt is, hogy hogyan tudunk ezekkel a halokkal fiiggvényeket kozeliteni.
Kés6bb beszéliink arrél is, hogy a neurélis halok teriiletén elért eredmények szempontjabol
Kolmogorov tétele mennyire volt relevans. Ahhoz, hogy mindezt kénnyebben végrehajt-
hassuk az els§ fejezetben bevezetjilk a neuralis halok elméletének alapvetd fogalmait. Az
utolso fejezetekben pedig konkrét példakon mutatjuk be az R program neurélis halokkal

foglalkozd csomagjait.



2. fejezet

A neuralis halok elméletének

alapfogalmai

Ebben a fejezetben a neuralis halok elméletének azon fogalmait vazoljuk fel, melyekre
a dolgozat tovabbi fejezeteiben sziikségiink lesz.

A neuralis halokat egyre szélesebb korben alkalmazzak olyan mitiszaki és tudomanyos
feladatok megoldaséra, melyek visszavezethetSk két egyszert probléméra: az osztalyozasra
és a fliggvénykozelitésre. Ilyenek példdul a kép feldolgozés, adatbanyészat, karakterfelis-
merés és kiillénboz6 bioinformatikai problémék.

A biologiai rendszerek mintdjara mesterséges rendszereket probaltak létrehozni. A ter-
vezés soran olyan alapelveket tartottak szem elétt, mint az sok apro6 egységbdl (neuronbol)
allo felépités, az egységek kozotti kapcesolatok és a tanulasra valé képesség. A bilologiai
rendszerek mélyebb tulajdonsigaival viszont a mesterséges neurélis halézatok nem ren-
delkeznek. Ezek alapjan Fazekas Istvant idézve csak egy kozelité meghatérozast adhatunk,
miszerint a mesterséges neurdlis hdldzat az idegrendszer felépitése és mikodése analdgidjdra
kialakitolt szamitdsi mechanizmus.

Vannak olyan mitiszaki problémak, ahol nem tdmaszkodhatunk térvényekre, vagy hasz-
néalhaté modellekre, viszont rendelkeziink mérési adatokkal vagy megfigyelésekkel és ezekkel
kell hasznalhaté eredményeket elérniink. Ilyen esetekben a jelenséget magét egy fekete do-

bozként kezeljiik.

Input QOutput

Ismeretlen

d(n)

rendszer

Tm(n) —



A jo neurdlis halé kimeneti adatai hasonlitanak a jelenség kimeneti adataira, a mechaniz-
must magat pedig nem tarja fel (ilyenek példaul a a nem-parameéteres statisztikai modszerek
is). Ezt lathatjuk az el6z6 abran. Igy a neuralis halozatok miikddéséhez csak adatokra van
sziikség.

A neuralis halok legelterjedtebb tipusa az egy neuronbdl allo perceptron volt. Késébb
azonban rajottek, hogy ezzel tobb neuront egy réteghe rendezve sem oldhaté meg lineé-
risnal bonyolultabb feladat. Majd jott a tobbrétegi perceptron és a betanitdsara alkalmas
eljaras a hiba visszaaramoltatésanak algoritmusa (error backpropagation). Ez igazi attorést
jelentett, azoéta a neurdlis halok elmélete és az alkalmazési teriiletek hatalmas fejlgdésen
mentek &t.

A tobbrétegii perceptron, tehat a legelterjedtebb a neuralis halok kozott, rétegekbe
rendezett perceptronokbél all. Ez egy el6recsatolt halozat, vagyis az input jel rétegrél
rétegre halad elére (ha ugy tekintiink a halozatra mint egy grafra, akkor abban nem lesz
kor és hurok sem).

A neuréalis hélozatok tanitasa rendkiviil fontos. Megkiilonboztetiink iranyitott (super-
vised) és iranyitas nelkiili (unsupervised) tanuldst, mi az elgbbirél, tehat az irényitott
tanulasrél beszéliink b&vebben.

Az iranyitott tanulasnél rendelkeziink tanit6 pontokkal (training points), tehat adott
z(1),...,z(N) input adatokhoz ismerjiik a d(1), ..., d(NN) output értéekeket is. Ezek alapjan
illeszthetjiik a modelliinket, tehat olyan paraméter értékeket valasztunk, melyek mellett egy
adott inputra hasonlo eredményeket kapunk, mint amilyet a tanité pontoknal latunk. A
jol betanftott halot ezek utan hasznalhatjuk olyan adatokra, melyeknek nem ismerjiik még

az outputjat.

2.1. A perceptron

A kovetkezGkben a perceptron felépitését és miikodését mutatjuk be részletesebben.

r1(n)

o) = ¥}

I I I | I |

Bemenet Salyok Osszegz6 Aktivacios Kimenet

csomopont fiiggvény



- Az abran lathato bemenet, vagyis input elemei (x(n) = x1(n),...x,(n)) ismertek.
Ez az m-dimenzi6s vektor az n-dik idépontban érkezik (minden n = 1,2,...,N

idépontban érkezik egy bemend jel).

- A wy,...,wy silyok nem ismertek. Az &dbran lathato wi(n),...,wy(n) értékek az
n-edik idépillanatban hasznalt sulyok. Ezek az igazi wy, ..., wy, silyok n-edik kdze-
litései (a kozelitéseket 1épésenként tudjuk finomitani). Mind az igazi, mind a kozelits

silyokat vektorokként kezeljiik majd, tgy ahogy a bemenetnél is lathattuk.

- Az abran lathat6 b(n) az igazi torzitas (amit nem ismeriink) n-edik kozelitését jelsli

(b altalaban skalar). Célunk a sulyvektor és a torzitds meghatérozasa.

- A kovetkezd dllomas, amit lathatunk az 6sszegzé csomdpont. Ezt a bemenet adatok-

bél kaphatjuk meg az alabbi Gsszefiiggés alapjan:
v(n) = b(n) + sz(n)xz(n)
i=1

- Az aktivacios fiiggvény, melyet o(-)-vel jeloliink, az alkalmazasi teriilettdl és a meg-
oldand6 probléeméatol fiigg és a fenti v(n) Osszeget alakitja at. A megfelel§ aktivacios

fliggvényt szintén nekiink kell megadnunk.

- Végiil megkapjuk a kimenetet (més szoval outputot). Ez a bemeneti x(n) értékhez a

neuron altal rendelt érték, tehat y(n) = p(v(n)).

Az egyszeriisités végett kiegészitjiik a sulyok és a bemend jelek vektorat egy nulladik koor-
dinataval, specialisan a zo(n) = 1 és a wo(n) = b(n) értékekkel. Tehat a innentdl a torzitast
is stilyként kezeljiik. Ezutan a tanité pontokra alkalmazva a neurdlis halét 6sszehasonlitjuk
a kapott y(n) értékeket a mar ismert d(n) értékekkel, igy kapjuk meg a hélozat négyzetes
hib4jat:

A célunk ennek az értéknek a minimalizalasa, ezt a stlyok valtoztatasaval tudjuk elérni.

2.2. A tobbétegi perceptron

Eddig a perceptront mutattuk be, a kdvetkezGkben pedig a tobbrétegi perceptron fel-
épitésérsl és tanitasarél lesz szé. Itt nem egyszertien neuronokat kapcsolunk Ossze egy
halézatban, hanem rétegekbe is rendezziik 6ket. A rétegeket harom csoportba sorolhat-
juk: bemeneti réteg (input layer), rejtett rétegek (hidden layers) és output réteg. A rejtett
rétegek szdma tehat tetsz6leges lehet, mig az input és output rétegekbdl csak egy van.

A kovetkezd abran egy elérecsatolt halozat (feedforward network) lathato, amelyben a
jel balrél aramlik jobbra, vagyis egy adott rétegen beliili neuron bemenete a téle kdzvetleniil

balra 1év§ neuron kimenete. Ebben a modellben minden neuron kapcsolatban van a vele



wy1(mn)

n(n)

yr(n)

| || /| |
Bemeneti réteg Rejtett réteg(ek Kimeneti réteg
(Input layer) (Hidden layer(s) (Output layer)

kozvetleniil szomszédos rétegek minden neuronjaval. Fontos megjegyezniink azt is, hogy
minden neuronnak sajat aktivacios fliiggvénye és sajat silyai vannak.

A kovetkezGkben ratériink a tobbrétegili perceptron tanitasara. A szamos modszer ko-
zil mi most egyet mutatunk be részletesebben, mégpedig a hiba visszadramoltatdsanak
modszerét (error backpropagation algorithm). A tanulast a kovetkezd f6bb 1épésekre bont-
hatjuk:

megadjuk a kezdeti stulyokat,

a tanftd pontot végigaramoltatjuk az egész halézaton,

- az igy kapott jelek valamint a tanité pontokhoz tartozo kimeneti jelek alapjan kisza-

moljuk a hibat,

a kapott hibat visszadramoltatjuk az egész halézaton, a silyokat pedig tgy valtoz-

tatjuk meg, hogy a hiba cstkkenjen.

Ahhoz, hogy ezt részletesebben lathassuk elGszor be kell vezetniink a kovetkezs jeltléseket:
1,7,k : i-edik, j-edik és k-adik neuron;

n: a tanftas n-edik 1épése;

yi(n) : az i-edik neuron kimenete és az 6t kozvetlentil kévets neuron bemenete;

yo(n) = 1;

wjo(n) = bj(n) : a j-edik neuron torzitésa;



wji(n) : az i-edik neuronbol a j-edik neuronba vezets él silya;

n) = Z wji(n)yi(n)

ahol az i szerinti Osszegzés azt jelenti, hogy a j-edik réteg el6tti rétegeken haladunk el&re;

vj(n) : a kovetkezs Gsszeg

©;(+) : a j-edik neuron aktivacios fiiggvénye;
yj(n) : a j-edik neuron outputja, tehat y;(n) = ¢;(v;(n));
d;(n) : az output valodi értéke (csak a kimeneti rétegben ismert).
Ezekkel a jeldlésekkel felirhatjuk az n-edik 1épés hibajat a kidvetkezSképpen:
Y ) = Y e s n) —yy(n)”,
jec
ahol C az output réteg neuronjait jeloli. Ebbdél az atlagos négyzetes hibat is kiszamolhat-
juk ugy, hogy az £(n) értékeket Osszegezziik 1-t6l N-ig, majd a kapott Osszeget N-nel
vagyis a tanfté pontok szamaéaval osztjuk el. Itt megjegyezziik, hogy bar ez a legelterjed-
tebb hibafiiggvény, de ehelyett masfajta fliggvényeket is hasznalhatunk, mint példaul a
kereszt-entropia fiiggvény (cross-entropy)
A sulyokat a gradiens modszer vagyis a delta rule segitségével viltoztathatjuk meg:

9E(n)

wji(n +1) —wji(n) = Awji(n) = B (n)’

(2.1)

ahol 7 a tanulasi paraméter (n > 0). A tanuldsi paraméter az algoritmus sebességét és
stabilitasat szabalyozza. Kicsi n esetén csak kicsit valtoznak a sdlyok, ezéltal lasst a kon-
vergencia. Nagy 7 esetén gyorsabb lesz a konvergencia, de az algoritmus elvesztheti a
stabilitasat és oszcillalova valhat. A tanuldsi paramétert menet kdzben is megvaltoztatjuk.

Az error backpropagation algoritmus rekurzivan szamitja ki a derivaltakat: a j-edik
neuron lokalis gradiensét megkapjuk a j uténi réteg lokalis gradienseibél és mivel az utolso
réteg lokalis gradienseit kozvetleniil kiszamithatjuk, igy végiil az Osszes lokélis gradienst

megkaphatjuk. A lokalis gradienst a kovetkezd Gsszefiiggés hatarozza meg:

3(n) = ~ G = e 22)

Ezt a (2.1) Osszefliggésbdl kaphatjuk meg az Osszetett fiiggvény derivélasi szabalyanak
alkalmazédsaval. Ha a j-edik neuron a kimeneti rétegben van, akkor az el6z6 Osszefiig-
gés egyszertien ad eredményt, mivel e;(n)-t megkaphatjuk d;(n) és y;(n) kiilonbségeként.
Abban az esetben, ha a j-edik neuron egy rejtett rétegben van, akkor kicsit tovabb kell

szamolnunk.

B (n) (n) Ovg(n)
%5(n) = 81)] n) Z 8vk (n) Ov;(n) Z(Sk n)wi;(n goj(v](n))

az Osszetett fiiggvény derivalasi szabédlya miatt, ahol k a j-edik neuron rétege utani rétegben

van. Igy a tobbrétegti perceptron szerkezete miatt

Zwm n)pi(vi(n)),



ahol az l-edik neuron a j-edik neuron rétegében szerepel. Ha ezt v;(n) szerint derivaljuk,

wi;j (1)@} (vj(n))-t kapunk eredményiil, ezzel pedig azt kapjuk, hogy
55(n) = @(v;(n) Y 6x(n)wy;(n), (2.3)
k

ahol k a j utani rétegben szerepel. Az el6z6eket foglalja ssze a kovetkezs formula:

9E(n)\ dvj(n) | |
- 3vj(n)> wyi(n) nd;(n)yi(n).

A silyokat tehat a kévetkezd dsszefiiggés szerint valtoztatjuk meg:
Awji(n) = ndj(n)yi(n),

ahol y;(n) jeloli a j-edik neuron rétege el6tt 16vG rétegben szerepld i-edik neuron outputjat,
dj(n)-et pedig a fenti dsszefiiggések hatarozzak meg.

Az algoritmus megéllitasara a kovetkez§ szabalyszertiségek adhatok:
- ha a gradiens vektor kicsi,

- ha egy epoch alatt a négyzetes hiba csak kis meértékben csokken (egy epochnak ne-

vezziik azt, ha az Osszes tanitd pontot egyszer ataramoltatjuk az egész héalon),
- ha az epochok szama vagy a futasi id6 tul nagy, akkor megallunk.

Az error backpropagation algoritmus érzékeny a kezdeti értékekre, s6t az is eléfordulhat,
hogy csak egy lokalis minimumot taldlunk meg vele, tehat nagyon fontos a kezdeti stulyok

megvalasztasa.



3. fejezet

Kolmogorov szuperpozicios tétele

Most ratériink A. N. Kolmogorov 1957-es eredményére, mely a fiiggvények kompozici-

6jarol szol.

3.0.1. Tétel. Minden n > 2 wvdltozds f figguény reprezentdlhato valds értéki ¢P9(z), a

zdrt 1 = [0; 1] intervallumon folytonos fiigguényekkel, a kévetkezd alakban:

q=2n+1 n
fanas,m) = D x| D) (3.1)
q=1 p=1

ahol x4(y) folytonos, valds értékd fiiggvény.

Ahhoz, hogy ezt belassuk elgszér megfelels P ¢ fliggvények konstrudlunk, olyan p, g, k és
1 értékekre, melyekre a kévetkezok teljesiilnek: 1 <p<n,1<q¢g<2n+1,k=1,2,... és
1 <i<my = (9n)* + 1. Tekintsiik az

1 . 9 .1 q
@150 @ 3 5]

q __
Ak,i -

1
(9n)*

vallumok lefedik az egész £' intervallumot. Tehat fix k-ra és ¢-ra kapott Sg o = IL, AZ i)

zart intervallumokat, melyek hossza (1— %) rogzitett k és ¢ mellett. Ezek az A ; inter-

n-dimenziés kockak az egész £"-et lefedik eltekintve az r szélességl hézagoktol.

1
3n(9n)
3.0.2. Lemma. Legyen i1,...,in, ¢q=1,...,2n+1 és k > 1 konstans. Ekkor az Sgiy..in

kockdk lefedik az egész E™-nel jelélt n-dimenzids egységkockdt, igy minden E™-hez tartozo

pont legaldbb n + 1-szer van fedve.

Tehat rogzitett ¢ mellett az Sy, -k kozott 1/3n(9n)F szélességti hézagok vannak, de g
futasa mellett ezek a hézagok eltiinnek, tehat csak igy fedik le teljesen az R™-beli egység-

kockat. A kovetkezs lemma k-ra torténd teljes indukcidval lathato be.

3.0.3. Lemma. A konstans )\iqi és e (ahol p-re, q-ra, k-ra és i-re a fenti tulajdonsdgok

érvényesek) megudlaszthatok gy, hogy a kévetkezdk teljesiiljenek:

1L < N2

kitl S )\Z?Z. + 2%, tehdt )\Z]i—k 1 futdsa mellett eqy monoton névd sorozatot

alkotnak, melynek differencidja kisebb mint 1/2%;



2. )\Z?i < )\Z’ql./ < )\ii]i + ek — €k+1 ha az AZJ és AZH,W zdrt intervallumok nem metszik

eqymast;

3. rogzitett k-ra és q-ra a zart A, =30, )\i?ip; > oot /\if]ip + neg| intervallumok

paronként diszjunktak;

4, 51@52%

Itt 1) és 3) implikdlja 4)-et, majd ezeket felhasznélva kaphatjuk az alabbi allitast:
3.0.4. Lemma. Legyen p és q rogzitett, k =1,2,... ést=1,...,my. Ekkor a
Ai?i <yM(z) < Ai‘i + ek

feltétel dltal meghatdrozott P4 fiigguény létezik és egyértelmd, tovdbbd folytonos E'-en x €

Azi esetén.

A YP? fiiggvények fenti tulajdonsagait felhasznéljuk a 6 tétel bizonyitasanal.
Bizonyitas. Konstrukciojukbdl adédoan a P? fliggvények monoton névekedbek. Az elézé

lemmabol és a 3) tulajdonsagbol kovetkezik, hogy
> o wi(zy) € A
P

ahol (z1,...,2,) € ngilmin.
A P fiiggvények letezésének tényeével valamint a A és e; fenti tulajdonsagaival a
birtokunkban, most a x%(y) fiiggvényeket hatérozzuk meg az alabbi hatéarértékként:

x? = lim xZ.
r—00

Itt xi-t r-re és k,-re egyidejtleg torténd teljes indukcioval fogjuk meghatarozni, ahol k,

természetes szam. Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

frl@r, o) = 3o Do u(ay)]. (3:2)

M, = Sup |f = frl (3.3)

(ahol M, az r. hibat jeloli). Nyilvanvalo, hogy r = 0 esetén xd =0, fo =0, ky = 1 és My =
sup | f|. Tegyiik fel, hogy x? ;-et és k,_1-et méar meghataroztuk, igy f._1 is determinalva
\f;n E™-en. Mivel Sg,il...in atmérdje nulldhoz tart k& — oo esetén, ezért k.-et megtudjuk
TEFQ)MT_l—et

-en sem. Legyen & . egy, a megfelels A -hez tartozo tetsz6leges pont. Azt

q . .
kyit..in

valasztani ugy, hogy az |f — f,—1| kiilonbség oszcillacidja ne haladja meg (

q
k'ryzl---ln

egyik S

allitjuk, hogy a A zart intervallumon beliil

X?(y) = Xz—l(y) + f(fg,ilj cee 751371'”) - fr—1(§g,i1, cee ’fZ,in) (3~4)

n+1



teljesiil. Az ily médon meghatarozott xi kielégiti a

1
n+1

| xHy) = xI_1(y) I< M,y (3.5)

egyenl6tlenséget. A AY intevallumon kiviil yi-t tetszélegesen definidlhatjuk, meg-

ki1 in
Grizve a folytonossdgot és az (3.5) tulajdonsigot.
Most becsiiljitk meg |f — f,| kiilonbséget egy tetszoleges (z1,...,x,) pontban, amely

eleme £™-nek. Konnyen lathaté, hogy

flxe, .. xn) — fr(zr, ..y xn) = f(21, .oy 2n) — fro1 (21, -0y Zn)—

—zq: [XT(ZW”Q )) - xi_l(zp:wpq(xp))] (3.6)

A (3.6) egyenldsegben 16v6 ) Gsszeget felbontjuk két dsszegre, ahol az els§ A jelii dsszeg
arra az n + 1 darab ¢ értékre terjed ki, amelyre az (z1,...,x,) pont csak egy S,“1 i

kockanak eleme, a masodik B jelii Gsszeg pedig a fennmaradé n darab ¢-ra. Az (3.4)

Osszefiiggés miatt, az A jeld 6sszeg minden tagjara

(X v en) = Xt (Do v ) =

1
= n+ 1 (f(gg,1177§gﬂn) - f'/‘—l(é-g’ilr 76}3727)) -
1 w?
= —= (f(xl,...,xn) —fr_l(xl,...,xn)) = (3.7)
teljesiil, ahol
9 < M,_1. .
] < 5 My (33)

A B jelii 6sszegben 1év6 tagok becsléséhez a (3.4), (3.5), (3.7) és a (3.8) osszefiiggeéseket
hasznaljuk fel, igy azt kaphatjuk, hogy:

F=fl=]- ZwuZxr Xiy)

n _2n—|—1
n+1 2n+2

M,_1 + M,_, (3.9)

L —
T 2n+2
adodik. Az el6z6 (3.9) egyenlStlenség miatt minden (x1,...x,) € E™ pontra

< 2n+1
2n+ 2

(3.10)

2 1\7
Mrfla Mrg( n ) MO

2n 4+ 2

teljesiil. Az elébbi (3.10) és az (3.5) egyenldtlenségekbdl kovetkezik, hogy a

Ix# — xI_,| kiilonbség értéke nem haladja meg a
1
M, _
ZT: n+1 !

abszoliit konvergens sor megfelels tagjdnak értékét és emiatt a i fiiggvények egyenletesen

tartanak a folytonos x? hatéarfiiggvényhez, midén r — co. O
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4. fejezet

A szuperpozicios tételben szerepld
fligegvény el6allitasa D. A. Sprecher

nyoman

Kolmogorov 1957-ben megjelent eredményét elgszér David A. Sprecher frissitette, ami-
kor megmutatta, hogy a formulaban szerepls P9 fiiggvény A,1?(x) alakban is felirhato,
ahol A,-k olyan konstansok, amikre 0 < A, < 1 teljesiil. Majd 1993-ban azt is belatta,
hogy a tételben szerepls ¥P? folytonos fliggvények megvalaszthatok agy is, hogy csak a
valtozok szamatol, tehat n-t6l fliggjenek. Mi csak az utobbi eredményt fogjuk bemutatni,

ehhez bevezetjiik a kdvetkezd jeldléseket:

1
DOZ |:075':|7
1

4.0.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy az {\r} sorozat egyiittesen figgetlen, ha > t,A, =0
akkor és csak akkor teljesil, ha ) |t,| = 0.

4.0.6. Tétel. Legyen {\i} pozitiv, egyittesen figgetlen szdmok sorozata. Létezik egy foly-
tonos, monoton novd 1 : D1 — D1 fiigguény gy, hogy a kévetkezdk teljesiilnek: minden
valds értékd folytonos f : E" — R fligguényhez, ahol n > 2, léteznek x4 folytonos figgué-
nyek, hogy

2n n
P mn) = 3 (30 Alap + gan) (4.1)
q=0 p=1
teljesiil adott konstans a,-re.

Lassuk tehat a 1 fiiggvény egy a Kolmogorovétol eltérd konstrukciojat! A (4.1) osszefiig-
gésnek megfelelen -t minden n > 2-re a [0;1 + 2na,| intervallumokon definialjuk. A

tételt a specialis a, = Zfi%w % konstansra fogjuk belatni. A v fiiggvényt el6szor a

11



Dy intervallumon konstrualjuk meg, majd a kivetkezd Osszefiiggéssel kiterjesztjiik a Dy

intervallumra:
i i
¢(x):¢( —a)‘Fga (4.2)
ahol x € [%, 1;—,1] ési=0,1,2,...,5! Legyen el6szor k = 5 és {py} olyan racionalis szamok
sorozata, melyre teljesiilnek a kovetkezék:
Pk
—. 0 Lt 4.3
Ps<5!, <pk+1<k¢’ (4.3)

ahol k > 5. Behelyettesitve ¢-be k = 5-re ¢(0) = 0-at és 1/1(%) = é—t kapunk.
Most nézziik k = 6-ra: legyen j = 6¢ + ¢, ahol t = 0,1,2,...,5, hai=0é&s ¢t =0, ha
1 = 1. Ekkor

) . ¥ i' 4+t hat=0,1,2,3,4,
¢(é0::¢<é*_é):: ;Eigé>i2(gy)) hzt=5. 4

Ez a kovetkez§ értékeket adja w(bi)

0, 1%, gm, §%, %m, —lf, L
5 5 5 5 2.5!" 5!
Tegytik fel, hogy w(ﬁ) méar ismert. Legyen j = ki + ¢, ahol t = 0,1,2,... .k — 1,
ha i = 0,1,2,...,k!g1; ést =0, hai = % Ekkor az iteracios 1épést az aldbbi mddon
definidljuk:

¢(0) =¥ (G + 1) -
w@kw)+k1%1 hat=0,1,....k—2,

| (o) + o)) =k

A (4.2) valamint a (4.5) Osszefiiggések alapjan felirhato a

(D) ()] < g 49

becslés, ahol 0 < i < ®=1 és k > 5. Ez az induktiv eljaras az [0; 4] intervallum pontjainak

(4.5)

egy mindenhol stird halmazan definidlja a monoton névekedd 1-t. Ezért az el6z6 (4.6)
becslés miatt ¥ (x) az egyetlen olyan folytonos, monoton nové fliggvény a Dy értelmezési
tartoméanyon, melynek képe tartalmazza a (%, ¢(ﬁ)) pontot.

Most lassuk a ¢ fliggvény egy masik fontos tulajdonsigat, amire sziikségiink lesz a tétel
bizonyitasaban:

4.0.7. Lemma. Legyenek

o

}i }: ‘ (4.7)

r=k+

és

r—1
Vk:Z P (4.8)

r=k

12



Ekkor . _
o5 +00) = (55) + v (4.9)

Bizonyitas. Egy tetszéleges rogzitett z; . értékre és N > k-ra tekintsiik a

1 N r—2
5N2H+ Z (4.10)

r!
r=k+1

pontot. A (4.5) iteracionak megfelel6en a 1(£y) értéknek megfelels pont:

. N
v =v () + S e
’ r=k+1
N-1

=d(£0—%§:T;1m~ (4.11)

r—=

Egy egyszerd szadmitas utdn azt kapjuk, hogy

Y2 1 &K1
P el Dl hl
r=k+1 r=k+1

és mivel mindegyik sorozat a fenti egyenléségekben abszolut konvergens, azt kapjuk, hogy

N N
r—2 1 1 1
li - = ( f——):w
N s K N 22”4 N k

r=k+ r=

gy a (4.10) Osszefiiggeés azt adja, hogy

&HP éN'_'%ﬁ‘Féb

a (4.11) osszefiiggés pedig azt, hogy

&g;w@mzzw(m>+-hm E:“‘WT_ <kJ_%W

Ebbél pedig kévetkezik a lemma igazoldsa. O
Minden pozitiv k > 5-re tekintsiik az
Ex(i) = [k" i +6k} (4.12)
Osszefliggés dltal meghatarozott zart intervallumok rendszerét. Minden k értékre ezeket az

intervallumokat egy-egy
oo

1 1
r=k+1

dtmér6ju hézag valasztja el egymastol. Egyszerd szdmolassal megmutathatd, hogy ezek az

ey értékek az alabbi médon viszonyulnak az Ej(i) intervallumok atméréihez:
O >>(k _’1)€k- (4.14)
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Ezeket a hézagokat leszamitva az Ej(i) intervallumok lefedik az egész Di-et. Konnyt be-

latni, hogy

Ex(j) C Ex—1(i) akkor és csak akkor, ha
j=ki+t, ahol t=0,1,2,... k—2. (4.15)

Tovabba, ha j és i kozott olyan kapcsolat van, amilyet az eléz6 (4.15) dsszefiiggésben latha-
tunk, akkor az Eji(j) és az E_1(i) intervallumok kezdSpontjai ¢t = 0 esetén, a végpontjaik
pedig t = k — 2 esetén esnek egybe. Ha pedig t = k — 1, akkor a Ej(j) intervallum az
Ex_1(i) és Eip_1(i + 1) intervallumok kozotti hézagba esik. Formalisan felirhatjuk, hogy
az (4.12)-ben megjelolt Ej(i) intervallumok és azok 1 szerinti képe kozott a kiovetkezd

kapcsolat all fenn:

¢|:k'7k'+5k] = |:7,/J<k'),w(k‘) +l/k;:| (4.16)
A 4 fiiggvény monotonitasa miatt az intervallumok képei paronként diszjunktak lesznek
minden k£ > 5-re.

A (4.0.6) tétel bizonyitaséhoz viszont sokkal szigorubb feltételt kell a {pi} racionalis

szamokbol allo sorozatra kivetni, mint amit a (4.3) Osszefiiggésben lathattunk:

4.0.8. Lemma. Legyen { A} egyiittesen figgetlen szamok egy sorozata, ahol A\, > 0. Min-
den k > 5-re legyen

PO = min
ZPJPGIIC

k-3 . . k-3
S (v () - (1)) ' S lip—jl£0  (417)
p=1

p=1
ahol

k—3
o =14 A (4.18)
p=1
A (4.3) beli raciondlis pr-k meguvdlaszthatok dgy, hogy vy < py teljesiljon.

Bizonyitas. Mivel a 1(i/k!) szamok raciondlisak, ezért pp # 0 minden k-ra, és egyér-
telmd, hogy az (4.0.7) lemméban leirt konstrukci6é akkor is érvényben marad, ha az ott
szerepl6 pg-kat feliilirjuk olyan pg-kal, melyekre teljesiil a 0 < pr < pi Osszefiiggés. Mivel
pr < pr—1/(k —1) a (4.3) értelmében, ezért elegendd azt megmutatni, hogy a p szamok
megvalaszthatok ugy, hogy a 0 < pr < min{ug, px—1/(k — 1)} egyenl6tlenséget kielégitsék.
Ez megoldhat6 egy boot-strap eljarassal, a kovetkez6 modon:

a 1(i/5!) = i/5! értékek segitségével, ahol i € I5 definialjuk a kovetkezst:

2 Ap<w(§})—w(§j)>), iup—m#o
p=1 p=1

p505 = min
ip,jp€ls

ahol o5 = 1 4+ A; 4+ Ao, ezutén vélasztunk egy raciondlis szamot, amelyre teljesiil, hogy

0 < p5 < ps. Ezt a ps-t az (4.4) osszefiiggésbe behelyettesitve meghatarozzuk a kovetkezst:
3 ; j
P p
ZA@(G!) - 1/’(60)
p=1

14

ji60%6 = min
ZP,JPEIG

3
) i — gl #0,
p=1



ahol 06 = 1 4+ A1 + A2 + A3 majd megint vilasztunk egy raciondlis szamot, amelyre 0 <
pe < min{ug, p5/5!} teljesiil. Tegyiik fel, hogy ¥ (i/(k — 1)!)-et és py_1-et méar ismerjiik.
Ezekkel az értékekkel meghatarozzuk (i/k!) értékét is (4.5) alapjan, majd a (4.17)-ben
szereplé proy értéket is ¢ € Ip-ra. Ezt kovetSen djra kivalasztunk egy raciondlis szdmot,
mely kielégiti a 0 < p < min{ug, pp—1/(k — 1)} egyenldtlenségeket. O

Most, hogy meghataroztuk a (4.0.7) lemmaban szerepl§ pg-t kielégitve a (4.0.8) lemma
feltételeit, vegeztiink a 1 fliggvény konstrukcidjaval, igy ratérhetiink az (4.0.6) tétel bizo-
nyitasara.

Bizonyitas. Az Ey(i) és az [(i/k!), ¥ (i/k!) + vg] intervallumok kézotti kolesonosen egy-
értelmd megfeleltetés miatt az FEj (i) intervallumok minden nem iires metszetének, az
[W(i/k!), ¥ (i/k!) + vg] intervallumok csak egyetlen nem tires metszete felel meg.

Legyen adott egy n > 2 valtoz6. Minden ¢ = 0,1,2,...,2n valtozéra meghatarozzuk zart
intervallumok egy alabbi rendszerét:

Ej(i) = k' — qCn+1; 7 k' + 0k — gean+1 (4.19)

ahol i € I, és k > 5. Ezek az intervallumok az Ej(i)-k —gean41-€l valo eltolasai, tovabba
k és ¢ minden értékére léteznek olyan i’ és ¢ valtozok, melyekre 0 € E{(i) és 1+ (1/5!) €
E}(i") teljesiilnek. Minthogy a 1 fiiggvény konstrukci6jaban az ¢ index csak k-tol fiigg,
egyértelmt, hogy most ¢-tol is fiiggni fog. Az indexek valtozésai konnyen kiszamithatoak,
mi azonban azt fogjuk feltenni, hogy mindig megfelel§en vannak kivalasztva. Figyelembe
véve a fenti (4.19) definiciot, most részletezziik a (4.1) formulaban szerepl§ a, konstans

alakjat, melynek értéke:
o0

1
an = €1 = » = (4.20)
r=2n+2 T

4.0.9. Lemma. Legyen adott eqy n > 2 wdltozé. Ekkor minden k > 2n + 1 és q =
0,1,2,...,2n értékre

diam[E](i)] — 0 k — oo esetén és (4.21)
Eli)NEL(j) =0, ha i #j. (4.22)
Minden © € Dy pontra legaldbb 2n darab q érték létezik amelyre x € Eq( ) fenndll.

Bizonyitas. Ez a lemma egyértelmii kovetkezménye az Fj(i)-k tulajdonsagainak, csak
az utolsé sorban lévg allitas szorul egy kis magyarazatra. Megjegyezziik, hogy az Eg(z)

intervallumokat a

1+1
Gi(i) = (k‘ + 0k — gean+1; T qe2n+1> (4.23)
nyilt hézagok vélasztjéak el egymastol. Megvizsgélva a G} (i) és a Gq+1( ") intervallumo-

kat, egy egyszerd szamitas utdn azt vehetjiik észre, hogy a GZ(@ ) kezddpontja egybeesik
Gq+1( ") hatarpontjaval, ha az i’ és ¢" indexekre teljesiil az i’ — " = kl(ex — eans1) — 1

egyenl6ség. Igy a (4.13) és a (4.14) formulak miatt a G} (i)-k nem metszik egymast ¢ =
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0,1,2,...,2n és rogzitett k esetén. Ebbdl az kdvetkezik, hogy minden x € D; pont leg-
felJebb csak egy G{(i)-hez tartozhat és a lemma végén kimondott allitas pedig kovetkezik
abbol a ténybdl, hogy minden z-nek tartoznia kell egy E} () vagy egy G} (i) intervallumhoz

minden ¢ érték esetén. [

4.0.10. Lemma. Legyen adott egy n > 2 vdltozo és legyen k > 2n+1ésq=0,1,2,...,2n.
Minden 1 < p < n-re legyenek a {E]l(ip)} intervallumesalddok az E™ egységkocka p-edik

koordindtatengelyén. Az El(iy) intervallumokhoz hasonldan megfigyeljik a kovetkezd

Ti(ir,. .. in (Z)\pw(k‘ —|—qegn+1> Z)\ ( ( —|—qegn+1> +1/k>> (4.24)

intervallumokat. Ekkor

diam[T} (i1, ..., in)] = 0 k — 0o eselén és (4.25)

T]g(il,...,in)ﬂT]g(jl,...,jn):0 ha
(i1, 5in) # (J15 - Jn)- (4.26)
Legyen tovdbbd

§0=Y_ Mp(zp+ geans). (4.27)
p=1
Ekkor minden (z1,...,x,) € E™ pontra legaldbb n + 1 darab q érték létezik, amellyel &, €

Ti(it, ..., in) teljesil.

Bizonyitas. A (4.25)-os allitas a (4.24)-os definiciobél kovetkezik, mig a (4.26)-as allitas
érvényessége a kovetkezokbol lathato: az Ey (i) és E}l(i) intervallumok az y? = & + gean41
leképezés révén allnak kapcsolatban egymassal, igy © € Ej (i) akkor és csak akkor teljesiil,
ha y? € E}(i). Ezért a pi, amit a (4.17)-es formulaban lathattunk marad valtozatlan,
mikor 1 (x)-et ¥(x + geant1)-re és Ey(i)-t El(i)-re cseréljiik. A (4.0.8) lemma értelmében,
alkalmazva a (4.24) egyenlGséget és figyelembe véve azt is, hogy vp < pk, azt latjuk, hogy

k—3 k—3
diam[T,?(il, ey Zn)} =V Z /\p < W Z )\p
= p=1

1 — k—3 ]
= %(;Ap) X min, ;Ap< (k;l> w(;fu)’ <
k-3
< pzlA ( kl)‘

A lemma utolsé allitasa egyértelmi kovetkezmeénye a (4.0.9) lemménak: legyen adott egy k
valtozo és egy (x1,...,zy) € E™ pont. A (4.22) allitasnak megfelelgen legfeljebb egy olyan
q érték létezik, hogy egyik p-re sem teljesiil, hogy x, € E}(ip). Ezért legfeljebb n darab ¢
érték létezik amelyre &, & T (i1, ..., in), ahol & a (4.27)-es Osszefiiggésben lathato modon
kaphat6 (x1,...,2,)-bol Igy &, € Tl(i1,. .., i) legalabb n + 1 darab ¢ értékre, mi pedig
ezt akartuk megmutatni. O

Ezzel pedig a szakasz elején targyalt tételt belattuk. O

16



5. fejezet

A szuperpozicids tétel és a neuralis

halok kapcsolata

Robert Hecht-Nielsen volt az elss, aki elkezdte haszndlni ezeket az eredményeket a

neuralis halok teriiletén, az 6 nevéhez kothets az alabbi tétel is 1987-bdl.

5.0.11. Tétel. Minden folytonos f : E™ — R fiigguény, ahol n > 2 implementdlhatd egy
hdromrétegi feedforward neurdlis hdlo dltal, melynek n neuronja van az elsd input rétegen,
2n+1 a mdsodik rétegen és szintén 2n+1 darab a harmadik, kimeneti rétegen. Az elsd két

réteg elemei fiiggetlenek n-t5l és csak a harmadik réteq fiigg az f fiigguénytdl.

A szuperpozicios tétel formulaja és egy neurdlis hélo altal realizalt fiiggvény hasonlosagabol
Hecht-Nielsen arra kovetkeztetett, hogy minden az n-dimenziés R™-beli egységkockan ér-
telmezett fliggvény pontosan reprezentalhato egy bizonyos neurdlis halo segitségével. Vera
Kurkova pedig megmutatta, hogy az eredeti konstrukecié megvaltoztatasaval egy lehetséges
modot kapunk a fliggvények kozelitésére. Ennélfogva minden folytonos fliggvény tetszéle-
ges pontossaggal kozelithet6 egy perceptronnal, melynek két rejtett rétegén nagyobb szama
elem van és egy standard szigmoid aktivacids fiiggvénnyel rendelkezik. Ahhoz, hogy ennek

mo6djat megmutassuk be kell vezetniink néhany definici6t.

5.0.12. Definicid. Szigmoid fiiggvénynek nevezink minden olyan o : R — E™ fiigguényt,
melyre teljestilnek az aldbbi feltételek:

lim o(t) =0 lim o(t) = 1.

t——o00 t—o0

5.0.13. Definicié. Az osszes
k
f@) =" aio(bix + ;)
i=1

alaki f fligguényt tartalmazd osztdlyt o tipusi lépcsds fiigguények halmazdnak nevezzik és
S(o)-val jeloljik.

5.0.14. Definicio. C(E™)-nel jelsljik az E™-en folytonos figgvények halmazdt.
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Ezen fiiggvényeket akarjuk majd kozeliteni.

5.0.15. Definicio. Az f : £" — R fiiggvény folytonossigi modulusdnak nevezzik a wy :
(0;00) = R fiiggvényt, ha

wf((S)zsup{‘f(:Ul,,xn)—f(yl,,yn)‘,
ahol (z1,...,24) és (y1,...,yn) € E™ valamint

|z, —yp| <0 minden sz,l,...,n}.

V. Kurkova tehat mind a kiilsg y, mind a bels6 ¢ fiiggvény kozelitésére mutatott egy-

egy utat.

5.0.16. Tétel. Legyenn € N, n > 2, 0 : R — & szigmoid fiiggvény, f € C(E™) és € pozitiv,
valds szam. Ekkor létezik k € N és x;,vpi € S(o) figguények, melyekre

f(xl,...,xn)—zijz-(i%i(xp))‘ <e (5.1)
i=1 p=1

teljesil minden (x1,...,x,) € E™ esetén.

5.0.17. Tétel. Legyenn € N ésn > 2, 0 : R — & szigmoid figguény, f € C(E™) ése >0
valds szdm. Ekkor minden m € N szdmra, amelyre m > 2n+1 ésn/(m —n)+v <e/| f||
éswy(l/m) < v(m—n)/(2m—3n) teljesil valds pozitiv v esetén, f figguény e pontossdggal
approzimdlhatd eqy két rejtett rétegd perceptronnal, amely o aktivdcids fiiggvénnyel rendel-
kezik és amelynek az elsd rejtett rétegén nm(m + 1) darab, a mdsodikon pedig m?(m + 1)"

darab neuron van.

Elgszor felvazoljuk az algoritmus f6 1épéseit:

- létrehozunk egy Q" racionélis dj, pontokbo6l all6 halot, amely az egységkockat bontja
fel,

a & fiiggvény konstrukcioja a dj pontokban,

0 szigmoid 1épés,

a kiils6 x7 fiiggvény 0-n és az el6z6 iteracios lépés e, hibajan alapuld szerkesztése,

az eredeti f fiiggvény r-dik f, kozelitése és az r-dik iteraciés 1épésbél adddo e, hiba

meghatarozasa.

Most lassuk mindezt részletesebben is. Legyen m > 2n és v > m + 2, ahol n a bemend

adatok dimenzi6ja. Nézziik a raciondlis szamokbol 4ll6

k

Q:{dk:Zm—S; is e {0,1,... v —1}, keN}

s=1
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halmazt. Q elemeire gy is tekinthetiink, mint egy n-dimenziés halé
Qn:{dk:(dm,...,d}m); dkj S Q, j:1,2,...,n} (5.2)

koordinataira. A dz € Q" koordinatakat, melyeket fel akarunk majd hasznélni a £ fiiggvény
x,) =" M(x, + az el6z6 fejezetben, a (4.1) dszefiiggésben lathato fligevén
q p=1"P p ap), ') ’ gg gg Y
amit y, fliggvénybe helyettesitiink) definidlasanal ¢ =0,1,2,...,m-re a

k

dip =dip+q Z ~F (5.3)
s=1

Osszefliggés hatarozza meg. Vilagos, hogy dzp €Qp=12,...,n esetén.

Most ratérhetiink a belsg ¢ : Q — £ fiiggvényre.

k
G(dp) =D 152y 7™ ahol (5.4)
s=1
n?—1
Q(Z) - n — 1 )

s—1
me = (is) (1 + ) [ [i5_1]> és
=1
is = is — (7 — 2)(is).
Legyen [i1] = (i1) = 1. Ha s > 2 akkor [is]-t és (is)-t a kovetkezd modon definialjuk:

] 0 hais=0,1,2,...,7v—3
is] =
1 haig=~v—-2,v—1

] 0 hais=0,1,2,...,v—2
(is) =

1 hais=~v—-1
Most ratériink a kiilsé x fliggvényre. A x, fiiggvényeket iterativ médon allitjuk els a

kovetkezs fliggvénysor hatarértékeként:
T
Xa(p) = lim x4 (yg)-
j=1

Minden Xé(yq) fiiggvényt ej_1 (a j — l-edik iteraci6s lépésbdl szarmazoé hiba) altal hata-
rozzuk meg Q" pontjaiban:

1

X5 o &(xy) = il

> i1 (dr)o(d]; (), (5.5)
df

ahol ¢ = 0,1,...,m, j = 1,2,...,r és d, € Q. A valés értékd 0(dy;&(x,)) fliggvényt
a Q" egy rogzitett d pontjara definialjuk egy adott o szigmoid fliggvény segitségével a

kovetkezé modon:
0(d};yy) = (VP * D (yy — &(d)) +1) — o (" F V) (y, — £(d]) — (v = 2)bi),  (5.6)
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ahol y, € R. A fenti formuladban by, egy valés szam, melyet a kovetkezs sszefiiggés hataroz

meg:
n

by = i YA N N,

s=k+1 p=1

A ¢(d]) fiiggvényt pedig az alabbi egyenldséggel definialjuk:
§(df) = Ap(df,), (57)
p=1
ahol @D(d%p) a (5.4)-es Osszefiiggésbdl szarmazik, M-t pedig a kovetkezdk szerint adjuk meg:

Ap = Z,Y*(pfl)@(S)7 (5.8)
s=1

itt \y =1ésp>1.
Most nézziik az iteracios 1épést részletesebben. Legyen f egy ismert folytonos fiiggvény,
az iteraciod kezdetén ey = f. Az r-dik approximaciés hibafiiggvényt e,-t igy szamoljuk

r=1,2,... esetén:

er(@) = erm1(x) = Y xgo&(wy), (5.9)
q=0

aholx € &, g = (x1+¢f, ..., xn+qpB) és f =v/(y—1). Majd az r-dik f, approximéacios
fliggvény
rom
Fr(@) =2 xjo&(zy) (5.10)
j=14¢=0
szerint ad6dik. Sprecher pedig megmutatta, hogy r — oo esetén f, — f.
Még a legkisebb mennyiségli bemeneti adat esetén is nagyon id&igényesek lehetnek
a szamitasok. Ahhoz, hogy megkapjuk a megfelel§ szdmitasi eredményeket nagyon kell
vigydznunk arra, hogy kikeriiljiik a lehetséges akadalyokat. A dj értékeket nem csak a
sajat értékiikkel reprezentalhatjuk, hanem a sajat is; tagjaikkal, amik révén gyorsabban
szamithatjuk ki a 1 (dy) értékeket. Néhany kifejezést, mint mg-t és Xé—t megvizsgaltak és
atirtak sokkal hatasosabb, vagy hasznélhatoébb alakba.

5.1. A differencidlhatésag problémaja

To6bb cikk is boncolgatja azt a kérdést, hogy a fiiggvények neurdlis halokkal valé ko-
zelitéséhez mennyire volt fontos Kolmogorov eredménye. Az approximéacio elmélet kritikus
pontja ugyanis a kozelits fiiggvény reprezentalasdnak modja. Mivelhogy minden reprezen-
técio felirhaté egy alkalmas neuralis haloval ezért a reprezentacié gyakorlatilag ekvivalens
a neuréalis halé szerkezetének kivalasztésaval.

A Kolmogorov tétel neuralis halokkal vald értelmezése nagyon vonzo: egy fliggvény
reprezentalasa rogzitett szami neuront igényel, melyek az input tér dimenzidjaval egyiitt

novekednek. A probléma azonban a Kolmogorov formula belsé fiiggvényével van, mivel
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ezek a fiiggvények folytonosak, Vitushkin és Henkin belattak, hogy magasabb rendben

nem differencialhatonak kell lenniiik.

5.1.1. Vitushkin tétel (1954). Léteznek r-szer folytonosan differencidlhaté n wvdltozds
figgvények, ahol r = 1,2,... és n > 2, amelyek nem dllithatok eld r-szer folytonosan
differencidlhato m vdltozds fiiggvények szuperpozicidjaként, ahol m < n; tovdbbd léteznek

olyan kétvdltozds r-szer folytonosan differencidlhats fliggvények, melyek nem dllithatdk eld

osszegekkel és eqyuvdltozds folytonosan differencidlhato figgvényekkel.

Megjegyezziik, hogy Hilbert tizenharmadik probléméjat és a (5.1.1) tételt is ugyanaz az in-
tuici6 alapozta meg: nem minden komplexebb fiiggvény reprezentalhaté egyszertien kevésbé
Osszetett figgvények atlagaval. Hilbert probléméjanak "hibaja" az, hogy rosszul definialja
a fliggvények komplexitasat. A Kolmogorov tétel ramutat, hogy csupan a valtozok szama
nem elegendd ahhoz, hogy megfelel§en karakterizalja egy fiiggvény bonyolultsagat. Erre
adott megoldast Vitushkin.

Legyen f egy r-szer folytonosan differencidlhaté fiiggvény £"-en, melynek minten 7-
ed rendd parcidlis derivéaltja Lipschitz folytonos [0, 1]-en. Vitushkin meghatarozott egy
X = (r + a)/n értéket és megmutatta, hogy ez jol karakterizalja annak a mértékét, hogy
egy adott fliggvény mennyire nem bonyolult. Itt « a Lipshitz folytonossag egyiitthatéja.
Ezt lathatjuk a kovetkezé tételben:

5.1.2. Vitushkin. Léteznek olyan adott xo = qo/ko karakterisztikdju figguények, amelyek
nem dllithatck el6 x = q/k karakterisztikdju figguények szuperpozicidjaként, ahol x > xo
ésqg>1.

Vera Kurkova szerint viszont igen is fontos, meghatarozo mérfoldks volt Kolmogorov

formulaja a neurdlis halok elméletében. Az

2n+1

f(x1,22,...,2pn) = Z @q[ Qppq(xp)]
p=1

q=1
Osszefliggés konnyen Osszekapcsolhatod a perceptron tipusi neuralis hdlokkal azzal a korlato-
zassal, hogy az egyvaltozos o, és 1V, fiiggvények nem allnak kozel azokhoz a fliggvényekhez,
melyeket a neurélis halézatokkal kapcsolatos szamitasokban alkalmaznak.

V. Kurkova megmutatta, hogy a Kolmogorov formuldban 1év6 egyenlGség egy approxi-
maciéval valé helyettesitésével eltiintethetjiik a szakasz els6 felében emlitett problémaékat,
melyek a fiiggvények simasagabol fakadnak. A neurdlis halok kontextusaban minket csak
a fliggvények approximécioja érdekel. Az egyetlen probléma a tétel relevancidjara vonat-
koz6an csak az, hogy Kolmogorov konstrukcidja megvaltoztathaté-e tigy, hogy minden
egyvaltozos fiiggvény olyan kell6en sima filiggvények sorozatdnak hatarértéke legyen, me-
lyeket a perceptron tipust halokban hasznalunk. Ezek a fiiggvények a [0, 1] intervallum affin
transzformécioibél képzett kompozicidk linearis kombinéciéi adott szigmoid fiiggvényekkel.

Az ilyen tipusu fliggvényeket szigmoid tipusi lépcsés fiiggvényeknek nevezziik.
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A @, és a iy, fiiggvények tokéletesen alkalmasak tetszéleges szigmoid lépesds fliggve-
nyeknek. A fliggvényeknek amelyeket a ¢, és 1, fliggvények konstrukciéjaban hasznélunk
egyetlen igazan fontos tulajdonsiga van: az, hogy végesen sok zéart intervallumon meghaté-
rozott értékeket vegyenek fel, ezeken kiviil tetszélegesek lehetnek, azzal a feltétellel, hogy
kell6en korlatosak. Az ilyen fiiggvények pedig tetszélegesen jol kozelithetGek tetszéleges

szigmoid tipusid 1épcsés fiiggvényekkel.
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6. fejezet

Fluggvényapproximacio szigmoid

fliggvények segitségével

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a rogzitett egyviltozos fiiggvények kompozi-
civjanak véges linedris kombindaciéi egyenletesen tudnak kozeliteni tetszSleges n-valtozos
fliggvényeket, ugy hogy csak gyenge feltételeket vetiink ki az egyvaltozos fiiggvényre. Beszé-
liink a reprezentalhatosagrol az egy rejtett réteggel rendelkezd neurdlis halok osztalyaban.
Majd megmutatjuk azt is, hogy tetszéleges dontési régid tetszdlegesen jol kozelithets egy
folytonos, egy rejtett réteggel rendelkezé neurdlis halé segitségével. Végiil kitériink més
lehetséges aktivacios fliggvények approximacios tulajdonsagaira.

Tekintsiik a kdvetkezs Osszefiiggést:
N
> agoly) e +65), (6.1)
j=1

ahol y; € R" és aj, 0 rogzitett valds szamok. Itt az egyvaltozos o fliggvény nagyban fiigg
az adott alkalmazasi teriilettsl. Mivel mi most neurdlis hélézatokkal foglalkozunk, igy ter-
meészetesen adodik, hogy a o fiiggvényt itt is szigmoid fiiggvénynek vilasszuk.

Els6sorban azt szeretnénk megmutatni, hogy a (6.1) osszefiiggésben szerepld Osszeg

strd a folytonos fiiggvények terében, ha o egy folytonos szigmoid fiiggvény.

6.1. A C(E")-beli stirtiség

Legyen tehat " ujra az R™-beli egységkocka, vagyis [0;1]", C(E™) az ezen értelme-
zett folytonos fiiggvények tere, ||f|| pedig a szuprémum normaéja egy adott C(E™) beli f
fiiggvénynek. A véges, elGjeles, regularis Borel-mértékek osszességét E™M-en M(E™) jeloli. A

kovetkez8kben azokra a feltételeket probaljuk megmutatni, melyek mellett a
N
G(x) = Z ozja(yJTx +6;)
j=1

Osszegek striiek lesznek C(E™)-en a szuprémum norméban. Ehhez bevezetiink egy definiciot.
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6.1.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy o diszkrimindtor figgvény, ha eqy p € M(E™) mér-

tékre
[ o™+ 8)aua) =0

eqyenldségbdl kovetkezik, hogy p =0 minden y € R és 0 € R esetén.

6.1.2. Tétel. Legyen o egy folytonos diszkrimindtor fiigguény. Ekkor a

N
G(x) = Z aja(ijm +0;) (6.2)
7=1
osszefiiggés dltal definidlt véges dsszeq sird C(E™)-ben, vagyis tetszdleges adott f € C(E™)-re

és € > 0-ra létezik egy a fenti dsszefiiggés szerint definidlt dsszeg amelyre
G(z) = f(z)] <e
minden © € E™ esetén.

Bizonyitas. Legyen S C C(E™) a (6.2) dsszefiiggésben szerepls fiiggvények halmaza. Vi-
lagos, hogy S linearis altere C(E™)-nek. Ekkor S lezartja melyet innentsl R-nek neveziink
nem egyenl az egész C(E™)-nel, ezért R valodi zart altere C(E™)-nek. A Hahn-Banach té-
tel szerint, ekkor létezik egy korlatos linearis funkcionél C(€™)-n, nevezziik L-nek, melyre
teljesiilnek a kovetkezs tulajdonsagok: L # 0, de L(R) = L(S) = 0. A Riesz reprezentacios

tétel miatt ez a funkcional minden h € C(E™)
L(h) = [ ha)du(a)

alaku, ahol u € M(E™). Mivel o(y"z + 6) € R minden y-ra és f-ra, ezért nekiink az kell,

hogy
/ o(yTz + 0)du(z) =0

minden y-ra és f-ra. Mivel feltettiik, hogy o diszkriminator fiiggvény ezért kévetkezik, hogy
p =0, ami ellentmond a feltevésiinknek. Igy S altérnek strtinek kell lennie C(E™)-ben [

Ez a bizonyitas megmutatta, hogy a (6.2) alaku Osszegek strtek C(E™)-ben, ha o egy
folytonos diszkriminétor fliggvény. A kdvetkezékben megmutatjuk, hogy barmely folytonos

szigmoid fiiggvény diszkriminator.

6.1.3. Lemma. Bdrmely korldtos, mérhetd szigmoid fliggvény diszkrimindtor, specidlisan

bdarmely folytonos szigmoid fiigguény diszkrimindtor.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy ezt megmutassuk, el6szor is megjegyezziik, hogy barmely z-re,

y-ra, O-ra és ¢-re

=1 haylz+60>0 X — 400 esetén,
U()‘(?JT$ +0)+¢)3 —0 hay’z+60 <0 X\ — —ooesetén,
=o0(¢) hay’z+6=0 minden \-ra.
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gy a ox(z) = o(A(yTz + 0) + ¢) fiiggvény pontonként és korldtosan tart a

ha ylz+6>0,
Y(z)=<¢ 0 ha  ylz+6 <0,
o(¢) ha ylx+60=0.

fiiggvényhez, ha A — +oo. Legyen I1, g az {z|y” 2460 = 0} altal definialt hipertér és Hy g a
{z|y"z+60 > 0} altal meghatarozott nyilt félter. Igy Lebesgue korlatos konvergencia tétele

miatt
0= [ ox@duta) = [ s(a)duta)
= o (d)u(Ilyg) + p(Hyp).

Most megmutatjuk, hogy ha a féltér mértéke 0, akkor a mértéknek kell O-nak lennie. Ez
trivialis lenne, ha p pozitiv mérték lenne, de most nem az.
Rogzitsiik y-t. Egy korlatos, mérhetd h fiiggvényre definialjuk az F' linearis funkcionalt

az
F() = [ b z)du(a)

osszefiiggésnek megfelelen. Ekkor F' egy korlatos funkciondl L>°(R)-en, mivel u egy véges

elgjeles mérték. Legyen h a [f;00) intervallum indikator fliiggvénye, vagyis h(u) = 1, ha

u >0 és h(u) =0, hau < 0. Igy

F(b) = [ (" 2)dule) = u(TL, ) + (Hy o) = 0.

Hasonléan, F'(h) = 0, ha h a (0;00) nyilt intervallum indikator fiiggvénye. A linearités
miatt F(h) = 0 barmelyik intervallum indikator fiiggvényére és igy barmilyen egyszerti
filggvényre (az intervallumok indikatorfiiggvényeinek Gsszegére is). Mivel az egyszert fligg-
vények stirtiek L>°(R)-ben, igy F = 0.

A korlatos mérhets s(u) = sin(m - u) és c(u) = cos(m - u) fiiggvények mellett minden
m-re:

F(s+ic) = /n cos(mTx) +isin(m! z)du(x) = / exp(imT x)du(z) = 0

teljesiil. Ennélfogva p Fourier transzfoltméltja 0, igy p-nek magéanak kell nullanak lennie.

Igy a o fiiggvény diszkriminator. [

6.2. Neuralis halok alkalmazasa

Ebben a részben az eddig eredményeket felhasznaljuk a neuralis halok teriiletén. A
(6.1.2) tételbdl és a (6.1.3) lemmabol kovetkezik, hogy az egy rejtett réteggel rendelkezd
neuralis halok egy tetszéleges szigmoid fiiggvény segitségével tetszéleges pontossaggal tud-
nak kozeliteni folytonos fiiggvényeket, feltéve hogy nem szabjuk meg a neuronok szamat

és a stlyok nagysigat.
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6.2.1. Tétel. Legyen o tetszdleges folytonos szigmoid fiigguény. Ekkor a
N
G(x) = Z ozja(yJTx +6;)
j=1

alaki véges dsszegek sirdek C(E™)-ben, vagyis tetszdleges adott f € C(E™) figgvényre és
e > 0-ra létezik eqy fenti alaki dsszeg, amelyre
G(z) — flz)] <e

teljesil minden x € E™-re.

Bizonyitas. Az (6.1.2) tétel és az (6.1.3) lemma egyértelmd kovetkezménye, mivel a foly-
tonos szigmoid fiiggvények kielégitik a lemma feltételeit. [J

Most megmutatjuk a tétel azon kdvetkezményeit, amelyek a déntési régiékhoz kapcso-
lédnak. Legyen m a Lebesgue mérték £™"-n. Legyen Py, Ps, ..., P, a £ egy particioja k

darab diszjunkt mérhetd altérre. Definidljuk az f dontési fiiggvényt a kévetkezdképpen:
flx)=13j akkor és csak akkor, ha x € P;.

Erre a fiiggvényre ugy is tekinthetiink, mint osztdlyoz6 dontési fliggvényre, vagyis, ha

f(z) = j, akkor tudjuk, hogy « € P}, igy z-et eszerint osztalyozhatjuk.

6.2.2. Tétel. Legyen o egy folytonos szigmoid figguény, f pedig E™ egqy véges mérhetd

particidjanak déntési fiigguénye. Bdarmely € > 0-ra létezik egy
N
G(x) = Z ajo(yjrx +6;)
j=1

alaki véges dsszeq és eqy D C E™ gy, hogy m(D) > 1 —¢ és

G(z)— f(z)<e x € D-re.

Bizonyitas. A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kivetkezs tételre:

6.2.3. Lusin tétel. Tegyiik fel, hogy f egy komplexr mérhetd figguény X-en, v(A) < oo,
f(x)=0hax ¢ A ése>0. Ekkor létezik eqy g € C(X), hogy

v(z: f(x) # g(z)) <0

teljesiil. Tovdbbd megdllapithatjuk azt is, hogy

sup [g(z)| < sup [ f(z)].
zeX zeX
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Lusin tétele miatt létezik egy folytonos h fiiggveény és egy D halmaz melyre m(D) > 1—¢
igy f(z) = h(z) x € D-re. Most h folytonos, igy a (6.2.1) tétel miatt létezik egy G véges
osszeg amely kielégiti a |G(x) — h(x)| < € egyenlétlenséget minden x € E-re. Igy

G(2) = f(2)] = |G(z) — h(z)| <&

tejesiil z € D-re. I

A folytonossig miatt, mindig lesznek helytelentil osztalyozott pontok, de ezen pontok mér-
téke tetszdlegesen kicsire visszaszorithatd. Ezt a dontési problémat egy zart D C £™ hal-
mazon vizsgalva kissé atalakithatjuk az approximacios eljarast. Legyen az f a D halmaz
indikator fiiggvénye. Mi egy olyan Gsszeget szeretnénk taldlni, amely az (6.1)-es Gsszefiig-

gésben szerepel, hogy ezt a dontési fliggvényt kozelithessiik. Legyen
A(z,D) = min{|z — y|,y € D},

igy A(z, D) az x folytonos fiiggvénye. Legyen

fe(x) = max {0, g—Ag(x,D)}’
igy f-(z) = 0 azokra az x pontokra amelyek D-t6l nagyobb tévolsdgra vannak, mint € és
fe = 1, ha = € D, tovabba megjegyezziik azt is, hogy f. folytonos z-ben. A (6.2.1) tétel
szerint talalunk egy az (6.1)-es Osszefiiggésnek megfelel§ G(z)-et, amivel |G(z) — fc] < 1/2.
Ezt a G(z)-et ugy hasznaljuk, mint egy kozelit6 dontési figgvenyt: G(z) < 1/2 esetén azt
gondoljuk, hogy = € D, mig G(z) > 1/2 esetén azt, hogy « € D. Ez a dontési eljaras
j6 az x € D pontokra és azokra is, amelyek legaldbb ¢ tavolsdgra vannak D-t6l. Ha az x
pont & tavolsagon beliil van D-t6l, akkor az osztélyozas G(x) véalasztasatol figg. Ez tehat
azt mondja, hogy a dontési teriileten beliili vagy az attoél elég tavol levé pontok helyesen
osztalyozhatok. Nem ugy mint a (6.2.2) tétel, ami azt mondja, hogy létezik egy neuralis

h4lo, ami a helyteleniil osztalyozott pontok mértékét tetszélegesen lecsdkkentheti, de azok

elhelyezkedését nem garantalja.

6.3. Mas aktivaciés fliggvények

Ebben a részben azokat az eddigiekhez hasonlé eredményeket vizsgaljuk, amiket nem
szigmoid aktivacios fiiggvényekkel értek el. A nem folytonos szigmoid fliggvényeket nem
hasznaljak olyan gyakran, mint a folytonosakat, mert ezekhez még nem talaltak megfeleld
tanftasi algoritmusokat. Mivel azonban szoros kapcsolatban allnak a perceptronnal és a
Gamma halokkal ezért mégis nagyon fontosak.

Tegyiik fel, hogy o egy korlatos és mérhetd szigmoid fliggvény, majd tekintsiik a kdvet-
kez6 tételt, amely a korabban latott (6.2.1) tétel egy analdgja:

6.3.1. Tétel. Legyen o eqy korldtos, mérhetd szigmoid fligguény. Ekkor a

N
G(x) = Z ozjo(ij:I: +6,)
j=1
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alaki 6sszeq strd LY (E™)-ben, vagyis adott egy tetszbleges f € L' (E™) fiigguény és egy € > 0

o

szdm, ekkor létezik egy olyan, az elbzéeknek megfeleld G(x) dsszeg, amelyre

G = fllpr = /g |G(z) — f(z)|dz < e.

A tétel bizonyitasa a (6.1.2) és a (6.2.1) tételek bizonyitasabol kovetkezik néhany valtozta-
tassal. A folytonos fiiggvényeket integralhato fiiggvényekre cseréljik és az L°°(E™) helyett
a dudlisat, L'(E™)-et hasznaljuk. A diszkriminatorsagnak a kévetkez6 feltétel felel meg: ha
h € L*(E)-ra

/ o(yTz + 0)h(z)dr =0

teljesiil minden y és f-ra, akkor kiovetkezik, hogy h(z) = 0 majdnem mindeniitt. Az alta-
lanos szigmoid fiiggvények diszkriminatorok ebben az értelemben, ahogy lattuk a (6.1.3)
lemmaban, mert h(x)dx mértéke M(E™)-hez tartozik.

Az L'-beli konvergencidbol kovetkezik a mértékben valé konvergencia, igy van egy
analdgja a (6.2.2) tételnek is:
6.3.2. Tétel. Legyen o egy dltaldnos szigmoid figguény és f a dintési fiiggvénye E™ egy

s

N
G(x) = Z ozjo(yjrx +6,)
j=1

alaki véges Osszeq és eqy D C E™ halmaz, amire
m(D)>1—¢ és

G(z) = fz)| <e

teljesil x € D esetén.

A Stone-Weierstrass tétel egyszeri alkalmazasaval megmutathaté, hogy nemcsak a
(6.1.2) tételben szerepls aktivacios fliggvények birnak az ott leirt approximécios tulajdon-
sagokkal, hanem mas lehetséges aktivacios fiiggvények is. A tételbeliek tartalmazzdk a sin
és cos fiiggvenyeket. Ez kézenfekvd, hiszen a sin(kt) és a cos(kt) fliggvények lineédris kom-
binaciéi generaljak az Osszes véges trigonometrikus polinomot, amelyekrél tudjuk, hogy
teljesek C'(E™)-ben. A trigonometrikus polinomok ezt a fajta teljességét implicit modon
felhasznaltuk a (6.1.3) lemmaban, amikor a Fourier transzformalt kolcsondsen egyértelmii
leképezési tulajdonsagét alkalmaztuk.

Egy maésik klasszikus példa az exponencialis fiiggvények, vagyis az exp(at) alaku fligg-
vények hasznalata. A bizonyitds ebben az esetben is a Stone-Weierstrass felhasznalasaval
kovetkezik.

Egy teljesen mas tipusa az aktivacios fliggvényeknek, melyeket Wiener Tauber féle

tételéhez kothetiink, szintén rendelkezik a teljesség tulajdonsigaval L'(£™)-ben.
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6.3.3. Wiener Tauber féle tétele. Legyen f egy L'(R)-beli integrdlhato fiigguény. Az
fa(x) = f(x + a) eltoldsok dsszes véges linedris kombindcidi dltal generdlt altér akkor és

csak akkor sird L'(R)-ben, ha f Fourier transzformdltja nem nulla.

Tegyiik fel példdul, hogy o egy tetszéleges L' (R)-beli fiiggvény, melynek integralja nem 0.
Ekkor a (6.1)-es formuldnak megfelels dsszegek stirtiek L!(R™)-ben, ahogy azt a kovetke-
z6kben lathatjuk.

A (6.1.2) tétel teljes mértékben atvezetheté ide, ha a C(E™)-et lecseréljiik L(E™)-re,
M (E™)-t pedig a megfelels dualis térre, L>(E™)-re. A (6.2.2) tétel is érvényben marad, ha
megtudjuk mutatni, hogy egy integralhaté o fiiggvény, melynek integralja nem 0 diszkri-

minator, vagyis ha

/n o(y'z + 0)h(z)dz =0 (6.3)

minden y-ra és O-ra teljesiil, akkor kovetkezik, hogy h = 0. Ehhez a kovetkez6k szerint
jarunk el. Mint a (6.1.3) lemmaéban, itt is definidljuk a korlatos, lineéaris funkcionalt, F-et
L'(R)-ben az

F(o) = [ g h(z)ds

osszefiiggés szerint. (Itt megjegyezziik, hogy az integral 1étezik, ha véges £™-en és ha h kor-
latos E™-en. Specidlisan, ha g € L'(R), akkor g(yTx) € L(EM) tetszéleges y-ra.) Lathatjuk
a go,s(t) = o(st + 0) jelolés mellett, hogy

Flgus) = [ ol(sy)a + O)h(a)do =0

teljesiil, igy F' megsziintet minden eltolast és skalazast go1-en. Legyen f az f fiiggvény
Fourier transzformaltja. A standard Fourier transzformalt argumentumai alapjan gg s(2) =
exp(iz,0/s)g(z/s)/s. Az s szerinti skalazas miatt, az egyetlen z érték amelyre a minden g s
Fourier transzformaltja eltiinhet, az a z = 0. De feltessziik, hogy [, o(t)dt = go,1(0) # 0.
Wiener Tauber féle tétele alapjan a gy s fiiggvények altal generdlt altér stird L'(R)-ben.
Az F(gp,s) = 0 Osszefiiggés miatt F' = 0 mindenképpen kell, ez implikalja azt, hogy

F(exp(imt)) = / exp(imt)h(t)dt = 0
minden m-re és emiatt lesz h Fourier transzformaltja 0, ennélfogva h maga is 0 lesz.

Wiener Tauber féle tétele tovabbi kiilonleges aktivacios fiiggvényekhez vezet, amelyek
rendelkeznek az L'(E™)-beli teljesség tulajdonsagéaval.

Tekintsiik példaul a kovetkezs n-viltozos aktivacios fliggvényt.Vegyiink egy rogzitett
téglalapot, melynek n oldala egybeesik R™ koordinatatengelyeivel. Legyen o(z) = 1, ha = a
téglalapon beliil van és 0 minden egyéb esetben. Legyen U egy n X n-es ortogonélis matrix
és y € R"™. Most o(Uz + y) egy tetsz6leges iranyu téglalap indikator fiiggvénye.

Igy a

N

Z ajo(Ujx + y))
j=1
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alaki Gsszeg stirt lesz L'(R")-ben. Ez Wiener Tauber féle tételének direkt alkalmazasabol
és abbol kovetkezik, hogy a o Fourier transzformaltja eltiinik egy olyan R"-beli h4lén, mely
nem tartalmazza az origot. Ezen héalok Osszes lehetséges elforgatasabol alkotott metszet
iires ¢és igy o az eltolt és elforgatott valtozataival egyiitt general egy L'(R™)-ben stirti

teret.
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7. fejezet

Az R program neuralis hal6kkal

foglalkoz6 csomagjainak bemutatasa

Ebben a fejezetben bemutatunk néhany beépitett csomagot az R-ben, amelyek neurdlis
halokkal foglalkoznak.

7.1. Az nnet

Az nnet-et loglinearis modellekhez és olyan feed-forward neurélis halokhoz hasznélhat-
juk, melyeknek egy rejtett rétege van. Létrejotte Brian Ripley nevéhez kdthets. A csomag-
ban 1évé fiiggvények rugalmassaganak koszonhetSen, mi magunk alakithatjuk a legjobb
vagy legoptimalisabb modelleket a valtoz6 paraméterektdl a tanitas folyamataig.

Ahhoz, hogy bemutassuk a csomag miikddését, lassunk egy példat az iris adatbazissal,

amely a nészirom csésze és sziromleveleirdl tartalmaz adatokat:

> ir <- rbind(iris3[,,1],iris3[,,2],iris3[,,3])

> targets <- class.ind( c(rep("s", 50), rep("c", 50), rep("v", 50)) )
> samp <- c(sample(1:50,25), sample(51:100,25), sample(101:150,25))
> irl <- nnet(ir[samp,], targets[samp,], size = 2,

rang = 0.1,decay = be-4, maxit = 200)

Itt az els§ harom sorban megadjuk, hogy az adatbézis mely részeit szeretnénk hasznalni.
Ahogy lathatjuk csak a negyedik sorban hasznaljuk az nnet fiiggvényt, amely a kévetkezd

argumentumokkal rendelkezik:

elészor az input adatokat adjuk meg egy matrixban vagy dataframe-ben

a masodik helyen a célértékeket adhatjuk meg ugyantgy, mint az inputot,

- a size= argumentummal a rejtett rétegen 16vé neuronok szamat hatarozhatjuk meg,

a rang=0.1 paranccsal megadjuk, hogy a fliggvény a kezdé sulyokat a [—0,1;0, 1]

intervallumbol valasztja véletlen médon,
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- a decay argumentum a hiba lehetséges maximuméat hatarozza meg,
- végiil a maxit valtozéval az iteraciok szamat adhatjuk meg.
A fiiggvény meghivasa utan eredményiil a kévetkezdket kapjuk:

# weights: 19

initial wvalue 56.789137
iter 10 value 48.733287
iter 20 value 20.996305
iter 30 value 18.707109
iter 40 value 18.613420
iter 50 value 18.241921
iter 60 value 18.218606
iter 70 value 18.210357
iter 80 value 18.207759
final value 18.207633

converged

Teh4t lathatjuk, hogy 19 darab sdlyunk van, latjuk a kezdéértékiinket és azt is, hogy
az egyes iteraciok utdn hogyan alakul ez az érték. Végil a végss értéket is megkapjuk
és azt, hogy az iteracié konvergil. Ezeken kiviil természetesen egyéb argumentumokat is
adhatunk a fiiggvénynek, igy meghatarozhatjuk, hogy milyen hibafiiggvényt hasznaljunk
és a kezdd salyokat is megadhatjuk. Az irl paranccsal kifrathatjuk a neuralis hélod és a

tanftasa néhany tulajdonsigat:

a 4-2-3 network with 19 weights

options were - decay=be-04

Ahol 4-2-3 az egyes rétegeken 1év§ neuronok szamat jeloli.

A csomag legfébb hatranya, hogy nem tudjuk dbrazolni vele a modelleket. Létezik
azonban egy olyan R-beli fiiggvény, melynek segitségével kirajzoltathatjuk az nnet &ltal
kapott neuralis halét egy neurdlis értelmezési diagramként.

S. L. Ozesmi és U. Ozesmi az 1999-ben megjelent irdsukban (An artificial neural net-
work approach to spatial habitat modeling with interspecific interaction. Ecological Modell-
ing. 116:15-81.) emlitik a neuralis értelmezési diagrammot (NID), amellyel vizualizalni
tudunk egy mér betanitott neuralis halét. Ez a diagram megmutatja a rétegek kozotti
kapcsolatokat is.

Ezt lathatjuk a kovetkezd 7.1 abran, melyen az input adatokat 11,12, 13,14, a kapott
eredményeket pedig O1,02 és O3 jeldli. A H jeld neuronok a rejtett réteget alkotjak, B1
és B2 pedig a torzitasnak felelnek meg. Amint lathatjuk, az éleket is két kiilonb6z6 szinnel
jelolik, fekete élek a pozitiv stlyuak, a sziirkék pedig a negativak. Kiilonb6z6 a vastagsaguk

is, ez a stulyok egymaéashoz viszonyitott aranyat jeldli.
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7.1. 4bra. Neuralis értelmezési diagram

7.2. A neuralnet

Fz a csomag nagyon rugalmas, alkalmas a tobbrétegl perceptron tanitasara is. Erre
a célra tobb beépitett algoritmus &ll a rendelkezésiinkre, koztiik a mar sokszor emlitett
backpropagation algoritmus is. A felhasznéld képes kiillonbozé extra rejtett rétegeket be-
iktatni a neurélis haléba vagy csokkenteni a rétegenkénti neuron szamot, ezzel szoritva
vissza a szamitasi koltségeket. Sikeresen alkalmazhaté példaul a biologiai gén-gén kapcso-
latok részletes leiraséara, ezzel j6l modellezve komplexebb betegségeket is.

Bemutatunk egy példat, ehhez az infert nevid adatbézist hasznaljuk, amiben 248 meg-
figyelés szerepel: 83 eset, 6k terméketlenek és 165, akik nem terméketlenek. Ezek mellett
talalunk benne még egyéb valtozokat is, mint a vizsgalt n6k kora, a sziiletések, az abortu-
szok és a spontan vetélések szama. A spontdn vetélések és az abortuszok szdma a régebbi
esetekre (a vizsgalat el6tti) vonatkozik. Mindkét valtozo a 0, 1 és 2 értékeket veheti fel,
attol fiiggden, hogy 0, 1 vagy 2 esetleg annal t&bb vetélése volt régebben. A program segit-
ségével megprobaljuk modellezni a a medddség kapcesolatat a mésik négy valtozoval (kor,
sziiletések szama, abortusz és spontan vetélés). Ebben az esetben az utobbi négy valtozod
értékei lesznek az input adatok, a meddd@ség ténye pedig az output. Mivel az output értékek
binarisak lesznek, ezért a logisztikus fliggvényt valaszthatjuk aktivacios fiiggvénynek, hiba-
fliggvénynek pedig a kereszt-entropiat. Jelen esetben egy olyan neurélis héléval dolgozunk,
melynek rejtett rétegén két neuron van. A neuralnet altal valo tanitds a kovetkezd modon

zajlik:

> library(neuralnet)
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> nn <- neuralnet(case~aget+parity+induced+spontaneous,
data=infert, hidden=2, err.fct='"ce",

linear.output=FALSE)

- El6szor megadjuk az input és output adatokat a programnak melyeket a ~ karakter

valaszt el egyméastol (el6szor az output aztan az input adatok).
- A data= paranccsal adhatjuk meg, hogy milyen adatbazison dolgozzunk.
- A hidden=-nel pedig azt, hogy a rejtett rétegen hany neuron legyen.
- Az err.fct=" " paranccsal a hibafiiggvény tipusat hatarozhatjuk meg.

- A linear.output két értéket vehet fel: TRUE vagy FALSE, attol fliggGen, hogy az

aktivacios fliggvény alkalmazhaté-e az output réteg neuronjain vagy sem.

Az alapvets informéciokat a tanités folyamatarol és a méar betanitott halérol a program

elmentette az nn nevd fajlba, ezeket a kovetkez6 modon kaphatjuk meg:

>nn
Call: neuralnet(formula = case ~ age + parity + induced + spontaneous,
data = infert, hidden = 2,
err.fct = "ce",

linear.output = FALSE)

1 repetition was calculated.

Error Reached Threshold Steps
1 125.2046588 0.009074149749 1862

A kovetkezs parancesal kifrathatjuk dsszegezve a f6bb eredményeket:

> nn$result.matrix

error 125.204658773160
reached.threshold 0.009074149749
steps 1862.000000000000
Intercept.to.1layhidl 1.789036305611
age.to.llayhidl 1.656148885899
parity.to.llayhidl 1.042102710960
induced.to.1layhidl 1.405403753280
spontaneous.to.llayhidl 0.071859466117
Intercept.to.1layhid2 -5.487322577575
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age.to.llayhid2 0.110802632432

parity.to.llayhid2 -1.624494364507
induced.to.1llayhid2 2.047877005824
spontaneous.to.llayhid?2 3.109419216813
Intercept.to.case -0.460008692727
1layhid.1.to.case -1.349923390663
1layhid.2.to.case 5.770172858272

Ezek kozott megtalalhatjuk, hdny 1épéshdél allt a tanitas, mekkora a hiba, s6t az input,
a rejtett és az output réteg neuronjai kdzotti 0sszes élen 1év§ silyt is lathatjuk.
A neurélis halé outputjat, vagyis a kiszamitott értékeket is kifrathatjuk a kévetkezd

parancsokkal:

> out <- cbind(nn$covariate,nnPnet.result[[1]1])

> dimnames(out) <- list(NULL,c("age","parity","induced",
spontaneous","nn-output"))

> head(out)

az ezutan kapott eredmények igy néznek ki:

age parity induced spontaneous nn-output

[1,1 26 6 1 2 0.1525647111
2,1 42 1 1 0 0.6204697294
[3,1] 39 6 2 0 0.1414107193
(4,1 34 4 2 0 0.1521416837
(5,1 35 3 1 1 0.3546488147
[6,] 36 4 2 1 0.4974522710

7.2.1. Abrazolas

A kapott eredmények vizualizalasara tobb lehetségiink is van. Ha a betanitott neurdlis
halot szeretnénk kirajzoltatni, akkor a plot(nn) parancsot kell hasznalnunk. A kapott
eredményt a 7.2 kép mutatja. Itt lathatjuk, hogy az egyes neuronok hogyan kapcsol6dnak
egymashoz, s6t az éleken a sulyok is fel vannak tiintetve. A program altal kapott abran az

is szerepel, hogy mekkora a hiba és hogy a tanitas hany 1épésbdl Allt.
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Spontaneous .

Error; 125.204659 Steps: 1862

7.2. 4bra. A neuralis halo

A masik lehetséges mod, hogy a generalt silyokat abrazoljuk az egyes input adatok és

az output kozott, ezt a kovetkezd modon tehetjiik meg:

> par (mfrow=c(2,2))

> gwplot(nn,selected.covariate="age", min=-2.5, max=5)

> gwplot (nn,selected.covariate="parity",min=-2.5, max=5)
> gwplot(nn,selected.covariate="induced",min=-2.5, max=5)

> gwplot(nn,selected.covariate="spontaneous", min=-2.5, max=5)

A kapott grafikonokat mutatja a 7.3 dbra. Az elsén a megfigyelt ndk kora, a mésodikon
a sziilések a szdma, a harmadikon az abortuszok, a negyediken pedig a spontan vetélések

szama és a medddség ténye, vagyis az output kézotti generalt stlyokat mutatja:
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7.3. 4bra. A generalt silyok az egyes input adatok fliggvényében

7.3. Az RSNNS

Ezt a csomagot a stuttgarti egyetemen fejlesztették, innen ered a neve is: Stuttgart
Neural Network Simulator. Ez az atfog6 alkalmazis a neurdlis halok épitésére, tanitésara
és tesztelésére is megoldast ad, a ma ismert programok koziil az egyik legteljesebb, legmeg-
bizhatobb és leggyorsabb megoldast adja a témaval kapcsolatos problémaékra.

Az RSNNS magasszintii felhasznaléi feliilete kényelmes utat biztositds ahhoz, hogy
megismerjiik a neurdlis halok leggyakoribb fajtait. Sok fajta modellt tAmogat (mint pél-
daul a tobbrétegld perceptron, az ART1, ART2, ARTMAP, a SOM, az RBF és a Hopfield
halozatokat is.) A neurdlis halok tipusai szamos dologban eltérnek egymastol, példaul a
miikodésiik milyenségében, a szerkezetiikben vagy akar a tanitasuk tipusdban is. Emiatt
tobbféle tanitasi algoritmus és aktivacios fiiggvény is a felhasznéld rendelkezésére 4ll.

A felhasznalé feliilet minden modellnél nagyon hasonlo:
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> mlp(x, y, size = c(5), maxit = 100,
initFunc = "Randomize_Weights",
initFuncParams = ¢(-0.3, 0.3),
learnFunc = "Std_Backpropagation",
learnFuncParams = c(0.2, 0),
updateFunc = "Topological_Order",
updateFuncParams = ¢(0),
hiddenActFunc = "Act_Logistic", shufflePatterns = TRUE,
linOut = FALSE, inputsTest = NULL, targetsTest = NULL)

- Tanité adatok: x, y. Itt x egy méatrix vagy egy vektor, amely az input adatokat tar-
talmazza. Ha feliigyelt tanitasi algoritmust véalasztunk, akkor y-al jelolt célértékeket

is meg kell adnunk.

- A halézat paraméterei: az milp-nek (t6bbrétegt perceptron) csak egy parameétert kell
megadnunk ez pedig a mérete (size), itt adhatjuk meg a rejtett rétegen 1évé neuronok

szamat.
- Az iteraciok szama (maxit): itt az iteraciok vagyis az epochok szamat adhatjuk meg.

- Inicializalé fiiggvény: az initFunc és initFuncParams paraméterekkel adhatjuk meg.
Itt tulajdonképpen a neurdlis halo siulyait hatarozhatjuk meg. (Fent véletlenszertien

adtuk meg a sulyokat.)

- Tanftasi algoritmus: learnFunc és learnFuncParams, a neurdlis hilonk egyik leg-
meghatirozobb tulajdonsiga. A kiilénboz6 algoritmusokhoz kiilonb6z6 paramétere-
ket kell megadnunk. Fent a standard backpropagation algoritmust hasznaltuk, ehhez
két paramétert adhatunk meg: a tanuldsi paramétert és a d,q, értéket, mely a cél-

értékek és az output maximalis kiilonbsége.

- Az updateFunc és az updateFuncParams segitségével meghatérozhatjuk, hogy milyen

szabaly alapjan valtoztassuk az algoritmus alatt a stlyokat.

- A modszer specidlis paraméterei: hiddenActFunc, shufflePatterns, és lineQut.
Itt adhatjuk meg, hogy a rejtett rétegeken (hiddenActFunc) és az output rétegen
(lineout) milyen aktivacios fliggvényeket hasznéaljunk és hogy a mintankat véletlenitse-

e a program.

- Tesztadatok (inputsTest, targetsTest): itt adhatjuk meg, hogy mely adatokon
teszteljiik le a halénkat.

Ha nem tobbrétegtd perceptront akarunk hasznalni, akkor értelemszeriien nem az mlp()

fiiggvényt hivjuk, hanem példaul az art1(), az artmap(), az elman() vagy a jordan()
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fiiggvényeket. A R-ben beépitett adatbézisokat is taldlunk, melyeken kénnyen alkalmaz-

hatjuk a fiiggvényeket. Lassunk egy olyan példat, amelyben a méar korabban latott iris

adatbéazisra alkalmazzuk a programot:

data("iris")

VvV V V V V V VvV

>

iris <- iris[sample(l:nrow(iris),length(l:nrow(iris))),l:ncol(iris)]
irisValues <- iris[, 1:4]
irisTargets <- iris[, 5]
irisDecTargets <- decodeClassLabels(irisTargets)
iris <- splitForTrainingAndTest(irisValues,irisDecTargets,ratio = 0.15)
iris <- normTrainingAndTestSet(iris)
model <- mlp(iris$inputsTrain,iris$targetsTrain,size = 5,
learnFuncParams = 0.1,maxit = 60,
inputsTest = iris$inputsTest,
targetsTest = iris$targetsTest)

prediction <- predict(model,iris$inputsTest)

A model fajlba elmentettiik a neuralis hal6 és a tanitasanak legfontosabb tulajdonsagait,

melyet a fiiggvény meghivasakor hataroztunk meg, ezeket a kovetkezd modon hivhatjuk

els:

>

model

Class: mlp->rsnns

Number of inputs: 4

Number of outputs: 3

Maximal iterations: 60

Initialization function: Randomize_Weights
Initialization function parameters: -0.3 0.3
Learning function: Std_Backpropagation
Learning function parameters: 0.1

Update function:Topological_Order

Update function parameters: O

Patterns are shuffled internally: TRUE
Compute error in every iteration: TRUE
Architecture Parameters:

size

[1] 5

A neuralis halo tovabbi meghatarozo tulajdonsagait is megkaphatjuk a summary(model)

paranccsal, mint az egyes neuronokhoz tartozo aktivacios fliggvények tipusa, a torzitasok,

valamint a neuronok kozott 1évE Gsszes kapcsolat silya.
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7.3.1. Abrazolas
A kapott eredményeket a kivetkezd modon jelenithetjiik meg:

> plotIterativeError(model)

> plotRegressionError(prediction[, 2],iris$targetsTest[, 2],pch = 3)
> plotROC(fitted.values(model) [, 2],iris$targetsTrain[, 2])

> plotROC(prediction[, 2],iris$targetsTest[, 2])
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7.4. abra. A t&bbrétegti perceptron eredményei

A 7.4 abran az iris adatbézissal tanitott tobbrétegi perceptron eredményei lathatok.
Az elsén a iterativ hibak: feketével jeldltiik a tanito és pirossal a teszt adatokon kapott
hibat. A masodikon a teszt adatok regresszioja van. A harmadikon és a negyediken egy-egy
ROC gorbe lathaté: ezek megmutatjak, hogy mennyire sikeriilt helyesen osztalyozni a pon-
tokat. A harmadikon a tanito adatokra, a negyediken pedig a teszt adatokra vonatkoztatva.
(Az abrak alapjan megallapithatjuk, hogy itt viszonylag jol sikeriilt az osztalyozas: a negye-
dik dbran egy tokéletes, mig a harmadikon egy majdnem tokéletes osztalyozas eredményét
lathatjuk.)
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8. fejezet

A neuralnet hasznalata életmindségi

adatokra

Ebben a fejezetben olyan életmindgségi indikatorokat szeretnénk Osszefiiggésbe hozni a
kibocsatott nitrogén- és kénoxidok mennyiségével, mint a csecsemé halandoésig, a sziile-
téskor varhatd élettartam, a GDP és a GDP novekedési rata. Koztudott, hogy a levegd
mingsége nagy mértékben befolyasolja az adott teriileten él6 populacio egészségét és igy
az életmindségére és a gazdasigara is hatassal van.

A kén- és nitrogénoxidok az lizemanyag fogyasztas melléktermékei. A nitrogénoxidok a
gépjarmiivek motorjai bocsajtjak ki, a kibocsatott kénoxidok pedig a magas kéntartalm
szenek égetésével keletkeznek, ez ipari folyamatokhoz kéthetd.

Az adatok eurdpai orszdgokra vonatkoznak és az eurastat.com 2012-es adatbézisaibol
szarmaznak. Az Stletet egy 2010-ben megjelent cikk adta, amely ugyanilyen, csak 2005-bél
szarmazé adatokat dolgoz fel (Kyriaki Kitikidou, Lazaros lliadis: Developing Neural Net-
works to Investigate Relationships Between Air Quality and Quality of Life Indicators). A
cikkel ellentétben mi azonban most osztalyozni fogjuk az orszagokat a kiilonb6z6 adatok
alapjén. Ehhez az el6bb bemutatott programcsomagokat fogjuk hasznélni. Az adatbézi-

sunkban tehat a kdvetkezd életmindségi indikatorokat szerepelnek:
- sziiletéskor varhaté élettartam: az élve sziiletések haldlozasi életkordnak atlaga;

- egészseges évek szama: az adott életkori szemely (esetiinkben egy wjszilott) varha-

téan hany évet fog betegségtsl mentesen eltdlteni;

- csecsemd halandosag: 1000 élve sziiletésre jutd 1 éves kor alatti haldlozdsok éves

szama;

- egy fére juto GDP: (brutto hazai termek) egy adott orszagban, adott id§ alatt (4alta-
laban egy év) elgallitott végss felhasznélasra szant javak, termeékek és szolgaltatasok

Osszességének értéke egy fore leosztva;
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- GDP novekedési rata: azt mutatja meg, hogy egy adott orszagban az el6z§ évhez

képest mennyivel nétt a brutté hazai termék.

A tablazatban emellett a kibocsatott nitrogén- és kénoxidok mennyiséget tartalmazza (mil-
li6 tonnaban).
Az adatbézisunkat beolvasva az R-be elvégeztiink egy faktoranalizist, ez alapjan az

orszagokat két elkiiloniilé csoportba soroltuk, ezt lathatjuk a 8.1 abran. Az adatbazist
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8.1. dbra. A téblazatban szerepld orszagok csoportositva

ezutan kiegészitjlik a regio tulajdonsaggal, annak alapjan, hogy az adott orszdgot melyik

osztalyba soroltuk. Ezutan betdltjiik a neuralnet csomagot, majd lefuttatjuk:

M<-neuralnet(regio~gdp.growth+gdp+hly+infmor+life.exp+sulphur+nitro,

D,hidden=h)

D-vel jeloljiik az egész adatbézist, melynek a regio oszlopat allitottuk be célértékként,
a tobbit pedig inputként kezeljiik. A rejtett rétegen 1é6v6 neuronok szamat h-val jeldljiik,
igy a késébbiekben kénnyen tudjuk majd valtoztatni. A tanitas és a neurdlis hélo f6bb

tulajdonsagai a kovetkezdk:

Call: neuralnet(formula = regio ~ gdp.growth + gdp + hly +
infmor + life.exp + sulphur + nitro,

data = D, hidden = h)

1 repetition was calculated.

Error Reached Threshold Steps
1 2.434916844 0.009231110052 208
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A rejtett rétegen 1évé neuronok szamat itt 8-ra allitottuk. A neuralnet altal igy felépitett

hélot a kovetkezs 8.2 abran lathatjuk: A pontok els6 oszlopa jeldli az input adatokat,

gdp .growth

L

adp >

hly

infrmor

lifeexp

L

sulphur .

nitro

¥

8.2. abra. A neuréalis halo (rejtett rétegén 8 neuronnal)

a kozéps6 a rejett rétegen 1évé nyolc neuront mutatja, végiil az output, vagyis a regio
tulajdonsag lathato. A kiilonallé két kék pont a torzitast jeloli. Ezutan elvégziink egy

elérejelzést, hogy megtudjuk, az orszdgok mekkora hanyadat osztalyoztuk helyesen.

P<-compute (M,D[-c(1,2)])
pred <- prediction(P$net.res, D$regio)
perf <- performance(pred,"tpr","fpr")

plot (perf, colorize=TRUE)

Ezt elvégeztiik tigy, hogy a rejtett rétegen 1év6 neuronok szamat rendre bedllitottuk, hogy
8,24, 36 és 54 legyen. Majd kés6bb tovabb néveltiitk a neuronok szamat. A kapott eredmé-
nyeket egy a 8.3 dbra mutatja. (A bal fels6 sarokban lathato a 8-as, mellette a 24-es, a bal
alsé sarokban a 36-os és mellette a rejtett rétegen 54 neuronnal rendelkezd neuralis halé
altal kapott osztalyozés eredménye.) Tehét az osztalyozds 8 neuronnal nem olyan sikeres.

Ha azonban noveljiik h értékét egyre jobb eredményeket kaphatunk.
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8.3. abra. ROC gorbék

A ROC gorbék alapjan, ha a vagési szintet példaul 1, 5-nek allitjuk, kiirathatjuk, hogy

pontosan hany orszagot osztalyoztunk helyesen és hdnyat nem:

pred.num<-as.numeric(P$net.res<1.5)

table(D$regio,pred.num)

A rejtett rétegén 24 neuronnal biré haloval ez igy néz ki:

pred.num

0 1
1 020
2 3 b

Tehét a 28 orszaghdl 23-at sikeriilt helyesen osztalyozni és 5-6t nem, ami egy viszonylag jo

eredmeény.
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8.4. abra. ROC gorbék

A 8.4 4bréan a rejtett rétegen 72,96, 112 és 136 neuronnal kapott osztalyozéas eredményei

lathatok. A neuronok szamanak novelésével az R-ben tortént szamitasok idgtartama is nétt.

8.1. Az R-ben futtatott fiiggvények és az altaluk kapott ered-
mények
Ebben a részben lathatok részletesen azok a fiiggvények és parancsok, amik az el6zd

eredményeket adtak, ezek koziil néhdny feljebb is lathato.

> D<-read.table("m2012.csv",sep=";",dec=",",header=TRUE)
> D¥regio<-as.numeric(D$regio)

> M<-as.matrix(D[-c(1,2)])

> prcomp (M)
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Standard deviations:
[1] 550073.986932887
[4] 4.564594712

138110.327987381
3.178480823

10903.485551094

1.521760201 1.063363286

540161.932059879 135621.649769433

10707.010259302

46

Rotation:
PC1 PC2 PC3
gdp.growth -0.00000077431827839 -0.0000004928868878 0.00001341330000
gdp -0.00108173989187416 -0.0327307164610078 -0.99946358427468
hly 0.00000004934621557 0.0000031554512870 -0.00018897138874
infmor -0.00000019262157668 0.0000039712930286 0.00007102834227
life.exp 0.00000171643495560 -0.0000101479972816 -0.00018108802232
sulphur 0.44523724259554404 0.8949169906466821 -0.02978888339965
nitro 0.89541198765771379 -0.4450306505431759 0.01360486701921
PC4 PC5 PC6
gdp.growth -0.091435408052271  0.673998283258810 0.708544283882611
gdp -0.000249043346568  0.000071736953363 -0.000081096780017
hly 0.914196243332683  0.342836146236879 -0.174218990326979
infmor -0.065334747189896  0.250082968447074 -0.470185668326457
life.exp 0.389379125749417 -0.604688510483473 0.496526103929754
sulphur -0.000006629774273 -0.000004212294638 0.000004403638392
nitro 0.000002105825321  0.000003958091492 -0.000002718275273
PC7
gdp.growth -0.187965097597959
gdp 0.000001447975012
hly 0.127891802705094
infmor -0.843869250501463
life.exp -0.486001540056652
sulphur -0.000001586070212
nitro 0.000001370911598
> princomp (M)
Call:
princomp(x = M)
Standard deviations:
Comp.1 Comp. 2 Comp.3 Comp.4

4.482342990



Comp.5 Comp.6 Comp.7
3.121206200 1.494338854 1.044202042

7 variables and 28 observations.

> factanal(M,3)

Call:

factanal(x = M, factors = 3)

Uniquenesses:
gdp.growth gdp hly infmor life.exp sulphur nitro
0.005 0.497 0.717 0.499 0.005 0.005 0.237

Loadings:
Factorl Factor2 Factors3

gdp.growth -0.119 -0.106 0.985

gdp 0.696 -0.130
hly 0.516 0.113
infmor -0.664 0.245
life.exp 0.919 0.143 -0.361
sulphur -0.122  0.987
nitro 0.161 0.856

Factorl Factor2 Factor3
SS loadings 2.090 1.770 1.175
Proportion Var 0.299 0.253 0.168
Cumulative Var 0.299 0.551 0.719

Test of the hypothesis that 3 factors are sufficient.
The chi square statistic is 6.58 on 3 degrees of freedom.

The p-value is 0.0864

# cel: D$regio
# magyarazo D[-(1:2)]

library(neuralnet)

library (ROCR)

> h<-24

47



> M<-neuralnet(regio~gdp.growth+gdp+hly+infmor+life.exp+sulphur+nitro,
D,hidden=h)
> M

Call: neuralnet(formula = regio ~ gdp.growth + gdp + hly +
infmor + life.exp + sulphur + nitro,
data = D, hidden = h)
1 repetition was calculated.
Error Reached Threshold Steps

1 1.274017018 0.009676005507 1371

> summary (M)

Length Class Mode
call 4 -none- call
response 28 -none- numeric
covariate 196 -none- numeric
model.list 2 -none- list
err.fct 1 -none- function
act.fct 1 -none- function
linear.output 1 -none- logical
data 9 data.frame list
net.result 1 -none- list
weights 1 -none- list
startweights 1 -none- list
generalized.weights 1 -none- list
result.matrix 76 -none- numeric

> P<-compute(M,D[-c(1,2)]1)
> pred <- prediction(P$net.res, D$regio)
> perf <- performance(pred,"tpr","fpr")

> plot(perf, colorize=TRUE)
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Ez alapjan a vagasi szintet 1, 5-re allitva:

> pred.num<-as.numeric(P$net.res<1.5)

> table(D$regio,pred.num)

pred.num

0 1
1 020
2 3 5

8.2. Az adatbazis

Az adatok tehat az eurostat.com-ro6l szarmaznak, 2012-b6l. Az els6 oszlopban a vizsgalt
orszagok lathatok, a masodikban az altalunk tértént csoportositas eredménye, a harmadik-
ban a GDP névekedési rata, utana a GDP, az 6todikben az sziiletéskor varhato egészségben
t0ltott évek szama, a hatodikban a csecsemgéhalanddsag mértéke, a hetedikben a sziiletéskor

varhaté élettartam és végiil a kibocsatott kén- és nitrogénoxidok milli6 tonnaban.
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regio

Austria
Belgium
Bulgaria
Cyprus
Denmark
Estonia
Finland
France
Germany
Greece
Hungary
Iceland
Ireland
Italy
Latvia
Lithuania
Luxembourg
Malta
Netherlands
Norway
Poland
Portugal
Romania
Slovakia
Slovenia
Spain
Sweden

U. Kingdom

)

Y

Y

[ log

o o W

o

o o T o

o

)

gdp.gr
rate
0,9
0,1
0,5
-2,4
-0,7
4,7
-1,5
0,3
0,4
-6,6
-1,5
1,1
-0,3
-2,3
4,8
3,8
-0,2
2,5
-1,6
2,7
1,8
-3,3
0,6
1,6
-2,6
-2,1
-0,3
0,7

gdp

34200
31700
11900
24700
33100
18800
30500
28400
32500
19600
17100
30700
34300
26900
16000
18300
69800
22400
35000
50300
17400
20200
14000
19600
21600
24900
33400
28400

healty
1l.years

62,5
65,4
65,7
64

61,4
57,2
56,2
63,8
57,9
64,9
60,5
68

68,5
61,5
59

61,6
66,4
72,2
58,9
70,4
62,9
62,6
57,7
53,1
55,6
65,8
70,6
64,5
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infmor

3,2
3,8
7,8
3,5
3,4
3,6
2,4
3,5
3,3
2,9
4,9
1,1
3,5
2,9
6,3
3,9
2,5
5,3
3,7
2,5
4,6
3,4
9

5,8
1,6
3,1
2,6
4,1

life
exp
78,4
77,8
70,9
78,9
78,1
71,4
77,7
78,7
78,6
78
71,6
81,6
78,7
79,8
68,9
68,4
79,1
78,6
79,3
79,5
72,7
77,3
71
72,5
77,1
79,5
79,9
79,1

sulph.

17899
51611
328815
17273
18405
45040
54380
329300
562121
391236
31836
85539
24472
283476
7461
36399
2066
21809
60734
21141
853913
73982
259666
58523
10234
1082838
55205
514149

nitro

187486
216476
126032
22073
162565
49591
156089
1170009
1569702
401809
122406
27326
83065
987656
55638
57782
46404
19848
354439
186915
824942
216521
225816
80990
49428
1605671
254616
1403689
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