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1. fejezet

Bevezetés

A grafelmélet egyik kdzponti témakore a parositasok vizsgalata, ezen beliil is a ma-
ximélis méretld parositds meghatarozésa. Paros grafokban a maxmialis parositas
méretére Koénig tétele (1931) szolgal minimax-tételként, a Hall-tétel (1935) pedig
sziikséges és elégséges feltételt ad az egyik pontosztalyt fedd parositas létezésére. Ko-
utas algoritmust. A Hopcroft-Karp algoritmus (1973) a jelenleg ismert leggyorsabb
algoritmus, mely megtalal egy maximalis parositast.

A péros grafok esete motivalja a probléma vizsgalatat altalanos G = (V) F)
grafokra is. Egy fontos eredmény erre vonatkozoan Tutte tétele (1947), mely karak-
terizalja azokat a grafokat, melyekben van teljes, azaz minden pontot lefedd parosi-
tas. Ez speciélis esete a Berge-Tutte formulanak (1958), mely egy minimax-tétel a
grafokban a maximélis péarositas altal fedetleniil hagyott pontok szdmara. A Gallai-
Edmonds struktiuratétel (1963-65) pedig egy adott grafban levé Gsszes maximalis
parositast irja le, a csiicsok particidojan keresztiil. Az elsé algoritmus, mely polinom
id6ben hatarozott meg egy maximaélis parositast Edmonds parositas-algoritmusa volt
(1965), ennek futasideje O(]V[*). Jelenleg a leggyorsabb ismert algoritmus a Micali
és Vazirani altal feltalalt MV-algoritmus (1980), ez O(|E| - |[V|'/?) id6ben talal a
grafban maximalis parositast. A péarositasok egy altalanositidsa a b-matching: itt a
pontokon adott egy b fiiggvény, és olyan maximaélis elemszamu élhalmazt keresiink,
mely esetén minden v cstcsnal a ra illeszkedd kivalasztott élek szama legfeljebb
b(v). Erre a probléméara ad eredményt Gabow algoritmusa (1983), valamint Anstee
algoritmusa (1986). Szamos elméleti eredmény és gyakorlati alkalmazas hasznalja a

maximalis parositasokat és b-matchingeket, ez motivalja a gyorsabb algoritmusok



kifejlesztését.

A szakdolgozatban szerepel az Edmonds-algoritmus leirasa, A Micali-Vazirani
algoritmus, és helyességének bizonyitasa, valamint az altalam készitett implementéa-
ci6 és futési eredmények lefrasa, ezen kiviil egy, a Gallai-Edmonds felbontasra épiilé
algoritmus altalanositasa b-matchingekre. A kovetkezd részben néhany, a parosita-
sokra vonatkoz6 definicio és tétel szerepel. A 2. fejezetben az Edmonds-algoritmus le-
irasa talalhato. A 3. fejezet elsG részében az MV-algoritmus leirdsa, a masodik részé-
ben pedig helyességének bizonyitasa szerepel. A 4. fejezet a Gallai-Edmonds felbon-
tasra épiilé algoritmusrdl szol. Az 5. fejezetben a parositas probléma b-matchingekre
valo altalanositasa, és a 4. fejezet algoritmusanak b-matchingekre vonatkozé valto-
hato. A dolgozatban Vazirani és Micali [1], valamint Lovéasz és Plummer [2] eredmé-
nyeit dolgoztam fel. Az algoritmus implementélasa soran a LEMON C+-+template
library-t [5] hasznaltam.

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben néhany fontosabb, a parositasokra vonatkozo6 definicio és tétel
leirdsa talalhato.

Jeloljiik |V |-t n-nel, |E|-t m-mel. Jeloljiik v(G)-vel a G graf maximalis parosita-
sanak elemszamat. Legyen M egy parositasa G-nek. Alternalé Gtnak nevezziik a
parositas és nem-parositas éleket felvaltva hasznalo utakat, javitd it pedig olyan
alternalo at, mely két, a parositas altal fedetlen pontot kot ossze. Egy javito at
mindig paratlan sok élet tartalmaz. Javito it mentén kicserélve a parositis és nem-
parositas éleket, egy nagyobb péarositdshoz jutunk. Ha van két parositasunk M és
M', akkor M — M’-alternalé atnak azon utakat nevezziik, mely felvaltva hasznal
M és M’ beli éleket.

1.0.1. Definicié. Egy G grdfot faktorkritikusnak nevezink, ha G — v-ben van

teljes parositds minden v € G csucsra.

1.0.2. Tétel. Gallai-lemma:
Ha G dsszefiiggd, és v(G —v) = v(G),Yv € V, akkor G faktorkritikus.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy egy M maximalis parositas legalabb két pon-

tot nem fed (u as v), és hogy ezek kozott a lehetd legkisebb a tavolsag. Szomszédosak



nyilvan nem lehetnek, ezért tegyiik fel, hogy van még egy w pont az 6ket 6sszekotd
uton, ekkor a faktorkritikussag miatt van egy ezen pontot elkeriils M’ parosités is.
Ekkor a w csucsbol indulé M — M'-alternéld ut segitségével M-bél kaphatunk egy
ujabb parositast, ami szintén maximalis elemszamu de csokkent a fedetlen pontok
kozti tavolsag, ami ellentmond a feltevésnek. [

Jelolje ¢o(G) a G graf paratlan csiicsszamu komponenseinek szamat, def(G) =

|V | — 2v(G) pedig a maximalis parositas altal fedetleniil hagyott csticsok szama.

1.0.3. Tétel. Berge-Tutte formula:
A G grdfban a mazrimdlis pdrositds elemszamdra a kiévetkezd érvényes:

v(G) = min{|V| — (G — X) +|X]}/2

XCV

Masképp:
4ef(G) = max{eo(G = X) ~ [X]}

Bizonyitas. Vegyiink egy M parositast és egy X C V halmazt, ekkor legalabb
co(V — X) — X pont marad fedetlen, igy a v(G) < min irany adodik.

A masik irdny bizonyitasa |V|-re vonatkozo teljes indukcioval torténik: a |V]| =0
eset trivialis. Az indukcios feltétel, hogy |V| > 1 és a formula igaz minden kisebb
grafra. Kell talalnunk egy Xy halmazt, melyre v(G) > (|V] — ¢o(G — Xo) + | Xo|) /2.
Két esetre bomlik a bizonyitas, ha G nem faktorkritikus, akkor van olyan v pontja
amit elhagyva csokken a maximalis parositas elemszama, ezt hagyjuk el. A kisebb
grafra az indukcios feltétel miatt igaz az allitas, legyen X egy olyan halmaz, amire
egyenlgség all fenn. Xo = X + v teljesiti a kivant egyenlétlenséget. Ha G faktorkri-
tikus, akkor a Gallai-lemma miatt v(G) = (|[V| — 1)/2, tehat X, = () valasztassal
adodik a tétel. [J

Egy X C V halmazt, melyre egyenléség all a formuldban nevezziink gatnak.
Lathaté hogy minden pérositas fedetleniil hagy legalabb ¢o(G — X) — | X| darab
pontot a G — X péaratlan részhalmazaibol. Mivel a maximalis parositas esetén a
Berge-Tutte formula egyenléséggel teljesiil, igy az a gatat és a paros komponenseket
teljesen fedi, tovabb4 a gat pontjai mind a kimarado6 péaratlan komponensek egyikével
parositottak, igy a paros komponensekben a parositas teljes.

Jeloljitk D(G)-vel azon cstucsok halmazat, melyekre létezik azt elkeriils maximalis
parositas. Alljon A(G)aV —D(V) halmaz azon csticsaibol melyeknek van D(G)-beli



szomszédja. Végiil legyen C(G) a maradék pontok halmaza. Ezt a particiot a graf

Gallai-Edmonds felbontasanak nevezziik.

1.0.4. Tétel. Gallai-Edmonds struktiratétel
Adott G grdfban legyenek D(G), A(G) és C(G) az elébb definidlt halmazok. Ek-

kor:
1. D(G) komponensei faktorkritikusak
2. C(G)-ben van teljes pdrositds

3. a C(G) elhagydsdval és D(G) komponenseinek osszehizdsdaval kapott pdros
grifban A(G) minden nemiires X részhalmazdnak legalabb | X |+ 1 szomszédja

van.

4. minden M teljes pdrositds tartalmaz egy teljes pdrositast C'(G)-ben, eqy majdnem-
teljes pdrositast D(G) minden komponensén, valamint A(G) minden pontjdt

kiilonbézd D(G)-beli komponensekhez parositja.

5. v(G) = (V] — e(D(G)) + |A(G)])/2 ahol ¢(D(G)) a D(G) komponenseinek

szdma

Bizonyitas. Legyen A’ egy gat, D' a G — A’ paratlan komponenseinek unioja, C’
a parosaké. Minden M’ maximalis parositas fedi A’-t és C’-t, mert legalabb def(G)
fedetlen pont fog esni D’-be igy mashol nem lehetnek, emiatt viszont D(G) C D'.

Legyen A’ olyan, melyre D’ minimélis. Ekkor D’ komponensei faktorkritikusak,
mert ha az egyik nem az, akkor ennek létezik nemiires gatja és ezt hozzavéve A'-
hoz egy olyan gatat kapnank, amire a paratlan komponensek unioja valodi része
D’-nek. A 3. allitashoz tegyiik fel hogy létezik egy sérté X halmaz: ekkor viszont
A’ — X is gat, melyre a paratlan komponensek unioja valodi része D'-nek. Emiatt D’
minden komponenséhez létezik maximalis parositds mely nem tartalmaz bele 1ép6
élt, és mivel faktorkritikus, ezért minden pontjara létezik 6t elkeriil6 teljes parosités.
Emiatt D’ C D(G) tehat D' = D(G). Mivel A’ gat, ezért minden pontjabol vezet él
D'-be, és C" egyik pontjabol sem vezet él D'-be, tehat A" = A(G) és C' = C(G).

Lattuk tehat hogy a fenti felbontésban A(G) azon gat, melyre D(G) minimalis.
Ebbdl kévetkeznek a tétel allitasai. [



2. fejezet

Az Edmonds-algoritmus

Egy adott M péarositasbol indulunk ki, ezt szeretnénk moédositani, hogy n6jon az
elemszama. Amikor G-beli utakrol beszéliink, mindig alternalo utat értiink alatta.
Az algoritmus a Berge-lemmaéra épiil, mely szerint a G grafban egy M parositas
akkor és csak akkor maximélis elemszami, ha nem létezik ra vonatkozo javito tut.

Sziikség van a kovetkezd tulajdonsagra:

2.0.5. Lemma. Legyen C' egy 2k +1 hosszi kor G-ben, mely tartalmaz k pdrositds-
élet, és pont-diszjunkt M tibbi részétdl. Legyen G’ az a grdf, amit G-bdl C' egyetlen
ponttd dsszehizdsdval kapunk, valamint M' = M — E(C). Most M' akkor és csak

akkor mazimdlis pdrositis G'-ben, ha M maximdlis pdrositis G-ben.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy M nem maximalis: ekkor van egy p javito ut M-re
nézve. Ha ez elkeriili C-t, akkor G-ben is javito ut. Ha talalkozik C-vel, akkor van
egy olyan u végpontja, mely nem C-beli. Ekkor u-bél indulva legyen v a p 1t elsé
pontja mely C-n van. Ekkor a p[u, v] javité ut M'-re nézve, tehat M’ nem maximalis.

Ha M’ nem maximaélis, létezik egy néala nagyobb N’ maximalis parositas G'-
ben. Az N’ parositas G-beli megfelelGje legfeljebb egy pontot fed C-rél, igy k élet
hozzavéve C-r6l, kaphatunk egy N parositast G-ben, mely nagyobb, mint M: |M| =
|M'|+k <|N'|+k=|N|. O

Legyen a péarositatlan cstcsok halmaza S, F' pedig egy olyan erdd, melyre tel-
jesiilnek a kovetkez6k: minden komponensben pontosan egy darab S-beli pont van,
és minden S-beli pont része egy komponensnek, valamint minden olyan F-beli él
parositasél, mely paratlan tavolsdgra van a sajat komponensének S-beli pontjatol.

Emiatt minden pont F-beli foka 2, mely paratlan tavolsagra van S-t6l F-ben: ezeket



nevezziik bels§ csticsoknak, a tobbit kiils6knek. Egy ilyen erd6t hivjunk alternalo
erdének: kezdetben alljon ez az S halmaz pontjaibol, élek nélkiil. A komponensek S
beli pontjait a gyokeriiknek hivjuk.

Tekintsiik most a kiilsé csticsok szomszédait: ha létezik u kiils6 pont, mely szom-
szédos egy nem F-beli v ponttal, legyen w a v parja M-ben. Ekkor adjuk F-hez az
uv és vw éleket, kaptunk egy F-nél nagyobb alternéléd erdét.

Ha létezik egy u kiils6 pont, mely G-ben szomszédos egy méasik F-beli kompo-
nensben levé v kiils6 ponttal, ezen komponensek S-beli gyokerei kozott talédltunk
egy javitd utat. Ez a megfelel6 gyokerektdl u-ig és v-ig haladd F-beli utak valamint
az uv él osszeillesztése. Ezaltal kaptunk egy nagyobb parositast.

Ha léteznek u és v kiilsé pontok, melyek G-ben szomszédosak, valamint F-beli
komponensiik megegyezik, akkor legyen C' az uv él és az F-beli uv ut altal alkotott
kor, és P a C-t a gyokerével 6sszekots ut. Ez az 1t alternald, és kicserélhetjiik a
parositas és nem-parositas éleket, mert az egyik vége fedetlen, igy egy ugyanakkora
M, parositast kapunk. Most M; teljesiti a lemma feltételeit, igy htzzuk 6ssze a C-t,
egy G’ grafot kapva, mely kisebb G-nél: elég ebben a grafban maximalis parositast
keresniink.

Ha minden kiilsé csiics szomszédai belsé csticsok, akkor M maximaélis: Legyen F
belsé cstcsainak szama k, a kiilsské [, ekkor |S| = [ — k. Ha most kitoroljiikk a belss
csticsokat, akkor G izolalt pontokbol fog allni. Igy def(G) > [ — k = |S| ahol def(G)
a maximalis parositas altal fedetleniil hagyott pontok szama, az Osszefiiggés pedig a
Berge-Tutte formula miatt igaz. Mivel |M| pontosan |S| élet hagy fedetleniil, ezért
maximalis.

Ezt ismételve tehat eljutunk egy maximalis parositdshoz. Az algoritmus futasi
ideje O(n?)



3. fejezet

Az MV-algoritmus

A fejezet elején az MV-algoritmus altal hasznalt definiciok szerepelnek, a méasodik
részben az algoritmus leirasa, a harmadikban pedig a bizonyitasa talalhato.|1]

Az Edmonds-algoritmushoz hasonléan ez az algoritmus is egy adott M parosi-
tasbol indul ki (kezdetben lehet ez az iires parositas), majd egy lépésben ezt noveli.
Itt is javito utakat fogunk keresni, jelolje [, a legrovidebb javité at hosszat.

Az algoritmus egy fazis soran az adott parositasra vonatkozé legrovidebb javitod
utak tovabb nem bdévithet6 halmazat keresi meg, majd az utakon cserélve a péa-
rositaséleket, egy nagyobb parositashoz jut. A javito utakat az egyik belsd éliiktsl
kezdve keressiik. Az algoritmus meghatarozza az ilyen lehetséges éleket, majd disz-

junkt utakat keres a végpontjaiktol kiilonb6z6 a parositas altal fedetlen pontokba.

3.1. Definiciok

A kovetkezd definicioknal mindig egy adott M parositasbol indulunk ki.

3.1.1. Definicidé. Egy v csics pdrosszintje illetve pdratlanszintje legyen a leg-
rovidebb olyan alterndlo it hossza, mely pdros illetve pdratlan hosszi, é€s eqy fedetlen
cstcsot kit 0ssze v-vel. Jeloljik ezeket a szinteket evenlevel(v) illetve oddlevel(v)-
vel. Ha nincs ilyen 1it, legyen ez az érték oo. Az ilyen utakat a v csics pdros illetve
pdratlan utjdnak fogjuk nevezni, jeldlésben ezek evenlevel(v)-it illetve oddlevel(v)-

ul.

Minden fedetlen csics parosszintje 0, a paratlanszintje pedig az innen induléd

legrovidebb javito at hossza.
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3.1.2. Definicié. Egy v csics kisszintjének o min{evenlevel(v), oddlevel(v)}, nagy-
szintjének pedig a max{evenlevel(v),oddlevel(v)} értékeket nevezzik, jelolésik le-
gyen rendre minlevel(v) és maxlevel(v). Az eldz6hiéz hasonloan definidljuk és jeldl-

Jik v kis-, valamint nagy dtjat, jelik minlevel(v)-it és maxlevel(v)-it.

3.1.3. Definicidé. Fgy v csicsot nevezziink ktilsé csicsnak, ha a pdrosszintje ki-

sebb, mint a pdratlanszintje, eqyébként pedig belsének.

Lathato, hogy a fedetlen csticsok kiils6k, a parositasélek v végpontjai belsék, ha

a minlevel(v)-ut nem hasznalja v parositasélét, kiilsék ha igen.

3.1.4. Definicid. Nevezziik eqy csiucs erejének a pdros- és paratlanszintjének 6ssze-
gét, jeloljik igy: tenacity(v) = evenlevel(v)+ oddlevel(v). Egy (u,v) € M pdrositds-
élre az erdt definidljuk igy: tenacity(u,v) = oddlevel(u)+oddlevel(v)+1, eqy (u,v) ¢
M nem-pdrositdsélre pedig igy: tenacity(u,v) = evenlevel(u) + evenlevel(v)+ 1. Le-

gyen t,, a legkisebb erejd csics ereje a grdafban.

Ha a legrévidebb, [, hossz javité utat tekintjiik, ezen minden cstics és ¢l ereje

L.

3.1.5. Definicid. Vegyiink eqy v csicsot, és eqy minlevel(v)-utat, legyen ennek az
dtnak az utolsd éle az (u,v) éll Ekkor nevezzik u-t a v csics elédjének, valamint
azt mondjuk, hogy az (u,v) él eqy pillér. Azokat az éleket, amelyek nem pillérek,

hidaknak nevezzik.

3.1.6. Definicid. Legyen (u,v) egy hid, melynek az ereje t és ez az érték legfeljebb
lm. Az (u,v) hid tartdjinak nevezzik azokat a w pontokat, melyek ereje szintén t,
és létezik olyan maxlevel(w)-it, mely és haszndlja az (u,v) hidat. A tartdt jeléljik

support(u,v)-vel.

Az abran a csicsok kisszintjei vannak feltiintetve, a vizszintes élek a hidak, a
tobbi pillér.
3.2. Az algoritmus egy fazisa

Az algoritmus két részbdél all, az elsé rész meghatarozza a graf csicsainak kis- és

nagyszintjeit, a masodik megtalalja a javito utakat. Az els6 rész két f6bb eljardsbol
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all, ezek felvaltva futnak: az egyik egy alternalo szélességi keresés, mely szintenként
felvaltva lép parositas, és nem-parositas éleken, a méasik egy dupla mélységi keresés
(DDFS), mely a hidak tart6janak meghatarozasaban jatszik szerepet. Az eljarasok
soran az algoritmus megadja a csticsok szintjeit, valamint azt, hogy mely csicsok
hidak és melyek pillérek. A hidakat erejiik szerint kiilon halmazokba soroljuk. Az
algoritmus egy fazisa keresési szintekre tagolodik, a 0. szintr6l kezdve, egészen az

(I, — 1) /2. szintig, ahol megtalélja a legrévidebb javité utakat.

3.2.1. A MIN és MAX eljarasok

Minden keresési szinten két eljaras hajtodik végre egymas utan: a MIN és a MAX
nevii (a csicsok megfelel§ szintjeit hatarozzak meg). Az i-edik keresési szinten a
MIN-folyamat megtalalja az Osszes olyan v cstucsot, melynek kisszintje ¢ + 1, és
ezek kisszintjét véglegesiti. Ehhez a pontosan i kis- vagy nagyszintd u cstcsok v
szomszédait kell végigjarni, amennyiben megfeleld él koti Gket Gssze: ha i+1 paratlan,
akkor nem-pérositaséleket hasznalunk és igy a taldlt csiicsok bels6k, ha ¢ + 1 péros,
akkor parositaséleket hasznalunk, és a talalt csicsok kiils6k. Lathato, hogy kiils6
csicsnak csak egy el6dje lehet, belsének akar tébb is. Ha v kisszintje ¢ + 1 vagy
végtelen (teh&t nagyobb, mint ¢), akkor az (u,v) él pillér, és u a v csics eldje.
Ha v kisszintje legfeljebb ¢, akkor (w,w) hid, és amennyiben ismert az ereje (1),
ezt hatarozzuk is meg: (u,v) bekeriil a Br(t) halmazba. A MIN-eljaras egy keresési
szinten az alternalé BFS egy lépését hajtja végre.

A MIN eljaras utan a MAX-folyamat megtalalja az 0sszes olyan v csicsot, mely-

nek az ereje 2¢ + 1, és meghatirozza ezek nagyszintjét. Ezen csticsok kisszintje leg-
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feljebb i, igy mar ismert. Ezen eljaras neve DDFS. (kés6bb bemutatasra keriil) Ha
egy hid értéke t = 2i + 1, akkor a DDFS meghatarozza a tartojat, és a tarté az
Osszes cslcsan a nagyszintet. A tartobol kivezetd hidakra, ha ismert az értékiik, azt
szintén meghatarozzuk.
Az i-edik keresési szinten:
1. MIN
for minden ¢ szintd u csicsra do
for az Osszes megfelels paritast, még nem vizsgélt (u,v) élen do
if minlevel(v) > i+ 1 then
minlevel(v) :=1i+ 1
u a v csucs elddje
(u,v) pillér
else
(u,v) hid
if tenacity(u,v) =t ismert then
Br(t) U{(u,v)}
end if
end if
end for

end for

2. MAX
for minden hidra Br(2i 4+ 1)-ben do
megkeresni a tartojat DDFS-sel
for minden v cstcsra a tartoban do
mazlevel(v) := 2i + 1 — minlevel(v)
if v bels6 cstcs then
for minden (u,v) élre mely nem pillér és tenacity(u,v) = t ismert
do
Br(t) U{(u,v)}
end for
end if

end for
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end for

3.2.2. DDFS

Most a DDFS leirdasa kovetkezik, elGszor altalanosan, majd a kovetkezd részben az
algoritmusban torténd hasznélattal.

A DDFS eljaras iranyitott, szintezett grafokon mikodik: a csicsok h + 1 kiilon-
b6z6 szintre vannak osztva, a szintek particiot alkotnak. Legyen [y a legalacsonyabb,
I, a legmagasabb szint! Minden él nagyobb szintii csicsboél kisebb szint felé vezet
(Atugorhat szintet). Sziikséges feltétel, hogy minden csiicsbél vezessen iranyitott ut
az ly szintre. Ezt DDFS-feltételnek nevezziik.

A feladat: adott két kijelolt csics, r és g, ezekbdl szeretnénk a 0 szintre két egy-
méastol pontdiszjunkt utat. Lehetséges, hogy ilyen nem létezik: azokat a csicsokat,
amelyek minden r-bél [p-ba vezetd, valamint minden g-bdl [y-ba vezetd Gton rajta
vannak, akadalynak nevezziik, ez esetben a feladat a legnagyobb szint akadaly
megtalalasa. Ezt a csicsot legmagasabb akadalynak nevezziik és b-vel jeloljiik,
nyilvanval6, hogy minden szinten legfeljebb egy akadaly lehet. A

Az eljaras két, szimultdn futé DFS-bdl all, nevezziik pirosnak az r-bél, zold-
nek a g-bdl indulot. Mindkét DFS a megszokott médon miikodik, annyi kikotéssel
hogy mindig az a DFS 1ép, amelyiknek az éppen vizsgalt pontja nagyobb szintd
(egyenldség esetén mindegy), valamint egymés faiba nem léphetnek bele. Mindkét
DFS fenntart egy vermet, melyben az elért, de még nem &atvizsgélt pontok vannak,
kezdetben ezek az r és g pontokbdl allnak.

Ha az egyik DFS be tud lépni a masik altal vizsgalt v csicsba, ez a v csics
egy lehetséges akadaly, melynek szintje [. Most meg kell hatarozni, hogy v tényleg
akadaly-e, ha nem, akkor pedig melyik DFS-faba keriiljon. Ekkor el6szor a zold DFS
probal meg elérni egy masik legfeljebb [ szint{ cstucsba, tgy hogy kozben a piros
DFS fajaba tartozé pontokat nem hasznalhatja. Ha nem talal, akkor v a zdld faba
fog tartozni, ekkor a verme iires lesz, és beletessziik a v pontot. Ezutan a piros DFS
probal meg hasonléan mésik utat talalni az [ szintre, vagy ala. Ha ez sikeriil, akkor
haladnak tovabb, ha nem akkor megtaladltuk az akadalyt, ekkor az akadaly egyik
faba se fog tartozni. A talalt akadaly sziikségképpen a legmagasabb akadély lesz.
Amennyiben nem létezik akadaly, a DDFS talal két pontdiszjunkt utat a 0 szintre.
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A DFS-ek altal épitett (diszjunkt) fakat eltaroljuk.

Az egyszerii DFS és a DDFS-ben lev§ DFS-ek kozotti kiilonbség akkor 1ép fel,
mikor ezek egy v cstcsndl taldlkoznak, az [; szinten. Ha egy DFS elér egy csicsot
az [ szinten, akkor az &ltala vizsgélt pont ez utan mindig legfeljebb az [ szinten lesz.
Mivel mindkét DEF'S most ért az [; szintre, ezért az [;-n és alatta még nincs atvizsgalt
pont. Ha v nem akadély, akkor van egy masik 1t is, ami eléri [;-t, és mivel mindkét
DFS megvizsgal minden lehetséges utat [;-re (vagy ald), ezért a DDFS tovabb tud
haladni. Ha v akadéaly, akkor a DDFS, miutan megvizsgalta az Osszes lehetséges utat,
megall: ekkor mindkét verem iires.

A DDFS tehat mindig a fent leirtaknak megfelelgen mikodik. Ha van egy v
akadaly, akkor v f6l6tt minden élen kétszer halad végig: egyszer odafelé, és egyszer
a visszakeresés soran (a v alatt lev6kon egyszer sem), ha nincs, akkor minden élen

legfeljebb kétszer.

3.2.3. A DDFS alkalmazasa

A DDFS-t a hidak két végpontjabol inditva kell futtatni, a szintek pedig a cstcsok
kisszintjeinek felelnek meg, az éleket megfelelGen iranyitjuk. Ha a DDFS talal egy
akadalyt figyeljiik meg, hogy az akadaly nem lesz a kiindul6é hid tartéjaban, csak
a folotte levé pontok. Ezek a pontok azok, amik bekeriiltek a DFS-fak egyikébe.
Ekkor nevezziik szirom-nak a hid tartéjat, és a szirom riigyének az akadalyt.
Az algoritmus létrehoz egy 1j, szirom-cstcsot, mely csak a szirmok azonositasara
szolgal, nem része a graf csicshalmazanak! A tarté minden pontjardl létrehozunk
egy mutatot a szirom csicsba, majd a szirom cstucsbol a riigyre és a kiindulé-hidra

1S.

3.2.1. Definicié. Ha a v csiics benne van eqy sziromban €s a szirom rigye a b csics,
definidljuk a bud(v) = b fligguényértéket. Ez azokon a csiucsokon értelmezett, melyek
benne vannak valamelyik sziromban. Definidljuk o bud® fligguényt az aldbbi modon:

ha v nincs benne sziromban bud*(v) = v, egqyébként pedig bud*(v) = bud*(bud(v)).

Az a kikotés a DDFS futtatasa soran, hogy ha az egyik DFS elér egy v csiicsot,
akkor mindig atugrik a bud*(v) csicsra. Ez a szirom-csicsok segitségével érhetd
el: minden csticsra szamon tartjuk hogy melyik az § szirom-cstcsa és riigye. Az

el6z6ekbdl kovetkezGen minden csucshoz legfeljebb egy szirom (és riigy) tartozhat.
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Az, hogy egy csics melyik sziromhoz tartozik, nem adoédik a graf és a parositas

struktirajabol, az algoritmus futasa soran fligghet a hidak valasztéasi sorrendjétsl.

3.2.4. Javit6é utak megtalalasa

Amennyiben egy (u,v) hidrél indulo DDFS nem talal akadalyt, itt 1étezik a grafban
egy novels ut. Célunk ennek megtalalasa. Egy novels it megtalaldsdhoz az algorit-
mus utat keres a DDFS megfelel§ faiban u-bol és v-b6l a 0 szintre. Ezeken az utakon
a hid felsl indulva halad végig. Ha elér egy olyan w csiicshoz, mely benne van egy
sziromban, igy a kereséskor a bud*(w) csicsra ugrott a DFS, itt a szirom-cstcs se-
gitségével azonositja a riigyet, valamint a hidat. El kell dénteni, hogy w-b&l merre
haladjon a sziromban a b riigyig: a hidat hasznélva, vagy sem. Figyeljik meg hogy
az el6z6leg hasznélt él nem-parositasél volt, csak ilyenen léphetiink be a sziromba.

Most ha w kiils6 cstlics, azaz a parosszintje kisebb, akkor a megtalalt v — b, w-n
atmend alternaldé Gt nem hasznélja a szirom hidjat. Ekkor w bél a kisebb szintt
csicsok felé haladva lehet folytatni az alternalo utat b-be.

Ha w bels§ cstcs, tehat a parosszintje nagyobb, akkor az ut hasznalni fogja s
hidjat. Ekkor s megfelels6 DFS-faiban kell utat keresni a hidjar6l w-be és b-be. Ha
utkdzben djabb szirmot talal az eljaras, az el6z6 folyamat ismétel6dik rekurzivan.

Ezt mutatja a kdvetkezs abra.

i e

Az algoritmus célja a legrévidebb javité utak egy tovabb nem b&vithetd halma-
zéanak megtaldlasa. Ezen utaknak diszjunktnak kell lennitik egymastol. Miutan egy
utat megtalaltunk, ezt el kell hagyni a grafbol (ideiglenesen, csak a fazis végéig).

Ezzel keletkezhetnek olyan pérositott csiicsok, melyeknek nincs elédje. Hagyjuk el
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az Osszes ilyen csucsot (ezzel 1) el6d nélkiiliek is keletkezhetnek), és ezt ismételjiik
addig amig még van ilyen. Amit ennek vége, ismét az Osszes csucsbol el lehet jutni
a parositatlan csicsok halmazidba ha minden csticsbodl csak az el6djeibe 1éphetiink,
tehat teljesiilni fognak a DDFS feltételei.

Ezutan djra a DDFS-fazis kévetkezik egy masik hidrol.

Miutan t6bb utat nem tudunk talalni, a meglevékon cseréljiik fel a parositott és

nem parositott éleket, igy egy nagyobb elemszami parositashoz jutunk.

3.3. Bizonyitas

Az algoritmus helyességének bizonyitasahoz sziikségiink van 0j fogalmak bevezeté-

sére, valamint tételek és lemmak kimondasara, bizonyitaséra.

3.3.1. Definicidk és tételek

Az, hogy &ltalanos grafokra a parositas probléma és a javito-ut keresés nehezebb,
mint paros grafok esetén, tehat ezeket az utakat nem lehet egyszeriien BFS segit-
ségével megkeresni, abbol adoédik, hogy a kdévetkezd tulajdonsag nem igaz minden

csucsra:

3.3.1. Definicid. Legyen v eqy tetszdleges csics, p pedig v pdros vagy pdratlan itja,
melynek fedetlen kezddpontja f, egy kijelolt pontja pedig u. Az f és u kézti sza-
kasz hosszdt jeldlje |p[f to u]|, és ha ez pdros(pdratlan), akkor azt mondjuk, hogy u
pdros(pdaratlan) p-re nézve. Azt mondjuk, hogy u BFS-tarto p-re nézve, ha |p[f to

u]| = evenlevel(u)(oddlevel(u)), ha u pdros(pdratlan) p-re nézve.

Ennek a fogalomnak a csticsok ereje az alapja, a kdvetkezs tételek soran ebbdl a
szemszoghdl vizsgaljuk.
A kovetkezd lemma miatt elég mindig a parositaséleknek csak egy végpontjat

vizsgélni.
3.3.2. Lemma. Ha (u,v) € M, akkor tenacity(u) = tenacity(v) = tenacity(u,v).

Bizonyitas. Ha (u,v) € M, akkor evenlevel(v) = oddlevel(u)+1 és evenlevel(u) =
oddlevel(v) + 1, a definiciobdl adodik a lemma. O
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3.3.3. Tétel. Legyen a p it a v csics pdros vagy pdratlan iutja, mely az f pontbol
indul, és legyen u € p csucs, melyre tenacity(u) > tenacity(p). Ekkor uw BFS-tartd

p-re nézve, €s ha az egyenldtlenség szigori, akkor |p[f to u|| = minlevel(u).

Bizonyitas. Az el6z6, 3.3.2 lemma miatt feltehetjiik, hogy p a v cstcs egy péros
utja, valamint u paros p-re nézve. Indirekt tegyiik fel, hogy v nem BFS-tarto p-re
nézve, és legyen q az u paros utja: ekkor |u| < |p[f to ul|.

Elgszor tekintsiik azt az esetet, mikor evenlevel(v) = maxlevel(v), legyen r
egy minlevel(v)-ut, valamint az u’ csiucs az u parja a parositasban. Tekintsiik r
elsG cstcsat, amely rajta van p[u’ to v]-n! Ha ez a cstcs péaros p-re nézve, ak-
kor oddlevel(u) < |r| + |p[u to v]|. Mivel |q| < |p[f to u]|, ezért tenacity(u) <
tenacity(v) ami ellentmond a tétel feltevésének. Ha ez a cstics paratlan p-re nézve,
akkor minlevel(v) = |r| > evenlevel(u), kiilonben r elejét ettsl a ponttol kezdve
p-vel folytatva egy p-nél révidebb péaros utat talalnank wv-be. Innentél kezdve az
evenlevel(v) = minlevel(v) rész targyalasaval egyiitt vizsgaljuk ezt az esetet.

Nézziik a ¢ utat, legyen ennek w az elsG, p(u to v]-be es6 pontja. Ilyen biztosan
létezik, kiilonben lenne egy p-nél révidebb péaros at v-be. A w cstics mindenképpen
paros p-re nézve, kiilonben w-ig ¢-n, majd utidna p-n haladva kapunk egy p-nél
rovidebb péaros utat v-be. Most ¢-n w ig haladva, majd ezutan p-n visszafele menve
w-t6] u-ig, kapunk egy paratlan utat u-ba, melynek hossza kisebb, mint evenlevel(v).
Ebbdl kiovetkezik, hogy tenacity(u) < tenacity(v) ami megint ellnetmondésra vezet.

A tétel masodik fele nyilvanvalo, ha evenlevel(v) = minlevel(v), tehat tegyiik fel,
hogy evenlevel(v) = mazlevel(v). Tekintsiik ismét az r, minlevel(v)-utat, és ennek
els6 p[u’ to v]-re esG cstcsat. Ha ez a csucs paros p-re nézve, akkor oddlevel(u) <
7| + [plu to v]|, ezzel tenacity(u) < tenacity(v), ami ellentmondas. Amennyiben ez
a csucs paratlan p-re nézve, akkor minlevel(v) = |r| > evenlevel(u), kiilénben r
elejét ettdl a ponttdl kezdve p-vel folytatva egy p-nél révidebb paros utat taldlnank
v-be. Ebbdl kovetkezik az allitas, kiilonben |p[f to u|| = mazxlevel(u), ezzel pedig
tenacity(u) < tenacity(v) ami megint ellentmondas. [0 A tételbdl kovetkezik, hogy
ha egy u cstics nem BFS-tarto p-re nézve, akkor ennek ereje kisebb, mint v ereje.

Legyen v egy csics, melynek ereje ¢, amire ¢,, < t < [, valamint p egy

evenlevel(v)-ut vagy oddlevel(v)-ut, melynek fedetlen kezdGpontja f.

3.3.4. Definicié. Ha u és w két csics p-n, és u messzebb van f-tdl p-re nézve,

mint w, akkor azt mondjuk, hogy u magasabb, mint w. Nézzik az Ossze csucsot
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p-n, melynek szigorian nagyobb az ereje, mint t: ilyen létezik, mert [ is ilyen. A
legmagasabbat ezek kizott hivjuk v bazisanak p-re nézve, jeloljik ezt F(p,v)-vel. (ez

nyilvdn pdros p-re nézve)

Mivel tenacity(F(p,v)) > tenacity(v), a 3.3.3 tétel miatt minlevel(F(p,v)) =
evenlevel(F(p,v)) vagyis F(p,v) kiils6 csucs.

3.3.5. Definici6é. Legyen B(v) = {F(p,v)|p evenlevel(v)-it vagy oddlevel(v)-it}.
Adott f pdrositatlan csicsra legyen By(v) = {F(p,v)|p f-nél kezdddd evenlevel (v)-
ut vagy oddlevel (v)-it}

Egy cstucs bazisanak definidldsdhoz sziikségiink lesz a kovetkezé allitasra:

3.3.6. Allitas. Legyen v egy csics, melynek ereje t, amire t,, < t < l,,. Ekkor a

B(v) halmaz egyelemd.

Ennek az allitdsnak a bizonyitisa a késébbiekben fog megtorténni, t-re vonatkozo

teljes indukcioval.

3.3.7. Definici6. Pdratlan t-re, melyre t,, < t < l,,, t-feltétel-nek hivjuk azt az

d@llitdast, hogy 3.3.6 fenndll minden v csucsra, melyre t,, < tenacity(v) < t.

A kovetkez6 definiciokat és lemmakat feltételesen mondjuk, ki, mindegyik a t-

feltételre vonatkozoan érvényes.

3.3.8. Definici6. Pdratlan t-re, melyre t,, <t < l,,, feltéve a t-feltétel-t, minden
v csucsra, melynek ereje legfeljebb t, nevezzik a B(v) halmazban levd egyetlen csicsot

v bdzisdnak, és jeloljik base(v)-vel.

A v cstucs bazisa mindig kiils csics, és a 3.3.3 tétel miatt BFS-tart6 is minden

evenlevel(v)atra és oddlevel (v)-tutra nézve.

3.3.9. Definicié. Pdratlan t-re, melyre t,, < t < l,,, feltéve a t-feltétel-t, defi-
nialjuk rekurzivan a virdgokat: legyen b eqy kilsd csics, melynek ereje szigorian
nagyobb, mint t. Azt a virdgot, melynek ereje t és bazisa b, jeléljik By -vel. Legyen

By1 =0. Hat > 3, legyen Sy, = {v|tenacity(v) =t and base(v) = b}, és legyen

Byt = Sy U U Bpi—2

vESy 1 U{b},v kiilsé
Nyilvdnvald, hogy ha v € By, akkor tenacity(v) < t, tehdt b ¢ By,. Azt mondjuk,
hogy By v virdg része a By-nek, ha By C By
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3.3.10. Lemma. Legyen v egy csics, melyre t,, < tenacityv < l,,. Akkor, és csak
akkor létezik egy f-ben kezdddd evenlevel (v)-it, ha létezik f-ben kezdddd oddlevel (v)-

ul.

Bizonyitas. A 3.3.2 lemma miatt elég az odafelé irdnyt bizonyitani. A feltétel miatt
indul, és ¢ egy paratlan ut, mely az f' # f fedetlen pontbol indul. Megmutatjuk,
hogy sziikségképpen f-bdl is indul v-be paratlan 1t.

Legyen u a ¢-ra nézve legalacsonyabb olyan cstics, mely rajta van p-n is. Ha u
paros p-re nézve, akkor létezik egy javito at [’ és f kozott, ami rovidebb, mint ¢,,,
ez pedig ellentmondés, tehat u paratlan p-re nézve. Mivel ¢[f’ to u] o p[u to v] egy
péaros alternalo ut, ezért |q[f’ to u]| > |p[f to u]|, kiilonben lenne egy p-nél révidebb
paros ut v-be. Ha |g(u to v]|N|p[f to u)| = 0, akkor p[f to u]oqlu to v] legfeljebb |q|
hosszti paratlan at f-bdl v-be, ezzel készen vagyunk. Kiilonben pedig legyen (w’, w)
a legalacsonyabb parositaséle p-nek, amelyet ¢ is haszndl, gy hogy w péaros p-re
nézve. Ha w pératlan ¢-ra nézve, akkor megint talaltunk egy t,,-nél révidebb javito
utat f’-bsl f-be. Ha péaros, akkor pedig p[f to w] o qlw to v] egy ¢-nal révidebb
paratlan ut, ami ellentmondas. [

Legven f egy fedetlen pont, t egy paratlan szadm, melyre ¢, < t < [,,,. Jeloljiik
Vi(f)-fel a csucsok azon halmazat, melyek ereje ¢, és van f-ben kezd3d6 péros és
paratlan tutjuk is. Egy adott v € Vi(f) cstcsra nézziik az Osszes f-ben kezd3dd
evenlevel(v)-utat és oddlevel(v)-utat, és nézziik azokat a cstcsokat, amelyek ereje
nagyobb mint ¢, és minden ilyen auton rajta vannak. (f példaul ilyen csics) Ezen

csucsok koziil a legmagasabbat jelolje Ag(v).

3.3.11. Lemma. Legyen (u,v) egy pdrositisél, melynek ereje t, és t,, < t < lp,.
Fkkor w € Vi(f) akkor és csak akkor, ha v € Vi(f). Tovdbbd ha u és v € Vi(f),
akkor Ag(u) = Ay(v) és By(u) = Byf(v).

Bizonyitas. Kovetkezik a 3.3.2 lemmabol. [J

A kovetkezd lemma adja meg az indukcio kezdélépését:

3.3.12. Lemma. Minden v csicsra, melynek ereje t,,, a kévetkezd igaz:
A B(v) halmaz egyelemd.

Minden mazlevel(v)-it tartalmaz eqy egyértelmd hidat, melynek ereje t.,,.
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A bizonyitashoz sziikségiink lesz tobb részallitasra is.

Legyen f egy fedetlen cstcs, melyre v € V;,_(f). Ekkor:

3.3.13. Allitas. Elég, ha a 3.3.12 lemma elsd dllitdsa helyett a kovetkezt ldatjuk be
Vi, (f) belsd esicsaira:
A By (v) halmaz egyelemi, és By(v) = Af(v).

Valamint a mdsodik dllitdst is elégséges ezekre a csucsokra beldtns.

Bizonyitas. A 3.3.2 lemmabol kovetkezik, hogy minden v kiils§ cstcs parositott
parja egy v belsg csucs.(forditva nem igaz) Tovabba a 3.3.11 lemma miatt, ha
v eV, (f) akkor v' € V;, (f). Lathato, hogy minden maxlevel(v')-utbol kaphato
egy mazlevel(v)-ut, az utolsod, (v, v") él elhagyasaval, és minden mazxlevel(v)-uthol
kaphato egy mazlevel(v')-ut, a (v,v") él hozzavételével. Ezért ha az "uj elss alli-
tas" igaz v'-re akkor igaz v-re is. A masodik &llitas a 3.3.11 lemma miatt igaz v-re,
amennyiben v'-re igaz volt. [

A 3.3.12 lemma bizonyitasahoz definidljuk a kévetkez§ G, grafot: Legyen v €
Vi (f) egy belsd csucsa, és legyen Af(v) = b.(a legmagasabb akadalynak felel meg a
DDFS-nél) A G, graf legyen az Osszes f-ben kezd6ds evenlevel (v)-ut és oddlevel (v)-
at unidja. Legyen = minlevel(b) és a = (t,, — 1)/2): ekkor « a lehetséges legna-
gyobb kisszint, amivel egy t,, ereji cstics rendelkezhet. t,, definicioja alapjan minden
G,-beli csucs BFS-tart6. A G, graf megfelel a DDF'S leirasanal hasznalt H grafnak,
annyi kiilonbséggel, hogy az a szinten mennek élek a szinten beliil is. G\,-nek o + 1
szintje van, 0-t6l a-ig, a szinteket a kisszintek hatarozzak meg, a 0 szinten egyediil
az f csucs van. G, teljesiti a DDFS feltételeit.

3.3.14. Allitas. Legyen p egy evenlevel(v)-it G,,-ben. Ekkor p tartalmaz egy t ereji
hidat.

Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy p tartalmaz egy olyan (u, u') élet, mely az « szinten
beliil megy. Minden minlevel (u)-utbdl képezhets egy mazlevel(u') ut, és forditva is,
ezért tenacity(u) = tenacity(u') = t,,. Az u és u' csicsok elGdeinek kisszintje o — 1,
ezért az (u,u’) €l hid. 0O A 3.3.12 lemma els6 allitasat minlevel(v)-re vonatkozo
indukcioval fogjuk belatni. Megmutatjuk, hogy minden [ € [f+ 1, a]-ra G, minden [
kisszinti cstcsanak ereje t,,, ebbdl kovetkezSen By(v) = {b}. Az indukci6 el6tt még

sziikségiink van néhany segédallitasra.
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Legyen (u,u’) egy t,, ereji hid G,-ben. Tekintsiik az 6sszes minlevel(u)-utat és
minlevel(u')-utat és mondjuk azt, hogy w akadaly, amennyiben az Gsszes ilyen tton

rajta van. Jelolje a legmagasabb akadalyt H (u,u’).

3.3.15. Allitas. H(u,u') rajta van minden oddlevel(v)-iiton.

Bizonyitas. Ha nincs, akkor vegylink egy oddlevel(v) utat, mely nem tartalmazza
w-t. Ez az ut kiterjeszthets egy minlevel(u) vagy minlevel(v)-utté, ellentmondva
annak, hogy H(u,u’) akadaly. OJ

Definidljuk az S(u,u’) halmazt a kovetkezdképpen: minden minlevel(u)-ttra és
mianlevel(u’)-titra vegyiik azokat a pontokat, melyek magasabbak H(u,u')-nél, le-

gyen S(u,u’) ezek unidja.
3.3.16. Allitas. Minden w € S(u,u') csticsra tenacity(w) = t,,.

Bizonyitas. A G,-n, az (u, ') hidrél inditott DDFS mindenképpen a H (u, u’) aka-
dalyt talalja meg, és bejar minden csicsot S(u, u’)-ben. Minden w € S(u,u’) csicsra
a DDFS altal adott utak, egy evenlevel(H (u,u’))-uttal egyiitt egy (u,u’)-n atmend
maxlevel(w)-utat adnak, ezzel belatva az éllitast. [

A teljes indukci6 kezdofeltétele: Legyen v € V;, (f), melynek kisszintje minima-
lis(ekkor v bels6 cstcs), és Ar(v) = b.

3.3.17. Allitas. Legyen p egy oddlevel(v)-it. Ekkor p utolsé éle (b,v), sot létezik
egy (u,u') € G, hid, melyre H(u,u') = b

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy a p ut utolso éle (w,v). Ekkor létezik olyan
evenlevel(v)-at, melyhez ha hozzarakjuk a (v, w) élet, akkor egy paratlan alternélo
utat kapunk w be, ezzel w ereje t,,, ami ellentmond annak, hogy v minimalis szint{.

Legyen (u,u') egy hid valamely ¢, evenlevel(v)-uton. ¢g[b to v]-n az egyetlen
akadaly b, mert p[b to v] csak a (b,v) élbdl all, tehat H(u,u’) = b. O Ez alapjan
minden p, evenlevel(v)-tuton, minden p(b to v]-re es6 cstcs ereje t,,, és igy By(v) =
A¢(v) = {b}, ami bizonyitja az indukcié kezdéfeltételét.

Az indukcios lépés: Legyen v € V; (f) bels6 csiics, minlevel(v) = [, ahol | €
[B+1, al, és tegyiik fel, hogy a 3.3.12 lemma masodik allitasa fennall minden V;, (f)
beli csticsra, melynek kisszintje kisebb, mint [. Tekintsiik az Osszes t,, erejd hidat,
ami rajta van evenlevel (v)-uton és vegyiik az 6sszes H (u, u') akadalyt, ami hozzajuk
tartozik. Vegyiik az akadalyok kozott a legalacsonyabb szintit, ez az 3.3.15 allitas

miatt rajta van az Osszes oddlevel(v) uton.
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3.3.18. Allitas. w rajta van minden evenlevel (v)-iiton is.

Bizonyitas. Indirekt feltevés: Legyen p egy evenlevel(v)-tut, mely nem tartalmazza
w-t. Legyen (u,u’) hid p-n. Ha létezik olyan ¢, oddlevel(v)-ut, mely ¢(w to v)-n beliil
tartalmaz egy olyan (y,y’) € M parositésélet, amelyet p is hasznal, akkor p[f to
y] o qly to v] egy péaratlan ut v-be, mely nem hasznalja w-t ami ellentmondas. Ha
nem létezik ilyen ¢, akkor H(u,u’) alacsonyabb, mint w, ami szintén ellentmondas.
U

Mivel w a legmagasabb akadaly minden oddlevel(v) és evenlevel(v)-ttra, ezért
minden z € G, csicsra, melyre minlevel(z) > minlevel(v), z € S(u,u’), valamely
tm ereji (u,u’) hidra, ami egy evenlevel(v)-iton van. Ekkor a 3.3.16 allitas szerint
tenacity(z) = t,,. Két eset lehetséges: w = b,(ekkor Bf(v) = Af(v) = {b}) vagy
w # b.

3.3.19. Allitas. Ha w # b, akkor tenacity(w) = t,, és Bp(w) = As(w) = {b}.

Bizonyitas. Ha tenacity(w) > t,, lenne, akkor Af(v) = w ami ellentmondés, vala-
mint mivel minlevel(w) < minlevel(v), ezért az indukcios feltevés igaz w-re, tehat
Bf(w) = Af(w). Az &llitas utolsé egyenlGsége:

Minden p, evenlevel(w)-ut kiterjeszthets egy oddlevel(v)-utta, igy F(p,w) = b.
Ha létezne, olyan ¢, oddlevel(w)-tut, melyre F(q,w) # b, akkor vagy létezik olyanp,
evenlevel (w)-ut, melynek a p(b to w) szakaszon van kozos (y,y') € M parositaséle -
val, vagy nincs ilyen. Ha van, akkor r = ¢[f to y]op[y to w] egy olyan evenlevel (w)-t,
melyre F'(r,w) # b: ellentmondas. Ha nincs, akkor goplw to b] egy oddlevel(b)-ut, de
ekkor tenacity(b) = t,,, ami megint ellentmondas. Ebbdl kovetkezben F(q,w) = b,
igy Af(w) =0bés igy Br(w) =0. O

3.3.20. Allitas. Ha w # b, akkor minden p, evenlevel(v) vagy oddlevel(v)-itra,

minden p(b to w)-ra esd csics ereje t,.

Bizonyitas. Mivel w rajta van minden p, evenlevel(v) vagy oddlevel(v)-tuton, és
BFS-tarto is p-re nézve, ezért p egy evenlevel(w) 1t és egy megfelel (w, v)-ut Gssze-
ragasztasa. By(w) = b, ezért minden ¢, evenlevel(w)-tton, minden ¢(b to w)-ra esé
csucs ereje t,,, és igy minden p(b to w)-re es6 csics ereje is t,,. O

Ezzel belattuk, hogy Bf(v) = Af(v) = {b} a masodik esetben is (amikor w # b),
tehat bizonyitottuk a "modositott elsd allitast" a 3.3.12 lemméaban. Most kévetkezik

az eredeti allitas bizonyitasa.
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3.3.21. Allitas. Legyenek f és f' fedetlen csiucsok a pdrositdsban. Ekkor minden
ve Vi, (f)NVi, (f) esicsra teljesiil, hogy Bf(v) = By (v).

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy Byf(v) # By/(v): legyen b = Bf(v) és b/ =
By/(v), valamint az altalanossag megszoritasa nélkiil: minlevel(b) < minlevel(V').
Minden f-ben kezd6d6 evenlevel(v) és oddlevel(v) ut hasznalja b-t de nem hasznélja
b'-t, és forditva, az f’ ben kezd6dek b'-t hasznaljak és b-t nem. Specidlisan minden
evenlevel(b) ut pontdiszjunkt minden evenlevel(d') uttél. Ha ez nem lenne igaz,
akkor lenne f és f’ kozott egy l,,-nél rovidebb javito ut.

Alljon az S; C V., (f) azokbol a pontokboél, melyek paros és paratlan atjai tartal-
mazzak b-t, So C V, (f') pedig azokbol, melyek péaros és paratlan utjai tartalmazzak
b'-t. Legyen S a minimalis kisszintii pontok halmaza S; N Sa-ben.(ezek mind belss
csucsok) Abban az esetben, ha v € S szomszédja b-nek vagy b'-nek (mondjuk b-
nek), akkor van egy oddlevel(v)-ut b-n at, és egy evenlevel(v)-ut b'-n at, ezeket
osszeillesztve egy [,,-nél rovidebb javito utat kapunk f-t6l f’-be ami ellentmondas.
TetszGleges v € S-et nézve, legyen (w, v) az utolso él, egy b-t tartalmazo oddlevel(v)-
uton. Legyen p egy -t tartalmazd evenlevel(v)-ut, ezt a (v,w) éllel Gsszeillesztve
egy oddlevel(w)-utat kapunk, ami tartalmazza b'-t. Most a 3.3.10 lemma miatt,
w € S1NSs, de minlevel(w) < minlevel(v) ami ellentmondés, tehat By(v) = By (v).
O Az allitasbol egybdl adodik, hogy B(v) egyelemi, igy ez bizonyitja a 3.3.12 lemma
elsg allitasat. Az is kovetkezik, hogy S; = S, igy a méasodik allitas a 3.3.14 allitas
miatt igaz.

Ismét feltételes definiciok kovetkeznek, a t-feltétel teljesiilése mellett:

3.3.22. Definici6é. Pdratlan t-re, melyre t,, <t < l,,, feltéve a t-feltétel-t, legyen
v egqy csics, melyre tenacity(v) = t' < t. Definidljuk a v csics iterdlt, vagy k-adik
bizisait a kévetkezéképpen: base'(v) = base(v), és k > 1-re, ha tenacity(base*(v)) <

t, akkor legyen base* ' (v) = base(base*(v)).

3.3.23. Definicié. Pdratlan t-re, melyre t,, <t < l,,, feltéve a t-feltétel-t, legyen
v egy cstics, melyre tenacity(v) =t < t, és k egész, melyre tenacity(base®(v)) < t.
Legyen base*™(v) = b. Ekkor nevezziik evenlevel(b;v) (oddlevel(b;v)) ditnak egy

minimdlis, pdros(pdratlan) hosszi utat b-bél v-be, mely nem pdrositdséllel kezdddik.

3.3.24. Allitas. Pdratlan t-re, melyre t,, < t < l,,, feltéve a t-feltétel-t, legyen

v egy csics, melyre tenacity(v) = t és base(v) = b. Ekkor minden evenlevel(v)
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(oddlevel(v)) 1t egy evenlevel(b)-it és egy evenlevel(b;v) (oddlevel(b;v)) it dssze-

illesztéseként adodik.

Bizonyitas. Legyen p egy evenlevel(b)-iut, melynek kezdGpontja f, valamint ¢ egy
evenlevel (b; v)-ut. Ha az Gsszeillesztésiik hosszabb, mint evenlevel(v), akkor g még
b alatt is talalkozik p-vel: legyen (w,w’) a p-re nézve legalacsonyabb parositasél,
melyet ¢ hasznal, tgy hogy w’ paros p-re nézve. Most a 3.3.3 tétel bizonyitasanal
hasznalt modszerrel megmutathato, hogy ha w paratlan ¢-ra nézve, akkor van f-t6l
v-be egy paros 1t, mely révidebb evenlevel(v)-nél, ha pedig w’ paratlan g-ra nézve,
akkor van egy révid péaratlan ut f-bél b-be, amely miatt tenacity(b) < ¢, tehat
mindkét esetben ellentmondést kapunk. [J

A kovetkezd lemmahoz nem kell feltenni a t-feltétel-t:

3.3.25. Lemma. Legyen v eqy t-ereji csucs, melyre teljesil, hogy t,, <t < Iy, p
egy minlevel(v)-it, és b = F(p,v). Legyen tovibbd u egy csics plb to v]-n, melyre
tenacity(u) < t gy, hogy az (u,w) €l p-n van, w magasabb mint u, és tenacity(w) =

t. Ekkor uw BFS-tarto p-re nézve.

Bizonyitas. A 3.3.2 lemma miatt feltehetd, hogy p paros utja v-nek. u sziikségkép-
pen péros, w pedig paratlan p-re nézve. Indirekt tegyiik fel, hogy v nem BFS-tarto
p-re nézve, és ekkor legyen ¢ egy evenlevel(u)-ut, melyre |g| < [p[f to u]|.

Legyen z a ¢ tt els6 cstcsa, mely p(u to v]-re esik. Ilyen létezik, kiilonben lenne
egy rovidebb paros tt v-be, mint evenlevel(v). Ha z pératlan p-re nézve, akkor
megint kapunk egy evenlevel(v)-nél révidebb paros utat v-be. Ha z paros p-re nézve,
akkor ¢[f to z] o p[z to w| egy paros ut w-be, ami rovidebb, mint minlevel(v).
Mivel w paratlan p-re nézve, ezért oddlevel(w) < minlevel(v), tehét tenacity(w) <
tenacity(v) ami ellentmondas. [

Most kovetkezik a tétel, melynek bizonyitasakor igazoljuk a feltételes allitasokat.

3.3.26. Tétel. Pdratlan t-re, melyre t,, < t < I, legyen v egqy csics, melyre
tenacity(v) =t, a kévetkezdk igazak:

1. dllitds: A B(v) halmaz egyelem.

2. dllitds: Minden mazxlevel(v)-it tartalmaz t erejd hidat.

3. dllitas: A legfeljebb t ereji virdgok lamindris rendszert alkotnak.

4. dllitds: Legyen base(v) = b ésu € By. Ekkor minden evenlevel(u) (oddlevel(u))

at elddll egy evenlevel(b)-ut és eqy evenlevel(b;v) (oddlevel(b;v)) it dsszeilleszté-
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seként. Tovdbbd minden evenlevel(b;v) és oddlevel(b;v) ut By U {b}-ben van. Ezen
kivil ezen utak minden élének ereje legfeljebb t.

5. dllitds: Legyen base(v) = b és p egy evenlevel(v) vagy oddlevel(v)-it, u
legyen rajta p(b to v]-n. Fkkor base(u) rajta van p[b to v]-n.

Ezen kivil minden 1, erejii v csicsra minden maxlevel(v)-it tartalmaz egy egy-

értelmi, 1, ereji hidat.

A bizonyitas teljes indukcioval torténik. A kiindulé lépéshez a 3.3.12 lemma
bizonyitja az elsé két allitast, tehat base(v) = b, és By, definidlhatoak. Ha d és d’
kiilonbo6z6 cstucsok, melyek ereje nagyobb ¢,,-nél, akkor a By, és Ba,, diszjunkt
halmazok, hiszen egy cstcsnak sem lehet két bazisa, igy igaz a 3. allitas is. A 4.
allitasban szerepls u csics ereje t,,, az allitas els fele a 3.3.24 lemmabol adodik. A
3.3.12 lemma miatt minden w # b cstics, mely evenlevel(b;u) vagy oddlevel(b;u)-
uton van, t,, ereji és b bazisu, azaz w € By,,,, ez az allitds masodik része. A harmadik
rész is a 3.3.12 lemmabol adodik a G, graf tulajdonsagain keresztiil. Az 5. allitasban
u ereje is t,,, igy ez adodik a negyedik &allitasbol. Belattuk tehat a kezdeti feltételt
az indukciohoz.

Az indukcioés lépés: legyen t péaratlan melyre ¢, < t < l,,, és tegyiik fel, hogy a

tétel igaz minden t,, < t’ < t-re.

3.3.27. Allitas. A tétel mdsodik dllitdsa teljesiil.

Bizonyitas. Legyen p egy mazlevel(v) = evenlevel(v)-ut, q pedig egy minlevel(v)-
ut: ekkor [p|+|q| = t. A 3.3.3 tétel alapjan minden u, legalabb ¢ erejii cstics BFS-tarto
p-re nézve. FEzek koziil tekintsiik azokat, melyek kisszintje legaldbb [: particional-
juk Sket a kovetkezéképp. Alljon T} (T3) azokbol az u csticsokbol, melyekre |p[f to
u]| = minlevel(u) (maxlevel(u)). Ekkor b € T} és v € Ty teljesiil, tehat a halma-
zok nemiiresek. Legyen a a T} legnagyobb kisszint pontja, c pedig a T, legkisebb
nagyszint{ pontja. [nnen 3 eset lehetséges.

L. eset: a és ¢ szomszédosak p-n, és az (a,c) parositasél. Az a és ¢ pontok ereje
legalabb t. A p és q utak Osszeillesztésével és atdarabolasaval kapunk f-bél egy péaros
és egy paratlan utat is a-ba, ezek Osszhossza t, igy a ereje legfeljebb ¢, tehat pontosan
t. A 3.3.2 lemma alapjan kapjuk, hogy tenacity(a) = tenacity(c) = tenacity(a,c) =
t. Mivel p hatarozza meg a kisszintjét, és ¢ nagyszintjét, ezért minlevel(a) = « és

mazxlevel(c) = a+ 1. Ezen kivill tenacity(a) = tenacity(c) = t-bél kovetkezik, hogy
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minlevel(c) = a és maxlevel(a) = o+ 1, tehat a és ¢ is bels cstucsok, vagyis (a, ¢)
egy t ereji hid.

2. eset: a és ¢ szomszédosak p-n, és az (a,c) nem parositasél. Az el6z6hoz ha-
sonloan lathatd, hogy tenacity(a) = tenacity(c) = tenacity(a, c) = t, tehat a és c is
kiils§ csucsok, vagyis (a,c) egy t ereji hid.

3. eset: a és ¢ nem szomszédosak p-n, tehat léteznek a és ¢ kozott ¢ nél kisebb
ereji csucsok. Legyen (¢, ') a p-n levé nem parositasélet. Két eset lehetséges:

3a. eset: (c,c) pillér: ekkor ¢ € B, o. Legyen (d,d’) az els6 él plc to fl-ben,
amire d € B.; o és d' ¢ B.;—o. Ekkor (d,d') nem pérositasél. Ha most d’ = a, akkor
(d,a) hid, mert a kiils6 és d minden el6dje B.;_» U {c}-ben van. Ekkor, p és g utak
osszeillesztésével és atdarabolasaval kapunk egy evenlevel(d) utat, egy evenlevel(a)
utat, és a (d,a) élet. Ez az 5. allitds miatt lehetséges, melyet d-re mar tudunk az
indukcios feltétel miatt, igy (a,d) egy t ereji hid. Ha d’ # a, akkor tenacity(d’) <t
és igy d € B.,_o, valamely e-bazisu viradgra. Az 5. allitast indukcios feltételként
d'-re alkalmazva kovetkezik, hogy minden d’ b&l f-be vezets legrévidebb péros 1t
hasznélja e-t, ezért e rajta van p[d' to al-n. tenacity(e) > t, ezért e = a kiovetkezik.
Az el6z6hoz hasonléan p és q utak Osszeillesztésével és atdarabolasaval kapunk egy
evenlevel(d) utat, egy evenlevel(d') utat, és a (d,d’) élet igy a (d, d’) egy t ereji hid.

3b. eset: (¢, ¢') hid: ekkor az el6z6hoz hasonloan kapjuk, hogy ¢ € By;—2, és (¢, )
egy t ereji hid.

A p aton csak egyetlen ¢ ereji hid lehet: Tekintsiink egy (d,e) élet, p[f to al-n
ugy, hogy d az e alatt van p-n. Ha tenacity(e) > t, akkor e BFS-tarto6 p-re nézve és
(d,e) pillér. Ha tenacity(e) < t, akkor alkalmazhaté ra indukcios feltételként az 5.
allitas, igy tenacity(d, e) < t. Hasonlo gondolatmenettel p[c to v] éleire is ugyanezek
lathatok. Ezzel belattuk az allitast. [

Vegyiink egy f fedetlen csticsot, melyre v € Vi(f). A kivetkezé allitas bizonyitasa

nagyon hasonlit a 3.3.12 lemmaéra, az ott mar leirt részek itt vazlatosan szerepelnek.

3.3.28. Allitas. A kiovetkezd igaz:
1’.dllitds: A By(v) halmaz egyelemd, és By(v) = Af(v).

Bizonyitas. Ismét elégséges a belss csicsokra bizonyitani, legyen v € Vi(f) egy
belsé cstcsa. Legyen Ag(v) = b, valamint § = minlevel(b) és o = (t — 1) /2, ekkor «
a t értéki cstcsok maximalis kisszintje. Legyen GG, egy, H hoz hasonlo szintezett graf,

amit a DDFS-nél és a 3.3.12 lemmaénal leirtunk, ezen nem tartunk fenn parositast.
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G, nek a+1 szintje van, itt nem feltétleniil tartalmaz mindegyik szint csicsot. Ahogy
a 3.3.12 lemmaéban, itt is a legmagasabb « szinten beliil megengediink szinten beliili
éleket.

Gyt a G = (V,E) grafbol kapjuk, a szintek a csticsok kisszintjeinek felelnek
meg, az élek hossza legyen az altaluk athidalt szintkiilonbség. Megmutatjuk, hogy
G, teljesiti a DDFS feltételét, vagyis hogy minden csiicsbol vezet 1t a 0 szintre.

Kapcsolat GG, és G utai kozott: G,-ben minden u -bol w-be vezetd tthoz tartozik
egy ugyanilyen hosszi alternalo at G-ben, tovabbé ha egy (a, ¢) hid esetén létezik tt
a-bol u-ba és c-b6l w-be | és ezek diszjunktak, akkor a megfelel6 diszjunkt alternalo
utak léteznek G-ben is.

Vegyiink egy f fedetlen csticsot, és nézziik az dsszes innen induld evenlevel(v) és
oddlevel(v) utat. A 3.3.3 tétel alapjan, ezeken minden, legalabb ¢ ereji csics BFS-
tartd a sajat utjara nézve, legyen S ezen csucsok halmaza. GG, csticshalmaza S'U S,
élhalmaza E'UE" ahol S’-t, E'-t és E"-t kés6bb definialjuk. Minden u, w € S-re, ha
(u,v) € E és minlevel(u) # minlevel(v), akkor (u,v)-t berakjuk E’-be, ezen élek
hosszait egységnyiek. Ezeken kiviil £’ tartalmazni fog minden ¢ erejd hidat.

E" élei a kisebb erejii virdgokban levs részutakat fogjak reprezentélni. Legyen
w € S, és p egy minlevel(w)-ut, ami f-ben kezdédik: p része egy evenlevel(v) vagy
oddlevel(v) ttnak. Legyenek a és ¢ kisebb, mint t ereji csicsok p-n, ugy, hogy a
alacsonyabb c-nél. Legyen a' az a el6tti, ¢ a ¢ utani cstcs p-n. Azt mondjuk, hogy
pla to ¢| egy maximalis folytonos ¢t-nél kisebb ereji rész p-n, ha tenacity(a’) > t és
tenacity(c’) > t, és minden pla to c|-beli cstcs ereje kisebb, mint ¢. A 3.3.25 lemma
alapjan ¢ BFS-tarto p-re nézve és a 3.3.2 lemma miatt |p[f to ¢]| paros. Indukcios
feltételként hasznalva a 4. allitast p[a’ to ¢] = evenlevel(a’; c) és ez a By 1—2U{a’}-ben
van.

Most adjuk az E”-hoz az (a’, ) élet, ennek hosszat definialjuk |pla’ to ¢']|-nek, ez
egyenls ¢ és a’ szintjeinek kiilonbségével. Ezt a miveletet minden megfelels részutra
végrehajtjuk.

Adjuk tovabba G,-hez az Osszes t erejii hidat, az el6z6 allitas bizonyitasa esetei-
nek fiiggvényében: az 1. és 2. esetben csak az (a, c¢) élet kell hozzaadni.

A 3a. eset els6 részeseténél adjunk S’-hoz egy d cstcsot az « szintre, valamint egy
(c,d) élet E"-hoz és egy (d, a) élet E'-hoz. (¢, d) hossza legyen |p[c to d]|. A mésodik
részesetben S’-hoz egy d és egy d’' csucsot adunk, mindkett6t az a szintre, E'-hoz
hozzaadjuk a (d, d') élet, E”-hoz pedig a (¢, d) és (d', a) éleket. Ezek az evenlevel(c; d)
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és evenlevel(a; d') G-beli utak megfelel6i, hosszukat is ez alapjan hatarozzuk meg.

A 3b. esetben adjunk S’-hoz egy ¢ csiicsot az « szintre, valamint egy (c, ') élet
E'-hoz és egy (¢, a) élet E"-hoz, ez az evenlevel(a; c’) G-beli ut megfelelgje, hossza
is ez alapjan adodik.

Most G, teljesiti a DDFS-feltételt, ez a felépitésébdl kovetkezik. Ha (a, c) és (d, e)
élek E"-ben, és 4 kiilonbozs cstucson fekszenek, akkor G-ben ezek két kiilonbozd,
t — 2 silyu virdgban levs utaknak felelnek meg. Az indukcios feltételbdl a 3. allitast
hasznéalva (laminaris rendszer) kovetkezik, hogy ezek a viragok pontdiszjunktak, igy
a benniik futé részutak is azok. Ebbdl kovetkezik, hogy igaz az Osszefiiggés G, és G
utai kozott.

Innen a bizonyitas ugyanigy megy, mint a 3.3.12 lemmanal. [

A tétel tobbi allitdsanak bizonyitasa:

A 3.3.21 allitas ismét kiterjeszti az 1°. allitasunkat az 1. allitdssa. Most minden
t erejd cstics bazisa és minden t ereji virdg definialt, a 3. allitas egy, a kdvetkezs
fejezet végén bizonyitott allitasbol kovetkezik.

A 4. allitasban szerepld u cstcs ereje t, az allitas elsé fele a 3.3.24 lemmabol
adodik. A méasodik rész abbol kovetkezik, hogy a t-nél kisebb ereji csicsok benne
vannak a t — 2 erejii virdgokban, ezek pedig By -ben. A harmadik részben szerepld
cstcsok pontosan ezek. Egy ilyen v € By, cstcsra d = b vagy egy t sily cstcs
By -ben. Az els6 esetben az indukcios feltétel adja az allitast, a masodik esetben
pedig b egy iteralt bazisa u-nak. Ekkor a keresett utat egy evenlevel(b;d) ut és egy
B :—o-ben levs ut Gsszeillesztése adja ki. (utobbi az indukeios feltétel miatt létezik).
A harmadik rész a G, graf tulajdonsagaibol rogton adodik.

Az 5. allitas nyilvanvalo, ha tenacity(u) = t. Amennyiben kisebb t-nél, legyen a
w cstcs az els6 t erejli cstcs plu to v]-n és legyen w' az ezt megel6z6 cstcs, ekkor
tenacity(w) < t. Legyen a az utolsd cstcs p[b to u]-n, melynek ereje legalabb t.
A 3.3.25 lemma miatt w’ BFS-tarté p-re nézve, az indukcios feltétel 4. allitasat
hasznéalva pedig pla to w'] egy evenlevel(a;w')-ut. Az indukcios feltétel 5. allitésa
miatt u bazisa rajta van ezen az tuton, ezzel az indukcios 1épés bizonyitasa kész.

A tétel utolso allitasanak bizonyitasdhoz legyen v egy [, ereji csics. A 2. allitas
bizonyitasakor hasznalt részéllitasok nem fiiggtek t értékétdl, igy ez igaz lesz [,,-re
is. Ezzel belattuk a tételt.

A kovetkezd lemma az el6z6 fejezetben definialt szirom és az itteni virdg kozotti

kapcsolatot adja meg, és egyértelmiien kovetkezik az el6bbiekbdl.
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3.3.29. Lemma. Legyen tenacity(v) = t, valamint az i = (t — 1)/2-edik keresési
szint végén tegyiik fel, hogy bud*(v) = b. Ekkor v bdzisa b a By-hez definidlt Sy,
halmaz pontosan {ultenacity(u) =t és bud*(u) = b}. Ezen kivil By, azon szirmok
uniojdabol dll, melyek bud*-a b az i-edik keresési szint végén, valamint azon virdgokbol,

melyek ereje t — 2, és a bdzisuk b, vagy az elébbi szirmokban taldlhato.

3.3.2. Laminaris viragok

Ebben a fejezetben végig feltessziik, hogy a t-feltétel teljesiil valamely paratlan
t-re, melyre ¢, < t < l,,, és belatjuk, hogy a legfeljebb ¢ erejli viragok laminaris

rendszert alkotnak, ez igazolja az el6z6 fejezet 3.3.26 tételének 3. allitasat.

3.3.30. Definici6é. Definidljuk rekurzivan a virdgok mélységét: leqyen b eqy kilsd
cstcs, t pdratlan szdm, melyre tenacity(b) > t és t < l,. A By, virdg mélysége

legyen N(By1) = 0. A By virdg mélysége legyen

ve(StU{b}),v kiilsé

N(By:) =1+ ( max N(vat_2)>
ha Sy, # 0 egyébként pedig N (B, ;o).

3.3.31. Lemma. Legyen v € By;. Ekkor létezik k egész, melyre 1 < k < N(By:) és

b = base®(v). Ezen kiviil a base(v),. .., base* 1 (v) csiicsok By-ben vannak.

Bizonyitas. Indukcioval bizonyitunk a B, virdg mélysége szerint. Ha N (By;) = 1,
akkor definici6 szerint b = base(v). Most tegyiik fel, hogy N(B,:) = | + 1. Ek-
kor, ha v € Sy, tehat tenacity(v) = t és base(v) = b, készen vagyunk. Ellenkezs
esetben létezik u € Sy, U {b}, melyre v € B, ;2. Ekkor N(B,;—2) < [ és vagy
u = b vagy base(u) = b. Az indukcids feltétel alapjan létezik 1 < k < [, melyre
u = base®(v). Ha most u = b, akkor b = base®(v), és az indukcios feltétel alap-
jan base(v), ..., base* 1 (v) a By, 5 és igy a By, viragban vannak. Ha u # b, akkor
b = basetT1(v) és k +1 < 1+ 1. Az indukcios feltétel miatt base(v), ..., base* 1 (v)
a Byi_o-ben van, gy base(v), ..., base*(v) pedig a By ;-ben. O

3.3.32. Lemma. Legyen t < t' < tenacity(b) és t' < l,,, valamint By, és By két

virdg, azonos b bazissal. Ekkor By C By y
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Bizonyitas. Teljes indukci6 ¢/ —t-re. A t' = t eset nyilvanvalo. Az indukcios felteveés:
Bbﬂf g Bb7t/_2. Most a 3.3.30 definiciobol kdvetkezGen Bb7t/_2 g Bbﬂf/, ezért Bth g Bb,t’-
O

3.3.33. Lemma. Legyen By; egy virdg, melynek bdzisa b és ereje t < I, vala-
mint v egy cstics, melyre igaz, hogy base*(v) = b valamely 1 < k-ra. Ha t >

tenacity(base®~1(v)), akkor v € By,.

Bizonyitas. Teljes indukcio6 k-ra. Ha k = 1, akkor base(v) = b, legyen tenacity(v) =
r, ekkor r < ¢t. A 3.3.30 definiciobol addéddan v € By, és a 3.3.32 lemma miatt
By, C By Ebbdl kovetkezik, hogy v € By,.

Az indukciés 1épéshez legyen base* 1 (v) = u, tenacity(u) = r < t. Az indukcios
feltétel szerint v € By 9. Mivel base(u) = b, ezért a 3.3.30 definiciobol adédoan
Bur—2 € By, és a 3.3.32 lemma miatt By, C By;. Ebbdl kivetkezik, hogy v € By ;.
0

3.3.34. Lemma. Legyenek By, és By v virdgok, melyekre b € By y. Ekkor By, C
Bb’,t/-

Bizonyitas. A 3.3.31 lemma alapjan létezik 1 < k, melyre &' = base®(b) valamint
base(b), ..., base* 1 (b) € By . Ekkor t' > tenacity(base®1(b)). Teljes indukciot
hasznalunk k-ra. A k = 1 esetet nézziik: legyen tenacity(b) = r Ekkor t < r <t és
Byt C Bpr—2. A 3.3.30 definiciébol adodoéan By,_o C By, ahol valodi tartalmazas
van, mert b nincs benne az els6 virdgban. A 3.3.32 miatt By, C By, tehat By, C
By 4.

Az indukcios lépéshez tegyiik fel, hogy base**1(b) = V. Legyen base(b) = v és
tenacity(v) = r. Mivel v € By y, ezért r < t',és ekkor tenacity(base*~1(b)) < r — 2.
A 3.3.33 lemma kovetkezményeképp b € B, o, és mivel base®(b) = v, az indukcios
feltevés miatt By, C B, ,—o.

Mivel base(v) =V, a 3.3.30 alapjan B,,_2 C By ,. Most r <t és By, C By v,
ezért By, C By y. U

3.3.35. Allitas. Tegyiik fel, hogy valamely pdratlan t-re, melyre t,, <t < L, telje-
stil a t-feltétel.

A legfeljebb t ereji virdgok lamindris rendszert alkotnak.
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Bizonyitas. Legyen ¢’ <t ést” <t, valamint tegyiik fel, hogy v benne van a By
és By virdgokban. Ha b = b', akkor a 3.3.32 lemma miatt készen vagyunk. Tegyiik
fel tehat, hogy b # b'. Most a 3.3.31 lemma miatt b = base®(v) és b = base!(v),
valamely k-ra és [-re. Mivel b £ U, ezért k # [, az altalanossdg megszoritasa nélkiil
mondjuk, hogy k < I. A 3.3.31 lemma szerint b = base*(v) € By . A 3.3.34 lemma
miatt By C By . Mivel egyik lemma se hasznalta ki ¢-nél nagyobb erejd viragok

létezését, ezért az allitds bizonyitott. [

3.3.3. A bizonyitas

Elgszor be kell latnunk, hogy minden csiics a megfelel§ kis- és nagyszint értékeket

kapja az algoritmus futésa soran, ehhez sziikségiink van egy lemméra.

3.3.36. Lemma. Legyen (u,v) egy hid, melyre tenacity(u,v) < l,.
Ekkor, ha (u,v) pdrositdsél, akkor u és v is belsd csiicsok.
Amennyiben (u,v) nem pdrositdsél, akkor tenacity(u) < tenacity(u,v), ha u

belsd, akkor az egyenldtlenség szigorii.

Bizonyitas. Paros kisszintet csak parositasélen keresztiil kaphat egy cstcs, ha (u, v)
parositasél, mivel hid, tehat egyik végpont sem hatarozza meg a masik kisszintjét,
igy ezek paratlanok. Ami pont azt jelenti, hogy a végpontok belsdk.

Most tegyiik fel, hogy (u,v) nem parositasél. Hirom eset lehetséges:

1. eset: u és v is kiils6 cstcs. Ekkor azt allitjuk, hogy evenlevel(u) = evenlevel(v).
Tegyiik fel, hogy evenlevel(u) < evenlevel(v), ekkor a paritds miatt evenlevel(u) +
1 < evenlevel(v) is teljesiil. Egy evenlevel(u)-ut az (u,v) éllel Gsszeillesztve egy pé-
ratlan alternalo utat ad v-hez, igy azt kapjuk, hogy oddlevel(v) < evenlevel(u)+1 <
evenlevel(v), ami ellentmond annak, hogy v kiilsg cstcs.

Legyen evenlevel(u) = evenlevel(v) = i ekkor oddlevel(v) > i + 1. Mivel egy
evenlevel(u)-ut és az (u,v) él egylitt egy paratlan alternalo utat adnak v-be, ezért
oddlevel(v) =i + 1 és ez ugyanigy igaz v-re is. Ekkor tenacity(u) = tenacity(v) =
tenacity(u,v) = 21 + 1

2. eset: u és v is bels§ cstucs. Ekkor minlevel(u) paratlan, és mivel (u,v) pillér,
ezért evenlevel(v) + 1 > oddlevel(u). Emiatt evenlevel(u) + evenlevel(v) + 1 >
evenlevel(u) + oddlevel(u), tehat tenacity(u) < tenacity(u,v), az allitds ugyanigy

adodik v-re is.
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3. eset: u belss, v pedig kiils6 cstics. Ekkor minlevel(u) paratlan, és mivel (u,v)
pillér, ezért evenlevel(v)+1 > oddlevel(u). Emiatt evenlevel(u)+evenlevel(v)+1 >
evenlevel(u) + oddlevel(u), tehét tenacity(u) < tenacity(u,v). Egy evenlevel (u)-ut
az (u,v) éllel sszeillesztve egy paratlan alternalo utat ad v-hez, igy azt kapjuk,

hogy oddlevel(v) < evenlevel(u) + 1, tehat tenacity(v) < tenacity(u,v). O

3.3.37. Tétel. Minden v csicsra, melyre tenacity(v) < l,, az algoritmus helyes

minlevel(v) és mazlevel(v) értékeket hatdroz meg.

Bizonyitas. Azl,, = 1 eset nyilvanvald: ekkor még vannak szomszédos, parositatlan
csucsok G-ben, ezért tegyiik fel, hogy [,, > 3. Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy
i = 0-tol kezdve ¢ = (I, — 1)/2-ig az algoritmus az aldbbi feladatokat teljesiti az
i-edik keresési szinten:

1. feladat: A MIN eljaras pontosan az i + 1 kisszintd pontoknak hatarozza
meg a kisszintjét, és az 6sszes pillért megtaldlja, mely ¢ + 1 kisszintet ad valamelyik
csucsnak.

2. feladat: Ezen a keresési szinten a MIN eljaras végére Br(2i + 1) az Osszes
21 + 1 ereji hid halmaza.

3. feladat: A MAX eljaras helyes nagyszint értékeket hatdroz meg minden 2i+1
ereji csucsra.

Az indukci6 alapesete, vagyis ¢ = 0 nyilvanvalo, MIN megadja az 0sszes szom-
szédjat a fedetlen csticsoknak, ezek kisszintje 1. Olyan hid pedig nem létezhet, ami-
nek 1 az ereje.

Most tegyiik fel, hogy az indukciés feltétel minden i-nél kisebb keresési szintre
igaz, belatjuk hogy a harom feladat teljesiil az i-edik keresési szinten.

1. feladat: Az i-edik keresési szint elején az indukcids feltétel alapjan a v csics-
hoz rendelt kisszint oo akkor és csak akkor, ha minlevel(v) > i + 1. Mivel a MIN
eljaras az i szinti (kis vagy nagy) csicsokbdl jar be a megfelel§ paritasa éleken, és
akkor hataroz meg kisszintet, ha annak pillanatnyi értéke legalabb i + 1 (ez vagy
00, vagy i + 1), ezért minden v csucsra, aminek ezen a keresési szinten adta meg
a kisszintjét, minlevel(v) = i + 1 valoban teljesiil, és az él, amin elérte v-t tényleg
pillér.

Most megmutatjuk, hogy a forditott irdny is igaz: minden v csicsra, melyre
minlevel(v) = i+ 1, a kisszint ezen a keresési szinten meghatarozodik, valamint

minden pillért, ami egy csicsnak ¢+ 1 kisszintet hataroz meg, az algoritmus pillérnek
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osztalyoz. Legyen minlevel(v) = i + 1, p egy minlevel(v)-ut, melynek az utolso
éle (u,v). Ekkor (u,v) pillér, és minden pillér igy adodik (definici6). Az u csucs
mindenképpen BFS-tartd p-re nézve, kiilonben v szerepel egy p-nél révidebb u-ba
vezet$ uton, ezaltal minlevel(v) < i + 1 lenne.

Az indukcios feltétel alapjan az u csucs kis- vagy nagyszintje ¢, ezért az i-edik
szinten MIN bejarja az (u,v) élet, és megtalalja v-t. az indukcids feltétel alapjan v
kisszintje eddig oo vagy ¢ + 1 volt. Mindkét esetben i + 1-két hatarozodik meg, és
(u,v) pedig pillérnek mindsiil.

2. feladat: Legyen (u,v) egy hid, melyre tenacity(u,v) = 2i + 1. Nézziik azt az
esetet, mikor (u,v) parositasél. A 3.3.2 lemma alapjan tenacity(u) = tenacity(v) =
tenacity(u,v), valamint a 3.3.36 lemma miatt a végpontok belsé pontok, tehat
oddlevel(u) = oddlevel(v) = i. Emiatt az i-edik keresési szinten a MIN eljaras
hidnak hatarozza meg (u,v)-t, és a Br(2i 4+ 1) halmazba teszi.

Ha (u,v) nem péarositasél, akkor a 3.3.36 lemma szerinti harom esetet nézziik. Az
1. esetben az i-edik keresési szinten a MIN eljaras meghatarozza, hogy (u,v) hid, és
az ereje 2¢ + 1.

A 2. esetben tegyiik fel, hogy tenacity(u) > tenacity(v), a lemma miatt pedig
tenacity(u) < tenacity(u,v). A (tenacity(v) — 1)/2)-edik keresési szinten a MAX
eljaras meghatarozza v parosszintjét, a (tenacity(u)—1)/2)(< i)-edik keresési szinten
pedig a MAX eljaras meghatarozza u parosszintjét, tehat mér az i szint el6tt, a MAX
eljaras meghatarozza, hogy (u,v) egy hid, és a Br(2i + 1) halmazba teszi.

A 3. esetben, mivel u kiils6, ezért tenacity(u) < tenacity(u,v) = 2i + 1, igy
evenlevel(u) = minlevel(u) < i, tehat ezt a MIN eljaras legfeljebb az i-edik szin-
ten meghatarozza, valamint eldonti, hogy (u,v) hid. Mivel v belsG cstics, ezért
tenacity(u) < tenacity(u,v) = 2i + 1, igy evenlevel(v) = maxlevel(v)-t a MAX
eljards meghatarozta mar az i-edik keresési szint el6tt. Ezen két eljaras koziil a
kés6bbi meghatarozza (u,v) erejét is, és a Br(2i + 1) halmazba teszi azt.

3. feladat: A 3.3.26 2. allitdsa miatt minden 2i 4+ 1 erejd cstics benne van egy
2i+1 erejii hid tartojaban, és a 2. feladat alapjan minden ilyen hid eleme Br(2i+1)-
nek az i-edik keresési szint MAX folyamatéanak kezdetekor.

A MAX eljaras futasakor tekintsiik azt az allapotot, amikor az (u,v) € Br(2i+1)
hidra kovetkezik a DDFS futtatésa. Legyen S azon 2i + 1 erejd csiicsok halmaza,
melyeknek nagyszintjéet MAX méar eddig meghatéarozta.
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Allitjuk, hogy a kovetkezs DDFS altal megtalalt pontok halmaza support(u,v) —
S.

Az indukcios feltevés szerint minden 2i + 1-nél kisebb ereji cstcs, méar benne van
egy sziromban: a DDFS kdéveti az el6ddket u-bol és v-bél, és ha egy ilyen csticsot
talal, leugrik ezen szirom bud* csticsara. Ez igaz minden S-beli csticsra is. Legyen w
benne a support(u,v) — S halmazban, ekkor van egy f kezdSponti p maxlevel(w)
at (u,v)-n at, tegyiik fel, hogy v magasabb p-n, mint u. Ekkor w elérhets v-bél az
el6doket kovetve, és esetlegesen szirmokat atugorva. A p[f to u|, az el6z6t6] diszjunkt

uton a DDF'S elérhet w szintje ala, igy a DDFS megtalalja w-t. O

3.3.38. Lemma. Az algoritmus megtaldlja diszjunkt javito utak eqy tovdbb nem bi-

vithetd halmazdt.

Bizonyitas. Ha az i-edik keresési szinten egy DDF'S két fedetlen csiicsnél 4ll meg,
akkor [,, = 2i 4 1. Mivel minden virdghan az eljaras altal talalt alterndlo at teljesiti
a 3.3.26 tetel 4. allitdsdban meghatarozott tulajdonsigokat, igy az algoritmus egy
legrévidebb p javito utat talal.

Az eljaras altal kizart pontok nem lehetnek részei egy tujabb, ettél diszjunkt
javito atnak, am meg kell vizsgéalni, hogy a DDFS feltétel ezutan is teljesiilni fog-e
a tobbi hidra. FEzt a 3.3.26 tétel garantalja: legyen v € p eleme egy virdgnak, és
legyen B a legnagyobb ilyen virdg, ennek béazisa b. Ekkor az eljaras b-t torli a grafbol
(ideiglenesen, csak ebben a fazisban), és a rekurziv eljaras kitorol minden cstcsot

melynek nincs el6dje, tehat torli a B viragot. [

3.3.39. Tétel. Az algoritmus O(m+/n-a(m,n)) iddben fut, ahol o az inverz-Ackerman

figguény.

Bizonyitas. A MIN, MAX, a javito at keresés, és a csticselhagyas minden élet kons-
tans sokszor vizsgal egy fazis soran. A maximalis parositashoz O+/n fazis sziikséges

[3], a bud* meghatéarozaséhoz fazisonként Om - a(m,n) id6re van sziikség [4]. O
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4. fejezet

A Gallai-Edmonds felbontasra épulé

algoritmus

Legyen G graf, keressiik ebben a maximalis parositast. Tegyiik fel, hogy mar meg-
talaltunk t-darab k-elemt pérositast, legyen ezek halmaza: £ = (M ... M,).

Definialjuk a kévetkez6 halmazokat:

D(L) ={x € V(G)|x ¢ V(M;) valamely 1 < i < t-re}
A(L) ={x € V(G) — D(L)|x szomszédja valamely D(L)-beli pontnak}
C(£) =V(G) = D(L) — A(L)

Amennyiben k a maximalis parositas elemszama és £ az 0sszes maximalis paro-
sitasbol all, akkor ez megegyezik a Gallai-Edmonds felbontéssal. Sziikségiink van a

kovetkezé lemmaras:

4.0.40. Lemma. Legyen L k-elemi pdrositisoknak egy halmaza, és legyen M € L.
Tegyiik fel, hogy M-ben nincs olyan él, mely A(L) egy pontjit A(L)UC(L) egy pontjd-
val kotné dssze, és hogy M tartalmazza G[D(L)] minden ésszefiiggd komponensének

eqy majdnem-teljes pdrositasdt. Ekkor M mazimdlis pdrositds.

Bizonyitas. A feltevésbdl kovetkezik, hogy D(L) minden &sszefiiggd komponense
paratlan, és minden ilyen komponensnek van pontosan egy pontja, mely parositatlan,
vagy A(L) egy pontjaval parositott. Az is adodik, hogy M A(L) és D(L) kozott futo
élei fedik A(L)-t. Emiatt D(L)-nek pontosan |A(L)| + |V(G) — V(M)| osszefiiggs
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komponense van, tehat:
def(G) = co(G — A(L)) — [A(L)| = [V(G) = V(M)

ahol def(G) a maximaélis parositéas altal fedetleniil hagyott pontok szama, az egyen-
16tlenség pedig a Berge-Tutte formulaboél jon. Igy megkaptuk, hogy M maximalis
parositas. [l

Az algoritmus kezdetekor legyen k = 0 és £ az iires parositas. Altalanos 1épésben
valasszunk ki tetszéleges My € L-t, és ellendrizziik, hogy teljesiti-e a lemma felté-
teleit. Ha igen, akkor megallunk: M; maximalis parositas, és megkaptuk a Gallai-
Edmonds felbontast is.

Tegyiik fel, hogy M; nem teljesiti a lemma feltételeit, ekkor taladlunk egy M’
parositast, mely k-nal nagyobb, vagy egy nem D(L)-beli pontot elkeriil. Els6 esetben
legyen £ = {M'}, masodik esetben adjuk M’'-t L-hez, igy névelve D(L)-t.

1. eset: Tegyiik fel, hogy M tartalmaz egy xy élet, melyre x € A(L) és y €
A(L) U C(L). Ekkor A(L) definicioja alapjan = szomszédja valamely z, D(L)-beli
pontnak. Most D(L) definicioja alapjan létezik olyan M; € L parositas, mely elkeriili
z-t. Ha M, elkeriili z-t, cseréljiik ki az xy élet az xz élre, igy kaptunk egy k elemi
parositast, ami y-t elkeriili igy D(L£)-t noveltiik. Ha M; nem keriili el z-t, akkor
tekintsiik a z-ben kezd6dd, My — M; alternald utat, legyen ez P. Ha P masik végén
is My beli él van, akkor P névels ut M;-re nézve, igy nagyobb parositast kaptunk.
Ha P masik végén M;-beli él van, és nem hasznalja az xy élet, akkor legyen P’ = P+
zx +xy, és ekkor M1-bdl kaphatunk egy k éld parositast ugy hogy P’-n kicseréljiik a
pérositas és nem-parositas éleket. Ez az uj parositas elkeriili y-t, igy D(L)-t noveltiik.
Ha pedig P atmegy xy-on, akkor P megfelel§ részén cserélve kapunk egy djabb k
éli parositast, mely z-et vagy y-t elkeriili, igy D(L)-t noveltiik.

2. eset: Tegyiik fel, hogy G[D(L)]-nek van egy 7" komponense, melyre M;NE(T)
nem egy majdnem-teljes parositdsa T-nek. A kovetkezd részesetek lehetségesek:

2a. eset: Tegyiik fel, hogy M;NE(T) legalabb két pontot kihagy T-ben, legyenek
x és y ilyen pontok, valamint tegyiik fel, hogy M; elkeriili z-et. Az y pont lehet
fedetlen de lehet, hogy parositott egy A(L)-beli ponttal. Ha = és y szomszédosak,
akkor ezt az élet vegyiik be M;i-be: ha y fedetlen volt, egy k£ + 1 éli parositast
kaptunk, ha nem, akkor az eddigi élét kihagyva egy k elemii parositast kapunk,
mely egy A(L) beli pontot elkeriil.

Tegyiik fel tehat, hogy x és y nem szomszédosak, legyen P az Sket Osszekotd
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legrévidebb T-beli ut, z pedig a kozvetleniil z utin kdvetkezd csiics P-n. Ekkor
D(L) definicidja alapjan létezik egy M; € L parositas, mely kihagyja z-t. Legyen
@ a z-ben kezd6d§ M; — M;-alternal6 utat. Ha () méasik vége nem x, akkor @)
paritasatol fiiggden @ vagy @ + xz novel at M;-re vagy Mj-re (megfelelGen), igy
nagyobb pérositast kaptunk. Ha ) mésik vége z, és athalad y-on, akkor y biztosan
tartalmaz A(L)-beli pontot, mert ilyenkor y nak van parja M;-ben, és ez A(L)-
beli. Ekkor a ) 4+ xz egy paratlan kort hataroz meg, ezen atrendezhetjiik M, éleit
ugy, hogy kihagyjak az A(L)-beli pontot, tehat novelni tudtuk D(L)-t. Végiil, ha
() masik vége x, de nem halad at y-on, akkor Q)-n cserélve kapunk egy masik k-
elemtd, M| parositast, mely elkeriili z-t, és M| N E(T) elkeriili y-t. Mivel a z és y
kozti tavolsidg kisebb, mint az x és y kozotti, ezt az eljarast ismételve legfeljebb
|V (T)|-szer, visszajutunk egy kordbban mar vizsgalt esethez.

2b. eset: Tegyiik fel, hogy M; N E(T) legalabb két pontot kihagy T-ben, de
M fedi T-t. Ekkor z és y parjai az A(L)-beli u és v pontok (megfelelgen). Legyen
M; € L, mely kihagyja z-et, és legyen ) az M, — M; alternal6 ut. Ha ) mésik végén
is Mi-beli él van, akkor javité at M;-re nézve, tehat tegyiik fel, hogy a masik vége
M;-beli. Ha @ nem halad at y-on, akkor M;-bdl Q-n cserélve kapunk egy M, k-
elemii parositast, mely kihagyja x-et, és M N E(T) kihagyja y-t. Ezzel visszakaptuk
a 2a esetet. Ha () atmegy y-on és y paros tavolsédgra van a végpontjaitol )-n, akkor
() megfelel§ részén cserélve kapunk egy k elemd M| pérositast, ami kihagyja y-t,
és M| N E(T) kihagyja x-et. Megint a 2a esetet kaptuk vissza. Ha pedig y paratlan
tavolsdgra van a végpontjaitol @)-n, akkor () megfelel§ részén cserélve egy k-elemii
parositast kapunk, mely kihagy egy pontot A(L)-bdl, igy noveltiik D(L)-et.

3b. eset: Tegyiik fel, hogy M; N E(T) teljes parositasa T-nek, ekkor |T'| péaros.
Legyen M; € L olyan péarositas, ami kihagy egy pontot T-ben. Mivel |T'| péros,
M; N E(T) kihagy egy maésik pontot is T-ben, igy visszakaptuk a 2a esetet.

Ezzel a lemma minden feltételének nem-teljesiilése esetén tudtunk nagyobb pa-

rositast adni vagy a D(L£) halmazt novelni.
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5. fejezet
A b-matching algoritmus

A fejezet elsd részében a parositas probléma altalanositasa szerepel, majd pedig az

el6z6 fejezet algoritmusanak az dtalanositasra vonatkozo valtozata.

5.1. A b-matching probléma

Az el6bb bemutatott tételeknek és fogalmaknak létezik altaldnositasa a b-matchingekre
vonatkozoan, nézziik most ezeket. A bizonyitasok a tételek még altalanosabb forma-
ihoz [2]-ben talalkatok.

A parositas-problémara ugy is tekinthetiink, mint egy élhalmaz keresésére, mely
esetén minden csicsra a kivalasztott illeszkedd élek szama legfeljebb 1. Amennyiben
maximalis parositast keresiink, az a cél, hogy minél tobb csicsnal legyen pontosan
1 kivalasztott szomszédos él. A b-matchingekre ez a kovetkezSképp néz ki. Legyen
adott egy, a csticsokon értelmezett b fiiggvény. Maximélis elemszamu H C G részg-
rafot keresiink, melyre V(H) = V(G), és minden v csicsra degy(v) < b(v).

A keresés soran olyan H részgrafokat is megengediink, melyek esetleg sértik a
feltételt: a cél olyan H részgraf, melyre degy (v) = b(v) minden v cstcsra.

Ha egy v csticsnal degy (v) > b(v), a csticsot nevezziik tobbletesnek, ha degy (v) <
b(v) hidnyosnak. Egy, a cstucsokon értelmezett f fiiggvényre az f(X) jeldlés ahol
X C V(G), mindig a halmaz cstcsain vett dsszeget jeloli. Az X és Y halmazokra
V(X,Y) a koztiik futé élek szdma.

Legyen H tetszlleges részgrafja G nek. Definidljuk a kdvetkezG mennyiségeket:

0(v; H;b) = max{| degy(v) — b(v)[}
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S(H;b) = > 6(v; H;b)

veV(Q)
i(b) = mj}n d(H;b)

b-faktornak neveziink egy H részgrafot, ha §(H;b) = 0 b-optimalisnak neveziink egy
H részgrafot, ha §(H;b) = §(b). A 6(H;b) értéket nevezziikk H hibajanak.

Adott H-ra nézve nevezziik v-t pontosnak, ha degy(v) = b(v), hidnyosnak ha
degy; (v) < b(v), tébbletesnek ha degy (v) > b(v). Legyen H = (V(G), E(G)—E(H)),
valamint b(v) = degg(v) — b(v).

A H részgraf lokalis javitasdnak nevezziik, ha egy nem H-beli élet H-hoz adunk,
vagy egy H-beli élet elhagyunk H-bol, és ez altal legalabb az egyik végpontjan
csOkken a hiba értéke. Lokalis javitas esetén a részgraf hibaja nem néhet.

Konnyen lathatd, hogy minden optiméalis H részgrafbol készithetd egy szintén
optiméalis b-matching: a tobbletes cstcsokndl hagyjunk el éleket, mig azok hibaja
0 nem lesz. Minden ilyen élelhagyis nél az Osszhiba megmarad mert ezek lokalis
javitasok.

Most a kovetkezd modon definidljuk a halmazokat:
C = C(G;b) = {z € V(G)|degy(v) = b(v) VH b-optimalis részgrafra}

A= A(G;b) ={z € V(G) — C|degy(v) > b(v) YH b-optimalis részgrafra}
B = B(G;b) = {x € V(G) — C|degy(v) < b(v) VH b-optimélis részgrafra}
D=D(G;b)=V(G)—A-—B-C

Ez hasonlit a Gallai-Edmonds felbontasra, voltaképp annak altaldnositasa: b = 1
esetén C'(G;b) = C(G), A(G;b) = A(G), B(G;b) a D(G) egyelemi komponenseinek
uni6ja, D(G;b) pedig a tobbelemiieké.

Igaz a kovetkezd:

5.1.1. Lemma. Legyen J eqy b-optimdlis részgrdf, H pedig tetszdleges részgraf. Fk-
kor H bol lokdlis javitasokkal kaphatd eqy Hy, b-optimdlis részgrif, melyre E(J) &
E(Hy) csak C dltal feszitett élekbdl dll.

Ennek folyoméanya a kovetkezé tétel:

5.1.2. Tétel. Legyen G-ben adott az eldbb definidlt felbontds b-re nézve. Ekkor:
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1. az A és C kézdtt futo, valamint A dltal feszitett élek egyetlen b-optimdlis rész-

grdfban sincsenek benne.

2. a B és C kozott futo, valamint B dltal feszitett élek minden b-optimdlis rész-

grafban benne vannak.
3. nincs €l C' és D kézitt

Bizonyitas. Legyen uv él, melyre u € A és v € AUC, és indirekt tegyiik fel, hogy
H egy b-optimalis részgraf, mely tartalmazza uv-t. Az el6z6 lemma és A definicidja
alapjan H-bol kaphato egy b-optimélis J részgraf, melyre deg;(u) > b(u). Az uv
él kitorlése egyetlen b-optimalis részgrafra sem novelheti a hibat egyik csticson sem,
igy nem lehet lokalis ndvelés, tehat uv € J. De wv torlése J-bol lokdlis novelés
deg;(u) > b(u) miatt, ez pedig ellentmondas. [J

A kovetkezo fogalom a faktorkritikussag altalanositasa, mely igy szol: Azt mond-
juk, hogy a G graf b-kritikus, ha Osszefiiggs, és A = B = C = (). Kimondhato6 a

Gallai-lemma altalanositéasa is:
5.1.3. Tétel. Legyen G egy b-kritikus grdf. Ekkor 6(b) = 1.

A kovetkezd tétel a 5.1.2 tétellel egyiitt a Gallai-Edmonds struktiratétel altala-

nositasanak tekinthetds:

5.1.4. Tétel. Legyen G grdf, b valamint a particichalmazok az elébbieknek megfele-
[Gen definidltak. Legyenek Dy, ..., Dy a G[D] ésszefiiggd komponensei. Vezessiik be a
kovetkezd figguényt: b(~v)* = b(v) — |V (v, B)|. Ekkor minden D; b*-kritikus, valamint

G[C]-ben van b*-re nézve hibdtlan részgrdf. Igaz ezen kivil, hogy:

5(b) =t + |V(A,B)| — b(A) — b(B)

5.2. Az algoritmus

Srziikség lesz a Berge-Tutte formula def(G) > maxxcy (e {co(G—X)—|X]|} irAnyanak

altalanositasara, ehhez viszont a paratlansag fogalméanak altalanositaséra.

5.2.1. Definicid. Legyenek X ésY diszjunkt részhalmazai V(G)-nek. Azt mondjuk,
hogy a G — X =Y egqy K dsszefiiggd komponense (X, Y )-pdratlan (b-re nézve), ha
b(V(K))+|V(V(K),Y)| pdratlan. Jeldlje 7(X,Y) a G—X =Y grif (X,Y)-pdratlan

komponenseinek szdmdt.
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5.2.2. Tétel. Legyen G grdf, b a csicsokon adott egész értékid fiigguény, melyre
0 < b < degp. Ekkor:

5(b) = max{7(X,Y) + |V(X,Y)| = b(X) = b(Y)}
ahol (X,Y) befutja V(G) dsszes diszjunkt részhalmazpdridt.
Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy minden H-ra és (X,Y)-ra

S(H;b) > 7(X,Y) + [V(X,Y)| — b(X) — b(Y).
Legyen Z =V (G) — X — Y, ekkor kapjuk, hogy

S(H;b) = > 0(v; H;b) > Y (degp(v) = b(v))+ ) (degg(v) — b(v))+)  d(v; H;b).
veV(G) veX veY veZ

Legyek K egy (X,Y)-paratlan komponens G — X — Y-ban, ekkor K vagy tartalmaz

egy v-pontot, melyre &(v; H;b) # 0, vagy H-ban van él K és X kozott, vagy H-

ban van él K és Y kozott. Ez azért igaz mert a fenti tulajdonsaggal rendelkezd

csucsok /élek Gsszege paratlan. Ebbdl azt kapjuk, hogy:

> S(viHib) > 7(X,Y) = |Vy(Z,X)| - [VE(2,Y)],

vEZ
tehat

~

B(H:b) > degyy(X) +dogzr(Y) —b(X) —b(Y) +7(X,Y) ~ [V (Z, X)| ~ [V(Z,Y)].
Igaz tovabba, hogy:
degp (X) +degy(Y) = [Va(X, Y) [+ [Vu(Z, X)| + |Vg(Z,Y))],
ebbdl pedig kovetkezik a bizonyitani kivant egyenl6tlenség. [
Az algoritmus miikddése nagyon hasonlo az el6z6 fejezetben leirtéhoz: fenntartjuk
k hibaju részgrafoknak egy £ = H; ... H; halmazat, melyet egyre bévitiink, esetleg

k-t sikeriil csokkenteni. Kezdetben ez a halmaz allhat az iires élhalmazbol.

Most a kovetkez6 modon definialjuk a halmazokat:
O(L) = {v € V(G)| degy (v) = b(v) VH € L}
A(L) = {v € V(G) — OL| degyy (v) > b(v) VH € L}
B(L) = {v € V(G) — CL| degy (v) < b(v) VH € L}
DL)=V(G)—A-B-C

Az el6z6 algoritmus mintajara kovetkezzen a lemma:
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5.2.3. Lemma. Legyen L k-hibdju részgrdfok egy halmaza, és legyen H € L. Tegyiik
fel, hogy H-ban nincs olyan él, mely A(L) egy pontjit A(L) U C(L) egy pontjdaval
kétné dssze, H tartalmaz minden élet, mely B(L) egy pontjat B(L)UC (L) egy pont-
javal kiti dssze, és hogy H tartalmazza G[D(L)] minden dsszefiiggd komponensének
eqy 1-hibdji részhalmazdt az b(v) = b(v) — |V (v, B(L))|-fiigguényre nézve. Sziikséges,
hogy minden ilyen komponensnek pontosan eqy olyan pontja van, melynek hibdja 1,
vagy H-ban dsszekotitt a X -szel, vagy H-ban dsszekétitt Y -nal. Szikséges még hogy

G-ben nincs él C(L) és D(L) kiézott. Ekkor H minimdlis hibdji.

Bizonyitas. A bizonyitas is hasonl6 modon torténik: legyen a 5.2.2 tételben X =
A(L), Y = B(L), belatjuk hogy ekkor mindeniitt egyenlGség teljesiil a bizonyitas
soran adodo egyenlétlenségekben, tehat H hibdja tényleg miniméalis. Mivel az adott
v e X esetén 0(v; H;b) = degy(v) — b(v) és v € Y-ra pedig §(v; H; b) = degz(v) —
b(v), ezért

Y 0 H:b) =) (degy(v) = b(v)) + ) (degg(v) = b(v)) + Y 8(v; H;b).
veV(Q) veX veY vEZ

Mivel H tartalmaz a b-fiiggvényre nézve 1-hibaju a részhalmazt a D(L£) komponen-

seken, igy ezek (X,Y)-paratlanok. Ezen tulajdonsag és a feltételek miatt

> 0w Hib) = 7(X,Y) = [Vu(Z,X)| = |Vg(Z,Y)].

veEZ
Végiil pedig mivel H-ban nincs él A(L) és A(L) U C(L) pontjai kozdtt és H-ban
nincs él B(L) és B(L) U C(L) kdzott, igy

degy (X) + degy(Y) = [V (X, Y)[ +[Vu(Z, X)| + [Vg(Z,Y)],

ezzel bizonyitva a lemmat. [J

Legyen ismét az iires parositas a kiindulohelyzet.

A pontok itt C(L)-b6l A(L)-ba vagy B(L)-be, ezekbdl pedig D(L)-be fognak
atkeriilni.

Altalanos lépésben valasszunk ki tetszéleges H € L-t, és ellendrizziik, hogy
teljesiti-e a lemma feltételeit. Ha igen, akkor megallunk: H optimalis részhalmaz, és
megkaptuk az altaldnositott Gallai-Edmonds felbontast is. Ha nem, akkor pedig az

alabbi esetek valamelyike all fenn:
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l.eset: Legyen H egy olyan részgraf melyre x, A(L)-beli pontnak van H-beli
y szomszédja (AL) U C(L)-ben. Ekkor, ha degy(z) > b, a kérdéses élet elhagyva z
hib4ja eggyel csokken, y hib4ja pedig vagy csokken, ekkor az élet kihagyva talaltunk
egy kisebb hibaju részhalmazt vagy nd, ekkor pedig y kikeriil a C'(L£) U A(L)-bdl,
tehat tegyiik fel, hogy degy(x) = deg,(y) = b(x). Az x-hez mindenképpen létezik
egy olyan H' € L részgraf, melyre degly(z) > b(x). Ebben az esetben az elgbbi
gondolatmenet miatt « minden H’-beli szomszédja B(L) U D(L)-ben van. Tegyiik
fel tehat, hogy degy(x) = b(z), ekkor az el6zéek miatt biztosan van z-nek egy
z € B(L) U D(L) szomszédja, melyre zz ¢ H. Amennyiben a degy(z) < b(z),
cseréljiik ki H-ban a xy és xz éleket, kapunk egy olyan részgrafot, mely elkeriili y-t.
Ha degy(2) = b(z), akkor létezik egy H' € L, melyre degy/(2) < b(2). Most a méasik
algoritmushoz hasonloan egy P alternélo utat (illetve sétat) épitiink, mely felvaltva
hasznal éleket H-rol és H'-r6l. Itt azonban egy csicsot tobbszor is hasznalhatunk,
am minden élet csak egyszer. ElGszor is vegyiik a szimmetrikus differenciat, tehat
hagyjuk el azon éleket, melyek mindkét részgratban szerepelnek.

Esetiinkben az alternalé at z-bél indul egy H-beli éllel, és az aldbbi mdédon
épitjik fel:

Jeloljiik v-vel azt a csticsot ami az ut-kezdemény utolsé pontja.

Ha az utols6 altalunk hasznalt él H-beli, és degy/(v) < b(v), akkor talaltunk egy
javito utat H’-re nézve. Ha degy, (v) > b(v), akkor két esetet kiillonboztetiink meg:
ha degy (v) > b(v), akkor degy (z) cs6kkenthetd H ban az uton cserélve gy, hogy a
hidny nem valtozik, ha pedig degy (v) < b(v), akkor az alternald ut-kezdemény foly-
tathato v-bdl egy H'-beli éllel, mivel ezekbdl legalabb annyi van, mint H-beliekbdl.

Ha az utolsonak hasznalt él H'-beli, és degy(v) < b(v), akkor degy(z) megint
csOkkenthetd H-ban az uton cserélve. Ha degy(v) > b(v), akkor megint két eset
lehetséges: ha degy, (v) > b(v), akkor talaltunk egy javito utat H'-re nézve, ha pedig
degy (v) < b(v), akkor az ut-kezdemény ismét folytathato. Ha egy ilyen 1épés soran
visszajutnank a kezdGpontba, egy alternald korsétat kapunk. Ekkor H'-n cserélve
az eljarast Gjrainditva az el6bb bejart élek eltiinnek a szimmetrikus differenciabol.
Ekkor inditsuk tjra az eljarést.

Ha olyan csticsba értiink ahol mar jartunk, az Gt hosszanak paritasatol fiiggéen
onnan mindig tudunk tovabb menni (ha paros), vagy talaltunk egy javit6 utat (ha

péaratlan).
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Lathato hogy mindig vagy megallunk, vagy tudunk tovidbb menni, és minden élen
csak egyszer léphetiink, igy az eljaras véges. Ha P novels ut, végezziik el a cserét, ha
nem az, akkor két eset lehetséges. Ha P elkeriili xy-t, akkor H-bol P + zx + xy-on
cserélve kapunk egy részgrafot, melynek hibaja k, és y hidnyos benne, igy az atkeriil
B(L)-be. Ha P hasznalja xy-t, akkor a megfelel részén cserélve H-bol egy olyan
k hibaju részgraf kaphato, melyben x vagy y hidnyos, igy az atkeriil a megfelels
particibhalmazba. Figyeljiik meg, hogy P semmiképp sem hasznalja az xz élet, mert
ha benne van a szimmetrikus differenciaban és x feldl éri el a séta, akkor alternald
korséta zarodik, ha pedig a mésik iranybol, akkor z-hez visszatérve mar lenne egy
javito-tit.

Ugyanigy bizonyithaté az az eset, mikor B(L)-beli pontnak van H-beli szom-
szédja B(L) U C(L)-ben.

2.eset: Ha G-ben van ¢l z € D(L) és € C(L) kozott, akkor létezik olyan
H, melyre z tobbletes, és olyan H’, amire hianyos. Tegyiik fel, hogy xz € H' és
xz ¢ H, kiilonben az él elhagyasaval /bevételével x kikeriil C'(£)-b6l. Most H és H'
szimmetrikus differencidjan nézziik az el6bb is vizsgalt z-bdl indulé alternaléd utat.
Ha javito-ut, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor H-ban az tton cserélve cstkkent-
het6 z hibaja, igy ismét az el6bb vizsgalt esetek allnak fenn: z hianyos lesz, ekkor
bevehetjiik zz-t ezaltal x kikeriil C(L)-bdl, vagy az alternalo tt korbe ér, ekkor ezen
H'-ben cserélve kaptunk egy részgrafot, melyben z hidnyos és benne van zz.

3.eset: Tekintsiink egy 7" komponenst G[D(L)]-ben. Innent6l kezdve minden H
részgrafrol feltessziik a kivetkezoket: A(L) és D(L) kozotti élek esetén ha H-ban van,
akkor az A(L) beli cstcs pontos, a D(L)-beli pedig nem tobbletes, B(L) és D(L)
kézotti élek esetén, ha H-ban van, akkor a B(L)-beli csiics pontos, a D(L£)-beli nem
hianyos. Hivjuk ezt (x)-feltevésnek.

Tegyiik fel, hogy H N E(T)-ben legalabb két pont, = és y hibaja is pozitiv b-re
nézve. 3a.eset: Nézziik azt az esetet mikor mindkettd hidnyos, valamint az egyik
() a teljes H-ra nézve is hianyos. (a tobbletes eset azonos moédon kezelhets) Ha
szomszédosak, akkor az élet behizva és esetleg egy élet elhagyva y és A(L) kozott,
csOkkenthets a hidny, vagy novelhet6 D(L) mérete. Ha nem szomszédosak, akkor
legyen P az &ket 0sszekots legrovidebb at T-ben, legyen ezen x szomszédja z. Ekkor
van H’, melyre z hidnyos. Itt kezd6dhet egy H — H’-alternél6 tt, mely nek megfe-
lel6 részén cserélve nagyobb parositashoz vagy a két fedetlen pont kozotti révidebb

tavolsdghoz jutunk attol fiiggGen, hogy mi az it vége, valamint hogy dthalad-e y-on.
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Amikor az egyik hianyos, a méasik tobbletes, akkor ugyanigy miikédik a bizonyi-
tas, de szomszédos cstcsok esetén ha a kozottiik levs él nincs H-ban, akkor javitod
utat indithatunk a tobbletesbél. Ha a koztiik levs él nincs H-ban, akkor H-ra vo-
natkoz6 javito utat kell inditani a hidnyos cstcsbol.

3b.eset: Tegyiik fel, hogy x és y hianyos, de a teljes H-ra nézve egyik sem az.
Ekkor = és y valamint az u és v kozott futnak élek (megfelelGen). Legyen H' olyan
részgraf, melyre x hianyos, ekkor indithatunk innen egy @) alternalé utat. Ha javito
ut, készen vagyunk, ha nem az akkor, két eset lehet: ha nem megy at y-on, akkor a
megfelel6 részén cserélve a 3a esetre jutunk, ha dtmegy rajta akkor pedig a mésik
végétsl mért tavolsig fliggvényében a megefelel§ részen cserélve visszajutunk a 3a
esetre, vagy pedig egy A(L)-beli ponttal névelni tudtuk D(L)-t.

3c.eset: Tegyiik fel most, hogy H N E(T) hibatlan fedés T-ben, a b-re nézve,
ekkor I;(T) paros. Vegyiink egy = pontot, és ekkor van olyan H’, melyre ez hianyos.
Mivel b(T) péros, ezért H N E(T)-ben van még egy pont aminek nem0 a hibaja,
ezzel visszakaptuk a 2a esetet.

4.eset: Ha H N E(T) egyetlen ponton hibés és a hiba legalabb 2, akkor innen
mindig indithat6 egy javité ut. Az ezen vald csere vagy javit, vagy visszajut az el6z6
esetek egyikére.

5.eset: Feltehetjiik tehat, hogy T hibaja H N E(T')-ben b-re nézve 1. Ha T-beli
x ponthoz vezet &1 H-ban y € A(L)-b6l, és H-ban z € B(L)-bdl is, akkor ez csak
pontos lehet, kiilonben egy él hozzdadéasaval vagy elhagyasaval tudnank javitani. A
(%) felteves miatt y és z is pontos. Most létezik egy H' részgraf, ami fedetleniil hagyja
2-t. Innen tehat indithatunk egy H — H'-alternélé utat, a lehetséges kimenetelek
ugyanazok, mint az 1.esetnél. Most ha van olyan T-beli x pont, mely H N E(T)-
ben b-re nézve pontos, és x vezet él H-ban y € A(L)-bél, vagy H-ban z € B(L)-
bél, akkor ez nem lehet pontos H-ban, igy ezt az élet hozzdadva vagy elhagyva
csOkkenteni tudjuk a hibat z-en, igy az él masik végén levs pont atkeriil D(L)-be.
Amennyiben nincs ilyen pont, akkor a T-beli x hibas ponthoz vezet legalabb két
él A(L)-bsl. Ekkor x H-ban tébbletes, igy egy A(L)-be vezetd élet elhagyva ismét
novelni tudtuk D(L)-et.

Lathato tehat, hogy a pontok C(L)-bél A(L)-ba vagy B(L)-be, ezekbdl pedig
D(L)-be keriilnek at, vagy taldlunk kisebb hibéaju részgrafot.
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6. fejezet
Az MV-algoritmus implementacioja

Az implementéacié soran a C++ programozési nyelvet, valamint a LEMON template
library-t [5] hasznaltam. A kitzott célokat sikeriilt elérni, az eredmények alabb
lathatok egy tablazatban.

A parositas, valamint a kovetkez§ adatok NodeMap-ként vannak eltérolva: az
algoritmus minden 0j parosités keresésekor eltarolja a csticsok szintjeit és értékeit
valamint, hogy a cstcs hasznalhato-e (a mar megtalalt utak kizarnak csicsokat),
ezen kiviil jegyezziik a csicsokhoz tartozo szirmokat és akadalyokat.

Az implementacié nem teljes egészében a cikk altal leirt médon torténik, algo-
ritmus azonban ugyanaz. A programba a szirom-csiicsok nem keriiltek bele, helyette
minden csicsrol pointerek mutatnak a megfelel6 tobbi csicsba, valamint a javito
utak megkeresésénél hasznalt rekurzié helyett egy gyorsabb futisi megoldast alkal-
maztam, mely adatok taroldsaval helyettesiti a szamitasigényt.

A program tesztelésére nagy méretii véletlen grafokat valasztottam, paraméter-
ként a graf csticsszamat és az atlagos fokszamot lehet megadni.

A futés tesztelésére a LEMON-ban mar meglévd parositas-algoritmust hasznal-
tam, ez az Edmonds altal kifejlesztett algoritmusra épiil és O(n?) futasideji.

A futéasi eredményekbdl kittinik, hogy azonos atlagfokszam mellett a csticsszam
novelésével az MV-algoritmus futasa révidebb lesz, mint az Edmonds-algoritmusé.
Ugyanez figyelhet6 meg azonos csicsszam mellett az élszam novelésével is. A kdvet-
kez6 oldalon néhany osszehasonlité grafikon talalhato a futasi id6krél a csiicsszam
fiiggvényében, adott élstirtiség mellett, valamint egy Osszesitd grafikon is.

Tovabbi kutatas targya lehet a b-matchong algoritmus implementalasa és ennek

vizsgalata, valamint az algoritmusok altaldnositasa silyozott esetre.
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