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1. Bevezetés

1.1 Fogalmak és jel6lések

A tovébbiakban, hacsak nincs masképp jelezve, minden graf egyszerd, véges és ira-
nyitatlan. Egy G = (V, E) gréf élhalmazan értelmezett w : E — [k] = {1,...,k}
fliggvényt k-élstlyozasnak neveziink. Amennyiben a csticsokhoz is rendeliink stlyokat,
azazw : V U E — [k], akkor k-teljes-stilyozasrdl beszéliink. Egy cstics értékén vagy
szinén a rd illeszked§ élek sulyainak, és amennyiben van, a sajat silyanak 6sszegét ért-
juk. Az els8 eset egy mdsik elnevezése még a stilyozott fokszam. Azt mondjuk, hogy egy
stlyozds csucs-megkiilonbéztetd, ha barmely két cstiicsnak kiilonboz8 az értéke. Ab-
ban az esetben, ha ezt csak szomszédos csicsparokra koveteljilk meg, akkor a csticsok
értékei egy helyes szinezését adjak a grafnak. Az ilyen stlyozést cstics-szinez6nek vagy
helyesnek hivjuk. Adott G grafra a legkisebb olyan k szdmot, melyre 1étezik G-nek cstics-
szinezd k-élsulyozdsa, illetve k-teljes-stlyozasa, rendre x,(G)-vel, illetve x,(G)-vel je-
16ljiik. Végezetiil egy grifra azt mondjuk, hogy rendes, ha egyetlen komponense sem

izomorf K,-vel.

1.1. dbra: Példa nem csucs-szinezd élsdlyozasra



1.2 Csucsok szinezése sulyozasokkal

Az 1-2-3-sejtés vizsgélatat a grafok irregularitasanak vizsgalata motivalta. Egy graf
éleinek sulyozasat irreguldrisnak nevezziik, ha barmely két csticsra a rajuk illeszkedd éle-
ken vett 6sszeg kiilonboz8. Egy graf irregularitdsdnak er8sségén azt a legkisebb k szdmot
értjlik, amelyre létezik irreguldris stulyozds az {1, ..., k} halmazbdl vett stlyokkal. Ennek
afeladatnak egy természetesen adddé egyszerisitése, ha csak szomszédos csticsokra ko-
veteljiik meg azt, hogy kiilonboz6 legyen az értékiik.

A sejtést el8szdr Karoniski, tuczak, és Thomason [8] fogalmazta meg 2002-ben, és a
kovetkez8képpen hangzik:

1.2.1 Sejtés (1-2-3-sejtés). Minden rendes grdf élei megcimkézhetdek az 1, 2, 3 szdmokkal oly

mdédon, hogy tetszdleges két szomszédos csuics értéke kiilonbozd legyen.

A sejtést megjelenése bta sokat vizsgéltdk. Az eddigi legjobb korlatot Kalkowski, Ka-
roriski, és Pfender [7] bizonyitotta be 2010-ben, mely szerint a helyes szinezéshez 6t él-
stly elegendd. Vildgos, hogy x,(G) = 1 pontosan akkor, ha a szomszédos csucsok foka
kiilonb6z8. Konnyen lathaté az is, hogy 1éteznek olyan rendes grafok, amelyekre nem
elég két élstily sem. Ilyen példdul a 3 vagy 6 hosszt kér. Igy a legjobb remélhetd 4lta-
lanos korlat a x,(G) < 3. Azonban egy aszimptotikus eredmény szerint egy G(p, n)
véletlen graf majdnem biztosan megszinezhetd csak az 1, 2 élsulyok segitségével [1]. Bi-
zonyos grafosztalyokra mér sikeriilt igazolni a sejtést. Eszerint 3-szinezhetd [8], illetve
teljes grafok [2] esetén x,(G) = 3. Az el8bbi eredmény nyomadn feltehetd az a kérdés,
hogy mely péros grafok esetében elegend§ csak az 1, 2 stlyok koziil valasztani. Lu, Yu,
és Zhang [9] cikke szerint a 3-Gsszefiiggd, valamint bizonyos fokszdm-megkdtéseknek

eleget tevd paros grafok ilyenek.

1.2. abra: Példa cstcs-szinez6 élsulyozdsra

Hasonld sejtést fogalmazott meg teljes-sulyozasokra Przybylo és Wozniak 2008-ban:
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1.2.2 Sejtés (1-2-sejtés). Minden grdf élei és csiicsai megcimkézhetdek az 1, 2 szdmokkal oly

mdédon, hogy tetszdleges két szomszédos csuics értéke kiilonbozd legyen.

Ebben a cikkben bebizonyitottak, hogy x,(G) < 11, valamint x,(G) < ([%G)J + 1).
A jelenleg ismert legjobb eredmény szerint x,(G) < 3.

A cstcs-szinezd élsilyozdsoknak szamos valtozatat vizsgdltdk mar az elmult évtized-
ben. Az irdnyitott esetben egy digraf éleit sulyozzuk, a csticsok értékét pedig csak a kifelé
vezetd éleken vett Osszeg hatdrozza meg. Ez a probléma lényegesen egyszerdbb, mint
az iranyitatlan valtozat, erre ugyanis konnyedén belathaté az aldbbi, az 1-2-3-sejtéssel

analdg 4llitas [4]. Az igazi kérdés itt az, hogy két élsuly elegendb-e.
1.2.3 Allitas. Minden D digrdfra x,(D) < 3.

Maés valtozatokban az élsulyok Ssszege helyett azok szorzata, halmaza, multihalmaza
vagy sorozata hatarozza meg a cstcsok szineit. Emellett élstlyozas helyett tekinthetiink
cstics-, illetve teljes-stlyozést is. Erdekes kérdés az is, hogy mit mondhatunk abban az
esetben, ha a sdlyokat nem az {1, ..., k} halmazbdl, hanem tetsz8leges k-elem listdbdl
valaszthatjuk ki. A kiilénféle valtozatok eddigi eredményeirdl Seamone [11] cikkében
olvashatunk bévebben.

Természetesen adddik az a kérdés is, hogy vajon NP-nehéz-e annak eldéntése, hogy
egy graf szinezéséhez két élstly elegendb-e. A {0, 1} és az {1, 2} halmazok esetében, va-

lamint irdnyitott grafokra a vélasz igen, egyéb esetben ez egy nyitott probléma.

1.3 A dolgozat felépitése

A kovetkezd fejezetben el8szor az élsilyozasokkal fogunk foglalkozni. Megvizsgal-
juk az 1-2-3-sejtésre vonatkozé legfrissebb eredményeket, melyek szerint minden ren-
des grafnak létezik cstics-szinezd 6- illetve 5-élsulyozasa. Ezutdn kitériink arra az esetre,
amelyben irdnyitott grafokat sulyozunk. Bebizonyitjuk, hogy minden digrafnak 1étezik
csucs-szinezd 3-élsulyozasa, valamint azt, hogy minden grafnak van olyan irdnyitésa,
amelynek létezik cstics-szinez8 1-élsulyozasa.

Ezt kovetben a harmadik fejezetben megismerkediink a teljes-stulyozdsokkal és az
1-2-sejtéssel. Belatjuk, hogy minden grafnak 1étezik cstics-szinezd (V%G)J + 1)— illetve
11-teljes-stlyozasa. Tovabba megnéziink egy olyan eredményt is, amely a fent emlitett
két sejtés listastlyozasi altalanositasainak egyfajta k6zos felsé korlatjanak tekinthetd.

A negyedik fejezetben specidlis grafosztilyokat mutatunk be, amelyekre bizonyitani
tudjuk a fenti sejtések egyikét. Emellett egy olyan allitast is belatunk, mely szerint a
legtobb grafnak létezik cstics-szinezd 2-élstlyozasa.

Végiil az utolsé fejezetben az élstlyozasok komplexitasat vizsgaljuk meg. Megmutat-
juk, hogy annak eldontése, hogy egy grafnak 1étezik-e csics-szinezd élsulyozasa a 0, 1
valamint az 1, 2 szamokkal, NP-teljes.



2. Elstlyozasok és az 1-2-3-sejtés

A sejtéssel kapcsolatban a legfontosabb el8relépést tetszbleges G graf esetén a x, (G)-re
vonatkozé konstans korlatok bevezetése és javitasa jelenti. A sejtést elszor felvetd cikk-
ben még csak azt bizonyitottak, hogy véges sok valds élsily elegendd, késbbb viszont
egész szamokra vonatkozo korlatokat is adtak. A jelenleg ismert legjobb eredmény Kal-
kowski, Karoniski, és Pfender nevéhez fiz8dik, akik a x, (G) < 6[6], kicsivel kés6bb pedig
a x,(G) < 5[7] korlatot adték a problémara. A két bizonyitds mer8ben mds eszkdzoket
hasznal, amelyek 6nmagukban is emlitésre érdemesek, ezért a kovetkezékben mindket-
tére kitériink. Ezek utdn megvizsgaljuk a probléma irdnyitott grafokra vonatkozé valto-
zatét is, amelyrdl Baudon, Bensmail, és Sopena [4] bebizonyitottdk, hogy tetszéleges D
digréfra x,(D) < 3.

2.1 Csucs-szinez6 6-élsulyozas

El8szor vizsgéljuk a gyengébb korlatot. Az erre vonatkozé tétel bizonyitdsa el6tt te-
kintsiik a kdvetkez8 lemmat, mely az [6] cikk elsd szerz8jének egy kordbbi eredménye:

2.1.1 Lemma. Minden Gsszefiiggd, rendes G grdfra létezik olyan f : E(G) — {1, 2, 3} élsu-
lyozdsésf' : V(G) — {0, 1} csucs-suilyozds, melyre a csicsok w(v) = f'(v) + >, f(vw)
értéke egy helyes szinezés. e
Ennek segitségével egy x.(G) < 10 korlat adhaté az élstalyok megharomszorozasa-
val, majd bizonyos élek 1-gyel torténd médositasaval. Jelen esetben is egy hasonlé elja-
rast kovetiink majd, amelyhez sziikségiink lesz a lemma egy altaldnosabb alakjara. El6tte
azonban érdemes megjegyezni egy egyszeri kovetkezményt. A sejtés vizsgalatanal érde-
kes kérdés lehet, hogy mit tudunk mondani a rossz élek részgrafjardl, vagyis azon élek-
rél, melyek végpontjai azonos értékuiek. A fenti lemma erre is ad egyfajta valaszt, ugyanis
az altala biztositott teljes-stlyozasban minden csticsra 0-t frva olyan élstlyozast kapunk,
ahol a rossz élek egy paros gréafot alkotnak. Ez a megfigyelés segithet abban, hogy koze-
lebb jussunk a sejtés bizonyitdsahoz vagy céfolatdhoz. Visszatérve a tételiinkhoz, a fenti

lemma altaldnositdsa a kovetkez6képpen hangzik:

2.1.2 Lemma. Legyena € R és B € R \ {0}. Ekkor minden Gsszefiiggd, rendes G grdfra
és tetszlleges T feszitdfdjdra létezik olyan f : E(G) — {a — B, &, a + B} élstilyozds és f' :
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V(G) — {0, B} cstics-stilyozds, melyre a csicsok w(v) = f'(v) + ), f(vw) értéke egy
weN (v)
helyes szinezés. Tovdbbd f megvdlaszthatd ugy, hogy f (¢) = a mindene € E(T)-re.

Bizonyitds. Legyen v,, U,, ..., v, a csucsoknak egy olyan sorrendje, melyre minden k >
2-re v;-bdl pontosan egy T-beli él vezet {v,, v,, ..., v,_;}-be. Kezdetben minden élhez
az w sulyt rendeljiik, amelyet legfeljebb egyszer mddositunk, hogy sorban minden v,
csucs értékét véglegesitsiik.

Legyen w(v,) = ad(v,), és tegylk fel, hogy valamely k > 2-re mar meghataroztuk
az f élsulyokat az E(G[{v;, v5, ..., Ux_1}]) \ E(T) halmazon és az f' cstcs-stlyokat
{v1, Uy, ..., Uy_1}-en Ggy, hogy az elsé k — 1 cstics w(v;) értéke mar végleges.

A v, cstcs esetén minden E(vy, {vqy, Uy, ..., Uk_1}) \ E(T)-beli él stlyadt mddosit-
hatjuk B-val. Amennyiben v,v; € E(G) \ E(T) és f'(v;) = 0, akkor vélaszthatunk
f(ov) = a, f'(v;) = 08s f(vv;) = a— B, f'(v;) = B kdzott anélkiil, hogy meg-
valtoztatnank w(v;)-t. Hasonldan, ha v,v;, € E(G) \ E(T) és f'(v;) = j, akkor va-
laszthatunk f(v,v;) = &, f'(v;)) = Bésf(vv;) = a+ B, f'(v;) = 0kozott anél-
kiil, hogy megvaltoztatnank w(v;)-t. Végezetiil megvalaszthatjuk f'(v,) értékét is. Ez
osszesen |E(vy, {vy, Uy, .., Uk_1}) \ E(D)| + 2 = |E(vy, {0y, Uy, -.., 1) + 1
kiilonb6z4 lehet8ség w (v, ) értékének, melyek koziil kivalaszthatjuk azt, amely minden
N(v) N{vy, vy, ..., Ur_1}-beli cstics értékétél killonbozik.

Ezt az eljarast folytatva megkaphatjuk a kivant stlyozast. O

Ezen lemma birtokdban most mar készen allunk a tétel bizonyitdsara.
2.1.3 Tétel (Kalkowski, Karoniski, és Pfender [6]). Minden G rendes grdfra x,(G) < 6.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy G 6sszefiiggd, kiilonben a komponenseket kiilon-kiilon vizs-
galhatjuk. Induljunk ki egy tetsz8leges T feszit6fabdl, és vegytink egy (f, f’, w) sulyozast
a lemma alapjan, « = 4 és f = —2 paraméterekkel. Ekkor minden cstics és él stlya pa-
ros. A bizonyitas hatralévé részében mddositani fogjuk f-et és f'-t, de w(v) véltozatlan
marad minden v € V (G) cstcsra.

Legyen H = G[{v € v(G) |f'(v) = —2}], és ebben H; egy maximalis feszit8 rész-
graf, melyben a legnagyobb fokszam legfeljebb 2. Adjunk hozzd —1-et f (e)-hez a H; min-
den e élére, és mdédositsuk V (H;) minden v csticsdn azf’ (v) értéket ennek megfelelen,
hogy w(v) véltozatlan maradjon. igy minden v € V(G) cstcsraf’' (V) € {0, —1, =2},
mindene € E(G) élref (e) € {1, 2, ..., 6},tovabbamindene € E(T) élref (¢) € {3, 4}.

Legyeni € {0, 1, 2} esetén S; = {v € v(G) | f'(v) = —i} éss; = |S,|. Figyeljiik
meg, hogy minden v € S, U S, cstics w(v) — f'(v) sdlya paros, az S;-beli csticsoké
pedig paratlan. H, maximalitasa miatt minden uv élre, ahol u, v € S; U S,, teljesiil,
hogy u, v € S, és uv € E(H,), hiszen ha nem igy lenne, akkor az el§z8 1épésben a H,
részgrafot tudtuk volna még béviteni. Részletesebben, ezen élek végpontjaira w(u) —
f'(u) # w(v) — f'(v). Az ilyen élek halmazat jel6lje E*.
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Has, = 0, akkorkészen vagyunk, hiszenf j6 szinezést ad. Amennyibens, = 1éss; =
0,legyen u € S,. Figyeljitkk meg, hogy minden u-ra illeszked8 e él sulyaf (e) € {2, 4, 6}.
Ha u-nak van egy olyan v szomszédja, melyre w(u) + 2 # w(v), akkor az uv él stlyat
1-gyel csokkentve szintén helyes szinezéshez jutunk. (Vegyiik észre, hogy csak u és v
stlya pdratlan.) Ha u minden v € N (u) szomszédjdra w(u) + 2 = w(v) és [N (u)| > 2,
akkor két kiilonbozé, u-ra illeszkedd élen is csokkentsiik a sulyt 1-gyel. Ez ismét a kivant
sulyozashoz vezet. Végiil, ha az u cstcs egyetlen v szomszédjara w(u) + 2 = w(v),
akkor vegytink egy x € N1 (v) \ {u} cstcsot, csokkentsiik f (uv)-t 1-gyel, f (vx)-et pedig
néveljiik 1-gyel. fgy ismét megfeleld sulyozast kapunk.

Has, = 1éss; > 1, akkor vegylink egy T-beli utat u € S, és egy v € S, kozott,
majd felvaltva csokkentsiik és noveljiik az élek sulyat 1-gyel az it mentén, tigyelve arra,
hogy a v-re illeszked{ él sdlyat csokkentstik. Ezzel a keresett silyozashoz jutunk.

Has, > 2, akkor indukcidval bel4thatjuk, hogy tudunk talalni [ 2 | olyan T-beli utat,
melyek végpontjai pontosan az S,-beli csticsok, és amelyek T minden élét legfeljebb két-
szer hasznaljak. Ilyen utakat 2 < s, < 3 esetén konnyen taldlhatunk. Amennyiben
s, > 4,ugy keressiink egy olyan e € E(T) élt, melyre T — e mindkét komponense
legaldbb két S,-beli csticsot tartalmaz, és legaldbb az egyikben paros szdmu ilyen cstcs
van. A két komponensre indukciét alkalmazva megtalalhatjuk a keresett utakat.

Felvaltva csokkentsiik és noveljitk ezen utak mentén az élek sulyait agy, hogy csak a
végpontok stlya valtozzon, és médositsuk ennek megfelelden az f' értékeket ezeken a
csucsokon. Ha egy u € S, cstcs két dtnak is végpontja (példdul, ha s, pdratlan), akkor
tigyeljiink arra, hogy az u-ra illeszkedd mindkét élen csokkentsiik a salyt, hogy f' (1) = 0
adédjon. Figyeljitk meg, hogy csak E(T)-beli éleket haszndlunk, igy nem kapunk 1-nél
kisebb vagy 6-nal nagyobb élsilyokat. Ezek utan minden cstcsra, amely kordbban S,-ben
volt, f'(v) € {—3, —1, 0}. Kénnyen lathatd, hogy gy az f sulyozast tekintve minden v
csucs értéke w(v), amennyiben w(v) paros. A paratlan értékd csucsok kozott futd élek
mind E*-ban vannak, tehat a végpontjaik w sulya kiilonb6z6, ahogyan azt kordbban mar

lattuk. fgy f egy cstics-szinez8 6-élsulyozds. O

2.2 Cstucs-szinezo 5-élsulyozas

A gyengébb korlat utdn most vizsgaljuk meg az eddig ismert legjobb eredményt a

sejtéssel kapcsolatban.
2.2.1 Tétel (Kalkowski, Karonski, és Pfender [7]). Minden G rendes grdfra x,(G) < 5.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy G sszefiiggd, kiillonben komponensenként érvelhetiink. Fel-
tehet8 még tovabba az is, hogy |[V| > 3, és 1étezik olyan v csucs, melyre d(v) > 2.
Legyen v;, v,, ..., U, a csucsoknak egy olyan sorrendje, melyre d(v,,) > 2, és minden

1 <i < n—1-re v;-nek van szomszédja {v;,1, Uiy, ..., U,}-ben.



Kezdetben minden e élhez az f(e) = 3 élsulyt rendeljiik, majd legfeljebb kétszer
modositjuk, mikézben sorban végighaladunk a csticsokon. Minden i < n-re av; csticshoz
hozzérendeliink két szint, W (v;) = {w(v;), w(v;) + 2}, ahol w(v;) € {0,1} mod 4, oly
médon, hogy minden v,v; € E élre, ahol 1 < j < i, W(v)) N W(v,) = @, és biztositani

fogjuk, hogy f(v;) = >, f(uv,) € W(v;). Végiil bedllitjuk a v,-re illeszkedd élek
ueN (v;)
salyat gy, hogy f (v,,) kiilénb6zzon f (v;)-t6l minden v; € N (v,,)-re.

Ezt szem el6tt tartva legyen f (v;) = 3d(v,), és valasszuk mega W (v;) halmazt ugy,
hogy f (v,) € W(v;), valamint w(v,) € {0, 1} mod 4 teljesiiljon. Legyen2 <k <n-—1,
és tegyiik fel, hogy mar minden i < k-ra meghataroztuk W (v;)-t, valamint

* f(v;) € W(v;),aholi < k
. f(vkv]-) = 3 minden élre, ahol j > k

* ha f(v,v,) # 3 valamely élre i < k esetén, akkor vagy f(v,v;) = 2 ésf(v;) =
w(v;), vagy f (v;v,) = 4ésf(v;) = w(v;) + 2.

Ha v;v,, € E valamely i < k-ra, akkor f (v,v,)-t 2-vel n6velhetjiik vagy csokkenthet-
juk ugy, hogy f (v;) € W (v;) maradjon. Amennyiben v;-nak d ilyen szomszédja van, ugy
ezd + 1 lehetséges értéket jelent f (v)) szdmdara, melyek mind azonos paritasiak. Ezen
felill megengedjiik még, hogy az f (v;v;) silyt 1-gyel médositsuk, ahol j > k a legkisebb
index, melyre v,v; € E. Ezdltal f (v;) egy [a, a + 2d + 2] intervallum minden egész ér-

tékét felveheti. Ugy szeretnénk médositani a stilyokat és meghatarozni w(v,)-t, hogy
1. f(v;) € W(v;),ahol1 <i <k
2. ;v € E esetén w(v;) # w(v,), aholi < k
3. vagyf (vy) = w(vy) ésf(vkvj) € {2,3}vagyf (vy) = w(vy) +2 ésf(vkv].) € {3,4}

teljesiiljon. A masodik feltétel legfeljebb 2d értéket zarhat ki az [a, a + 2d + 2] interval-
lumbdl, mig a harmadik feltétel csak az a és a + 2d + 2 értékeket, hiszen minden mas
f (o) értékref(vkvj) # 3 esetén lehetdségiink van Vélasztanif(vkv]-) =2 ésf(vkvj) =4
kozott. Igy legaldbb egy érték szabadon marad f (v,) széméra.

Ilyen médon lépésrdl 1épésre, konfliktus nélkiil meghatarozhatjuk a W (v;) halma-
zokat minden k < n — 1-re. Vegyiik észre, hogy amikor az f (v,) érték el8szor valtozik
meg egy U, v;, i > k él médositasa miatt, akkor i = j, vagyis nem okoznak problémat a 2
vagy 4 sulyu élek.

Utolsé 1épésként taldlnunk kell egy szabad értéket v, -nek. Ez alkalommal nem all
rendelkezésiinkre egy v, v; segédél, de nem is kell késébbi csticsok miatt aggdédnunk. Az
el6z8ekhez hasonléan, hav,v,, € E valamely i < n-re, akkor f (v,v,,)-t 2-vel névelhetjiik

vagy csOkkenthetjiik ugy, hogy f (v;) € W (v;) maradjon. Ezek a mdédositasok Gsszesen



d(v,) + 1 > 3, azonos paritdst lehet8séget jelentenek f (v,,) értékének. igy, ha a legki-
sebb ilyen lehetséges a értékre a € {2, 3} mod 4, akkor minden v,,-re illeszked§ élen a
kisebb értéket vélasztva a cstucsok egy helyes szinezését kapjuk. Haa € {0, 1} mod 4, és
1étezik olyan v, € N (v,,) cstcs, melyre w(v;) # a, akkor a v;v,, élen a nagyobb, minden
mas élen pedig a kisebb sulyt vélasztva f (v,,) = a + 2, ami szintén helyes szinezéshez
vezet. Végezetiil, amennyiben a € {0, 1} mod 4 és w(v;) = a minden v; € N(v,,)-re,
akkor legaldbb két élen a nagyobb sulyt valasztva kapunk helyes szinezést. Ezzel a tétel
allitasat belattuk. O

2.3 Cstucs-szinez6 3-élsulyozas irdnyitott grafokra

Az eddigiekben irdnyitatlan grafok élstlyozasait vizsgaltuk, de joggal meriilhet fel a
kérdés, hogy vajon mit tudunk mondani az irdnyitott esetrdl. Itt két lehetGségilink van
egy csucs szinének meghatarozasara.

Az elsé esetben a kimend élek 6sszstlyabdl kivonjuk a bemend élek 6sszsulyat. Errél
a véltozatrdl Bartnicki, Grytczuk, és Niwczyk [3] bebizonyitottdk, hogy a sulyokat tet-
sz6leges kételemd listakrdl valasztva is 1étezik cstcs-szinezd élsilyozas.

A masodik esetben egy cstcs szinét csak a kimend éleken vett stlyok 6sszege, azaz a
csucs sulyozott kifoka hatdrozza meg. A tovabbiakban ezzel az esettel fogunk foglalkozni.

Konnyen lathatd, hogy 1éteznek olyan digrafok, példaul a 3 hosszu irdnyitott kor,
amelyek helyes szinezéséhez nem elegendéek az {1, 2} élsulyok. A kovetkezd tétel azt
mondja ki, hogy minden iranyitott grafnak van cstcs-szinezd 3-élstlyozasa. Ez abbdl ko-
vetkezik, hogy minden digrafnak van egy alkalmas cstcsa, amely a szomszédai szimahoz
képest sok lehetséges sulyozott kifok-értéket vehet fel. Egy ilyen cstcs 1étezése teljes in-
dukcid hasznalatat teszi lehetdvé, tovabba a bizonyitas polinomidlis idejli algoritmust is

eredményez egy cstcs-szinezd 3-élsilyozas megtaldldsara.
2.3.1 Tétel (Baudon, Bensmail, és Sopena [4]). Minden D digrdfra x,(D) < 3.

Bizonyitds. A bizonyitas D élszama szerinti indukcidval torténik. Az allitas nyilvanvalé 0
vagy 1 éll digraf esetén. Tegyiik fel, hogy legfeljebb m — 1 élre mér igazoltuk a tételt, és
legyen D = (V, A) egy m > 2 élti digraf.

Figyeljik meg, hogy D-nek 1étezik egy olyan v csticsa, melyre 6(v) > 0és 6(v) >
0(v), hiszenkiilonben )’ 0(v) # ), 6(v) lenne.Elsé 1épésként torsljiink minden v-bél
kilépd élt. Ekkor az indzljli‘éiés felte\zf}egsv miatt a fennmaradé digrafnak l1étezik egy w cstcs-
szinez8 3-élsulyozdsa. Tegyiik vissza a kitorolt éleket, és terjessziik ki ezekre w-t oly
moédon, hogy v stlyozott kifoka kiilonb6zzén mind a 6(v) + o(v) szomszédjaétdl. Ez
megtehetd, hiszen 26(v) + 1 érték koziil valaszthatunk, nevezetesen a {6(v), d(v) +
1, ..., 36(v)} halmazbdl, mig a tiltott értékek szdma v valasztasa miatt legfeljebb o(v) +



5(v) < 26(v) + 1. Mivel ezen élsulyok kizardlag a v cstics stlyozott kifokdt befolyasoljak,
ezért az igy kapott kiterjesztett silyozas a D digraf egy csucs-szinezé 3-élsilyozdsa. [

Ebben a bizonyitdsban azt hasznéltuk ki, hogy egy d-edfoku cstics lehetséges silyo-
zott kifokainak szdma kell6en nagy, pontosabban legaldbb 24 + 1, amennyiben az éleket
az {1, 2, 3} szamokkal sulyozzuk. Most megmutatjuk, hogy ez a tulajdonsag tetszéleges

{a, b, c} sulyok esetén fenndll, és igy egy erdsebb tétel is igaz.

2.3.2 Lemma. Legyen eqgy D digrdfnak v egy legaldbb d-edfokii csiicsa (o(v) + 6(v) > d),
valamint a, b és ¢ hdrom valds szdm. Ekkor v stilyozott kifoka legaldbb 2d + 1 kiilénbozé érté-
ket vehet fel D eqy tetszéleges élsuilyozdsdban, amelyben a v-bél kimend élek stilyai az {a, b, c}

halmazbdl keriilnek ki.

Bizonyitds. A bizonyitas d szerinti indukcidval térténik. Amennyiben d = 1, tgy a v-bdl
kilépé él sulya a, b vagy c lehet. Mivel ezek kiilonbozdek, ezért v sulyozott kifokdnak is 3
kiilonboz8 értéke lehet.

Tegytk fel, hogy d < i — 1 esetén mar igazoltuk az allitast, és legyen d = i. Jel6lje
D’ azt a digrafot, amelyet egy v-bél kilép8 vu él elhagydsaval kapunk D-bdl. Ekkor az
indukcids feltevés szerint v sulyozott kifoka legalabb 2(d—1) +1 lehetséges értéket vehet
fel D egy tetszbleges élsulyozasaban, amely a v-bdl kilépd éleket az {a, b, c} szamokkal
stlyozza. Legyen F’ ezen lehetséges értékek halmaza, valamint k és n rendre a legkisebb,
illetve legnagyobb eleme F'-nek, tovabba wy és wy, két élstlyozasa D'-nek, melyekre a
v csucs sulyozott kifoka rendre K, illetve N.

Tegyiik fel, hogy a < b < c. Amennyiben az allitas igaz az {a, b, ¢} szdmokra, Ugy
igaz a {—a, —b, —c} szdmokra is, ezért két eset lehetséges:

1.0<a<bzec

2.a<0<b<c

Az elsé esetben terjessziik kia D’ minden élsulyozasat a D digrafra tigy, hogy a vu élre
a sulyt frunk. Ekkor azt kapjuk, hogyaz F = {x+a : x € F'} halmaz a v cstics lehetséges
stlyozott kifokainak 2(d — 1) + 1 elemd halmaza. A fennmaradé két lehet8séget gy
kapjuk, hogy a wy stlyozast b vagy c értékkel kiterjesztjiik a vu élre. Ekkor ugyanis N +b
és N + c két Gjabb lehetséges érték, hiszena < b < ¢ miatt ezek nincsenek F-ben. Tehat
létezik legaldbb 2d + 1 valasztas v sulyozott kifokdra.

A masodik esetben terjessziik ki a D’ minden élsulyozasat a D digrafra gy, hogy a
vu élre b sulyt {runk. Ekkor azt kapjuk, hogy azF = {x + b : x € F'} halmaz a v cstcs
lehetséges sulyozott kifokainak 2(d — 1) + 1 elem(i halmaza. A fennmaradé két lehetd-
séget ugy kapjuk, hogy a wy; és wy sulyozasokat rendre g, illetve c értékkel kiterjesztjiik
avu élre. Ezekbdl azt kapjuk, hogy K + a és N + ¢ két Gjabb lehetséges érték, amely nem

szerepel F-ben a stlyokra vonatkozé feltevés miatt. Ezzel az 4llitast belattuk. O
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A lemma kovetkezményeként azt kapjuk, hogy az el6z8 tétel bizonyitdsdban nem
szamit, hogy egy csticsndl mely harom sulyt irhatjuk a kimend élekre. Ez a megfigyelés

az alabbi listastlyozasi tételhez vezet.

2.3.3 Tétel. Legyen adott egy D digrdf minden v csticsdra egy hdrom valés szdambdl dllé L(v)
lista. Ekkor D-nek van olyan cstics-szinezd élstilyozdsa, amelyben minden v csiicsra a kimend élek

sulyai L(v)-bdl keriilnek ki.

A probléma egyfajta kiterjesztéseként megkérdezhetjiik, hogy melyik az a legkisebb
k € {1, 2, 3}, melyre minden irdnyitatlan grafnak létezik olyan irdnyitdsa, amely-
nek van csucs-szinezd k-élsilyozasa. Tudjuk, hogy egy digrafnak pontosan akkor léte-
zik csucs-szinezd 1-élsulyozasa, ha barmely két szomszédos pont kifoka kiilonbozs. A
kovetkezd lemma azt mondja ki, hogy minden grafnak 1étezik olyan irdnyitasa, amelyre
ez teljestl.

2.3.4 Lemma. Minden G grdfnak létezik olyan irdnyitdsa, amelyben bdrmely két szomszédos

cstics kifoka kiilonbozd.

Bizonyitds. A bizonyitds G pontszdma szerinti indukciéval térténik. Az allitds n < 2 ese-
tén nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy legfeljebb n — 1 csticsra mar igaz a lemma, és legyen
G egy n pontu graf. Jeldlje v a legnagyobb fokszdmu csticsot G-ben. Az indukcids felte-
vés szerint G’ = G — v megirdnyithaté ugy, hogy barmely két szomszédos csucs kifoka
kiilonboz6 legyen. Jeldlje az igy kapott digrafot D'. Figyeljikk meg, hogy v valasztasa mi-
att D’-ben minden v-vel szomszédos cstics kifoka legfeljebb d(v) — 1. Legyen D a G graf
azon irdnyitdsa, amelyet a D’ irdnyitdsbdl kapunk oly médon, hogy a v-re illeszked§ éle-
ket mind kifelé irdnyitjuk. Mivel igy v kifoka a D digrafban d(v), és a szomszédos cstcsok

kifoka nem véltozott, ezért a kapott irdnyitds tovdbbra is teljesiti a lemma feltételét. [

Ezen lemma ismeretében és a korabbi megfigyelésiink alapjan az aldbbi tételt fogal-

mazhatjuk meg:

2.3.5 Tétel. Minden irdnyitatlan grdfnak létezik olyan irdnyitdsa, amelynek van csics-szinezd

1-¢élsulyozdsa.
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3. Teljes-sulyozasok és az 1-2-sejtés

A sejtést felvetd cikkiikben Przybylo és Wozniak a x,(G) < l%c)

Xx:(G) < 11 korlatot bizonyitottdk. Mostani tuddsunkkal azonban ez utébbindl ponto-

J + 1, valamint a

sabb korlatokat is tudunk mondani. Elészor is figyeljiik meg, hogy ha egy grafnak léte-
zik cstcs-szinez k-élsilyozasa, akkor 1étezik csucs-szinez6 k-teljes-sulyozasa is, hiszen
a csucsok sulyat azonosan 1-nek valasztva jé sulyozast kapunk. Ebbél, és a korabbi meg-
figyeléseinkbdl kovetkezik, hogy minden G grafra x,(G) < 5. A jelenleg ismert legjobb
eredmény szerint x,(G) < 3, amely kovetkezik példdul a 2.1.2 lemmabdl. Az alabbiak-
ban Przybylo és Wozniak két korlatjanak bizonyitdsaval ismerkediink meg, majd pedig
egy olyan eredményt vizsgadlunk meg, amely az dltalunk vizsgat két sejtés listasulyozasi

valtozataival kapcsolatos.

3.1 Csucs-szinezo (V%G)J + 1>—teljes—sﬁlyozés

El8szOr nézziik a kromatikus szammal kapcsolatos eredményt. Ahogyan az élsdlyo-
zéasok esetében is, ugy a teljes-silyozdsoknadl is természetesen adddik az efféle korlatok
vizsgélata. A tovabbiakban feltessziik, hogy minden graf 6sszefiiggd, kiilonben kompo-
nensenként érvelhetiink. Jelolje c(v) a v cstics 6sszsulyat. Meglep8en kénnyen bizonyit-
hatjuk az alabbi 4llitast:

3.1.1 Allitas. Minden G pdros grdfra x,(G) < 2.

Bizonyitds. Rendeljiik a graf éleihezaz 1, 2 stlyokat tetszéleges médon. Ezutan valasszuk
meg a csucsok sulyat tgy, hogy az egyik szinosztalyban minden cstics sszstlya paros, a

masik szinosztalyban pedig paratlan legyen. O
Hasonlé gondolatmenettel kapjuk az aldbbi, 4ltaldnosabb megfigyelésiinket is:

3.1.2 Allitas. Legyen adott a G grdf és minden v € V (G) csticsra egy t, szin. Ekkor G-nek
létezik olyan 2-teljes-suilyozdsa, hogy c(v) = t, (mod 2) mindenv € V (G)-re.

A kovetkez8kben egy még édltaldnosabb allitast fogunk igazolni, amelynek segitségé-

vel feliilrél tudjuk majd becsiilni x,(G)-t a G graf kromatikus szdmaval.
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3.1.3 Lemma. Legyen adott egy C kor, mindenv € V (C) csucsra egy t,, szin, ésp > 3 egész.
Ekkor C-nek létezik olyan ( [gJ + 1)—teb’es—szﬂyozdsa, hogy c(v) = t, (mod p) mindenv €
V(C)-re.

Bizonyitds. Legyenek C csucsai sorban vy, v,, ..., v,, ahol n = |C|. Feltehetjiik, hogy
minden i-re t, € [3, p+2].Legyen V(C) = SUL, ahol v, € S, ha t,, € [3, [gJ + 2],
valamintv; € L, hat, € [[gJ + 3, p +2].Jeldlie at, szints;, hav, € S, illetve I,
hav, € L, éslegyenh = [gJ + 1. A tovabbiakban csak az 1, 2, ..., h sdlyokat fogjuk
hasznélni.

ElSszor is figyeljiik meg, hogy ha |L| paros, akkor kénnyedén megkaphatjuk a ki-
vant sulyozdst. Ehhez elég csak az 1, h sulyokat haszndlni az éleken. Kezdetnek legyen
w(v,v,) = 1, és ezutdn sorban rendeljitkk hozza az 1, h sdlyokat az élekhez oly médon,
hogy a v;-re illeszkedd két él silya azonos legyen, hav; € S, illetve kiilonb6z8, hav; € L.
fgy a jelenlegi 8sszsulyok értéke mod p az S-beli csticsok esetén 1 vagy 2 (p paritésé-
tél fiiggden), illetve [gJ + 2 az L-beli csticsokra. Innen mar kénnyedén befejezhetd a
stlyozds a csticsok sulyainak megvalasztasaval.

Legyen |L| paratlan, és legyen v, € L egy olyan cstcs, melynek szomszédai, v, és v,
S-beliek. Has; — 2 + s3 — 2 > I, — h, akkor létezik s| € [1, s; — 2] és sy € [1, s3 — 2]
ugy, hogy s} + s3 = I, — h. Legyen w(v,v,) = s}, w(v,) = hés w(v,v3) = sj, igy
elérve, hogy c(v,) = I, legyen. Ezutén folytassuk a sulyozast a w(v,v,) = w(v;v,) = 1
valasztéssal. Ez megtehetd, hiszen v,v, = v;v,, amennyiben C = C;. Mivel paros szdmu
stlyozatlan csics maradt L-ben, ezért az elébbiekben leirt médszert kovetve a kivant
sulyozdshoz jutunk. Hap + s; — 2h + p + s3 — 2h < I, — 1, akkor létezik s] € [p +
s; —2h, h]éssy € [p + s;3 — 2h, h] ugy, hogy s| + s5 = I, — 1. A fentiekhez hasonléan
legyen w(v,v,) = s}, w(v,) = 1és w(v,v3) = sj, amibdl kapjuk, hogy c(v,) = I,.
Ezutédn legyen w(v,v,) = w(vsv,) = h, és kovessiik a fentebb emlitett mddszert, hogy
eljussunk a kivant sulyozashoz.

Végezetiil, legyen tovdbbra is |L| paratlan, és legyen v, és v, két egymast kovetd cstics
L-ben, melyekre I, < I5.Ekkorh + 1, — I, I, —h—1 € {1, 2, ..., h}, ezért elegendd a
stulyokat gy megvalasztani, hogy w(v,v,) = 1,w(v,) = h+1l,—1;,w(v,v5) = I3—h—1,
w(vy) = 1ésw(vyv,) = h,illetve ezéltal c(v,) = I, és c(vy) = I; legyen. Ezittal
paratlan szamu sulyozatlan cstics marad L-ben, azonban a v,v, és v;v, élek silyainak

koszonhet8en ismét be tudjuk fejezni a stlyozast a fentebb emlitett mddszerrel. O

3.1.4 Lemma. Legyen adott eqy G grdf, egy u € V(G) kijelolt csiics, mindenv € V(C)
csticsra egy t, szin, és p > 3 egész. Ekkor G-nek létezik olyan (EJ + 1)—teljes—sﬁlyozdsa, hogy
c(v) = t, (mod p) mindenv € V(G) \ {u}-ra.

Bizonyitds. Kezdetben minden cstcs és él sulyalegyen 1. Ha létezik olyanv € V (G) \ {u}
csucs, melynek szine mod p nem megfeleld, akkor valasszunk egy v-bél u-ba mend utat.

A v csucs és az uton ré illeszked§ €l sulyat alkalmasan megvalasztva elérhetjiik, hogy
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c(v) = t, (mod p) teljesiiljon. Ezutan haladjunk végig az Giton, minden 1épésben egy
csucs és a rakovetkez6 él sulyat médositva tigy, hogy végiil az it minden u-tél kiilonb6z6
csucsanak megfeleld legyen a szine mod p. Figyeljikk meg, hogy ekdzben az ithoz nem
tartozé csticsok dsszsulya nem valtozik. igy eggyel csokkentettiik a V (G) \ {u}-beli hib4s
csucsok szamat, tehat az eljarast ismételve a kivant sulyozashoz jutunk. O

3.1.5 Tétel (Przybylo és Wozniak [10]). Legyen adott eqy G 0sszefiiggd, nem fa grdf, minden
v € V(G) csticsra egy t, szin, ésp > 3 egész. Ekkor G-nek létezik olyan ( [EJ + 1>-teljes—
sulyozdsa, hogy c(v) = t, (mod p) mindenv € V(G)-re.

Bizonyitds. Mivel G nem fa, ezért tartalmaz egy C kort. Legyen u ennek egy tetszéleges
csucsa. Az el6z8 lemma alapjan tudunk taldlni olyan sulyozast, amelyben minden v €
V(G) \ {u} csucs 6sszstlya megfelel8. Véltoztassuk meg C minden élének és csticsanak
a sulyat O-ra, és jelolje az igy kapott silyozdsban av € V(C) cstcs Gsszsilyat s,,. Innen
a3.1.3 lemmat a t, — s, szinekre alkalmazva adédik a kivant stlyozas. O

3.1.6 Kévetkezmény. Minden G grdfra x,(G) < l%G)J +1.

Ebbdl azt is megkaptuk, hogy 3-szinezhetd grafokra igaz az 1-2-sejtés.

3.2 Cstucs-szinez6 11-teljes-sulyozas
Addario-Berry, Dalal, és Reed [1] cikkiikben az aldbbi tételt bizonyitottak:

3.2.1 Tétel. Legyen G = (V, E) egy pdros grdf, ahol V.= X U Y. Mindenv € X-re legyen
S = [@J és legyen af = a; + 1. Minden v € Y-ra legyen a, és a} olyan, hogy a, <
[@J < afésal < min(d(v);a;

részgrdfja, melyre dy; (v) € {a,, at} mindenv € V-re.

a

+1, 2a; + 1). Ekkor létezik G-nek egy olyan H feszitd

Ezt az eredményt és a cikkben leirt konstrukciét hasznalva belatjuk a kovetkezd té-
telt:

3.2.2 Tétel (Przybylo és Wozniak [10]). Minden G grdfra x;(G) < 11.

Bizonyitds. Legyen G egy Osszefligg8 graf. A csucsok egy tetsz8leges sorrendjére legyen
F(v;) = {v;1v;, € N(v;) ésj > i} és B(v;) = {v;lv; € N(v;) ésj < i}. Nevezziik
ezeket rendre a v; cstcs elre- illetve hatra-szomszédainak. Valasszunk egy olyan sor-
rendet, amelyre k = max{j : |F(v;)| > |B(v;)|, i < j} maximalis. Legyen V; az elsé k
csucs halmaza, a T ideiglenes halmaz pedig élljon a tobbi csucsbél. Figyeljiik meg, hogy
k értéke nem csokken, akdrhogyan is valtoztatjuk meg a T csticsainak sorrendjét. Ezen
felil minden v € T cstcsra dp(v) < dy (0), kiilonben v-t a (k + 1)-edik helyre rakva

jobb sorrendet kapnank.
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Ezutdn alkalmazzuk a fenti eljarast a G[T] grafra is, egy V, C T halmazhozésa T
csucsainak egy Uj sorrendjéhez jutva. Hagyjuk el V,, cstcsait T-bdl, és ismételjitk meg az
eljarast mégkétszer,a V; és V, halmazokat kapva. Legyen Vs = V(G) \ (V,;UV,UV,U
V,). Figyeljiik meg, hogy mindenv € V;, i = 1, 2, 3, 4 csticsnak szigortian kevesebb
hétra-szomszédja van, mint el6re-szomszédja. A korabbi megfigyelésiink alapjan, min-
denv € V; cstcsra dvz(v) + dv3(7)) + dV4(v) + dv5(7)) = dvzuv3uv4uv5(7]) < dVl(v).
Hasonléan kapjuk, hogy dy,(0) +dy, (v) +dy (v) <dy, (v),dy, (V) +dy_(v) < dy, (0)
valamint dy_ (v) < dy,(v),ésigy 8dy_(v) < dy, (v) minden v € Vs-re.

Tekintsiik a V5 és V; kozotti éleket. Mivel minden v € V5 csticsbél legalabb 84y, (v)
él megy V;-be, ezért ki tudunk vélasztani ezekbdl egy olyan részgrafot, amelyben min-
den v € V5 csticsbél pontosan 8dy,_(v) él megy V;-be. Jeldlje B az igy kapott paros
grafot.

Legyen minden e € E(G)-re w(e) = 2. Ezutan valasszuk meg a cstcsok sulyat tgy,
hogy minden v € V(G)-re 3 < w(v) < 10, valamint a cstcsok Gsszstlya mod 8 az
alabbiaknak megfeleld legyen:

Vil Vo | V5| Vy Vs
1 3 5 7 10,2, 4vagy6

Ezt a stlyozast fogjuk mddositani Ggy, hogy a szomszédos cstcsok Gsszsilyai kiilon-
bozbek legyenek, de tovabbra is a kijelolt maradékosztalyokba essenek.

Vegyiik sorraa V; UV, U V5 U V, cstcsait a korabban régzitett sorrend szerint. Egy
v € V, cstucsra noveljitk meg 8-cal néhany el6re-élének sulyat, hogy a v 6sszsulya kiilon-
b6zzon a V -beli hatra-szomszédainak osszsulyatdl. Ez mindig megoldhatd, hiszen v-nek
legaldbb eggyel tobb eldre-szomszédja van (nem sziikségképpen V;-ben), mint hatra-
szomszédja a V; halmazban.

Miutdn sorra vettitka V, UV,UV;UV, csicsait, mindene € E(G) élreésv € V(G)
csucsra w(e) € {2, 10} illetve 3 < w(v) < 10, tovabbd a csticsok sszsulyai a kijeldlt
maradékosztalyokba tartoznak. Ezen feltil minden V; U V, U V5 U V,-beli két szom-
szédos csucsnak eltérd az Gsszsilya. A végsd 1épésben a B éleinek silyat mddositjuk ugy,
hogy a V-beli szomszédos csucsok Gsszsulya kiilonbozé legyen. El8szor a 3.2.1 tételt az
X =V, NV(B)éY = Vs N V(B) vilasztassal alkalmazva meghatdrozzuk B egy H
részgrafjat. Ezutdn minden e € E(B) él stulyat megnoveljiik 1-gyel, hae € E(H), kiilon-
ben csokkentjiik 1-gyel. Ez lehetséges, hiszen w(e) € {2, 10}. Végiil 4gy mddositjuk a

V; csuicsainak sulyat, hogy az 6sszstlyuk az el6z8 1épéshez képest valtozatlan maradjon.
dp(v)
2
meg ezeket a kdvetkez6 médon. Haladjunk végig az Y cstcsain tetsz8leges sorrendben.
dg(v) dp(v)
z 72

Legyen minden v € X-rea, = l J ésat = a; + 1,Y csucsaira pedig valasszuk

Minden v € Y-ralegyena, € [ ] (az intervallum végpontjai egészek, hiszen

dg(v)
4

v minden mér feldolgozott u € V5 szomszédjara, minden a, € {a;, a}}-ra és minden

dg(v) oszthaté 8-cal), és legyen al = a; + + 1. Itt olyan értéket valasszunk, hogy
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a, € {a;, af}yrac) +a, — (dg(v) —a,) # c(u) +a, — (dg(u) —a,),ahol c(v) av
csucs dsszsulya (c(v) + a,, — (dg(v) — a,,) pedig a v 6sszstlya az eljards végén). Ez meg-
valdsithatd, mivel v minden kordbban feldolgozott szomszédja legfeljebb két lehetséges
értéket zdrhat ki a; szdmadra, és Ssszesen 2dy,_(v) + 1 valasztdsunk van.

Ezen fokszamok kielégitik a 3.2.1 tétel feltételeit. Ez konnyedén latszik az X halmaz

vl . / . /7 . /7 . d Ve
csucsainak esetében. Szintén vilagos, hogy minden v € Y-raa; < l#J < a}, tehat

csak azt kell megmutatni, hogy minden v € Y-raa} < min <m +1, 2a; + 1).

: - dg(v) 7 + _ — , dg(®) _ dg(v) ay, az dg(v) a, e
Mivel a; < - ,ez:airtav—av+ 2 +1d— — t>5t5+1< 55—+ 5 +1.Mas-
részrl, mivel a, > -2 iv), ezértal = a; + Biv) +1 = 2a; + 1. Tehéat B-nek 1étezik olyan

H részgrafja, hogy a B graf élein elvégezve a korabban emlitett médositasokat a Vs-beli
szomszédos cstcsok Osszsulya kiilonbozd lesz. Vegylik észre, hogy ezek a valtozasok mé-
dosithatjdk a V;-beli csticsok Gsszsulyat, 1-gyel vagy 2-vel névelve, vagy 1-gyel csok-
kentve azt (dg (v) paritdsatdl és a; vagy a vélasztasatdl fiiggen). Ez azonban kénnye-
dén ellensulyozhaté w(v) ennek megfelelen torténd novelésével vagy csokkentésével,
hiszen minden v € V;-re 3 < w(v) < 10.

Vegylik észre, hogy Vs csticsainak sszsulya mod 8 a korabban el8irtaknak megfe-
lel8, azaz paros marad, tovdbbd minden v € V(G)-re ése € E(G)-re w(v), w(e) €

{1, ..., 11}, tehét egy csucs-szinez6 11-teljes-salyozast kaptunk. O

3.3 Minden graf (2, 3)-valaszthat6

A kovetkez8kben egy teljes-stlyozdsokra vonatkozé eredménnyel ismerkediink meg,
amely a 6-élstlyozasi tétel bizonyitasdhoz felhaszndlt 2.1.2 lemma egy listasulyozasi val-
tozata, amely Wong és Zhu [12] cikkében jelent meg.

Legyen egy G grafray : V(G) U E(G) — {1, 2,...}. Azt mondjuk, hogy L egy y-lista
hozzarendelés, ha minden z € V(G) U E(G)-re L(z) valds szamoknak egy 1 (z) elemt
listdja. Azt mondjuk, hogy a G graf i-valaszthatd, ha tetszéleges i-lista hozzdrendelésre
G-nek létezik olyan ¢ cstcs-szinezd teljes-stulyozdsa, melyre ¢(z) € L(z) mindenz €
V(G) U E(G) esetén. Amennyiben minden v € V(G)-re ¢y(v) = k és mindene €
E(G)-re y(e) = I, ugy a G grafot (k, I)-valaszthaténak nevezziik.

Az 1-2-3-illetve 1-2-sejtés erGsitéseként felmeriilt az a feltételezés, miszerint minden
graf (1, 3)-, valamint (2, 2)-vélaszthaté. Wong és Zhu cikke elétt azonban nem volt
ismert olyan k és [ konstans, melyekre minden graf (k, I)-valaszthaté lenne. Az viszont
tovabbra is nyitott kérdés, hogy 1étezik-e olyan k illetve I konstans, melyekre minden
graf (1, I)-illetve (k, 2)-valaszthatd.

Az alabbiakban azt fogjuk belatni, hogy minden graf (2, 3)-valaszthaté. A bizonyités-
hoz algebrai eszkozoket fogunk haszndlni, valamint az Alon-féle kombinatorikus null-
helytételt.

Rendeljiink minden z € V U E-hez egy x, valtozét, és legyen D egy tetszSleges

15



iranyitdsa G-nek. Tekintsiik az alabbi polinomot:

Pc({x,:z€ VUE}) = 1_[ (( Z xe+xu>—( Z xe+xv)) (3.1)
e=uveE(D) e€E(u) e€E(v)

Legyen x, értéke ¢(z), és tekintsiink erre z stlyaként. Jellje a fenti polinom értékét
azx, = ¢(z) behelyettesitésnél P (¢). fgy ¢ a G graf egy helyes teljes-stilyozésa pon-
tosan akkor, ha P (¢p) # 0.

A G egy indexfiiggvénye egy olyan 77 leképezés, amely a graf minden z éléhez és csu-
csahoz egy 17(z) nemnegativ egész szamot rendel. Egy 7 indexfiiggvény érvényes, ha

Y. n(z) = |E|. Vegyiik észre, hogy |E| épp a P polinom foka. Egy # érvényes index-
zeVUE
17(2)

fiiggvényre legyen c,a ZE];[UE x; monom egyiitthatéja P kifejtésében. A kombinato-
rikus nullhelytétel ismeretében tudjuk, hogy ha ¢, # 0, és L(z) mindenz € V U E-re
valds szamok egy #7(z) + 1 elemdi listaja, akkor 1étezik egy olyan ¢ hozzarendelés, hogy
minden z-re ¢(z) € L(z) és P;(¢) # 0.

Egy 1 indexfiiggvény nem-szinguldris, ha létezik egy olyan 7' < y(azazy'(z) < 5(z)
minden z-re) érvényes indexfiiggvény, melyre c,, # 0. A kovetkezd tétel a problémaksr
f6 eredménye:

3.3.1 Tétel. Minden G = (V, E) grdfnak létezik olyan nem-szinguldris 1 indexfiiggvénye,
melyre n(v) < 1Vv € Vésny(e) <2Ve € E.

A fentiek alapjan ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy minden graf (2,3)-valaszthatd.
frjuk fel a P polinomot az al4bbi alakban:

Pc({x,:z€ VUE}) = n Z Agle, zlx, (3.2)

ecE(D) zeVUE

Kdnnyen ellendrizhetd, hogy ekkore = (u,v) € Eész € V U E esetén

1 haz=u,vagyz # eegy u-railleszkedd él
Acle, z1 = {—1 haz = v,vagy z # e egy v-re illeszkedd él (3.3)
0  kiilonben

Itt A egy matrix, amelynek sorait G éleivel, az oszlopait pedig G csucsaival és éleivel
indexeljiik. Legyen z € V U E esetén A;(z) az A matrix z altal indexelt oszlopa. A G
graf egy 17 indexfliggvényére legyen A (1) az a matrix, amely minden A (z) oszlopbdl
11(z) darabot tartalmaz. Tudjuk, hogy egy 17 érvényes indexfliggvényre ¢, # 0 akkor és
csak akkor, ha per(As (7)) # 0, ahol per(A) az A négyzetes matrix permanensét jeloli.
Ez azt jelenti, hogy 7 pontosan akkor nem-szingularis, ha per(A; (7)) # 0.

Egy mx m-es A matrixraper(A) = ) Ali, c(i)],aholS,, azm-edrendi szimmet-
oes,,
rikus csoport. A definicidébdl kovetkezik, hogy egy matrix permanense multi-linedris az
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oszlopvektorain és a sorvektorain is. Ha C az A matrix egy oszlopa, amely C = aC’+ BC"
alakban 4l el6, tovabba az A" és A" matrixok a C oszlop C'-re illetve C"-re cserélésével
addédnak A-bdl, akkor per(A) = aper(A’) + Bper(A").

Tegylik fel, hogy A egy négyzetes matrix, amelynek oszlopai az A oszlopainak line-
aris kombindcidi. Legyen 11, (z) az az indexfliggvény, amely mindenz € V U E-hez A
azon oszlopainak szdmat rendeli, amelyek el8éllitdsaban A (z) nem-nulla egyiitthaté-
val szerepel. Vegyiik észre, hogy A oszlopvektorai nem linedrisan fiiggetlenek. Mivel A
oszlopai tobbféleképpen is felirhatéak A oszlopainak linearis kombindacidjaként, ezért
az A matrix nem hatédrozza meg egyértelmten a 7, indexfiiggvényt. A tovabbiakban
azonban minden esetben, amikor ezt a jel6lést hasznaljuk, az A matrix oszlopainak egy
adott el6allitdsara utalunk, amely a szévegkdrnyezetbdl nyilvanvald.

A fenti tétel bizonyitdsdhoz elég egy olyan A négyzetes matrixot taldlni, amelynek
az oszlopai oly médon allnak eld, hogy minden v csticsra 17, (v) < 1 és minden e élre
nale) < 2.

Most mar készen allunk a tétel bizonyitdsara, és rogton egy kicsivel erésebb 4llitast

fogunk igazolni.

3.3.2 Tétel (Wong és Zhu [12]). Legyen G = (V, E) egy Osszefiiggd grdf és F eqy feszitdfdja.
Ekkor létezik egy olyan A mdtrix, amelynek az oszlopai A oszlopainak olyan linedris kombind-
cidi, hogy per(A) # 0,17, (v) < 1mindenv € V-re,7,(e) = O mindene € E(F)-re és
N4 < 2mindene € E \ E(F)-re.

Bizonyitds. Figyeljiik meg, hogy ez a tétel ekvivalens azzal az allitassal, hogy G-nek léte-

zik olyan 5 érvényes indexfliggvénye, amelyre
* per(Ag(m) #0
* 7(v) < 1 mindenv € V-re
* (e) < 2mindene € E-re

* 17(e) = 0 mindene € E(F)-re

Tegytik fel, hogy a tétel nemigaz, és legyen G egy minimdlis ellenpélda. Vilagos, hogy
G 0Osszefliggé és |V| < 3.

Legyen u egy olyan cstcsa a G grafnak, amely levél F-ben. Legyen tovabbd N (u) =
{uy, uy, ..., w} valamint e; = uu,, 1 < i < k. Hagyjuk el az u cstcsot G-bdl, és je-
16ljiik az igy kapott grafot G'-vel. A feltevésiink miatt G'-nek létezik olyan 71’ érvényes
indexfliggvénye, melyre per(Aq (') # 0,7 (v) < 1 mindenv € V(G')-re, i1'(e) < 2
minden e € E(G')-re és 7(e) = 0 mindene € E(F — u)-ra.

Legyen |[E(G)| = m és [E(G')| = m' = m — k. Tekintstink #'-re G indexfliggvé-
nyeként, z € (V(G) U E(G)) \ (V(G") U E(G") esetén 1’ (z) = 0 valasztassal. Ek-
kor A (1") egy m x m' méretli matrix A; oszlopaibdl. Legyen 17 = 1’ azzal a kiilonb-
séggel, hogy n(u) = k.Igy Ac(n7) egy m x m-es métrix, amely A (17')-b8l az A (u)
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oszlop k masolatdnak hozzavételével adddik. Ezen Uj oszlopoknak k sora (amelyek az
u-ra illeszkedd élekkel indexeltek) csupa 1-esbdl 4ll, a tobbi elemiik pedig mind 0. Ez4l-
tal per(Ag (1)) = per(Ag (7'))k!, ésigy per(As (1)) # 0.

Legyen My = Ag(),ésmindenl < i < k —1reM; = M, ,han'(u;) = 0.
Amennyiben 77’ (u;) = 1, akkor M; legyen az a matrix, amelyet az M,_;-bdl az A (1;)

oszlop A (e;)-re cserélésével kapunk.
3.3.3 Allitas. Minden1 < i < k esetén per(M,) = per(M,_,).

Bizonyitds. Amennyiben #'(u;) = 0, ugy M; = M,_;, és nincs mit bizonyitanunk. Ezért
tegytik fel, hogy 1’ (u;) = 1.Legyen M} azamatrix, amelyetazM,_;-b8laz A (u;) oszlop
Ag (u)-ra cserélésével kapunk. Ebben a matrixban az A (1) oszlop k + 1-szer szerepel.
Ezen oszlopok k sora csupa 1-es, minden mads elemiik 0. Ezaltal per(M;) = 0. Mivel
Agle) = Ag(uy) + Ag(u), ezért per(M;) = per(M;_;) + per(M;) = per(M;_;). O

Figyeljik meg, hogy M, _; = A;(7) a G graf minden olyan 7 indexfiiggvényére,

amelyre
e T(u;) =0, T(u) = kés 7(v) < 1minden masv € V(G) cstcsra

« 7(¢;) < 1minden1 < i < k — 1-re, 7(¢) = Omindene € F-re és t(e) < 2

minden més e € E(G) élre

Cseréljiik ki az A (u) oszlop k — 1 masolatat az A (e;) — A (u;) oszlopokra, ahol
1 < i < k — 1. Jeldlje az igy kapott matrixot A. Ez a matrix megegyezik A (T)-val,
hiszen minden 1 < i < k — 1-re Ag(u) = Ag(e;) — Ag(y;). Ebben az 4j formaban
azonban 77, (v) < 1 mindenv € V(G)-re, 17, (e) < 2mindene € E(G)-reésn,(e) =0
minden e € E(F)-re. Mivel per(A) = per(Ag(7)) = per(As(n)) # 0, ezért a tételt
belattuk. O

3.3.4 K6vetkezmény. Minden grdf (2, 3)-vdlaszthatd.

Ennél egy kicsivel tobb is igaz. Legyen G egy Osszefiiggd graf, F pedig egy feszit6féja.
Legyen tovabba minden v € V(G)-re ¢(v) = 2, mindene € E(F)-re ip(e) = 1és
mindene € E(G) \ E(F)-re {(e) = 3. Ekkor a G graf y-vélaszthato.
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4. Pontos eredmények specialis grafokra

Habdr egyik altalunk vizsgalt sejtést sem sikeriilt még bizonyitani, bizonyos grafosz-
talyokra mar belattdk, hogy létezik cstics-szinezd 3-élsulyozdsuk, illetve 2-teljes stlyo-

zésuk. A tovabbiakban ezeket fogjuk megvizsgalni.

4.1 Csucs-szinezo x (G)-élsulyozas

Az elsé ilyen tipust eredmény az 1-2-3-sejtést el8szor felvetd cikkbdl [8] szarmazik.
Ez azt mondja ki, hogy egy k-szinezhetd graf élei megsilyozhatdak egy k-adrendt Abel-
csoport elemeivel cstcs-szinezd médon, amennyiben k paratlan. Ebbé8l rogton kovetke-
zik, hogy minden 3-szinezhetd grafra igaz az 1-2-3-sejtés. Az alabbi két tétel ezen ered-

mény mddositdsa, melyet Lu, Yu, és Zhang [9] cikkében olvashatunk.

4.1.1 Tétel. Legyen G egy Gsszefiiggé nem-pdros graf ésT' = {g1, §», ---, i} eqy véges Abel-
csoport, aholk = |T'|. Legyen tovdbbd s egy k-szinezése a G csticsainak az {U;, Uy, ..., U} szin-
osztdlyokkal, ahol U;| = n;, 1 < i < k.Halétezikolyanh € T, melyren,g; +---+n, g, = 2h,
akkor létezik olyan élsulyozds I elemeivel, melyre az indukdlt cstics-szinezés s.

Bizonyitds. Legyen s egy k-szinezés a g1, ¢, ..., Qi szinekkel és az {U,, U,, ..., Uy}
szinosztalyokkal, melyre n,g, + --- + m, g, = 2h.

Tegylink egy élre h stlyt, a tobbire pedig 0-t, igy a csticsszinek 6sszege 2h. A kovetke-
z8kben ezt az élsilyozast fogjuk mddositani Ggy, hogy kézben ez az 6sszeg ne valtozzon,
amig minden U;-beli cstics szine g; nem lesz, 1 < i < k-ra. Tegyiik fel, hogy létezik egy
u € U, cstcs, amelynek a ¢ # g; szine nem megfeleld. Mivel n,g; + --- + n,g = 2h,
ezért sziikségképpen létezik egy u-tdl kiilonb6z6 v cstics, amelynek szintén rossz a szine.
Viélasszunk egy paros hosszu sétat u-bdl v-be. Ez mindig megtehetd, mivel G nem-paros
és k > 3. Adjuk hozzd a séta éleihez felvéltva a g; — g illetve a g — g, értéket. Ez az el-
jards megtartja a cstcsszinek sszegét, valamint minden cstics szinét u és v kivételével,
tovabba eggyel noveli a megfeleld szini csicsok szamat. Ennek ismételt alkalmazasaval
megkaphatjuk a kivant stlyozast. O

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti tételben s tetszbleges szinezés lehet, nem csak

egy helyes szinezése a csticsoknak.
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4.1.2 Tétel. Legyen G eqy rendes, dsszefiiggd pdros grdf és Z, = {0, 1}. Legyen tovdbbd s egy
2-szinezése a G csucsainak az {U,,, U, } szinosztdlyokkal, ahol |U;| = n;, i = 0, 1. Ha n, pdros,

akkor létezik olyan élsulyozds Z, elemeivel, melyre az indukdlt csiics-szinezés s.

Bizonyitds. Kovessiik az el6z8 bizonyitds gondolatmenetét, és tegylink egy élre h = 1
sulyt. Ha létezik egy u € U, cstcs, amelynek nem megfeleld a szine, akkor n; paros-
saga miatt szlikségképpen 1étezik egy u-tdl kiilonbozd v cstics, amelynek szintén rossz
a szine. Mivel G 6sszefliggd, ezért 1étezik Ut u-bdl v-be. Adjunk hozza az it minden élé-
hez 1-et. Ez az eljaras megtartja a csticsszinek Gsszegét, valamint minden cstics szinét u
és v kivételével, tovabba eggyel noveli a megfeleld szinli csticsok szamat. Ennek ismételt
alkalmazasaval megkaphatjuk a kivant silyozast. O

Ezzel belattuk, hogy 3-szinezhetd grafnak van csics-szinezd 3-élsulyozdsa. Felme-
ril a kérdés, hogy hasonlé allitds igaz-e paros grafokra. A valasz sajnos nem, ugyanis
kénnyen ellendrizhetd, hogy példaul a C, vagy C;, grafoknak nincs ilyen stlyozasuk. A

masodik tétel alapjan viszont az alabbi allitast fogalmazhatjuk meg:

4.1.3 Allitas. Legyen G = (U, V; E) eqy rendes, Gsszefiiggd pdros grdf. Ha |A| vagy |B| pdros,

akkor G-nek létezik csuics-szinezg 2-élsulyozdsa.

4.2 Teljes grafokra x,(G) = 2
Most megmutatjuk, hogy teljes grafoknak 1étezik csucs-szinez6 2-teljes-sulyozasa.
4.2.1 Allitas. Minden G teljes grdfra x,(G) = 2.

Bizonyitds. Teljes indukcidét hasznalva megadjuk K, egy olyan teljes-sulyozasat az 1, 2
szdmokkal, melyben a cstcsok 6sszsilya n egymast kovetd egész n-t6l 2n — 1-ig vagy
n + 1-t8l 2n-ig. n = 2 esetén ez trividlis.

Legyen n > 3, és tegyiik fel, hogy K,,_;-re mér taldltunk egy ilyen silyozast. Adjunk
hozz4 a grathoz egy Uj v csticsot, minden mds csticcsal Gsszekdtve. Figyeljikk meg, hogy
aK,_, csucsainak 6sszsulyai egymast kovetd egészek az [n — 1, 2n — 2] intervallumban.
Amennyiben a legnagyobb koziilitk 2nn—3, Ggy legyen a v cstics és minden ré illeszked§ él
stlya 2. Ezzel a K,, cstcsainak 6sszsilya n kiilonbozé egészaz [n+1, 2n] intervallumbdl.
Hasonldéan, haaK,,_; legnagyobb 6sszsulya 2n—2, akkor a v cstics és minden ré illeszkedd
él sulyét 1-nek vélasztva szintén megfeleld sulyozast kapunk. O

4.3 4-regularis grafokra x,(G) =2

A koradbbi eredményeink segitségével 4-regularis grafokra is be tudjuk bizonyitani az
1-2-sejtést.
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4.3.1 Tétel. Minden G 4-reguldris grdfra x,(G) = 2

Bizonyitds. Legyen G egy Osszefiiggd, 4-reguldris graf. Amennyiben G = K5 vagy x (G) <
3, ugy az el8z8 tétel, illetve a 3.1.6 kdvetkezmény alapjén készen vagyunk. Igy Brooks té-
tele miatt feltehetjiik, hogy x (G) = 4. Valasszuk megugyaz A, B, C, D szinosztélyokat,
hogy A alehetd legnagyobb legyen, ezen beliil Bis alehet8 legnagyobb legyen, ezen beliil
Cisalehetd legnagyobb legyen, végiil ezen beliil D is a lehetd legnagyobb legyen. Ennek
kovetkeztében minden BUCU D-beli csticsnak van legalabb egy szomszédja A-ban, min-
den C U D-beli cstcsnak van legaldbb egy szomszédja B-ben, és minden D-beli csticsnak
van legaldbb egy szomszédja C-ben. Legyen D = D; U D,, ahol v € D;, ha v-nek pon-
tosan i szomszédja van A-ban. Jel6lje tovabbd X, Y € V(G) esetén E(X,Y) az X és Y
kozott hizddé éleket. Definidljunk egy w stlyozdst a kdvetkezd médon.

Legyenaz E(A, BUCUD)-beli élek silya2,az E(D, BUC)-belieké 1,az AU D,-beli
cstcsoké 2, a D, -belieké pedig 1. Igy a G[B U C] részgraf stllyozatlan marad, migv €
Aesetén c(v) = 10,v € D, esetén c(v) = 6 ésv € D, esetén c(v) = 8. Minden
xy € E(B, C) élre, ahol y € C, tegyiink 2 salyt, ha az y csticsnak van szomszédja
D, -ben, kiilénben pedig 1-et. Ezutan vélasszuk meg minden B-beli cstics sdlyat ugy, hogy
az Gsszsulyuk paratlan legyen. Mivel mindegyikre illeszkedik legaldbb egy E(B, A)-beli
é12 sullyal, ezért c(u) € {7, 9} minden u € B-re. Ezzel az A U B U D-beli szomszédos
csucsok mar eltérd Gsszsulyudak.

Figyeljiik meg, hogy egy tetsz8leges v € C csicsra legaldbb egy (E(C, A)-beli) él
illeszkedik 2 élsallyal, és legaldbb egy, amelynek a stlya 1. Tekintsiik a v-re illeszkedd
négy élt. Ha koziilik hdromnak 1 a silya, azaz N (v) "D, = @, akkor legyenw(v) = 1, és
igy c(v) = 6. Amennyiben legal4bb kettének 2 a stilya, és N (v) N D, = @, dgy vélasszuk
meg w(v)-t oly médon, hogy c(v) = 8 teljesiiljon. Végiil, ha legalabb kettének 2 a sulya,
és létezik egy y € N (v) N D, cstcs, akkor a konstrukcié miatt w(y) = 2, w(yv) = 14és
v-nek pontosan egy szomszédja van B-ben, az x csucs. S6t, pontosan két v-re illeszkedd
élsulya 1. Hac(x) = 9, akkor legyen w(v) = 1, és igy c(v) = 7.Kiilénben, hac(x) = 7,
akkor legyen w(y) = 1, w(yv) = 2 és w(v) = 2.1gy y &sszsulya valtozatlan marad, mig
c(v) =09.

Minden C-beli csticsot a fentieknek megfelelGen stilyozva cstics-szinezd silyozast ka-
punk. O

4.4 Majdnem minden grafra x,(G) = 2

Tekintsiik az aldbbi tételt, melyet megtaldlunk Addario-Berry, Dalal, és Reed [1] cik-
kében:

4.4.1 Tétel. Legyen adott eqy G = (V, E) grdf, ésmindenv € V csiicsraa;, a} egészek,

melyekre a; < [@J < a} <d(v)ésal < min <d(v)2+a5’ 2a; + 3).Ekkor létezik G-nek

egy olyan H feszitd részgrdfja, melyre dy; (v) € {a;, a; + 1, a}, a} + 1} mindenv € V-re.
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Ennek segitségével a kovetkez§ tételhez jutunk, amely azt mondja ki, hogy a legtobb
grafnak létezik csucs-szinezd 2-élsulyozésa.

4.4.2 Tétel (Addario-Berry, Dalal, és Reed [1]). Legyen G egy véletlen grdf G, , eloszldssal,
aholp € (0, 1) konstans. Ekkor G-nek aszimptotikusan majdnem biztosan létezik cstics-szinezd
2-élsiilyozdsa. Valdjdban G-nek létezik olyan cstics-szinezd 2-élsiilyozdsa, hogy két szomszédos

cstics Gsszsulya kiilonbozé mod 2x (G).

Bizonyitds. Legyen G egy véletlen graf G, ,, eloszldssal, és legyen ¢ > 0 adott. Grafelmé-
letbdl tudjuk, hogy

« aszimptotikusan majdnem biztosan mvind(v) > (p—ée)n

log ()

» aszimptotikusan majdnem biztosan x (G) < 7= logn

Ezekbdl kévetkezik, hogy aszimptotikusan majdnem biztosan 2) (G) < min @. Ezt az
egyenl&tlenséget feltéve elkészitjikk G egy cstcs-szinez 2-élsulyozasat.

Legyen {Vy, ..., V, )} egy stabil halmazokbdl 4ll6 particidja V (G)-nek. Minden
v € V;relegyena, € H@, @J] ésa} € H@, 2@” olyan, hogy a; + d-(v) =
at + ds(v) = 2i mod 2x(G). llyen vélasztés lehetséges, hiszen mindkét intervallum
legaldbb 2y (G) egymast kovetd egészt tartalmaz. Ezenkiviil a; és af valasztasa kielégi-
ti a 4.4.1 tétel feltételeit, azaz 1étezik olyan H feszitd részgraf, hogy minden v € V-re
dy(v) € {a;, a; +1, at, al +1}. Legyen w(e) = 2,hae € E(H), valamint w(e) = 1,
hae € E(G) — E(H).Ekkorv € V, esetén Y w(e) = 2d,;(v) + de_py(v) = dg(v) +
dy (v) € {2i,2i+1} mod 2x(G).Igy tehata li?ﬁénbézc’i particidosztalyokban 1évé szom-
szédos csucsok kiilonbdz8 maradékosztilyokba tartoznak. Mivel minden V; egy stabil

halmaz, ezért G egy cstcs-szinez6 2-élsulyozasat kaptuk. O
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5. Elstlyozasok komplexit4sa

Addario-Berry, Dalal, és Reed [1] cikkébdl tudjuk, hogy majdnem minden grafnak van
csucs-szinezd 2-élsdlyozédsa. Most megmutatjuk, hogy annak eldéntése, hogy egy adott
grafnak van-e helyes élstlyozdsa az 1, 2 szdmokkal, NP-teljes. Jel6lje 1-2-SULY azon gré-

fok nyelvét, melyeknek 1étezik cstics-szinezd 2-élstlyozasuk.

5.1 Az 1-2-SULY NP-teljes

5.1.1 Tétel (Dudek és Wajc [5]). Az 1-2-SULY NP-teljes.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az 1-2-SULY NP-ben van, hiszen polinom idében eldént-
het8 egy graf egy adott 2-élstlyozdsardl, hogy csics-szinezé-e. Tehat csak azt kell be-
latnunk, hogy az 1-2-SULY NP-nehéz. Ennek érdekében tekintsiik a 3-SZIN problémit,
amely kozismerten NP-teljes. A kovetkezékben késziteni fogunk egy f polinomialis re-
dukcidt, melyre G € 3-SZIN akkor és csak akkor, ha f(G) € 1-2-SULY. Elétte azonban
definidlunk néhdny segédszerkezetet.

Az elsé ilyen a haromszog-szerkezet. Ez egy olyan xab teljes harmas, melyre kiilsé
cstcsbdl csak x-be, a szerkezet tetejébe vezethet él. Figyeljilk meg, hogy egy helyes su-
lyozésban egy ilyen hdromszog pontosan 3-mal jarul hozza az x csucs sszsulydhoz.

A kovetkezd a 2-él-szerkezet, amely egy cdef teljes négyesbdl és egy erre illeszke-
dé xc élbdl 4ll. Konnyen ellendrizhet, hogy egy olyan graf esetében, amely csak az x
csuccsal szomszédos, tetszéleges w helyes stlyozasra w(xc) = 2. Az x cstcsot a szerke-
zet végpontjanak nevezziik.

Ezek segitségével definidlunk egy harmadik szerkezetet, amelynek k-kizdré szerke-
zet a neve. Itt feltessziik, hogy k > 8. A szerkezetnek van egy vxy f6 hdromszoge, ahol
a v csucsot gySkérnek nevezziik. Ezenfeliil, ha k pératlan, akkor x és y is k%‘% diszjunkt
2-él-szerkezet végpontjai. Amennyiben k paros, 4gy x ésy is "_76 diszjunkt 2-él-szerkezet
végpontjai és egy-egy haromszog-szerkezet tetejei, amelyek szintén diszjunktak. Figyel-
jik meg, hogy minden w helyes stlyozasban w(vx) # w(vy). Ellenkezd esetben, mivel
a szerkezetek k — 3-mal jarulnak hozza x és y 6sszsulyahoz, azt kapnénk, hogy c(x) =
w(xv) + w(xy) + k —3 = w(yv) + w(yx) + k — 3 = c(y). Ezért tetszleges k ese-
tén, ha w(xy) = 1, akkor {c(x), c(y)} = {k — 1, k}, illetve ha w(xy) = 2, akkor
{c(x), c(y)} = {k, k+1}. Akdrhogy is, v-nek van egy k sulyd szomszédja, ezért c(v) # k.
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Ezen feltl {w(vx), w(vy)} = {1, 2}, ezért egy ilyen szerkezet 3-mal jarul hozza v 6ssz-

stlyadhoz.
(k 6)/2 2-él-szerkezet (k - 6)/2 2-él-szerkezet J (k - 3)/2 2-8l-szerkezet (k- 3)/2 2-él-szerkezet
c
Pamn o aun SRRRLER co K oo TCDRRD FB KN N

(@) (b)

(c)

5.1. dbra: k-kizaré szerkezetek (a) péros, (b) illetve paratlan k esetén, (c) ezek
szimbolikus dbrézolasa, (d) az f (G) graf konstrukcidja

Most mar minden eszkdziink megvan a redukcid elkészitéséhez. Legyen G = (V, E)
egy n pontu graf, ahol feltehetjiik, hogy n > 3. Az f(G) = (W, F) grafot a kévetkezd-
képpen kapjuk meg G-b8l. Minden v € V-re

» Osszekotjiik v-t két Gj csuccsal, s,-vel és t,,-vel
o Osszekotjik v-t egy Gj U, halmaz minden cstcsaval, ahol U, | =n — 1 — d(v)

o felvesziink n — 1 4j, v gyokerl k-kizdrd szerkezetet, ahol k = 4n + 1, 4n +
2,...,5n-1
Vilagos, hogy f (G) polinom idében kiszdmithatd.
5.1.2 Allitas. f(G) bdrmely w helyes silyozdsdra az 1, 2 sulyokkal, c(v) € {4n — 2, 4n —

1, 4n} mindenv € V-re.

Bizonyitds. Valasszunk egy v € V csucsot. Mivel w(vs,) + w(vt,) € {2, 3, 4}, tovdbbéd a
v csticsran—1darab V U U,-be mend élilleszkedik, és n —1 darab k-kizaré szerkezetnek

a gyokere, ezért
cv)e{2,3,4+{n-1,...,2n—-2}+{3n—-3}y={4n-2, ..., 5n — 1}

Figyelembe véve, hogy mindenk € {4n+1, 4n+2, ..., 5n—1}-re a v cstcs gyokere egy
k-kizaré szerkezetnek, azt kapjuk, hogy egy w helyes silyozdsban c(v) € {4n —2, 4n —
1, 4n}. O
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Most megmutatjuk, hogy G € 3-SZIN akkor és csak akkor, ha f (G) € 1-2-SULY.

El8szor tegyiik fel, hogy G € 3-SZIN. Ez azt jelenti, hogy G-nek van egy helyes
3-szinezése. Legyenezs : V — {4n — 2, 4n — 1, 4n}. Definidljunk egy w : F — {1, 2}
sulyozést az f (G) grafon a kévetkez8 médon. Minden e € E-re legyen w(e) = 1. Min-
dene = vu élre, aholv € V ésu € U, legyen w(e) = 1. Minden v € V cstcsra
s(v) = 4n — 2 esetén w(vs,) = w(vt,) = 1,s(v) = 4n — 1 esetén w(vs,) = 1 és
w(vt,) = 2,valamint s(v) = 4n esetén w(vs,) = w(vt,) = 2. A szerkezetekhez tartozé
éleket az aldbbi médon sulyozzuk. Egy xab hdromsz6g-szerkezetre, melynek teteje x, le-
gyen w(xa) = 2 és w(xb) = w(ab) = 1. Egy xcdef 2-él-szerkezetre, melynek végpontja
x, legyen w(xc) = w(cd) = w(ce) = w(de) = w(df) =2ésw(cf) = w(ef) = 1.Egyv
gyoker( és vxy £6 haromszogi k-kizard-szerkezet esetén legyen w(vx) = w(xy) = 2 és
w(vy) = 1, minden mas él stlyozasa pedig a fentieknek megfeleld. Figyeljitkk meg, hogy
w egy helyes szinezése f (G)-nek, hiszen ¢(v) = s(v) mindenv € V-re.

Tegyiik most fel, hogy G & 3-SZIN. Ennélfogva mindens : V — {4n — 2, 4n —
1, 4n}-re s nem egy helyes szinezés. Ezt Gsszevetve az 5.1.2 allitassal azt kapjuk, hogy
f (G)-nek nem létezik helyes stlyozdsa, azaz f (G) & 1-2-SULY.

Ezzel a tételt belattuk. N

5.2 A 0-1-SULY NP-teljes

Az elébbiekhez hasonléan most megmutatjuk, hogy annak eldéntése is NP-teljes,

hogy egy gréafnak létezik-e cstics-szinez8 élstlyozdsa a 0, 1 szdmokkal. Jelélje 0-1-SULY

azon grafok nyelvét, melyeknek l1étezik ilyen sulyozdsuk.
5.2.1 Tétel (Dudek és Wajc [5]). A 0-1-SULY NP-teljes.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a 0-1-SULY feladat NP-ben van, hiszen polinomiélis id6-
ben eldonthetd egy graf éleinek a 0, 1 szdmokkal vald silyozasardl, hogy csics-szinezd-
e. A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy a 0-1-SULY NP-nehéz, ismételten a 3-SZIN
problémat hivva segitségiil. Ennek érdekében késziteni fogunk egy f polinomialis reduk-
ciét, melyre G € 3-SZIN akkor és csak akkor, ha f(G) e 0-1-SULY. Ehhez az eléz8ekhez
hasonldan sziikségiink lesz két segédszerkezetre.

Az elsé a kordbban mar definidlt xab hdromszdg-szerkezet. Figyeljikk meg, hogy egy
helyes stlyozasban egy ilyen haromszog pontosan 1-gyel jarul hozzd az x cstcs 6sszsu-
lydhoz.

A masodik a k-kizdré-szerkezet, amely felépitését tekintve eltér a kordbban defini-
alttdl, a szerepe viszont azonos. A szerkezet egy vxy f6 haromszogbdl 4ll, ahol v a gy6-
kér, x és y pedig k — 1 diszjunkt haromszog-szerkezet teteje. Vegyiik észre, hogy egy w
helyes stlyozasra w(vx) # w(vy). Ellenkezd esetben, mivel a szerkezetek k — 1-gyel ja-
rulnak hozza x és y osszsulyahoz, azt kapnank, hogy c(x) = w(xv) + w(xy) + k-1 =
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w(yv) + w(yx) + k — 1 = c(y). Ezért tetszbleges k esetén, ha w(xy) = 0, akkor
{c(x), c(y)} = {k — 1, k}, illetve haw(xy) = 1, akkor {c(x), c(y)} = {k, k + 1}. Akar-
hogy is, v-nek van egy k sulyu szomszédja, ezért c(v) # k. Ezen felill {w(vx), w(vy)} =
{0, 1}, ezért egy ilyen szerkezet 1-gyel jarul hozza v 6sszsilydhoz.

v

A A A ’ (l‘ \
m 3%\
(k - 1) hdromszog-szerkezet (k - 1) hdromszog-szerkezet ‘
(b) (c)

5.2. dbra: (a) k-kizdré szerkezet és (b) szimbolikus abrazolasa, (c) az f (G) graf
konstrukciéja

Most mar minden eszkdziink megvan a redukcié elkészitéséhez. Legyen G = (V, E)
egy n pontu graf, ahol feltehetjiik, hogy n > 3. Az f (G) = (W, F) grafot a kévetkezd-
képpen kapjuk meg G-b8l. Minden v € V-re

« Osszekotjitk v-t két 4j csucesal, s, -vel és t,,-vel
« felvesziink n — 1 4j, v gyoker( k-kizdré szerkezetet, aholk =n+2, n+3, ..., 2n

Vilagos, hogy f (G) polinom idében kiszdmithatd.

5.2.2 Allitas. f(G) bdrmely w helyes silyozdsdra a0, 1 silyokkal,c(v) € {n —1, n, n+ 1}
mindenv € V-re.

Bizonyitds. Vélasszunk egy v € V csucsot. Mivel w(vs,) + w(vt,) € {0, 1, 2}, tovabba
avcsucsrad(v) < n—1darab V-be mend él illeszkedik, és n — 1 darab k-kizaré szerke-

zetnek a gyokere, ezért
c(v) €{0,1,2}+{0, ..., do)}+{n—-1yC{n-1, ..., 2n}

Figyelembe véve, hogy minden k € {n + 2, n + 3, ..., 2n}-re a v csucs gyokere egy
k-kizaré szerkezetnek, azt kapjuk, hogy egy w helyes stlyozasban c(v) € {n—1, n, n +
1}. 0

Most megmutatjuk, hogy G € 3-SZIN akkor és csak akkor, ha f(G) € 0-1-SULY.

El8szér tegyiik fel, hogy G € 3-SZIN. Ez azt jelenti, hogy G-nek van egy helyes
3-szinezése. Legyen ezs : V. — {n — 1, n, n + 1}. Definidljunk egy w : F - {0, 1}
stlyozast az f (G) grafon a kévetkez6 médon. Minden e € E-re legyen w(e) = 0. Min-
denv € V-res(v) = n—1esetén w(vs,) = w(vt,) = 0,s(v) = nesetén w(vs,) = 1
és w(vt,) = 0, valamint s(v) = n + 1 esetén w(vs,) = w(vt,) = 1. A szerkezetekhez
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tartozé éleket az aldbbi médon silyozzuk. Egy xab hdromszog-szerkezetre, melynek te-
teje x, legyen w(xa) = 1 ésw(xb) = w(ab) = 0. Egy v gyoker(l és vxy £6 hdromszo-
gl k-kizdré-szerkezet esetén legyen w(vx) = w(xy) = 1és w(vy) = 0, minden mas
él sulyozdsa pedig a fentieknek megfeleld. Figyeljiik meg, hogy w egy helyes szinezése
f(G)-nek, hiszen c(v) = s(v) mindenv € V-re.

Tegyiik most fel, hogy G & 3-SZIN. Ennélfogva mindens : V — {n—1, n, n+ 1}-re
s nem egy helyes szinezés. Ezt Gsszevetve az 5.2.2 allitassal azt kapjuk, hogy f (G)-nek
nem létezik helyes sulyozdsa, azaz f (G) & 0-1-SULY.

Ezzel a tételt belattuk. O

27



6. Osszefoglalas

Az el8z8 fejezetekben élsulyozasokkal és teljes-sulyozdsokkal ismerkedtiink meg, és
azt vizsgaltuk, hogy melyik az a legkisebb k szdm, melyre minden grafnak létezik cstcs-
szinezd sulyozasa a [k] halmaz elemeivel. Figyelmiinket elsésorban az 1-2- illetve az
1-2-3-sejtésre iranyitottuk, valamint a hozzdjuk kapcsoléddé legfrissebb eredményekre.
Néhany 6nmagdban is érdekes és emlitésre méltd, kordbban megjelent tétel mellett be-
bizonyitottuk a jelenleg ismert legjobb korlatokat, melyek szerint x,(G) < 5 illetve
Xx:(G) <3.

A sulyozassal valé szinezések sokféle lehetséges valtozata koziil az irdnyitott grafok
élsulyozésait is megvizsgaltuk, és belattuk, hogy x.(D) < 3. A teljes-sulyozésok kap-
csan megismerkedtiink a (k, [)-valaszthatdsag fogalmaval, illetve az (1, 3)- valamint
(2, 2)-vélaszthatdsagrdl szo16 sejtésekkel. Itt igazoltunk egy olyan tételt, amely ezen két
sejtés kozos korlatjanak tekinthetd, nevezetesen, hogy minden graf (2, 3)-valaszthatd.

A negyedik fejezetben olyan grafosztalyokra lattunk példakat, amelyekre bizonyi-
tani tudjuk valamelyik altalunk vizsgalt sejtést. Emellett egy olyan tételt is belattunk,
mely szerint majdnem minden grafnak létezik cstics-szinez8 2-élstlyozasa. Végiil az él-
stlyozasok komplexitasaval foglalkoztunk, és megallapitottuk, hogy NP-teljes annak az

eldontése, hogy egy grafnak létezik-e csiics-szinezd sulyozdsa a 0, 1 illetve az 1, 2 szé-

mokkal.

6.1 Nyitott kérdések

Habdr az utdbbi években jelentds mennyiségli szakirodalom irédott a témaban, az
1-2- illetve az 1-2-3-sejtést eziddig nem sikeriilt megvélaszolni. A listastlyozasi esetben
tovabbra is nyitott kérdés, hogy 1étezik-e olyan k illetve I konstans, melyekre minden
graf (1, I)-illetve (k, 2)-vélaszthatd lenne. Szintén nem ismert, hogy minden irdnyitott
grafnak létezik-e csics-szinezd 2-élsulyozasa.

Az 1-2-SULY probléma NP-teljessége miatt nem varhatunk egyszer(i karakterizaci-
6t azon grafokra, amelyek helyes szinezéséhez elegenddek az 1, 2 élstlyok. Az viszont
tovabbra sem ismert, hogy melyek azok a paros grafok, amelyeknek 1étezik ilyen stlyo-
zésuk. Ezt a kérdést leginkabb az inspiralta, hogy 3-szinezhetd grafoknak létezik cstics-

szinezd 3-élsulyozasuk.
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Az itt megvizsgélt esetek mellett a kérdéskor legtobb valtozatdban, példaul szorzat-
tal, multihalmazzal vald szinezés esetén is nyitott kérdés, hogy igaz-e az oda vonatkozd,
a fentiekkel analdg sejtés. Néhany esetben konstans felsé korlat sem ismert a megfelels

szinezési paraméterre. Ezen problémakkal kapcsolatos eredményekrél remek 6sszefog-
lal4st olvashatunk Seamone [11] cikkében.
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