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Kivonat

Az id6-inkonzisztencia olyan irracionalis viselkedésekhez vezet, mint a halogatas, vagy
az elvallalt feladat feladasa idGkozben. A jelenséget egy iranyitott graffal modellezziik
Kleinberg és Oren [8] alapjan, ahol az egyes csiucsok a feladat elvégzésének lehetséges
kozbiilsé allapotait jelolik, a koltséggel stlyozott élek pedig az egyik allapotbol a masik
allapotba val6 eljutashoz sziikséges munkat jelentik. Az iligynok ezen a grafon szeretne
eljutni t-be, a feladat befejezéséhez, a lehetd legolcsobb mddon. Az ligynokot jellemez
egy B < 1 jov6 torzitd paraméter. Amikor egy csticsban van, az ligyndk az onnan kiléps
éleknek a valos koltségét latja, a tobbi élnél viszont a koltség [-szorosaval szamol. Az
iigyndk naiv, azaz a paraméterének létével nem szamol.

Ismertetjiik a szakirodalom eredményeit a kiindulé modellrél, majd modositjuk a mo-
dellt ugy, hogy feltételezziik, hogy az iigynok tisztdban van azzal, hogy van jovG torzitd
paramétere és ezt valamilyen modon frissitheti. Bebizonyitunk egy-egy felsé becslést a

kétféle frissit6 eljaras koltséghanyadosara, és mutatunk is egy-egy példat, ahol el is éri.
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1. fejezet

Bevezetés

Az ember racionalis. Legalabbis a kozgazdasigtan szerint. A kozgazdasagtan egyik {6
dogméja, hogy az ember gazdasigi dontései soran a lehetdségek koziil a szamara legna-
gyobb nettd nyereségiit valasztja ki. [4] De akkor mi a helyzet a halogatéassal? A halogatas
az a viselkedés, amikor egy el6re eltervezett feladat elvégzését akaratlagosan elhalaszt-
juk annak ellenére, hogy ebbdl hatrany szarmazik. El kéne kezdeniink mozogni, diétazni,
nyelvet tanulni, de valahogy, mindig csak ,holnap” kezdjiik el. Megvettiink egy sport-,
szinhaz bérletet, mégsem megyiink el minden alkalommal. Felvettiink érdekes kurzusokat
a vildg legjobb egyetemeirdl témeges online kurzusokon, mégsem fejezziik be. A haloga-
tasnak komoly tarsadalmi, gazdaséigi, pszichés, egészségiigyi vonatkozasai, kirai vannak.
Van erre valami racionalis magyarazat, meg lehet-e josolni ezt a viselkedést, vagy ez egy
ujabb rejtély, amelynek okat, az emberi psziché mélyebb rétegeiben kell keresni?

A kozgazdasdgtanban mar kidolgoztak olyan modelleket, amelyben a halogatas, a fel-
adatok feladésa, vagy a terv modositasa végrehajtasa kozben modellezhets. A szakdol-
gozatban egy olyan 1j modellel fogunk foglalkozni, amely mind a harom jelenségre alkal-
mazhato, és az eddigi, hiperbolikus modellekhez képest egyszertibb, kevesebb paraméter
sziikséges.

A szakdolgozat célja, hogy ezt az 1j modellt ismertesse és a szakirodalom eredményeit
osszefoglalja és néhany, a modellel kapcsolatos sajat j kérdésre bemutassa a valaszt.

A szakdolgozat felépitése a kiovetkezd. Az elsé részben az alapmodellt mutatjuk be
néhany, a késébbiekben is fontos példaval, ugyanebben a fejezetben még definialjuk a
koltséghanyados fogalmat, amelynek segitségével a modell modositott valtozatait jol Gssze
tudjuk hasonlitani. A masodik részben ismertetjiik a modell bonyolultsagelméleti prob-
lémait. Majd ugyanebben a fejezetben definidlunk egy 1j fogalmat, a kritikus S-t, amely
egy adott, a végpontban jutalommal adott, feladatgrathoz azt a kritikus értéket adja meg,

amelyre igaz, hogy az ligynok annal nagyobb jové torzité6 paraméterrel végig fog érni a



grafon. Bizonyitjuk, hogy a kritikus § értéket meg lehet taldlni polinomidlis idében. A
harmadik részben szofisztikalt igynokok viselkedésével foglalkozunk. A harmadik részig
feltételeztiik, hogy az iigynok naiv, hogy nem szamol a sajat jovG torzitd paraméterével,
de a szofisztikalt ligynok tisztaban van, hogy a jovét torzitva latja. Mutatunk haromféle
modszert, hogy az ligynok hogyan kiizdhet meg a sajat jové torzité paraméterével. Egyik
modszer a szakirodalombol van, amely szerint az iigynok végiggondolja, hogy a graf ké-
s6bbi csticsaiban miképp fog donteni, és ennek segitségével fogja kiszamolni a legrovidebb
utat. A méasik két modszerben pedig megengedjiik az ligyndk szamaéra, hogy frissitse a (8
paraméterét. Ezekhez a modszerekhez fogunk bebizonyitani felsg korlatot, majd mutatunk

olyan példakat is, ahol ezek a korlatok élesek.

1.1. Kvazi-hiperbolikus modell

A kozgazdasagtanban a diszkontalasra az egyik leggyakrabban alkalmazott modell a kvazi-
hiperbolikus modell. Ez a kozgazdasigtanban régota elterjedt modell, Phelps és Pollak
nevéhez kéthetd [12]. Mivel Kleinberg és Oren modellje a kvazi-hiperbolikus modellezés
specialis esete, ezért roviden ismertetjiik a kvézi-hiperbolikus diszkontélast. A modellt
két paraméter jellemzi 5,0 < 1. Legyen egy jovébeli ¢ koltség vagy nyereség t idGegység
milva a jovében, ekkor ¢ a kovetkez6 jelenlegi értékkel jelentkezik: 3-8 -c. A B =1 spe-
cidlis esetben a hagyomanyos exponencialis diszkontalasrol beszéliink. Ha § < 1, akkor a
jové torzitast modellezziik, hiszen minden jovGbeli koltség vagy nyereség a val6sadgosnal
kisebbnek tiinik a jelenbél. Kleinberg és Oren modellje a 6 = 1 specidlis esetet vizsgél-
ja, a problémat grafelméletileg kozelitik meg. Ez utobbi azért tjdonsig, mert az eddigi

kutatasok soran nem igazan alkalmaztak grafelméleti megkozelitést. [5]

1.2. Kleinberg és Oren modellje

A kovetkezSkben Kleinberg és Oren modelljét mutatjuk be [8]. Legyen G = (V, E) egy
iranyitott, aciklikus graf. G-nek definialjuk két kitiintetett pontjat: s-t, a kiindulé csiicsot,
és t-t, az elérni kivant csicsot. Minden maés csiics a feladat elvégzése sorén fellépé lehet-
séges koztes allapotoknak felel meg. Minden élre definidljunk egy nem-negativ kdltséget:
c(v,w), ahol (v,w) € A, amely a feladat két allomésa kozotti sziikséges munka koltségének
felel meg. Egy ilyen grafot hivjunk feladat grifnak (task graph).

Tekintsiink egy 5 € [0, 1] jov6 torzito paraméterrel (present-bias parameter) rendelkezd

ligynokot, aki el szeretné végezni a feladatot, azaz egy utat szeretne létrehozni s-bél t-



1.1. abra. Kleinberg és Oren példaja

be, szamara a lehetd legolcsobb médon. Az iigynok a kovetkezGképp fog megtaldlni egy
s-bél t-be vezetd utat. Az iligyndk alljon egy v tetszéleges csiicsban, ebbdl a csticsbol
kiszamolja a legolcsobb utat t-be. De az iigynok nem a tényleges c(e) (ahol e € A)
koltségek szerint fog szamolni. Egy 1t els6 éle, amely v-bdl indul, a valodi koltség szerint
van szamon tartva, viszont minden tovabbi él S-val van szorozva. (Ez a szamitasi mod
annak a gondolatnak felel meg, hogy a joév6beli koltségeket nem a valodi koltsége szerint,
hanem annal kevesebbnek érzékeljiik. Viszont a jelenbeli koltségeket méar a valosagnak
megfelelGen latjuk.) Miutan v-bdl kiszamolta a legolecsobb P utat t-be, megteszi az elsé
lépést ezen a P titon, majd Gjra szamolja a legrovidebb t-be mend 1t hosszat, amig el nem
éri t-t. Ha tobb legolcsobb ut van egy adott 1épésben, akkor tetszdlegesen kivalaszthatjuk
az egyik legolesobb utat. Vagy, a graf struktiraja mellett minden csicsnal szamon tartjuk
a kimend élek egy sorrendjét, amely segitségével egyenlGség esetén meghatarozhatjuk, hogy
melyik élen haladjon tovabb az {igynok.

Jeloljiikk a tényleges legrovidebb ut koltségét d(s,t)-vel. Tovabba cg(s,t)-vel a 8 pa-
raméterrel rendelkezs iigynok bejart atjanak koltségét, ezt a bejart utat jeloljiik Ps-val.
Egy adott v pontbol hivjuk legrovidebb S-ttnak azt az utat, amelyet az iigynok 3 torzitd
paraméterrel a legrovidebb ttnak szamit ki v-bdl t-be.

Kleinberg és Oren példajan keresztiil mutatjuk be a modellt (lasd 1.1. abra). A modell
tobb érdekességére is jo példa lesz. Legyen az ligynoknek 5 = % jOv§ torzitd paramétere. Az
ligynok s-ben all, kiszamolja, hogy melyik a t-be vezets legrévidebb at. Hairom kiilonb6z6
ut vezet t-be: sabt ut 16 + 25 + 25 = 18 koltséggel, scdt ut 8 + 83 + 85 = 16 koltséggel
és scet ut 84+ 20 + 168 = 17 koltséggel. Az iigynok az scdt utat taldlja legkedvezébbnek,
ezért elindul az sc élen azzal a szandékkal, hogy d-n keresztiil éri el ¢-t.

A kovetkezd 1épésben az {igynok tehat c-ben all. Innen wjra szédmitja a legrévidebb
utat t-be. Két lehetséges tut van: cdt 4t 8 + 88 = 12 koltséggel és cet 2+ 16 - = 10
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1.2. abra. Akerlof példaja a halogatasra

koltséggel. Az ligyndk a cet Gtvonalat 1atja kedvezébbnek, igy a ce élen halad tovabb. Az
e csucsbol pedig t-be 1ép, hiszen nincsen mar tébb elagazas t-ig.

A példa két érdekes jelenségre is illusztracio. Egyik érdekessége, hogy a legolesobb 1t
az sabt, 20 koltséggel, a leghosszabb Ut pedig az scet, 26 koltséggel. Az ligynok még a
legolcsébb 1t iranyaban sem indul el, és a legkoltségesebb tton fog elérni ¢-be. Egy id6-
konzisztens, azaz § = 1-gyel rendelkez6 ligynok a legolesobb dton menne végig. Ahhoz,
hogy egy iigyndk a legolcsobb tton menjen végig nem kell feltétleniil idG-konzisztensen
viselkednie, csak elég nagy [-val kell rendelkeznie. Szamoljuk ki a példadhoz tartozé ,kri-
tikus” [-t: azaz, keressiik azt a legkisebb [-t, amelynél nagyobb jév6 torzité paraméterre
mar igaz, hogy a legolcsobb, sabt uton halad végig az igynok. Ehhez olyan -t kell valasz-
tani, hogy a 16 + 4/ legyen a legkisebb a harom 1t, az ligynok altal latott koltsége koziil:
16 + 405, 8 + 148 és 8 +205. Ez pedig nyilvanvaléan akkor teljesiil, ha 16 +45 < 8 + 16/,
azaz, % < p.

A példa masik érdekessége, hogy az tigynok elindul az sc élen azzal a szandékkal,
hogy cdt iton fejezi be a feladatot. Menet kozben viszont, a ¢ csiicsnal tgy dont, hogy
cet uton keresztil jut el t-be, ezzel Osszegészében koltségesebb utat valasztva, mint az
eredeti szandéknak megfelel§ cdt. Tehat az {igyndk nem tartja magat a sajat tervéhez,

id6-inkonzisztens modon viselkedik.

1.3. Akerlof példaja

Akerlof a kovetkezs példat 1] ismerteti a halogatasra (lasd 1.2. dbra). A példa késgbbiek-
ben is hasznos lesz, latni fogjuk, hogy a legrosszabb koltséghanyadost (az optimalis és a
valojaban bejart ut koltségeinek hanyadosa) grafok minorként tartalmaznak egy hasonld
struktaraju grafot, mint Akerlof példajanak grafja.

Akerlof Indidban élt egy évig, ahol meglatogatta egy baratja. Latogatasa soran a ba-
rat egy csomagot hagyott hatra Akerlofnal, akit megkért, hogy kiildje el Amerikaba a

csomagot. A csomag feladasa ¢ koltségbe keriil. Ha a csomag még nincs leadva, akkor x



koltségbe keriil Akerlof baratjanak, hiszen a csomag haszontalanul Indidban van Amerika
helyett.

Az abran s-sel jeloltiik a kiindul6 allapotot, t-vel pedig azt, amikor a csomagot feladtuk
postan, v;-vel pedig azt, amikor az i. napot elértiik anélkiil, hogy a csomagot elkiildtiik
volna. Most vizsgaljuk meg, hogy egy megfelelGen kicsi 5 érték mellett hogyan viselkedik
egy iigynok. Az {ligynok el6tt két lehetséges ut all: st 4t ¢ koltséggel, svit Gt x + ¢ -
[ koltséggel (minden tovabbi lehetséges 1t svit-nél tobbe keriil, ezért velilk nem kell
szamolni). Ahhoz, hogy az svit utat valassza az iigynok teljesiilnie kell, hogy ¢ > x+c¢- 3,
amibdl kovetkezik, hogy 1 — % > fB-nak teljesiilnie kell. Egy ilyen [-val v;-re fogunk
lépni, ahol ugyanazok a valasztasi lehetGségek, vagy azonnal elkiildi a csomagot (azaz
t-be 1ép), vagy var vele egy napot (vo-re 1ép), azzal a szandékkal, hogy a kovetkezd nap
mar biztosan elkiildi a csomagot. Az tigynok ismét halasztja a feladatat, hiszen (§-ja még
mindig ugyanakkora, és a lehetséges legolcsobb utak kéltsége is valtozatlan. Igy vegiil az
tigynok elér a hatarid6 végéig, ahol mar kénytelen feladni a csomagot, de ezzel a folyamatos
halogatassal, minden nappal = koltséget halmoz fel, igy a lehetd leghosszabb tton ér el a
t-be.

Tehat 1 — 2 > 8 esetén, az ligyndk x - (n — 2) koltséget halmoz fel.

1.4. Koltséghanyados

Az el6z6 példa nem csupan azért volt érdekes, mert egy egyszerti, hétkoznapi példaja
a halogatéasnak, de a példa grafja jellemezni fogja a legrosszabb koltséghanyadosa (cost

ratio) grafokat.

1.4.1. definicié (Ko6ltséghanyados). Az ugyndk dltal kivetett it koltségének és a leg-

olcsobb it koltségének hdnyadosa:
ca(s,t)

d(s,t)

Kleinberg és Oren (|8]) Akerlof példaja alapjan olyan feladat grafokat definialnak (lasd
1.3. &bra), amelyek koltséghanyadosa exponencialis n-ben, azaz a csticsszamban.

Legyen s = vg, vy, ..., v, irdnyitott t, amelynek minden v; csiicsabol fut egy iranyitott
él a t csucsba. Valasszunk egy p < % szamot, és ennek segitségével definidljuk az él
koltségeket. Az iranyitott tton az élek koltsége legyen 0: c(v;, v;01) = 0,7 € 0,1,...,n—1,
a t-be vezetd éleken pedig a kovetkezd: c(vi,t) = ', i € 0,1,...,n— 1.

Most szémoljuk ki, hogy egy B paraméterrel rendelkezé tigynok hogyan jut el ¢-be,
és igy milyen koltséghédnyados jon létre. Ha az iigynok egy v; cstcsban all, akkor a koz-
i+1

vetlen él t-be p' koltségt, viszont két lépésben, a koltség 0 4+ Buit'. Osszehasonlitva a

7
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1.4. abra. Példa arra, hogy a koltséghédnyados nem monoton S-ban.

két koltséget: 0 + Bu™ = (8- u) - u* < p'. Tehat az iigynok v;v;; €len halad tovabb
azzal a szandékkal, hogy majd v;,;-b6l kézvetleniil t-be fog lépni. De v;,1-ben Gjra sza-
molja a koltségeket és v;40-be lép. Tgy eljut végiil v,-be, ahonnan mar csak t-be léphet.
Az 6sszkoltség igy cp(s,t) = p™, mig az optiméalis ut koltsége csupan d(s,t) = 1. Te-
05((:’;)) = L = " Tehat ezzel a graf-csaliddal elérhets, hogy a
koltséghanyados exponencialis legyen n-ben, a cstcsok szdmaban.

hat a koltséghanyados:

A koltséghanyados érdekes tulajdonsaga, hogy S-ban nem monoton.

1.4.2. Lemma (cs(s,t) nem monoton (-ban). Ha -t noveljik, a kéltséghdnyados nd-
het is.

Bizonyitas Ehhez tekintsiik a 1.4. dbran lathato példat. Ha g < 1/2, akkor az iigynok
az sbt titon megy 11 koltséggel. Ha 1/2 < § < 7/10, akkor az iigynok scet aton megy 13
koltséggel. Ha 7/10 < 3, akkor az iigynok az optimélis sct titon megy végig 10 koltséggel.
A koltseghanyados f < 1/2-nél 11/10, majd 1/2 < 5 < 7/10 kozott 13/10-re né, végiil
7/10 < -nal lecsokken 1-re. O

Viszont, ha valamely (-ra a koltséghanyados 1, akkor minden nagyobb S-ra is.

1.4.3. Lemma. Ha valamely 3-ra C(f((ssg) =1, akkor 8 < 3'-ra is Csl(ist’;) =1



Bizonyitas Ha a % = 1, azt jelenti, hogy Pjs(s,t) utvonal optimalis volt. Az iigynok

egy adott a csiucsbol, hogy eldéntse b vagy c felé induljon a koévetkezd két latszolagos
koltséget szamolja ki: ¢(a,b) + 5 - d(b,t) < vagy > c(a,c) + ' - d(c,t). Ha az ab egy at
legolesobb uton fekszik és c(a,b) < c(a,c), akkor nem létezhet olyan S € [0,1], amire
c(a,c) + B - d(e,t) kisebb. Ha ¢(a,b) > c(a,c) és [ esetén b iranyaba megy, akkor §' >
esetén is b irdnyba fog menni. [J

Erdekes eredmény [8], hogy minden exponencialis koltséghanyadost grafra igaz lesz,
hogy van benne egy elég nagy példany az Akerlof-féle grafokbol. Ehhez definidljuk az Fj

iranyitatlan grafot, amelyet alakja utan k-legyezének (k-fan) hivunk.

1.4.4. definici6é (k-legyezd). Legyen vy, v, ..., v, ésw egy irdnyitatlan grdf csiucsai. Az
élek a kovetkezok: (vi,vi1) 1 =1,2,..., (k—1) tovdbbd (v;,w)i=1,... k. Az igy definidlt

wrdnyitatlan grdfot k+ 1 csicesal, hivjuk k-legyezdnek, és a tovdbbiakban jeldlyik Fy-val.

Tovabba definidljuk G iranyitatlan valtozatat.

1.4.5. definicid. Jeldljik o(G)-vel azt az irdnyitatlan grifot, amelyet G-bdl kapunk gy,

hogy G élein megsziintetjik az irdnyitdst.

1.4.6. definicié (minor). Legyen G és H két irdnyitatlan grdf. Azt mondjuk, hogy G
tartalmaz egy H minort, ha minden h € H csucsot hozzdrendelhetiink G eqy Sy, dssze-

fiiggd részgrdfidhoz gy, hogy a kivetkezd tulajdonsdgok teljesiiljenek:
(i) Sp és Sy diszjunkt minden h,h' € H.

(ii) ha (h,h') egy €l H-ban, akkor G-ben létezik él, amely Sy és Sy egy-eqy csicsdt

0sszekolti.

Kleinberg és Oren ([8]) eredménye a kovetkezd.

1.4.7. Tétel. Minden A\ > 1 -re létezik ng > 0 ése > 0 gy, hogy han > ng és Cf((ssg) >\,

akkor o(G) tartalmaz egy Fy, minort valamilyen k > en-re.

Kleinberg és Oren cikkiik [8] végén felvetik, hogy mi van azokkal a feladat grafokkal,
amelyek nem tartalmaznak k-legyezt. Erre a kérdésre Tang és munkatarsai [13] adnak

vélaszt.

1.4.8. Tétel. Bdrmely k > 1-re, ha o(G) nem tartalmaz Fy minort, akkor a kéltséghdnya-
dos legfeljebb 327% (B - jovdtorzité paraméter). Ez a kiltséghdnyados elérhetd Fy,_i-gyel.



1.5. HAzi feladat probléma - a jutalom modell

Az eddigi példakban az ligyntknek mindenképp végig kellett menni a grafon. Természetes
modon vetddik fel a kérdés, hogy miként lehetne modellezni azt, hogy az {igynok félaton
abbahagyja a feladatot. Ehhez a modellt tgy modositjuk, hogy a cél csticsba tesziink
valamennyi jutalmat. Ezt a modellt jutalom modellnek fogjuk hivni. Ehhez a jutalomhoz
az igynok ugy juthat hozza, ha teljesiti a feladatot, azaz elér t-be. Az iigynoknek tehéat
a kovetkezGképp modosul az tatszamitédsa. Ha a v csticsban all, kiszamolja a legrovidebb
at koltségét (természetesen a jovébeli éleket felszorozza § j6v6 torzitd paraméterrel), ha
az Ut koltsége nagyobb, mint a jutalom, azaz cg(v,t) > (- r, akkor ugy dont, hogy nem
éri meg szaméara befejezni a feladatot, feladja. Az {igynok akkor is feladja a feladatot,
ha az adott csticsbol nem lehet eljutni t-be. Ellenkez6 esetben, ha az ut koltsége kisebb,
mint a megszerezhet$ jutalom, azaz cg(v,t) > (- r akkor megéri folytatnia a feladatot,
igy 1ép egyet a legrovidebbnek szdmolt Gton, majd megint kiszamolja a legrévidebb utat,
osszehasonlitja a jutalommal. (Dontetlen esetén tetszdlegesen 1ép tovabb, vagy pedig a
graf mellé eltaroljuk minden csiicshoz a kimend élek egy sorrendjét, aminek segitségével
egyértelmifen eldontheté merre 1ép tovabb.) Fontos, hogy a jutalmat mindig meg kell
szorozni (-val.

Definialjuk a kovetkezs specialis 3 értékeket:

1.5.1. definici6 (gyengén kritikus (). Azt a minimdlis Biritikus € [0, 1] értéket nevez-
ziik krittkusnak eqy adott jutalom modellre nézve, amelyre igaz, hogy V5 > Brritikus JOV0
torzité paraméter esetén az tgyndk elér t-be, nem adja fel utkozben. Ugy, hogy dontetlen

esetén tud gy vdlasztani, hogy végigmenjen.

1.5.2. definicié (erdsen kritikus (). Azt a minimdlis Byriirus € [0, 1] értéket nevezzik
kritikusnak eqy adott jutalom modellre nézve, amelyre igaz, hogy VB > Brritikus JOUG
torzitd paraméter esetén az ugynok elér t-be, nem adja fel itkizben. Ugy, hogy déntetlen

esetén barmely vdlasztdisra végigmenjen.

1.5.3. definici6é (kéltséghianyadosra nézve gyengén kritikus (). Nevezzik azt a mi-
nimalis Peost € [0, 1] értéket koltséghdnyadosra nézve kritikusnak, amelyre igaz, hogy
VBeost < B joud torzitd paraméter esetén az tligyndk eqy legolcsdbb uton ér végig a grdfon.

Ugy, hogy dontetlen esetén tud tigy vdlasztani, hogy végigmenjen.

1.5.4. definici6é (koltséghanyadosra nézve erdsen kritikus ). Nevezzik azt a mi-
nimalis Peost € [0, 1] értéket koltséghdnyadosra nézve kritikusnak, amelyre igaz, hogy
VBeost < B Jjovd torzito paraméter esetén az tgynok egy legolcsobb tton ér végig a grdfon.

Ugy, hogy déntetlen esetén barmely vdlasztdsra végigmenjen.
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1.5. dbra. Hazi feladat probléma. A fekete (vizszintes) éleknek 1, a z6ld (egy szintet ugro
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¢leknek) 4, a piros (két szintet ugro éleknek) 9 a koltsége.

A kovetkezd, mindennapi példaban Kleinberg és Oren [8] bemutatja a jutalom modell
miikodését (lasd 1.5. abra). A tanuloknak két projektet kell elkészitenie egy harom hetes
kurzus végéig. A tanuld koltsége legyen 1 egyik hétrsl a masikra, amikor nem készit el egy
projektet sem, legyen 4, amikor az adott héten egy projektet készit el és végiil legyen 9,
amikor két projektet készit. A kurzus sikeres teljesitésének jutalma legyen 16. Szamoljunk
g = % jové torzitd paraméterrel. A kiindulo, s allapotbol, hat lehetséges Gt van t-ig:
Sv10Ug0t €8 Sv1gUel Tt 1+ B(1+9) = 6 koltséggel, svigvait Gt 1+ 5(4+4) = 5 koltséggel,
SU1 U9t €8 Supivet Ut 4 4+ B(1 4+ 4) = 6,5 koltséggel és sviauet ut 9+ S(1+ 1) = 10
koltséggel. (Ez utobbi svipvget Ut ki is esik, hiszen a jovébeli jutalom, - 16 = 8 kisebb,
mint az odavezetd ut koltsége.) Tehat = % esetén s-bdél vyp-ba lépek.

Erdemes megjegyezni, hogy barmely f < 1 jov6 torzitd paraméter esetén az tigynok
vip-ba fog belépni. Annak ellenére, hogy a legrévidebb utbol haromféle van (svigvart,

SUHUQQt és S’Ull’l}glt) .

1.5.5. Lemma. Ha v-ben van az tigynok és létezik olyan v-bdl kitndulo legrévidebb 1it,
amelynek elsd, v-bdl kitndulo élének koltsége a v-bol kiindulo élek kozott a legolesobb, ak-
kor 5 € (0,1) jovd torzité paraméter barmely értéke esetén a legrovidebb [-it eqyben egy
legrovidebb 1t lesz. Tehdt a kévetkezd lépés mindenképp eqy v-bdl kimndulok kézdtti legol-

csobb él lesz, amelyen keresztil van legolcsobb it t-be.

Folytatva tovabb a szdmolést, v1p-bol hdrom lehetséges Gt van: vigugot Ut 1+ 59 = 5,5
koltséggel, vigvart Ut 4 + P4 = 6 koltséggel, illetve viguget ut 9 + f1 = 9.5. Ez alapjan
a kovetkez§ cstcs a wvg lesz, innen viszont csak egyféleképp lehet ¢-be érni, mégpedig 9
koltséggel, amely kevesebb, mint a 165 = 8 jutalom, tehat a méasodik héten a tanuld
feladja a kurzus elvégzését.

Felmeriil a kérdés, hogy ebben a grafban mi a kritikus 5, azaz milyen [ érték esetén

fog a tanul6 eljutni t-be? A wv1p-bél kiindulé lehetséges utak koltségeibdl latszik, hogy
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Brritikus = 1%, azaz ha [ > 1%, akkor a tanul6 el fog érni t-be. Hiszen ha az utolsé hétre

hagyja az ligynok az 6sszes beadandot, akkor is végig fog érni, hiszen 9 < 5-16. A § = 19—6
esetén még a lehets legkdltségesebb uton megy végig a feladat grafon. Mi az a [, érték,
amelyre V3 > .. esetén a legolcsobb titon ér a tanul6 t-be? Ahhoz, hogy ez teljesiiljon

a kovetkezo egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie: 4 +5-4 < 1+ [ -9. Tehat 5 > g esetén a
3
3.
Tehat a modositott modell lehetdséget ad arra, hogy a kévetkezd jelenségeket modellez-

tanuld legolcsobb tton éri el t-t, azaz B.os =
ziik: egy projekt feladasa féluton, elkészitjiik egy feladat ilitemezését, majd menet kdzben

megvaltoztatjuk kevésbé hatékony litemezésre, halogatas, utolsé pillanatra hagyas.

A kritikus béta kiszamitasa a 2.6 fejezetben fog szerepelni.

12



2. fejezet

Bonyolultsagelméleti megkozelités és

eredmények

2.1. Hataridok - lehet6ségek csokkentése

Felvet6dik az a kérdés, hogy miként lehet segiteni az ligynokot, hogy végigesinalja a felada-
tot? T6bb lehetdség felmeriil a jutalom megemelésén kiviil. Az egyik modszer a lehet&ségek
csokkentése, az itt megfogalmazott modellben ez gy valésul meg, hogy kitorliink éleket,
csucsokat.

A hazi feladat problémaban azért nem tudta a tanulé befejezni a kurzust, mert az
utols6 hétre hagyta mindkét projektjét. Ha nem engedjiik meg ezt a lehetdséget és az
elsG projekt leadasi hataridejét a méasodik hét végére tessziik, azaz letoroljiik a vog csticsot
és a hozzatartozo éleket (lasd 2.1. abra), akkor v19-bol ver-ba 1ép, végiil pedig elér t-be.
Erdemes kiszédmolni, hogy mennyi lesz a kritikus Si,irirus, mennyit csokkent a lehetGségek
csOkkentése révén. A v9-bol barmekkora is 8 € [0, 1] értéke a tanuld vyi-be fog lépni,
hiszen 44+ -4 > 9+ -1 nem lesz igaz. Ahhoz, hogy a tanul6 be is fejezze a vyt élen
a kurzust az kell, hogy vo érdemesnek tartsa elindulni vey-be: 4 + 3 -4 < - 16, amibgl
Brritibus = %, ez jelentds javulas a hatarid6 nélkiili hazi feladat probléma kritikus 1%—os
[ értékéhez képest. Ez a Birivikus = % érték egyben koltséghanyadosra nézve is kritikus
Beost = % érték lesz. Az hataridd nélkiili hazi feladat problémaban ez a két érték nem esett

egybe.

2.1.1. definici6é (motivalé graf). Fgy G grdf motivdlo eqy [ torzitd paraméterd igy-

nokre nézve, ha az tigyndék nem adja fel a feladatot és s-bdl eljut a t-be.

Mivel egyenl&ség esetén tetszGlegesen véalaszthatunk a legolesobb S-utakbol, ezért G

csak akkor legyen motivalo graf, ha az ligynok célba fog érni, barmelyiket is valasztotta.
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2.1. adbra. Hazi feladat probléma. Hataridé bevezetése, azaz cstcs torlés a grafon.

7 4

2.2. Motivalo részgrafok keresése

A kovetkezSkben Osszefoglaljuk a motivalo részgraf megkeresésének kiilonbo6z6 eredmeé-

nyeit a szakirodalombol: [2]| és [8] alapjan.

2.2.1. definici6 (MS - Motivalo részgraf). Hivjuk motivdld részgraf problémdnak (mo-
tiwating subgraph) a kovetkezd dontési problémdt. Adott G feladatgrdaf, r jutalom és jovd

torzitd paraméter B € [0,1]. Dintsik el, hogy létezik-e motivdlo részgrifja.

Vegyiik észre, hogy § = O-ra és § = l-re a motivalo részgraf megkeresése polinomiélis

id6ben megoldhato.
2.2.2. Allitas. Motivdld részgrif megkereshetd polinomidlis idében, ha B =0 vagy f = 1.

Bizonyitas A 5 = 0 esetben csak akkor létezik motivald részgraf, vagy egyaltalan ut
s-b6l t-be, ha létezik s-bdl t-be olyan 1t, ahol minden ¢l koltsége 0.

Ha § = 1, akkor az {igynok a legolcsobb utat kiveti s-bél t-be, az élek valodi koltsége
szerint. Ebben az esetben nem lép fel torzitas. Tehat csak akkor 1étezik motivalod részgraf,
ha létezik s-bél t-be olyan 1t, amely 6sszkoltsége legfeljebb a jutalom nagysaga, r. Ha
létezik ilyen, akkor G 6nmaga is egy motivalo részgraf. [

A kovetkezd allitas azt mondja ki, hogy M .S az NP bonyolultsagi osztalyban van.

2.2.3. Allitas. Minden G feladat grdfra, r jutalomra és B paraméterre eldénthetd poli-

nomidlis iddben, hogy G motivdlo-e.

Bizonyitas Hagyjuk el G-bdl azokat az éleket, amelyek nem minimalizaljak az {igyndk
szamitott koltségét. Ekkor G pontosan akkor lesz motivald, ha a moédositott G-ben minden

s-bél elérhetd csiucsra igaz, hogy cz(v) < pr. O

2.2.4. Tétel. A motivdlo részgraf létezésének eldintése N P-teljes, minden 5 € (0,1)

értékre.
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2.2.5. definici6 (k-DCP). Adott egy irdnyitatlan G grif k csicspdrral (s1,t1), (S2,t2), ..., (Sktk).
k-DCP lesz az a dontési feladat, hogy létezik-e k csicsdiszjunkt ut, minden egyes ilyen it

osszekot eqy-eqy s; €s hozzatartozo t; csicsot.

Albers és Kraft [2] agy bizonyitja az NP teljességet, hogy a feladatot visszavezeti a
k — DCP egy valtozatara.

2.2.6. Tétel. k-DCP NP-teljes irdnyitott aciklikus grdafokban.

Albers és Kraft [2] agy bizonyitja az NP teljességet, hogy a feladatot visszavezeti a
3-SAT problémaéra.

2.3. Motivalo részgraf keresése - kozelité algoritmus

Mivel a motivalo részgraf keresése (MS) NP-nehéz, vajon létezik-e hatékony kozelits algo-
ritmus? Ezzel Albers és Kraft [2] foglalkoznak cikkiikben: az MS problémat optimalizalasi
problémaként fogalmazzak meg, majd adnak egy 1 + y/n-kozelitést és be is bizonyitjak,
hogy jobb kozelitést talalni NP-nehéz.

2.3.1. definici6 (MS OPT). Adott eqy G feladal graf és egy jovd torzitd paraméter
f € (0,1). Hatdrozzuk meg azt a legkisebb értékd r jutalmat, amelyet t-re helyezve a

G tartalmaz motivdlo részgrdfot.

Az algoritmus a kovetkezd lesz. A szerzGk kétféle algoritmust alkalmaznak, egyfélét
a nagy [(-ra, egy mésikfélét a kis f-ra. Ha belegondolunk ez a gondolatmenet elég jol
rezonél a valésaggal, a kis értéki 5 azt jelenti, hogy a jovot nem igazan szamitjuk be, arra
koncentralunk, hogy az épp aktualisan elvégezends feladat a lehetd legkevesebb koltséggel
jarjon. Nagyobb [ esetén pedig a jovét jobban beszamitjuk a koltségekbe, minél nagyobb
a (3, annal jobban hasonlit a bejart at a legkisebb koltségl ttra.

Ha f kicsi, akkor a MINIMAXPATHAPPROX algoritmust hasznaljuk. Azt szeretnénk
elérni az adott grafban, hogy az ligynok olyan dton haladjon végig, amely minimalizal-
ja a maximum élkoltséget az it mentén. Egy ilyen utat nevezziink minmax ttnak. Ezt
polinomialis id6ben ki lehet szdmolni.

A MINMAXPATHAPPROX algoritmus meg fog adni egy ilyen P minmaz utat, ez legyen
a motivald részgraf. A jutalom pedig legyen legalabb akkora, mint a P uton szamolt
legdragabb [-ut koltsége, azaz

max{cg(v)|v € P}
g

Igy P mindenképp motivalo részgraf lesz.
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2.3.2. Allitas. MINMAXPATHAPPROX minden 3 € (0,1)-re (1 + Bn) - kizelitd algorit-

mus.

Nagy [ esetén legyen a legrévidebb 1t s-bél t-be a motivalo részgraf, és a jutalom
értékét ugyanagy szamoljuk, mint az el6z6 esetben: r = w. Az eljarast hivjuk

CHEAPESTPATHAPPROX-nak.

2.3.3. Allitas. A CHEAPESTPATHAPPROX algoritmus barmely 3 € (0,1) érték esetén
1/5-kizelitd.

A két eljarasbol egy kombinalt, COMBINEDAPPROX, eljarast készitiink, amely (1 +
V/n)-kozelits lesz.
if 5 <1/y/n then
MINMAXPATHAPPROX
else
CHEAPESTPATHAPPROX
end if

2.3.4. Tétel. A COMBINEDAPPROX bdrmely § € (0,1) értékre (1 + \/n)-kizelitd lesz.

Hasonloan az el6z6 N P-teljes bizonyitashoz Albers és Kraft a kozelités NP-nehézségét

ugy bizonyitja be, hogy visszavezeti k — DC P-re.

2.3.5. Tétel. MS-OPT 1/4 -+/n-nél nem nagyobb kizelitése N P-nehéz.

2.4. Az autdbmosoé probléma - motivalas kozbiilsé jutal-
makkal

Kleinberg és Oren modelljét [8] a kiovetkezSképp lehet modositani. (Albers és Kraft [2] és
Heimann [6] alapjan.) Ebben a véltozatban nem csupan t-re lehet jutalmat rakni, hanem
a feladat graf barmelyik csicsara. Az ligyndknek csak akkor fizetjiik ki a jutalmat, ha az
adott cstcsra ralép. Ezzel megnyilik a lehet&ség, hogy jutalmak elhelyezésével modositsunk
az tigynok atjan. Igy az tigynok olyan taton jarhat, amely koltséghanyados kedvezsbb, vagy
arrafelé indul, ahonnan mindenképp be tudja fejezni a feladatot.

Albers és Kraft [2] alapjan leirjuk az autémoso problémat, majd bemutatjuk a példan,
hogyan motivaljuk az ligynokot kozbiilsé jutalmakkal. Képzeljiik el a kdvetkezd szituaciot:

Alice extra zsebpénzt kap, ha lemossa a csaladi autot. Alice minden egyes nap eldontheti,
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hogy aznap mossa le az autot, vagy elhalasztja a kovetkezé napra. Csakhogy minél tovabb
var, annal piszkosabb lesz az autd. Az i. napon térténd autémosas keriiljon /50 koltségbe
(¢ > 1), a munka elhalasztasa nem keriil semmibe. Ha Alice lemossa az autot, akkor
1 a jutalma. Alice j6v6 torzitdé paramétere legyen 8 = 1/3. Vegyiik észre, hogy 50 >
t > 1 esetén, Alice-nak mindig megéri a kovetkezd napra halasztani a munkat, azzal a
szandékkal, hogy lemossa akkor az autot:

i i1

507 50

Amikor eléri az 50. napot, akkor Alicenak mar nem éri meg elhalasztani, mert a koltség
nagyobb lesz, mint a nyereség. Hiszen az 50. napon lemosni 1 kéltségbe keriil, az 51. napra
halasztva, pedig 1/3 - % > 1/3 - 1 miatt latszik, hogy nem éri meg a kovetkezd nap sem
lemosni az autot. Tehat Alice az 50. napon feladja az automosast.

Vegyiik észre, hogy Alice ilyen alacsony [ mellett mindig fel fogja adni a feladatot.
Ez akkor is igaz, ha megnoveljiik a jutalmat, hiszen az csak a halogatas hosszat fogja
megnovelni. A halogatas mindig olcsobb: % > % - . Ha B > 1/2 akkor mar az els§
lépésben le fogja mosni Alice az autot.

Most képzeljiik el, hogy Alice a kovetkez6 ajanlatot kapja a csaladjatol. Ha elGszor
lemossa a csaladi autot (1 koltség), majd rendet rak a szobajaban (6 koltség), akkor 10
jutalmat kap. Ezt a kovetkez$ feladatgraffal modellezziik (lasd 2.2. abra). Jeloljiik (s,v)
1 koltséggel az auto lemosasat, (v, w) 6 koltséggel a szoba rendbetételét, (v,t) és (w,t)
pedig 0 koltségt élek. Ha csupan t-be helyezhetnénk el a jutalmat, akkor legalabb 3-t kéne
elhelyezni. Most mas csticsokba is helyezhetiink jutalmat, helyezziink w-re 10-t. Ekkor
Alice 5 = 1/3 j6v6 torzitdé paraméterrel, az svwt-utat szamolja a legolcsobbnak, hiszen
a jutalommal 1/3 nyereséghez jut. Miutan v-be ér, nem fogja w-felé folytatni az utjat,
hiszen a jutalommal egyiitt is veszteséges lesz: 10/3 — 6 = —8/3. Tehat v-bdl kozvetleniil
t-be megy, ekkor a csalddnak semmibe se keriilt, hogy az autét Alice lemossa, viszont
a szobdja tovabbra is rendetlen maradt. Igy a csaladnak 3 helyett nem keriilt semmibe,
hogy Alice a feladatot elvégezze.

Definialjuk forméalisan a dontési problémat:

2.4.1. definici6 (MRC - Motivating Reward Configuration). Adott G feladatgrdf,
b pénzkeret, és B € [0, 1] jovd torzité paraméter. Dintsiik el, hogy létezik-e olyan r motivdld
jutalomrendszer a csicsokon (r(v) > 0, minden v csicsra), hogy az tgyndk begydjtitt

gutalma legfeljebb b nagysdgiu, bdrmely lehetséges wtvonalon is jutott el t-ig.

2.4.2. Lemma. MRC polinomidlis idében megtaldlhato, ha =0 vagy g = 1.
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2.2. 4bra. Az autémoso6 probléma, kozbiils§ cstucson elhelyezett jutalommal.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy M RC' N P-ben van.

2.4.3. Tétel. Adott G feladatgrdfra, b pénzkeretre és B jovd torzitd paraméterre eldint-

hetd polinomidlis iddben, hogy v motivdlo jutalomrendszer.

2.4.4. Tétel. M RC N P-teljes akdrmilyen 5 € (0,1) értékre, még b = 0 pénzkeret esetén
18.

Albers és Kraft ugy bizonyitja, hogy visszavezeti a probléméat a halmaz pakolasra (SET
PACKING). Emlékeztetsiil a SET PACKING.

2.4.5. definici6 (SET PACKING). Adott Sy, 5, ...,5; véges halmazok, k > 1 egész

szdm. Dontstik el, hogy létezik-e k kdlcsondsen diszjunkt halmaz.
Az MRC kévetkezd varidnsa is NP-nehéz.

2.4.6. definici6 (MRC-OPT). Adott G feladatgrif, B jovd torzité paraméter, dintsik
el, hogy mekkora az a minimdlis b pénzkeret, amerre létezik olyan r motivdlo jutalom
rendszer (r(v) > 0, minden v € G csicsra), hogy az tgyndk dltal Gsszeqyijtitt jutalom

nem legyen nagyobb b-nél, az igyndk barmely lehelséges ilja sordn.
2.4.7. Tétel. MRC—OPT kézelitése NP-nehéz, barmely 1 vagy anndl nagyobb ardnnyal.

Bizonyitas A 2.4.4 Tétel kévetkezménye, hiszen ha b = 0 esetet nem lehet eldonteni,
akkor semmilyen ardnyban nem lehet kozeliteni. [J

Tang és munkatérsai [13] szintén korbejartak, a kozbiils§ jutalmazas rendszer problé-
méjat. Ok a kévetkezd dontési problémaékat javasoltak, majd mindegyikrdl belattak, hogy
N P-nehéz.

2.4.8. definici6 (MTR - Minimum Total Rewards). Legyen G egy feladatgrdf, B jo-
vd torzito paraméter, b pénzkeret. Dintsik el, hogy létezik-e v jutalom rendszer, ahol az
tigynok motwdlt, hogy befejezze a feladatot, és a jutalmak Osszegére igaz, hogy kevesebb,
mint b, azaz ), . |r(v)] <.

A hdrom vdltozat a kovetkezd:
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o MTRg I: r(v) > 0 minden v € G csicsra

e MTRg II: r(v) > 0 minden v € P csicsra ésr(v) =0 minden v ¢ P, ahol P legyen

az az dtvonal amelyen az tigynok eljut t-be
e MTRg II: r(v) € R, negativ ,jutalmakat”, azaz biintetéseket is megengedink.

2.4.9. Tétel. MTRgl,I1,11I NP-nehéz minden 3 < 1.

Tang és munkatarsai [13] az allitast agy bizonyitjak, hogy a problémat visszavezetik
a 3-SAT probléméra.

2.5. Lehetséges utvonalak

Ugyanazon a feladat grafon, annak fiiggvényében, hogy § mekkora, az igynok mas ttvona-
lat valaszt. Ha egy feladatot nem csupan egy ligyndk szaméra terveziink, hanem egy egész
populéciora, akkor kiilonb6z6 jove torzitdé paraméterrel rendelkezd ligynokok milyen tt-
vonalon haladhatnak végig a grafon? Hanyféle utvonal létezhet, azaz { Ps(s,t) : 8 € [0, 1]}
mekkora lehet? Annak ellenére, hogy § kontinuum sok értéket vehet fel, a lehetséges utak
szama csak polinomialis a csticsok szaméaban. Kleinberg és Oren [8] a kivetkezs eredményt
talalta a kérdésre. Az eredmény arra a modellre vonatkozik, ahol a dontetleneket az élek

el6re meghatarozott sorrendjével dontjiik el, azaz egyértelmien valasztunk utat.
2.5.1. Tétel. Bdrmely G feladat grifra |{Ps(s,t): 8 € [0,1]}] = O(n?).

A tétel azért is érdekes, mert altalanosabb parametrikus ut problémaknal a lehetséges

utak szama szuper-polinomiélis. 8|

2.6. A kritikus § megtalalasa

2.6.1. Lemma (A végigérés nem monoton (-ban). Ha valamely -ra végig érink a

grdfon, akkor anndl nagyobb B-ra nem biztos, hogy végig érink.

Bizonyitas Ennek a bizonyitasahoz lassunk egy példat (lasd 2.3. abra). Ebben a példa-
ban el&szor legyen 5 = % és a jutalom 12. Ekkor s-bdl a felsé ut 1+ - 10 = 6, az alsé ut
24 €+ (- (8+¢€) =6+ 3 - epsilon. Tehat 3 = § esetben az ligyndk a felsS utat vélasztja.
Mivel a fels6 1t 1 koltségl utakra van felosztva, ezért az iigynok végig is ér a célig. Most
nézzik egy % -nél nagyobb értéket, legyen § = % Ekkor a fels6 1t tigynok altal latott kolt-
sége: 1+ -10 = 2, az als6 4t 2+ ¢+ - (8+¢) = £+ 2. Megfelel6en kicsinek valasztva
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2.3. 4bra. Egy példa arra, hogy 5 nem monoton.

e > 0-t, az ligynok az als6 utat fogja valasztani. Az {igynok tehat c-re 1ép tovabb, ahol
kiszamitja a hatralévs at koltségét és Osszehasonlitja a jutalommal: 8 + ¢ > 12 - % = 8.
Mivel a koltség nagyobb, mint a jutalom, az iigynok c-ben feladja a feladat teljesitését.
O

2.6.2. Tétel. A kritikus 8 megtaldlisa meqgy polinomidlis iddben.

A gondolatmenet mind a négyféle kritikus £ definiciéra miikodni fog.

Bizonyitas El6szor adunk egy révid gondolatmenetet, hogy miért lehet polinomidlis id6-
ben megadni, majd mutatunk egy algoritmust, a kritikus 5 megtalélasara.

Az {igynok tja soran a tovabbhaladas iranyahoz kétféle helyzetben vessziik figyelembe
a [ értékét: egy csiuicsnal, hogy melyik élen haladjunk tovabb, és egy élnél, hogy egyaltalan
a jutalom reményében érdemes-e tovabb haladni. Hogy melyik élen haladunk tovabb és a
tovabbhaladas kritériumait felirhatjuk g-ra kiilonboz6 egyenlGtlenségeként. A graf 6sszes
ilyen egyenlGtlenségét felirva legfeljebb kétszer élszamnyi egyenlGtlenséget kapunk. Tehét
polinom sok kritikus értéket kapunk, a kritikus értékek kozotti intervallumokon ugyan-
ugy viselkedik az iigyndk, és dinamikus programozéssal ki tudjuk szamolni, hogy melyik
intervallumon hogyan.

Egy vovy élre a kovetkez6 egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie, ahhoz, hogy az iigyndk ne
adja fel vo-ban az utjat: c(vg, v1)+5-d(v1,t) < -1, ahol r a t, végestcsra helyezett jutalom
értéke. Ahhoz, hogy vg-bol a v; irdnyaba induljon el, teljesiilnie kell annak, hogy az altala
latott legrovidebb Gt vi-n keresztiil vezessen, azaz: min; ¢(vg, v;)+ 3-d(v;, t) = ¢(vo, v1)+ 8-
d(vy,t). (Lasd 2.4. abra.) Azaz barmely i # 1-re: ¢(vg, v;)+8-d(v;, t) < c(vg, v1)+S-d(vq, ).
Tehét vy fokszamnyi egyenlétlenséget irhatunk fel. Igy Gsszesen az egész eljaras soran az
élek és a cstuicsok szaméaban polinomidlis egyenlStlenséget kell megvizsgalni.

Most mutatunk egy algoritmust, hogy miként lehet a kiilonb6z6 kritikus [-kat kiszé-
molni. A gondolatmenet mind a négy definiciora alkalmazhato. Elészor is feltételeztiik,
hogy a feladat graf aciklikus, azaz van topologikus sorrendje. A topologikus sorrendet
polinomialis id6ben a standard moédszerekkel megkeressiik. Es a topologikus sorrend for-

ditottjan visszafelé lépkediink. Minden élhez szamon tartjuk, hogy a [0, 1] intervallumon,
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2.4. abra. Példa arra, hogy kell a kritikus $-t meghatarozni a kiilonboz6 egyenlGtlenségek

segitségével.

mely intervallumokon haladunk végig az adott élen. Kezdetben, a ¢ cstcsbol indulunk ki.
Ekkor még nincs él, amelyhez szdmon kell tartani ilyen intervallumokat. Ezeket az inter-
vallumokat elGszor azokra az élekre nézziik, amelyek t-be érkeznek. Ekkor megkeressiik
azt a [ értéket, amely az él elvégzéséhez minimalisan sziikséges: (c(vy,t) < - 1), illetve
azokat a [3 értékeket is ami ahhoz kell, hogy ezen a vt élen haladjunk tovabb v;-bdl (és
nem a v1-bdl induld tobbi élen). Ezeknek a kritikus -k segitségével felirhatjuk azokat az
intervallumokat, amelyek 3 értékeknél v,t-t fogja valasztani az tigynok v;-bdl és el is tudja
végezni a feladatot v1-bél t-be. A kévetkez6 csiics, amelyekbe érkezé éleket megvizsgalunk
az a topologikus sorrenden visszafelé lépve a t utani cstics. Ebben a csicsban az élekre
felirt intervallumok segitségével pontosan lehet latni, hogy milyen [-ra melyik élre halad
tovabb az ligyndk, és hogy abban az irdnyban be tudja-e fejezni az tutjat. Ennél a 1épésnél
van kiilonbség a négyféle kritikus [ érték szamitasanal. Hiszen itt kell figyelni arra, hogy
olyan 3 intervallumokat valasszunk, hogy egyik esetben: tudjon tgy valasztani, hogy vé-
gigmenjen (gyenge valtozat); vagy masik esetben: barmely véalasztasra végigmenjen (erds
valtozat).
O
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3. fejezet

Szofisztikalt igynok

Az eddigiek soran feltételeztiik, hogy az tigynok nem veszi szamitasba a sajat jovo torzitd
paraméterét. A most kovetkezékben kiilonb6z6 médokon az ligynok szamol a sajat tor-
zitasaval. Kleinberg és munkatéarsai masodik cikke ([9]) alapjan bevezetjiik a szofisztikalt
igynok fogalmét. Majd késébb megengedjiik az iigynoknek, hogy bizonyos eljaras szerint
a megfigyelt koltségek alapjan novelhesse a sajat g értékeét.

3.1. Szofisztikilt és naiv ligynok

Kleinberg és munkatarsai (|9]) cikke alapjan az tigynokcknek haromféle lehetséges visel-
kedését irjuk le. Ehhez el6szor emlékeztetiink arra a szokésos, hasznos metaforira, amely
viselkedéses kozgazdasdgtani szakirodalomban hasznélatos. Amikor egy ligynok feladat
elvégzés soran kiilonb6z6 idépontokban tjra tervezheti a munkajat, akkor erre gy gon-
dolunk, hogy ¢ id6pontban a t-én dont, majd (¢ 4+ 1). id6pontban atadja a doéntést a

(t+1)-én szamara. Tehat ezek alapjan a haromféle viselkedés:

1) Az optimalisan viselkedd ligynok (optimal agent). Az optimalis iigynok ¢ idépont-
ban, minimalizélja a bejarandé at koltségét mind maga szamara, mind a jévébeli-

ének szadméara.

2) Naiv iigynok. Egy adott ¢ id6pontban a naiv iigynok t-énje minimalizalja a bejaran-
do at koltségét sajat maga és a jovGbeli ének szamara. De a koltségeket megsilyozza,
a jelenlegi, tehat sajat koltségét b = 1/ faktorral megnéveli. Naivan azt képzeli,
hogy a jovGbeli ének mésképp fognak donteni, igy dontenek majd, mint az optima-
lis figynok. Igy egy 1épést megtesz, és dtadja a dontést a (t-+-1)-én szamara, abban

bizva, hogy a (t-+1)-én optimélisan fog donteni.
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3.1. abra. Harom napos példa

3) Szofisztikalt tigynok. A naiv ligynokhoz hasonloan szamolja a koltségeket. A jelen-
legi koltségeket b-szorossal szdmolja. De tisztaban van azzal, hogy jovébeli ének is

szofisztikalt iigynokok lesznek, ugyanazzal a [ jov6 torzité paraméterrel.

O’Donoghue és Rabin példajan ([10],[11]) mutatjuk meg a naiv és a szofisztikalt tigynok
kozotti kiilonbséget.

e Két napos példa. Egy tligynok két dolog kozott valaszt: vagy elkésziti a munkat
most 1 koltségért, vagy holnapra halasztja, amikor magasabb 1 < ¢ koltséggel tudja
elvégezni. Az ligynok torzitd6 paramétere legyen ¢ < b. Mivel a jelenlegi koltséget
b-nek latja, a jovGbelit c-nek, ezért mind a szofisztikalt, mind a naiv iigynokre igaz,
hogy elhalasztja a munkat holnapra. Itt tehat mind a szofisztikalt, mind a naiv

viselkedés szuboptimalitashoz vezet.

e Harom napos példa (lasd 3.1. abra). Ebben a példaban az tigynoknek harmadik
nap estére el kell végeznie a munkat. Itt is b torzit6 paraméterrel szamolunk. Ha
els6 nap este csinalja meg, akkor 1, ha masodik nap este ¢ és ha harmadik nap
este, akkor ¢ koltségbe keriil a munka elvégzése. Ahol ¢ legyen olyan, hogy 1 <
c < b < teljesiiljon. A naiv iigynok s-ben a kiovetkezéképp gondolkodik, a munka
elvégzése most b koltségti, de holnap elvégezni csak ¢ < b koltségt, tehat halogat, azt
gondolva, hogy a holnapi, v1-énje majd elvégzi a feladatot. Ugyanez a gondolatmenet
lejatszodik a kovetkezd nap, igy a naiv iigynok az utolso este fejezi be a munkat c?
koltséggel. Ehhez képest a szofisztikdlt iigynok tudja, hogy ha egy napot halogat,
akkor a masnapi énje tovabb fog halogatni, 6sszesen c¢? koltséggel fogja elvégezni
a munkat. Mivel b < c2, ezért a szofisztikalt iigynoknek nem éri meg halogatni,

azonnal elvégzi a munkat 1 koltséggel.

A szofisztikdlt és naiv viselkedésnek is megvannak a maga elényei és a hatranyai. A
naiv {igyndk jol modellezi azt az emberi viselkedést, amikor egyre halogatjuk a feladatot,

mindig azt feltételezve, hogy majd hamarosan elvégezziik, de végiil utols6 pillanatban,
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sokszor az optimdlisnal magasabb koltséggel kell elvégezni. Ez rizikos, veszélyes felada-
toknal akar elény is lehet. A szofisztikalt igynokre is taldlhatunk példat a mindennapi
életben. Az a fajta a viselkedés, amikor tisztaban vagyunk sajat halogato viselkedésiink-
kel és a halogatast megel6z6 lépéseket tesziink. Ilyen lépés lehet, amikor a munka vagy
tanulo kornyezetiinket probaljuk dgy kialakitani, hogy nehezebb legyen halogatni. De a
szofisztikalt iigynok tul is kompenzéilhatja a sajat halogatasat, és kovetkezésképp tobb
munkijaba keriilhet a feladat elvégzése.

Azt mar lattuk, hogy a naiv iigynok koltséghéanyadosa exponencialis lehet. Mekkora
lehet a szofisztikalt iigynok koltséghanyadosa? Ezzel kapcsolatban Kleinberg és munka-
tarsai ([9]) két allitast bizonyitanak.Egyaltalan hogy viselkedik a szofisztikalt tigynok az

exponencialis legyezGs példan?
3.1.1. Tétel. A szofisztikdlt tigyndk koltséghdnyadosa legfeljebb b.

Az is érdekes kérdés, hogy a szofisztikalt iigynok vajon mindig jobban teljesit-e, mint

a naiv ligynok? Mint kideriil nem, s6t:

3.1.2. Tétel. Létezik olyan grdf, ahol a szofisztikdlt iigyndk kéltséghdnyadosa meghaladja

a naiv tgynokét. A két koltséghdanyados ardnya tetszdlegesen kdzel lehet b-hez.

Tekintsiik a 3.2. abran lathato példat. A naiv tigynok a kovetkezd koltségekkel szamol:
s — u — t koltsége bx + 1, s = w — t bxr + b — 2¢, tehat u-ba fog lépni. A naiv iigynok
u-bol u — v — t utat valasztja b — e koltséggel a kozvetlen t-be lépés helyett. Osszesen a
naiv iigynok x + b — € koltségl aton jutott el t-be.

A szofisztikalt iigynok tisztdban van vele, hogy ha v-be 1ép, akkor v-beli énje nem
kozvetleniil ¢-be lép, hanem w-n keresztiil fog menni, dsszesen bx + b — e koltséggel. (A
szofisztikalt iigynok az aktualis, s csiicsbol indulo éleket b-szeresének latja.) A szofisztikalt
{igynok a w-beli utat bxr + b — 2e-nak latja, igy w felé fog menni. Osszesen bx + b — 2¢
koltségd tton ér el t-be.

A két koltséget Osszehasonlitva:

szofisztikalt o bxr+b— 2
— = llm —— =%
naiv z=oo T +b—¢

3.2. A j frissitése

A kovetkezdkben olyan iigynok tipust szeretnénk bemutatni, aki a szofisztikalt és a naiv

ligynok ,kozott” van. Ha azt veszi észre, hogy egy adott 1épés utdn a hatralévé munka
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3.2. dbra. A legrosszabb koltséghanyados arany a szofisztikalt és a naiv igynok kozott.

koltsége nem hogy csokkent volna, de nétt, akkor modosit a viselkedésén. Eszrevette, hogy
torzitva latja a jovét, ezért korrigdlni probal.

Nevezziik T-féle frissitésnek a kovetkezGt. Ha egy v csticsban vagyunk és egy 3 1t
koltsége az adott 3 torzitd paraméterrel d'(v,t) és a [3 - ut kovetkezd, w csticsaban, d'(w, t)
a [ ut koltsege, és d'(v,t) < d'(w,t), akkor a kovetkezd modon frissitsiik [5-t:

d'(w, )
d'(v,t)

Brw) =B

Majd az iigynok ezzel a frissitett [,x-val szdmol tovabb.

Elgszor be kell latnunk, hogy ez a frissités jo, azaz, 5 nem néhet 1 folé.
3.2.1. Lemma. A T-féle frissités sordn B nem nd 1 folé.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy a T-féle frissités soran v-bdl w-be léptiink. Ekkor a frissités
feltétele, hogy d'(v,t) < d'(w,t), azaz c(v,w) + B - d(w,t) > [ - d(w,t). Tehat a frissités
utan kapott [t feliilr6l becsiilhetjiik:

d'(w,t) d'(w,t)

d'(w,t) ' B
c(v,w)+ B - d(w,t) <P B-d(w,t)  d(w,t) =1

ﬁakt = ﬁ

Ez utobbi egyenlGtlenség igaz, hiszen az iigynok d'(w,t) utat kell hogy lassa a legrovi-
debbnek, még a tényleges legrovidebb tathoz képest is. [

Vizsgéaljuk meg, hogy Akerlof exponencialis koltséghanyadost ,legyezds” példajan ho-
gyan valtozik meg az ligynok ttvonala a frissitések miatt.

Az s cstcsban g - 8 latszik a legolesobb dtnak, az ligyndk vi-re 1ép. Itt djra szamolja
a legolcsobb utat, itt p? - 8 lesz. Az iigyndk észreveszi hogy a hétralévs it nagysaga nétt,
tehat frissiteni fogja a G-t. Az 0 B tehat: Bope = 5 - ‘5—; = (- u < 1. Ha B tovabbra
sem elég nagy, akkor jra frissitjiik, és az 0j Baw €rték Buw = B - p? lesz stb. Az iigynok

akkor fog t-re lépni, ha B elég nagy, azaz, ha 1 < p/ - 3, azaz b < pif. Igy az j. frissités
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utan lép t-re, ahol j az els6 olyan szam, amelyre: b < p7. Tehat a legyezss” példa sordn az
tigynok nem fog végig halogatni, hanem mar el6bb belép t-be. (Ha a graf elég sok cstcsot
tartalmaz. )

Oren és Kleinberg ([8]) amikor bizonyitjak, hogy exponencialisan rossz koltséghanya-
dosu grafnak tartalmazni kell egy elég nagy legyez&t, bevezetnek egy rangot a cstcsokra,

ezt a definiciot a kdvetkez6 bizonyitasban felhasznaljuk.
3.2.2. definici6 (cstucs rangja). Legyen egy v € G rangja r(v):

0 had(v,t) <d(s,t)
r o min r>0, ahol d(v,t) < b"d(s,t),

r(v) =

ahol b-vel B reciprokdt jelélyik: b = 371
3.2.3. Tétel. A T-féle frissités sordn bejdrt wton a csucsok rangja nem nagyobb, mint 2.

Bizonyitas Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az iigynok &ltal bejart tton van
egy u cstcs, amely rangja r: r(u) = r, és az Gton az u cstcs utan kovetkezs v cstcs,
r(v) = r+ 1 ranggal, tovabba az uton, v utan 1évs, késébbi w cstcs, ahol elgszor nagyobb

2-vel a rang: r(w) = r + 2. A bizonyitas el6tt elGszor egy lemmat bizonyitunk:
3.2.4. Lemma. Legyen r(v) =r, ekkor:
d'(v,t) > b"2d(s,t)
Bizonyitas A kivetkezd egyenlStlenségek teljestilnek:
d'(v,t) > Bape - d(v,t) > B-d(v,t) > b2 d(s,t)
0

3.2.5. Lemma. A csics rangja legfeljebb 1-gyel néhet. Azaz, ha (v,w) egy él a bejdrt
uton, akkor r(w) < r(v) + 1.

Bizonyitas Kleinberg és Oren bizonyitasat ([8]) adaptaljuk erre az esetre, amikor a /3
értéke frissiil.

Ha (v, w) él a v-bdl t-be vezetd legrévidebb tton van, akkor d(w,t) < d(v,t). Ha (v, w)
él nem ezen az Gton van, akkor legyen (v, w’) a v-bél t-be vezetd legrovidebb titon az els
él. Ekkor a kovetkezGt irhatjuk fel:

c(v,w) + Bared(w, 1) < c(v,w') + Baped(w', 1) < d(v,1)
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Az els§ egyenlGtlenség abbol jon, hogy az ligyndk (v,w’) él helyett a (v,w) élen halad
tovabb. A masodik egyenlGtlenség abbol kivetkezik, hogy kdzépen is a legrévidebb utat
alkoto élek Gsszege all, csak c(v,w’) élen kiviil mindegyik meg van szorozva a [ <
1 szammal, igy a legrévidebb wt hosszanal biztosabb kevesebb lesz. Igy rendezéssel és

atalakitassal kapjuk:

1
dw,t) <
( ) Bakt

Ebbdl kovetkezik, hogy r(w) < r(v)+1. O

Mivel u-b6l v-be lépve a rang nétt, ezért d'(v,t) > d'(u,t), azaz frissiteni kell v-ben a

Cd(v, 1) < % Cd(v,t) < b-d(v,1)

[-t, hasonléan w-ben is, hiszen ott is nétt a rang. Tegyiik fel, hogy w-ig mindig kellett

frissiteni a 8-t. (Jeloljiik v_i-gyel a bejart aton a w elstti kozvetlen csicsot.)

d'(vy,t) . d'(vy, 1) d'(w,t)

d'(u,t) d(vy,t) d'(v_q,t)

Brw) = Brw) -

A szorzat teleszkopikusan Gsszeesik:

d'(w,t)
Brw) = Bru) - 7 1)

Szeretnénk Z/,((Z’tt)) -

nevez6t pedig feliilrsl becsiiljiik 0"~ 'd(s, t)-vel. Igy a tortre a kovetkezd becslést kapjuk:

d' (w,t) bd(s,t) b
d'(ut) = br—ld(s,t) — -

Mi torténik ezzel a szorzattal, ha nincs frissités minden 1épés soran? Ha fiiggetleniil

t alulrol becsiilni. Ehhez a szamlalot alulrol becsiiljik b7d(s, t)-vel, a

d'(vg,t) és d'(vgs1,t) viszonyatol mindig frissitenénk a f-t, akkor is igaz marad a fenti

gondolatmenet. Ha most figyelembe vessziik, hogy csak akkor valtoztatjuk (S-t, amikor

dl(vk‘ vt)
d’ (Uk+1 ,t) Z

O

1, akkor a tort értéken csak novelek, tehat az also becslés érvényben marad.

Az tigynok altal bejart ut éleit a kovetkezSképp becsiilhetjik: c(v,w) < d(v,t) <
b2d(s,t). Az iigynok altal bejart it hosszira a kovetkezt mondhatjuk.

3.2.6. Tétel. A T-féle frissités sordn a bejdrt it hossza legfeljebb < n - b*d(s,t).

Tehat a bejart at koltséghanyadosa a csicsok szaméban lineéris, ha frissitjiik a g
értékét. Ellentétben az eddigiekkel, amikor is, ahogy a legyezds példan lattuk, a koltség-
hanyados exponencialis is lehet.

Mutatunk egy példat, ahol ez a frissités Q(n) koltséghanyadost lesz. Akerlof eredeti
legyez6s példajaban, ahol a munka egynapi halogatasanak x koltsége és a munka elvég-
zésének ¢ koltsége van (lasd 1.2. abra). Mivel itt a legolesobbnak latott koltség minden
halogatott nap utdn azonos, ezért a T-frissités sordn sosem kell frissiteni a [§-t, ezért az

tigynok n - x 4 b koltségl Gton ér t-be, az optimalis ¢ helyett.
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3.3. A j frissitése masképp

Hivjuk a kovetkezo frissitést F-féle frissitésnek, ez a frissités az el6z6 frissitéshez képest
hatékonyabb lesz. Amikor az ligynok egy adott csicsban (v-ben) kiszamitja a legrovi-
debb 1t hosszat, egyben kiszamitja azt is, hogy a kovetkez6 1épés elvégzése utdn mennyi
munkaja marad még hatra a feladat elvégzésekor. Ezt a koltséget Osszehasonlitja majd
a kovetkezd csicsban (w-ben) szamolt koltséggel. Ha legalabb akkora a még hétralevd
koltség, mint az el6z6leg szamitott, akkor az igynok frissiti 5-t:
d'(w,t)
Bew) = BEw) 7=
(w) (v) BE(’U) -d(w, t)
Jelolje Bg(,y a bejart Gt sordn v cstcsban frissitett [ értéket.
El6szor be kell latnunk, hogy az E-féle frissités valoban jo, azaz a folyamat soran

BEw) < 1, minden, az iigynok 4ltal bejart v csicsra.
3.3.1. Lemma. Az E-féle frissités sordn [ értéke nem nd 1 folé.

Bizonyitas Egyszertisitve a frissités formulajat:

d(w,t)  d(w,t)

Bew - d(w,t) — d(w, 1)

BEw) = BEw)

Tehat azt kell belatni, hogy d(w,t) > d'(w,t). Legyen w’ a w utani csics a w-bél induld

tényleges legrovidebb tton, ekkor az a trivialis becslés adodik:
d/(wv t) < c(w, wl) + /BE(U) ) d(w/7 t) < d(w7 t)

d'(w,t) nem nagyobb barmilyen w-bél B, jov6 torzitd paraméterrel szamolt utnal. A
w-b6l mend tényleges legrovidebb Gt Sp(,)-vel szdmolt koltsége nem nagyobb, mint a jovo
torzitd paraméter nélkiil szamolt koltsége. [J

Az E-féle frissités egyik fontos tulajdonsaga, hogy érzékeny a [ értékre, ha a jové

torzitd paraméter kisebb, mint 1, akkor az E-féle frissités soran frissiil 3.
3.3.2. Lemma. Ha (< 1, akkor B frissil az aktudlis csicsban.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy v-bél w-be léptiink, v-ben § < 1 torzité paraméterrel. Azt
szeretnénk belatni, hogy ekkor (-t frissiteni fogjuk. Ez igaz, hiszen, ha Osszehasonlitjuk
a v-bdl latott w-t6l szamolt koltséget, a w-ben latott koltséggel (amelyik tton w utén

kovetkezs cstics legyen w'):
c(w,w) 4+ B -dw' t) > - d(w,t)
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mert c(w,w’) + d(w',t) > d(w,t) igaz, hiszen d(w,t) a legrévidebb at w-bsl. O

A kovetkezGkben a bejart Ut koltségére szeretnénk egy fels6 becslést adni. Ha azt
belatjuk, hogy az iigynok altal az E-frissités soran bejart vy = s,vq,vs3,...,v, = t ttra
igaz az, hogy vy-t6] megtett ut koltsége b-szerese a legolesobb itnak, akkor az egész bejart

ttra belathatunk egy b-es becslést:

—

n—

C(”h Ui-i-l) <b- d(v2> t)

||
o

Mivel az iigynok az els6 1épésben nem feltétleniil a legrovidebb utat véalasztotta, hanem
vy felé lépett, igaz:
d(v1,t) > vy, v2) + Bd(va, t)

Mindkét oldalt beszorozva b* > 1-gyel, kapjuk:
b2d(vi,t) > bPc(vy, vg) + bd(va, t) > c(vr, v9) + c(va, v3) + -+ + c(Vp_1,Vp)

Be kell latnunk, hogy 327 (v, v;1) < b - d(vy,t), ehhez a kivetkezd osszefiiggést
hasznaljuk:

3.3.3. Lemma.

ﬁE(Ui_l)
ﬁgE(vi)

P

/BE(Ui_l)

d Uiyt Z
(v:,) BE(w)

(v, vig1) + ~d(vig1,t)

C(Ui’ U;—H) + ﬁE(Ui—l) ’ d(vz/'-i-l’ t)
d(Uin)

Ahol vj,, azt a cstcsot jeloli, ahova fg(, ,) j6v6 torzitd paraméter alapjan az iigynok

v-b6l lépne. Ekkor d(v;,t) = C(;j;?if)l) + Bg;”(f)” ~d(viq,t), a C(ZE—<’+>1) -es tagot alulrdl be-

-¢(v;, Vi )-vel. Ez utobbit, pedig tovabb becsiilhetjiik az iigynok bejart

BEw) =

E(“'L 1)

Csulhetjuk
atjan 1éve UH_l Csucsokkal, hiszen c(v;, Vi, 1)+ Bee)d(vViy,t) > c(vi, vig1) + Bee) d(Vig, ),

ahol minkét oldalt %—Vel SZOTOZVa:
E(v;)

B,
/BE(’UZ

Ezzel belattuk a lemmat. O

BE(w;_1)
BE(w)

BE(w;_1)
BE(w)

“d(viyq,t) > BEQ(UH) -c(i, Vig1) +
E

d(vi7 t) C(Ui> U£+1> + : d(vi-i-la t)

A lemma felhasznalasaval kapunk egy rekurziot, amelynek segitségével feliilrsl becsiil-
hetjiik az ligynok utjanak koltségét a vy csticstol indulva. Felirva a lemmat @ = 2-re:

5E v 5E (v
% : C(U2,U3) CE)

d(”?u t) 2
E(v2) BE (v2)

. d(Ug, t)
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A d(vs,t) helyére a lemma becslését irjuk i = 3-ra:

d(U27 t) Z 55(1}1) ’ C<U27 U?)) + BE(M) . 65(1)2) . C(Ug, U4> -+ —BE(UQ) . d(Ug, t)
5E(’U2) /BE(UQ) /BE(U3) BE(’U?,)

Ebbdl egyszertisitve kapjuk:

d(vy, ) > ﬁfw < c(va, v3) + 5’2“3(“1) - c(vs,vy) + Bow) d(vg, 1)
ﬁE(w) BE(US) BEws)
Folytatva rekurzivan a lemmaval val6é becslést, kapjuk:
d(v2,t) > 5;3(1)1) _C(U27U3) + 5;17(111) -c(vg,v4) NI éE(Ul) -c(vn_l,vn)
E(v2) 5E(v3) ﬁE(vnfl)

Az egyes élkoltségek egyiitthatoit tudjuk S-val alulrol becsiilni, hiszen 525 > [, mivel
E(v;)
BEw) < 1. Ezzel tovabb becsiilve alulrél d(v,, t)-t kapjuk:

d(ve,t) > B - c(va,v3) + B+ c(vs,v4) + -+ + 5 - c(Vp—1,0y)
Beszorozva 3~ !-val mindkét oldalt kapjuk a kivant becslést:
b-d(va, t) > c(va,v3) + c(vg,v) + -+ + (U1, Vp)
Ezzel belattuk az E-féle frissités koltséghanyadosira vonatkozo becslést:

3.3.4. Tétel. Az E-féle frissités sordn a kéltséghdnyados nem lesz rosszabb, mint b.

Erdekes megfigyelni, hogy Akerlof példajan hogy viselkedik az E-féle frissitést hasznalo
igynok. Az egyszertibb példaban az ligynok mar a méasodik 1épésben frissiti a §-jat 1-re.
Az exponencialis példaban pedig ugyanaz lesz a helyzet, mint a T-féle frissités sorén,
hiszen a halogatas koltsége csak 0.

Példa arra, hogy az E-féle frissités b? koltséghanyadost tetszélegesen megkozelithet
(lasd 3.3. abra). Akerlof legyez6s példajabol indulunk ki, azzal a kiilonbséggel, hogy az
éleken mas lesz a koltség. Az tigynok kezdeti jové torzitd paramétere legyen [, ennek
reciproka pedig b = L. A legyezd ,peremén” elhelyezkedd csticsok legyenek: s, a kiindulo
csucs, tovabba vy, vy, ... v,, a legyez6 kozepén legyen ¢, a végcél csiicsa. A peremen az él
koltség legyen végig 0. Az st él legyen 1, a vgt legyen b, tehéat &ltalanosan: v;t él koltsége
legyen B+ €;, ahol €;-k megfelelGen kis szamoknak valasztjuk, ezentil ezeket az e;-ket

nem irjuk ki.

3.3.5. Lemma. Fqy adolt v; csicsban a jovd torzito paraméter b T e frissiil.

30



AT

= E
[ SN |
® 1 t b> o

3.3. 4bra. Példa arra, amikor E-féle frissités sordn a koltséghanyados b%.

Bizonyitas Teljes indukcioval bizonyitunk. A kiinduloé s csticsban a jové torzitd paramé-
ter b=1. Ekkor az iigynok osszehasonlitja az s-bél kiindulo at koltségét: 1 a vp-bol indulod
ut koltségével 1. Ekkor vg-felé fog 1épni, megjegyezve, hogy 1 munkaja lesz onnan még
hétra.

Az iigynok a vg-ban a kovetkezdt szamolja, vagy belép t-be b kiltséggel most, vagy vy-be
1ép, ahonnan b=1-b3 = b2 kéltséggel be fog 1épni t-be. Ekkor vi-felé olesobb az 1t koltsége

a kozvetlen belépéshez képest, de 1-nél dragabb, ezért az iigynok frissiti a jové torzito

:b_l-é:

1 , . . L e sy 2 A
i b~ 2. Ezutan az ligynok az 0j jovo torzitd paraméterrel

paraméterét: Sp(y)
ujra szamolja a koltségeket vi-n keresztiil b=2-b2 =ba koltség. Jol megvalasztott e-ok
mellett az ligynok vy-re 1ép. Tehéat az indukcios allitast ellenériztiik ¢ = 1-re.

Most tekintsiink egy tetszéleges v; cstucsot, alljon az iigynok v;-ben. Tegyiik fel, hogy
mar v;_i-re ismerjiik az allitdst, azaz ott a jové torzité paraméter értéke Bp(, ) = b_é,
tovabba az iigynok szandékai szerint a v;-bdl 1épett volna t-be b b2 koltséggel. Az
iigynok a v; csucsban vagy befejezi azonnal a feladatot b koltséggel, vagy halogat, és
vir1-n keresztiil 1ép be b2 - 5272 koltséggel. A vy, 1-n keresztiili it olesobb, de dragabb,
mint a v;_1-ben megtervezett Ut koltsége, igy frissitjiik a jov6 torzité paramétert:

.
By = b7 % = bz
h o . pP o
Ezzel belattuk a lemmat. [J

A frissitett jov6 torzitd paraméterrel az {igynok v;-bél v;,1-be fog 1épni, hiszen meg-
felelgen valasztott e-ok mellett kevesebb koltséggel jar a v;,1-n keresztiil belépni, mint
v;-b6l kozvetleniil belépni: B2 T = bR Igy addig folytatodik a halogatas, amig
el nem ér v,-be, ahonnan mar mindenképp belép t-be b2~ 3 koltséggel, ezzel n-t névelve
tetszblegesen megkozelithetjiik a 0? koltséghanyadost:
= b

b
lim
n—oo 1

Tehat a becslésiink éles.
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4. fejezet
ésszegzés

Kleinberg és Oren [8] cikke alapjan egy j modellt mutattunk be a halogatasjellegii visel-
kedésekre. Az altalanos hiperbolikus modellhez képest Kleinbergék modellje egyszertibb
és hatékonyabb. A szakirodalomban leginkabb bonyolultsagelméleti probléméakat kutattak
eddig. Jelen dolgozatban a bonyolultsagelméleti kérdések mellett a modell mas aspektu-
sait is megvizsgaltuk. Definidltuk a négyféle kritikus jov6 torzité paraméter valtozatait,
majd mutattunk egy dinamikus kiszamitast a topologikus sorrend segitségével. Ezek utan
megvizsgaltuk azt, hogy ha az iigynok viselkedése nem naiv, hanem tn. szofisztikalt, akkor
milyen koltséghédnyadost kaphatunk a legrosszabb esetben. A kapott eredmények alapjan
latszik, hogy Kleinbergék szofisztikalt iigynokének viselkedése és a mi két frissitésiink kolt-
séghanyadosai lépcsGzetesek: legkisebb kdltséghanyadost Kleinbergék szofisztikalt iigynd-
ke, utana az E-féle frissités, majd végiil a T-féle frissités.

A kovetkez6 kutatasi irdnyok meriilnek még fel [9):

Mit mondhatunk az olyan esetekben, ahol az tigynok, csak részben naiv [9]|, azaz

tisztaban van a torzitasaval, de rosszul becsiili meg a sajat 5 értékét.

e Latjuk, hogy legrosszabb esetben milyenek a koltséghédnyadosok, tudunk-e valamit

mondani az atlagrol?
e Hanyféle itvonalat jarhat be egy szofisztikalt igynok, ha g értékét varialjuk?

e Hogyan lehet a szofisztikalt tigynokot hatékonyan motivalni? (jutalmak elhelyezése,

élek torlése ... )

To6bb érdekes pszichologiai jelenség mélyén hizédnak meg az itt latott tapasztalatok.
A jelenben lévé koltségek illetve jutalmak értéke nagyobb, mint a jovébelieké, altaldban a
halogatas dinamikaja ezen milik. Hol halogatunk még? Latszolag a halogatastol fiiggetlen

jelenségekre is magyarazatot adhat az eddig targyalt modell.
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A Milgram kisérlet |7] soran a résztvevék meglepGen nagy szézaléka engedelmeskedett
a vizsgalatvezetGknek akkor is, amikor lelkiismeretiikkel ellenkez6t kértek téliik. A részt-
vevOket egy tanulast vizsgalo kisérlethez toboroztak, majd parba osztottak Gket, és egyik
feliik a tanar, masik feliik a tanul6 szerepét kapta, latszolag véletlenszertien. A val6sagban
ugy tortént, hogy a résztvevd parja szinész volt, aki mindenképp a tanuldt jatszotta. A
kisérletvezets elmagyarazta a résztvevéknek, hogy a biintetés hatasat vizsgaljdk a tanu-
lasra, majd atkisérte 6ket a méasik szobaba, ahol kiilénb6z6 kapcsolok voltak 15 volttol
450 voltig. Ebbdl a szobabdl ra lehetett 1atni a tanuléra. A kisérletvezets megkérte a vizs-
galatban résztvevd személyt, hogy olvasson fel megtanulandé szopéarokat a tanulonak, és
ha a tanul6 rosszul mondja vissza Gket, akkor biintesse egyre novekvd fesziiltségi dram-
iitéssel. Ha a résztvevs meg akart allni, akkor a kisérletvezetd latszolag biztositotta, hogy
a felelgsség nem az 6vé. A résztvevsk tobb mint fele eljutott odaig, hogy kiadja a halalos
aramiitést. Ha kozgazdasagtani szemléletbdl értelmezziik a jelenséget, akkor az eddig tér-
gyalt modell segitségével is magyarazatot adhatunk a jelenségre. A résztvevik egyike sem
akart valojaban ramérni halalos aramiitést a tanuléra, de a dontésiiket egyre halogatték.
Miért? A kisérlet abbahagyasanak komoly szociélis koltsége lett volna, de annak a kolt-
sége, hogy még a kovetkezd kapcsolot megnyomja, és majd akkor abbahagyja, latszolag
kisebb. A résztvevek naiv {igynokdk modjara viselkedtek.

Akerlof [1] t6bb hasonlo dinamizmusi példat is hoz: kiilonbo6zé vallasi szektak, extrém
csoportok példait. Akerlof a halogatassal magyarazza ezeknek a csoportoknak fennma-
radasat: annak ellenére, hogy az egyes csoporttagokban rendszerint van belsé ellenallas
a csoport eszkalalodo akcidival szemben, de a csoporttagok mégsem szallnak ki idében:
a csoportbol valo kikozosités ara nagyobb, mint a kdvetkezd akciot még megesinalni a
csoporttal és utana kiszallni.

A naiv és a szofisztikalt ligyndk, a modellb6l megismerhets szuboptimélis viselkedése
egybevag a pszichologiai tapasztalatokkal és tanulmanyokkal. Airley és munkatarsai [3|
a kovetkezket vizsgaltak: (a) Hajlandoak-e az emberek akar szigoru hataridéket szabni
sajat maguknak, hogy a sajat halogatasukat kijatsszak? (b) Hatékonyan javitotték-e a fel-
adat elvégzését ezek a hataridék? (¢) Optimalisak ezek a hataridsk? Airley és munkatarsai
szerint az els§ két kérdésre igen a valasz, a harmadikra nem. Ezek az eredmények Ossz-
hangban vannak a szofisztikalt iigynok modell eredményeivel, a szofisztikalt ligynok: (a)
tisztaban van azzal, hogy halogat (b) kisebb a kiltséghanyadosa, mint a naiv iigynoknek

(¢) a koltséghanyadosa nem feltétleniil optimélis.
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